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RESUMO

O presente texto visa relatar as etapas que possibilitaram a otimizacdo de problemas
de elasticidade linear através de algoritmos computacionais baseados no Método
dos Elementos de Contorno (MEC). O MEC € um dos métodos numeéricos mais
populares em problemas de engenharia, e esta sendo constantemente desenvolvido
nas ultimas décadas. E um método que, apesar de possuir uma formulac&o
elaborada, possui propriedades que facilita sua implementacdo em problemas de
otimizacdo. Este trabalho tem por objetivo aplicar o MEC em problemas de
otimizagdo estrutural de problemas bidimensionais de elasticidade linear. Este
trabalho utiliza elementos quadraticos nos problemas de otimizacdo estudados. Para
tanto, foi desenvolvido um c6digo em MATLAB que faz os calculos e um processo
iterativo, fornecendo novas topologias a partir de uma topologia inicial. Algumas
otimiza¢cdes de problemas bidimensionais s&o propostas e realizadas. Um exemplo
simplificado de um componente automotivo € proposto para ser otimizado. As
topologias finais apresetaram resultados condizentes com a literatura.

Palavras-chave: elementos, contorno, elasticidade, quadrético

ABSTRACT

This work aims to report the procedures that make the optimization of linear elasticity
problems be possible by computational codes based on the Boundary Element
Method (BEM). The BEM is one of the hot research topic in numerical methods in
engineering problems where more research has been conducted in the last decade.
It is a method that, despite its elaborated formulation, has the features that make it
more attractive to be applied in optimization problems. This work will use the BEM in
the structural optimization of linear elasticity problems as a numerical approach. In
this work, the structural optimization was performed with quadratic boundary
elements. An iterative MATLAB code was developed to perform the optimization
procedures, giving new topologies as output from a determined initial topology. Five
benchmark tests commonly used for topological optimization procedure were
optimized. Finally, a simplified problem of an automotive suspension arm
optimization was also studied. The final topologies obtained are in good agreement
with the literature.

Keywords: elements, boundary, elasticity, quadratic
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1 INTRODUCAO

Este capitulo introduz o campo
de estudo deste trabalho.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) € um dos métodos numéricos
utiizados para encontrar solucbes aproximadas de mecéanica do continuo,
viabilizando o estudo de diversos casos praticos. Os campos de estudo dos
problemas podem variar entre Transferéncia de Calor, Mecéanica dos Sdlidos,

Mecanica dos Fluidos, Acustica, Eletromagnetismo etc.

Em uma pesquisa, com base no nimero de publicagcbes, o0 método numérico
mais utilizado € o Método dos Elementos Finitos [5]. O Método das Diferencas
Finitas ocupa o segundo lugar, enquanto que o Método dos Elementos de Contorno

aparece em terceiro lugar na mesma pesquisa.

O MEC apresenta diversas vantagens em relagdo a outros meétodos
numéricos de mecéanica do continuo, dentre elas a discretizacdo somente do
contorno e de bom uso quando a resposta do problema possui altos gradientes
(Mecanica da Fratura, por exemplo). Em problemas de contorno infinito seu uso
também é interessante, como a propagacao de ondas em meio infinito proposta por
Du e Zhao [17]. A sua utilizagdo normalmente exige a resolucdo de um sistema
linear que apresenta matrizes cheias, o que demanda relativo esfor¢o

computacional, mas diminui uma dimens&o do problema, em relagdo ao MEF.

A utilizacdo de MEC para calculo de tensdes e deformacdes em problemas de
elasticidade plana exige um bom trabalho de programac&o. E necessario recorrer a
elementos de maior ordem do que em problemas potenciais. O uso de elementos
constantes neste caso é pouco comum, pois normalmente € necessario um nimero
elevado de elementos para se produzir resultados com erros aceitaveis [2]. O uso de
elementos lineares ja aparece em varias aplicacfes inclusive em problemas de

otimizag&o topoldgica [6], [10].

A utilizacdo de elementos quadraticos torna os resultados mais precisos que
com elementos constantes ou lineares [2]. A Tabela 1 mostra um comparativo do

perfil de solucdo esperado para um suposto problema de elasticidade linear plana de



MEC para diferentes tipos de elementos com o mesmo numero total de graus de
liberdade.

Tipo de elemento Constante Linear Quadratico
Numero de elementos 12 6 4
NOs fisicos por elemento | 1 2 3
Graus de liberdade por 2 2 2

noé (problema

bidimensional)

Namero total de graus 24 24 24
de liberdade
Tamanho da matriz do 24x24 24x24 24x24

sistema linear

Perfil da solucédo de Retas Retas inclinadas Parabolas interligadas
deslocamento/tenséo horizontais interligadas por por descontinuidade de
descontinuas descontinuidade de inclinacéo (angulo) a
inclina¢éo (angulo) a cada trés noés

cada dois n6s

Tabela 1 — Perfil esperado para o resultado com diferentes tipos de elementos, utilizando o
mesmo numero de graus de liberdade, para um exemplo de problema de elasticidade plana
bidimensional usando o MEC

Em problemas bidimensionais mais simples de elasticidade linear, os
deslocamentos e tensGes assumem perfis lineares, parabdlicos ou em maior ordem
[4]. A representacdo de for¢cas de superficie e deslocamentos por retas, como no
caso dos elementos constantes ou lineares, limita a precisdo das respostas. Neste
sentido, o uso de elementos quadraticos é claramente vantajoso sobre os outros
tipos de elementos citados, aumentando a precisado dos resultados ou diminuindo o
namero de elementos requeridos para uma determinada precisdo. A utilizacdo de
elementos quadréaticos em otimizacdes de problemas de elasticidade é percebido

como um dos acréscimos a que este trabalho se propoe.

O uso de elementos de maior grau de complexidade em problemas de
otimizacao torna-se extremamente atrativo do ponto de vista de precisdao numérica,
no entanto resulta em um aumento no tempo computacional. Neste sentido, faz-se

necessario o controle dos varios parametros utilizados no processo de otimizagcao de
2



topologia como, por exemplo, nimeros de pontos de Gauss, tamanho e quantidade
de furos realizados, geometria dos furos uma vez que sao poligonos com numero
finito de lados (e néo circulos perfeitos, o que poderia deixar lento o programa e
deixar os nés proximos demais), cuidados com a colocagcdo de pontos internos para
evitar singularidades e a propria discretizacdo do problema, que deve vir de uma
correta interpretacdo dos dados. Para a obtencéo de resultados interessantes deve-

se obter boa precisao e controle do tempo computacional.

O tempo de execucdo de rotinas de otimizacdo pode Vvariar
consideravelmente, e neste sentido, deve-se desenvolver rotinas numéricas que

sejam robustas, simples e versateis.

1.1 OBJETIVOS DESTE TRABALHO
Este trabalho tem por objetivos:

1) O desenvolvimento de um cdédigo de otimizacdo dedicado aos problemas

de elasticidade. Os atributos que o cédigo tera sao:
- Ser capaz de trabalhar com praticamente qualquer problema bidimensional

- Ser 0 mais genérico possivel, facilmente modificavel e os parametros modificaveis

devem ser os mais explicitos possiveis

- Seré considerado o regime de tensfes e deformacdes apenas na regido linear da

curva tensdo-deformacao do material

- O problema deve ser escrito em forma de arquivo de texto, que sera lido pelo
cbdigo. Como saidas, o cédigo deve fornecer as tensdes e deformaces, além da
topologia ao fim de cada iteracdo em arquivo de texto e a area de cada topologia
obtida. As iteracfes de cada otimizagcdo devem estar todas salvas no computador,

para possivel acesso futuro

- A definicdo dos locais de remocao de material dentro do dominio sera realizado via
analise de sensibilidade empregando o conceito de Derivada Topolégica deduzido

para problemas de elasticidade

- O método numérico utilizado para a obtencdo das tensdes e deformacdes € o

MEC, cujos resultados devem ser testados



- O MEC fard uso de elementos quadraticos, para resultados mais precisos em
relacdo a elementos constantes ou lineares. Cada elemento quadratico € do tipo

descontinuo, novamente mais preciso em relacdo ao elemento continuo.

- O programa deve ser capaz de plotar as topologias obtidas pelo processo de
otimizagao

2) Uma vez que o codigo de otimizacdo desenvolvido esteja funcionando
corretamente, ele deve ser utilizado para resolver problemas de otimiza¢do. A
medida que os problemas de otimizacdo sejam resolvidos, isto é, topologias bem
definidas sejam obtidas, a complexidade dos novos problemas de otimizacdo devem

ser propostos de modo a aumentar gradativamente a complexidade dos mesmos.

1.2 ORGANIZACAO DESTE TRABALHO

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos, dos quais o primeiro € a
presente introducdo. O segundo capitulo realiza uma revisédo bibliografica sobre os
principais métodos de otimizag&o. Ainda neste capitulo, sdo abordados assuntos nos
dominios de Mecéanica dos Materiais, Matematica e Método dos Elementos de

Contorno

-O terceiro capitulo descreve o codigo computacional desenvolvido para
realizar as otimizacGes. Esse capitulo apresenta um procedimento para validar o
presente codigo numérico através de um problema simples de flexdo em viga, cuja

solucao analitica é conhecida.

-O gquarto capitulo apresenta os problemas de otimizacdo e suas respectivas
andlises realizadas durante este trabalho. Sao descritos geometria, condicbes de

contorno, método de remocé&o de material e topologia final de cada problema.

-O quinto e ultimo capitulo realiza o fechamento conclusivo acerca do trabalho

desenvolvido.



2 INTRODUCAO

Este capitulo trata dos conhecimentos basicos
necessarios para a realizacao do trabalho proposto

2.1 OTIMIZACAO

Otimizacé&o é dar a (algo, uma maquina, uma empresa) um rendimento 6timo,
criando-lhe as condicbes mais favoraveis ou tirando (dele ou dela) o melhor partido
possivel; tornar (algo) 6timo ou ideal. Os projetos de engenharia em geral procuram
responder a um problema proposto com uma solu¢cdo que seja compativel com
requisitos previamente determinados. Isso implica dizer que, dentre as infinidades de

solu¢Bes imaginaveis, ha as que melhor se adéquam aos objetivos.

Existem diversas formas de se chegar a um modelo considerado “6timo” a um
determinado problema. As solu¢cbes empiricas tém sido utilizadas pelo homem
durante a sua existéncia, e se baseiam na experiéncia. Se uma solucéo é adequada
ao problema, ela continuara a ser utilizada posteriormente. Se ela n&do soluciona
satisfatoriamente o problema, ela deixara de ser utilizada. O empirismo ndo procura
entender os mecanismos que torna uma solucao melhor do que outra, e sim verificar

0 aspecto de causa-efeito.

Um bom exemplo da atuacdo do empirismo na indUstria moderna é a opcao
por construir automoveis sem fechar o habitaculo do veiculo de forma rigida.
Projetava-se a estrutura do veiculo contra cisalhamentos verticais e 0 momento de
flexdo aplicado por cada eixo, negligenciando-se o fenémeno de tor¢éo do chassi. A
Figura 1 mostra um diagrama da carroceria de um automovel de um livro da década

de 20, onde é possivel observar a auséncia de consideracao da torgao.
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Figura 1 - Antigo diagrama de andlise estrutural de veiculo [1]

Uma baixa rigidez a torcdo prejudica a dirigibilidade, além de causar
vibracbes indesejadas no veiculo, como seria conhecido posteriormente. A
carroceria de habitaculo aberto era comum nessa época, uma forma que é
intrinsecamente de baixa rigidez. Ao fechar o habitaculo de forma que provoque o
aumento de rigidez, trincas na carroceria eram comuns, pois a carroceria recebia
carga de tor¢cao transferida pelo chassi. A partir destas informagdes, buscava-se

intuitivamente obter baixa rigidez a tor¢éo [1].

Em contrapartida, o método cientifico € um conjunto de atividades racionais e

sistematicas que, com rapidez e eficiéncia, nos permite alcangar o objetivo, tragando
6



0 caminho a ser seguido detectando erros e auxiliando nas decisdes do cientista
[18]. Dessa forma, pode-se regular as causas até obter os efeitos desejados.

Normalmente é este o caminho tragcado em um processo de otimizagao.

Os problemas de otimizac&o séo tratados de duas maneiras, sem restricdo e
com restricdo [9]. Na otimizagdo sem restricdo, o problema é resolvido da seguinte

maneira, de acordo com a Equacéo ( 1):
minimizar S(x) ou maximizar S(x),x € R" (1)

A otimizagcao sem restricao pode ser exemplificada graficamente pela Figura

Maximo global
A da fungéo S(x)

\4

Figura 2 - Grafico do problema de otimizag@o sem restricdo para maximizar S(x)

A funcdo S(x) € chamada de funcao-objetivo. Nos problemas de otimizacao

com restricdo, o problema é apresentado de acordo com a Equacéo (2).
minimizar S(x),sujeito a
gi(x)<0,j=1,..,n4 (2)
h,(x) =0,j=1,..,n,

Na Equacao (2), x é um vetor que contém as variaveis de projeto e g e h séo
as matrizes que armazenam as restricoes de igualdade e desigualdade [9]. Um

problema de otimizagc&o com restricdo pode ser exemplificado pela Figura 3.



Maximo local ou
global da funcéo
S(x)

7 .

Zona valida de S(x)

Zona invalidada pelas restricGes

3
>

Figura 3 - Problema de otimizagao com restricdo para maximizar S(x)

Véarios dos problemas contemporaneos de otimizacdo sdo do tipo com
restricdo, por que a funcdo S(x) pode ndo ser valida em um intervalo ou ainda
apresentar valores que nao possuem representatividade pratica, por exemplo
massas negativas, ou formas invidveis para fabricacdo. Os problemas de otimizacéo
ainda podem ser separados em problemas que utilizam derivadas e problemas que

nao utilizam derivadas.

Antigamente, os projetistas realizavam uma analise de otimizacdo através da
construcdo e interpretacdo de graficos produzidos manualmente, sem qualquer
recurso computacional. Atualmente, os processos de otimizagdo utilizam algoritmos
especificos para o método empregado. Tais algoritmos contém etapas que geram
solucdes intermediarias respeitando as restricbes até que o critério de parada seja
atingido. A finalizacdo de um processo de otimizacéo € dada pelo critério de parada
gue ocorre quando se atinge o minimo da fun¢&o-objetivo ou um nimero maximo de

iteracdes.

2.2 TIPOS DE OTIMIZACAO ESTRUTURAL

Um problema de otimizacéo estrutural pode ser classificado em trés tipos, que
resultam em solucdes finais distintas: otimizacdo paramétrica, otimizacao de forma e

otimizacao topoldgica [9], conforme ilustrado pela Figura 4.
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Figura 4 — llustracdo dos processos de otimizacdo: a)Paramétrica; b)De forma;
c)Topoldgica

A otimizacdo paramétrica ocorre quando as variaveis de projeto descrevem
caracteristicas geométricas da estrutura [9], como por exemplo, diametro, area de
secdo transversal, espessura, momento de inércia. Neste caso, a otimizacao
pretende determinar quais valores dessas variaveis corresponderdo a uma
configuracdo de estrutura que corresponda a solugdes o6timas. O trabalho de
Perelmuter e Yurchenko [20], por exemplo, realiza uma otimizacdo paramétrica da
carcaca de torres de aco de turbinas edlicas. No referido trabalho, as variaveis de

projeto sdo os diametros e espessuras ao longo do cone da carcaca e o diametro da
hélice da turbina, como visto na Figura 5.



Dnax

Figura 5 — Variaveis de otimizacdo paramétrica em exemplo de carcaca de torre de turbina
eolica [20]

A otimizacdo de forma procura estabelecer solu¢gdes o6timas alterando-se
apenas o0 contorno do problema. Em um problema de otimizacdo de forma, o
contorno variavel é discretizado em nés e segmentos de reta unindo esses pontos
[11]. Esses pontos podem se deslocar a fim de que se gerem novas solu¢des. Logo,
pode-se selecionar a posi¢cédo de pontos que fornega a solugcdo étima (menor massa
ou melhor conducdo de calor, por exemplo). Uma vez que o MEC ja utiliza o
contorno para os calculos, este método de otimizacdo ganha praticidade, uma vez
gue é ha a possibilidade de se utilizar os mesmos pontos que descrevem a solucéo
para realizar os céalculos sem adi¢cdo de novos pontos ou elementos. Um exemplo de

otimizacao de forma pode ser visto na Figura 6:

Circulo Inicial

+ |nterior

Figura 6 — Otimizacé@o de forma da secéo transversal de uma mola helicoidal [21]
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No trabalho de Kamiya e Kita [21], o MEC é desenvolvido para equacdes
diferenciais quasi-harmonicas para integrais de primeiro e segundo tipo para otimizar
a forma da secdo transversal de uma mola de compressdo. Um dos maiores
objetivos em desenhar um sec¢ao transversal ndo-circular era a reducdo da tenséo
maxima de cisalhamento no lado interior da mola. A otimizacdo era iniciada
geralmente por perfis considerados simples, como, por exemplo, o perfil circular. A
otimizacdo objetivava reduzir a tensdo maxima, assim como proporcionar uma
distribuicdo uniforme de tensdes na superficie. Os resultados mostraram que as
formas 6timas eram formas ovais e, se o critério de reducdo da tensdo maxima fosse

rigorosamente obedecido, a forma 6tima tenderia para uma forma quase circular.

Otimizacdo topologica se refere a problemas de projeto onde algum
parametro € otimizado em funcdo de sua topologia. As varidveis de projeto séo
intrinsecas na natureza do proprio objeto. No caso de estruturas discretas, como
trelicas, a topologia corresponde ao numero de barras e juntas e a ordem na qual as
barras sdo conectadas. No caso de estruturas continuas, as variaveis topologicas

podem ser representadas por furos, como no trabalho de Tai e Fenner [12].

2.3 ALGUNS METODOS DE OTIMIZACAO

2.3.1 — Método da Homogeneizacao

Uma das formas pioneiras de otimizacdo topologica é o Método de
Homogeneizacdo, o qual € empregado com o MEF. Este método é parametrizado
dividindo-se a estrutura em pequenos pedacgos e variando-se a densidade em cada
pedaco durante o processo de otimizagdo. Novas solu¢cdes sdo geradas variando-se
as densidades dos pedacos [12] de modo a se obter a estrutura com a melhor
configuracdo de densidades. Estas densidades podem ser posteriormente

traduzidas em material (preto) ou vazio (branco), como mostra a Figura 7.
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Figura 7 — Exemplo de resultado obtido pelo método da Homogenizagéo [19], com volumes
finais a (a)91%, (b)64%, (c)36%

Em contrapartida, o método da Homogeneizacdo pode gerar objetos finais
incompativeis com o0s processos atuais de fabricacdo. O principal problema do
meétodo € a “instabilidade de tabuleiro”, que é a criagdo de zonas de material e zonas
vazias distribuidas uniformemente como um tabuleiro de xadrez, e a definicdo de
presenca/auséncia de material nesta zona fica indefinida. Outro problema deste
método é que as solugfes finais sdo muito sensiveis aos intervalos de densidade

com os quais se trabalha.

Trabalhos anteriores realizaram otimizagdo com MEC utilizando a Formulagéo
de Andlise e Projeto Simultaneos (SAND) [13], que considera as variaveis de estado
como incognitas do problema de otimizagéo e inclui as equagdes de equilibrio como
restrices de igualdade, ndo sendo necessario resolver a equacao de equilibrio por
iteracdo. O equilibrio € entdo obtido no fim do processo de otimizacdo. O mesmo
trabalho utiliza uma formulacdo do SAND para problemas de otimizacdo de larga
escala que simplificou o céalculo de primeira e segunda derivadas. Isso foi possivel

através de técnicas de separacao parcial de fungdes da formulagdo SAND.
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2.3.2 — Algoritmo Genético (AG)

7

Algoritmo Genético € uma ferramenta de otimizacdo baseada em buscas
populacionais. O AG é uma técnica inspirada em processos naturais de evolugao
biologica. O modelo se inicia com um conjunto de possiveis solu¢des que pode ser
gerado aleatoriamente. A este conjunto é dado o nome de populacdo. Cada
individuo ou solucdo dessa populacdo possui caracteristicas proprias que
normalmente s8o armazenadas em numeros para facilitar a combinacdo entre

caracteristicas dos individuos existentes.

A préxima geracdo de individuos é obtida a partir das informag¢fes da geracao
anterior, combinando os mecanismos de crossover — troca de caracteristicas entre
0os individuos-, mutacdo — modificacdo normalmente aleatéria de alguma
caracteristica de um individuo — e selecédo — avaliacdo da satisfacdo ou ndo de um
critério exigido nos individuos. Esses mecanismos podem ser editados para serem
convenientes com o tipo de problema estudado. O processo é finalizado quando o
critério procurado foi atendido pela populagéo, ou quando a populacdo alcanca um

determinado namero de individuos [25].

E importante observar que se trata de um método aleatério. Ndo é
assegurado que o mesmo algoritmo com as mesmas variaveis produza sempre a
mesma resposta, nem se uma resposta satisfatoria é encontrada no fim da

otimizagao.

Através do Algoritmo Genético, realizou-se, por exemplo, a otimizacdo da
deformacdo sofrida por finas lampadas de plastico durante a fabricacéo,
considerando como parametros a temperatura de molde, temperatura de fuséao,
pressdo de empacotamento, tempo de empacotamento e tempo de resfriamento.
Conseguiu-se uma reducao da deformacao de aproximadamente 46% [26], ilustrada

pela Figura 8.
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Figura 8 - Distribuicdo de deformagdes na base da lampada com fatores de producéo 6timos
[26]

2.3.3 — Redes Neurais

As Redes Neurais, assim como o AG, também possuem inspiracdo na
natureza, mais precisamente no funcionamento dos neurénios. As Redes Neurais
sdo compostas por unidades basicas com entradas, saidas e processamentos de
dados, que podem ser chamados de neurdnios, por analogia. A interligacdo entre
essas unidades basicas faz com que seja possivel dividir 0 processamento entre
elas, e a rede pode ser capaz de processar e responder de maneira cada vez mais

complexa.

Num processo de redes neurais, ndo ha exatamente uma rotina exata para
solucionar um problema, mas um conjunto de unidades interligadas, capazes de
dividir o processamento entre si e aprender o que deve ser feito. Podem ser
atribuidos estimulos ou penalidades para os neurdnios para que eles aprendam a

realizar a tarefa corretamente.

Redes Neurais ja foram desenvolvidas para otimizar o uso de energia do
sistema hibrido de poténcia de um veiculo elétrico [27]. A rede neural desse trabalho
utilizou como entradas a poténcia total de entrada, intervalo de tempo para se
alcancar a carga maxima e o estado atual de carga da bateria de NiH. Como saida

da rede neural, era obtida a poténcia de saida do sistema. Foram utilizados também
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algoritmos genéticos para acelerar a etapa de obtencédo dos pesos de conexdo da

rede neural.

2.3.4 — Algoritmo De Colbnia De Abelhas

O Algoritmo de Colonia de Abelhas (Artificial Bee Colony — ABC) foi
desenvolvido observando-se o comportamento das abelhas ao buscarem alimento
para a respectiva coldnia. As abelhas e as formigas possuem 0s mecanismos de

tomada de decisé&o coletiva mais bem descritos.
As abelhas se dividem em trés grupos para conseguir alimento:

-Abelhas trabalhadoras: fazem viagens para coleta de néctar proxima a
colmeia, e quando retornam, fornecem informacgdes sobre localizacdo e quantidade

de néctar disponivel;

-Abelhas exploradoras: fazem buscas aleatérias de néctar ao redor da
colmeia. Quando a fonte de néctar se esgota, a abelha trabalhadora se torna uma

abelha exploradora e procura novas fontes.

-Abelhas oportunistas: observam a danca das abelhas trabalhadoras na
area de danca da colmeia. A danca informa a localizagdo e a quantidade de néctar
disponivel, permitindo que um numero adequado de abelhas sejam alocadas para

buscarem néctar nos lugares onde ha maior probabilidade de encontrar néctar.

O Algoritmo de Colonia de Abelhas pode ser utilizado para buscar solugdes
de problemas de otimizacdo. H&4 exemplos de aplicacdo deste algoritmo na solugcéo
de problemas de otimizacao discretos de estruturas trelicadas [28], reduzindo-se o

peso dessas estruturas.

2.3.5 - Algoritmo Simplex

O algoritmo Simplex busca basicamente um valor maximo para uma
determinada funcdo que depende das caracteristicas do problema. E geralmente
utilizado em problemas que apresentam caracteristicas lineares, em que a funcao-

objetivo se apresenta como uma soma ponderada dos parametros (x;,x,, x3) do
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problema: S =ax; +bx,+cx;. As restricbes do problema s&o geralmente

representadas por inequagoes.

O algoritmo Simplex ja foi utilizado, por exemplo, para encontrar pontos de

sela e caminhos de minima energia de superficies de varias dimensdes [35].

2.3.6 — Derivada Topoldgica

A Derivada Topolégica foi utilizada como técnica de otimizacdo neste
trabalho. A Derivada Topolégica é uma fungao escalar valida em todo o dominio do
problema que indica a sensibilidade de uma fungdo-custo quando a topologia de um
dominio analisado € alterada inserindo-se um pequeno furo. A Derivada Topoldgica
pode entdo ser avaliada no centro desse pequeno furo [6]. A se¢cdo 2.17 fornece
maiores detalhes sobre o desenvolvimento da Derivada Topoldgica para este

trabalho.
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Este capitulo trata dos principais equacionamentos do MEC para problemas de
elasticidade

3.1 CONCEITO DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO (MEC)

O Método dos Elementos de Contorno € um método numérico para analisar o
comportamento de sistemas mecanicos e especialmente de estruturas de
engenharia sujeitas a carregamentos externos. O termo “carregamento” se refere a
uma fonte externa que produz uma funcdo de campo ndo-nula que descreve a
resposta do sistema (campo de temperaturas, campo de deslocamentos, campo de

tensdes etc.) e pode ser calor, tenséo superficial, forgcas de corpo entre outros [7].

O método geralmente empregado para a analise de estruturas nas ultimas
trés décadas é o Método do Elementos Finitos - MEF. Uma pesquisa realizada em
um base de dados [5] através de palavras-chave indicou que o MEF possuia mais
de 66237 entradas. O Método das Diferengas Finitas estava em segundo lugar na
pesquisa, com mais de 19531 entradas. O MEC aparecia em terceiro lugar entre os

métodos numéricos, com 10126 entradas.

O MEF é baseado na solucédo de sistemas de equacdes diferenciais atraves
da discretizacdo de uma matéria continua em partes basicas, conforme ilustrado na
Figura 9, permitindo que as equacdes que governam o problema possam ser

aplicadas a cada uma delas.

Figura 9 — Analise de tensdes de trem de engrenagens [22]

Entretanto, o MEF exige que o sistema seja discretizado em elementos em
todo o seu dominio. Um grande numero de elementos implica em grandes tempos
de calculo para se encontrar a solucdo, mesmo com a implementacao de algoritmos

computacionais.
17



O MEF possui integrais de area para o calculo de problemas 2D e integrais de
volume para o calculo de problemas 3D, além de possuir uma grande sensibilidade
ao refino de malha para que as respostas obtidas sejam compativeis com o

problema.

Uma vez que a discretizagdo no MEC ocorre apenas no contorno, coforme
indicado na Figura 10, um menor nimero de elementos é necessario, 0 que pode
resultar em menores tempos de calculo. Essa vantagem do MEC em relacdo ao
MEF é especialmente verificada em problemas infinitos, nos quais seria necessario
discretizar ndo somente o contorno, como no MEC, mas toda a area ou volume

envolvidos.

Em contrapartida, o MEF produz matrizes simétricas e esparsas, de solucao
mais simples, enquanto que o MEC utiliza matrizes cheias, mais dificeis de serem
solucionadas. Mesmo assim, o0 MEC encontra solugdo mais facil em varios tipos de

problemas.

Figura 10 — Problema bidimensional. A esquerda, condi¢des de contorno do

problema. A direita, contorno discretizado em 6 elementos quadréaticos descontinuos [3]

3.2 TEOREMA DE GAUSS-GREEN
O teorema de Gauss-Green relaciona a integral da derivada de uma funcao
sobre um determinado dominio Q a integral dessa mesma funcdo sobre o0 seu
contorno I [7]. Considerando um caso bidimensional, uma integral sobre o dominio
pode ser escrita em termos de uma dupla integracdo em relacdo a x e ay, como na

Equacéo (3):
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fo Zoa =2 (2L dx)dy = [2(FCeay) - fany)dy 3)

1 O0x

Se considerarmos um contorno descrito por uma variavel s e um vetor normal
n composto pelas componentes ny e ny, temos, com o auxilio da Figura 11:

dy B
s cosa = n,
dy = n,ds

dx

——=sena=n
ds v

dx = —nyds

X1 dx Xo

Figura 11 — Integra¢do de um dominio Q contornado por I [7]

Utilizando-se os valores de dy e dx na Equacéao (3), tem-se que:
L7 (o y) = f e WYy = [ f(xa,y)nyds — [ f(x1,y) nyds (4)
Y1 2 1

Aparece uma integral negativa da Equacéo (4), pois ela seria realizada no
sentido horério sobre s;, quando y varia de y; até y,. Rearranjando os termos da

Equacdo (2), pode-se concluir que:

Jo %GQ = [, fnds (5)

Pode-se chegar, analogamente a Equacéo (5), a Equacéo (6):

/) Z—iaa = [, fnyds (6)
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Aqui, uma integral de area foi reduzida a uma integral de contorno. Se houver
uma funcao g=g(x,y), entdo, da equacéo (5)

fs (fg) nyds =flg—‘zan+gl%aa

9l Loa= [, 2200+ (fg)nds W

9ly Eoa=—f [, 200+ [, (f9)nyds (8)

As equacgoes (7) e (8) sao conhecidas como Teorema de Gauss-Green.

3.3 TEOREMA DA DIVERGENCIA
Tem-se um campo vetorial descrito por t = ai + bj, onde i e j sdo vetores
unitarios, a=a(x,y) e b=b(x,y). Aplicando-se a equacéo (5) para f=a e a Equacao (6)

para f=b, resulta na Equacéao (9):

Jo Ge+57)09 = f (any +bny) ds 9)

Usando-se notacdo indicial para as direcbes x e y como sendo,
respectivamente, as diregcbes 1 e 2, pode-se reescrever a Equacao (9) em notacao

indicial:

ou;
f, (%) 00 = [ wn; ds (10)

Reescrevendo-se a equagao anterior em notagao vetorial:

Jo V.udd = [, u.nds (112)

A Equagéao (11) é conhecida com sendo o Teorema da Divergéncia. O termo

V é chamado de gradiente de um dado vetor de um dominio Q.Corresponde a
.9 .0 - . _ .9 .3 a3 - .
V= it (caso bidimensional) ou V= P +] 3y +k o (caso tridimensional). O

termo u . n corresponde a um fluxo do vetor u sobre o contorno I'.
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3.4 FUN(;AO DELTA DE DIRAC
Submete-se um corpo a um esfor¢co concentrado de forma homogénea sobre
um determinado intervalo de regido, de forma que ele possa ser representado por

uma func¢éo retangular, como na Figura 12.

\ F a
- w > <
a |
l ’(_' a 1/a
1/a l
X X

T ‘_d—"‘ ‘_d_"

Figura 12 — Representacao da distribuicéo retangular de um esfor¢co sobre uma extenséo a
de um objeto

A coordenada d representa, neste caso, o ponto médio da base do retangulo,
1/a representa a altura do retangulo e o valor do esfor¢o ao longo da extenséo a.
Para saber qual é o esfor¢o total deste carregamento no objeto, deve-se integrar o
esforco ao longo da extenséo a, ou simplesmente calcular a area do retangulo da

Figura 12, como na Equacéo (12):
[ F@)dx =a-=1 (12)

A medida que a extensdo de atuagdo do esfor¢o (a) diminui, o valor do
esforco tem que aumentar para que o valor da integral permaneca constante, que é
0 que ocorre na passsagem do lado direito para o lado esquerdo da Figura 12.
Extrapola-se esta situagdo para um caso em que a extensdo tende a ser nulo, o
esfor¢o tende a alcangar valores que tendem ao infinito, mas conserva-se o valor da

integral, como na Equacéo (13):
lim,_,, fjoooF(x)dx =1 (13)

A funcdo que descreve estes esforcos na Equacao (13) € chamada de funcéo

Delta de Dirac, como na Equacéo (14):

limgoF (x) = 8(x — d) (14)
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A partir deste desenvolvimento, pode-se concluir que a funcdo Delta de Dirac
€ infinita quando x=d e é nula quando x assume qualquer outro valor. Outra

propriedade notavel da fungéo Delta de Dirac é a da Equacéo (15):

12 f)8(x — d)dx = f(d) (15)

3.5 RELAC}AO DE CAUCHY
As componentes do vetor de for¢cas de superficie t; estdo relacionadas com as
componentes de tensdo oj; e a normal n; através da relagdo de Cauchy, na forma de
Equacéo (16):
ti = O'ijnj (16)
A relacdo de Cauchy (Equacéo (16)) pode ser usada para descrever a
equacao de equilibrio de um sdlido. Partindo do fato que este equilibrio é realizado

por forcas que atuam na superficie do objeto e por forcas de corpo que atuam no

volume do objeto, pode-se chegar nas Equacdes (17) e (18):

oijt+fi=0; i,j=123 (17)
oij = Abjjepy + 2pe;j;  Lj, k=123 (18)
oj; j=forgas no contorno

f;=forcas no volume

exk.e;j=deformacgoes

_ VE
T (1-2v)(1+v)

E

=modulo de cisalhamento
2(1-v)

u= G=

E=mo&dulo de elasticidade

v=nUmero de Poisson

3.6 LEI DE HOOKE
Para um material isotrépico, o material reage as solicitacdes segundo um
mesmo comportamento, ndo importando a direcdo delas. Neste caso, a Lei de

Hooke pode ser expressa de acordo com a Equagéao (19):

k1 = Crimn®€mn (19)
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o =tensao
Cr.imn=CO€ficiente de rigidez

emn=deformacéao

3.7 EQUAC}AO DE NAVIER-STOKES E O VETOR DE GALERKIN
Em elasticidade linear, o problema resume-se em encontrar trés componentes
de deslocamento, seis deformacdes independentes e seis componentes
independentes do tensor de tensdes, dados forcas de corpo, for¢cas de superficie e
deslocamentos de superficie. As 15 incognitas sdo governadas por 6 relacdes
deformacéo-deslocamento, 6 relagdes tensdo-deformacédo e 3 equacdes de

equilibrio, a seguir:

1
eij = 5 (Wij +uj) (20)
Okl = Ckimnemn OU 0y = AGjjexy + 2pie;; (21)
gjijtfi=0 (22)

Combinando-se as Equacdes (20), (21) e (22), chega-se a equacdo de

Navier-Stokes de elasticidade:
pViu+ (u+A)V(V.u) + =0 (23)

Entretanto, a Equacéo (23) possui um acoplamento. Galerkin propds uma

substituicdo de variavel que desacopla a equacao, de acordo com a Equacéo (24):

2pu; = 2(1 =) g, jj — 9jii (24)

1
(1-v)

V2(V2g) + —f =0 (25)

Se, na Equacéao (25), f = 0, a equacdo anterior € chamada de equacéao bi-
harmonica, pois o laplaciano do laplaciano € chamado de operador bi-harmdnico.
Para se obter as tensfes a partir da solucdo da equacédo desacoplada de Navier-

Stokes, utiliza-se a Equacéao (26):

o = (1 =V Gikrj + 9jsil = G + V85 G Lj k1 =123 (26)
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3.8 PROBLEMA DE KELVIN E A SOLUCAO FUNDAMENTAL EM
3D

Em elasticidade tridimensional, o problema de Kelvin descreve a resposta de
um meio infinito, homogéneo, isotrépico e elastico em relacdo a uma carga pontual.
Este efeito pontual é conseguido aplicando-se um caso limite em uma for¢ca de corpo
atuando em uma esfera quando seu raio tende a zero e a intensidade da forca de
corpo aumenta para manter a forca resultante P constante [3]. O conceito é

compativel com o conceito do Delta de Dirac visto na secao 2.3.

A 4

X1

X2 \A

\4

X3
Figura 13 — Superficie esférica utilizada no problema de Kelvin

A carga P atuando no centro da esfera na Figura 13 € tal que a esfera se

encontra em equilibrio, de acordo com a Equacéo (27):

Y F3=0=P+ [ tzdT =P+ [, aj3ﬁdl“ (27)
p

A Equacao (26) pode ser utilizada aplicada a Equacédo (27) para o vetor de
Galerkin aparecer na equacéo de equilibrio de Kelvin. Se o raio p e os angulos 6 e ¢

sdo coordenadas esféricas, resulta na Equacao (28)

2 .
fon fo anj{(l - U)[g3,kkj + gj,kk3] — Gkk3j T U53jgl,lkk} sinf df d¢p = —P (28)

Resta ainda conhecer a forma que o vetor de Galerkin assume neste
problema. Presume-se que a integral da Equacéo (28) deve ser independente do
raio assumido. Nota-se que os dois primeiros termos dentro da integral configuram
unidade de comprimento ao quadrado. Deste modo, a terceira derivada do vetor de
Galerkin deve possuir grandeza do inverso de comprimento ao quadrado. Uma

forma de se resolver a presuncao € propor um vetor na forma de Equacéo (29):
91=92=0;93=Dbp (29)
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A constante b resta a ser determinada. Pode-se encontrar [3] que:
—-P
SRR TOREY
Assim, o vetor de Galerkin proposto néo s6 é compativel com as equacdes de
Navier-Stokes para elasticidade, mas também é o vetor que respeita a condi¢cdo de
equilibrio e soluciona o problema de Kelvin. Esta solu¢cdo pode ser utilizada para
descrever a solucdo de Kelvin para deslocamento, tensdo e tensor de tensoes,

respectivamente nas equacdes (30), (31) e (32).

P _

L p— HB - 48y + pipi} (30)
P(1-2v) _ 3

Oijk = 87'[(1—5)'0 2 {5ijP,k = ikl = SkiPj — T P,iP,jP,k} (31)

_P _
tix = Oy = P—— Z{P,jnj[(l — 20)8; + 3P,jP,k] + 1 -20)[pm —prnil}  (32)

O simbolo ‘K’ indica, neste caso, que se trata da solugdo fundamental, que
corresponde a resposta de uma carga concentrada em um meio infinito, obedecendo
a equacao de equilibrio (Equacéo (33)) com a presenca do delta de Dirac no termo

nao-homogéneo (Equacao (34)) [3]:
O-ji,j + fl =0 ou (33)

ik, + 6(x —d)8y = 0 (34)

A origem do sistema de coordenadas estava sempre coincidente ao ponto
onde esta a carga nas equacdes precedentes. Para generalizar sua aplicacédo para
qualquer ponto, basta observar que o raio p € representado pela diferenca entre um
ponto qualquer x e o ponto de carga d. Entdo, quando aparecia x; nas férmulas

anteriores deve ser substituido por y;, como nas Equagdes (33), (34) e (35):

yi=x;—d; (33)
p= [}’k}’k]l/z = [(xg = d)? + (xy = d)* + (x3 — d3)2]1/2 (34)
;”—; =pi=yip " (35)
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3.9 PRINCIPIO DO TRABALHO VIRTUAL
As formulagdes de MEC costumam se basear em uma equag¢ao integral

tipica, do tipo de Equacéo (36):
Jo V8- QwdQ =0 (36)

A expressdo (V2@ — Q) € o residuo de uma equacio diferencial aproximada
do problema, cujas caracteristicas dependerdo do dominio 2 e do tipo de problema
(elasticidade, transferéncia de calor etc.). A variavel w é chamada de fungcéo peso,
gue pode assumir um valor arbitrario, mas costuma receber valores convenientes

com o problema que esta sendo estudado.

A equacao utilizada dentro da integral da Equacao (36) no tratamento de

problemas de elasticidade € a prépria equacdo de Equilibrio (33). A variavel w

recebera aqui um valor para cada direcdo assumida, resultando na Equacéo (37):
Jo (gjij + fdw; dQ =0 (37)

Aparece uma derivada no primeiro termo dentro da integral da Equacéao (37),
gue pode ser reescrita, através da regra da derivada de produto, como sendo igual a
{[Ujiwi]_]- — g;;w; j}. Usando o teorema da divergéncia e a transformacao de tensdes

de Cauchy, pode-se chegar a Equacéo (38):
fl., tiWi dar + fQ fin' dQ = fQ O-L'jWi,j dQ (38)

Quando tensores simétricos e anti-simétricos estdao envolvidos em uma
contracdo, o resultado é zero. Esse fato, adicionado com o fato que o tensor de

tensdes é simétrico reescrever a Equacgao (38) na forma da Equacgao (39):
1
fF tiWi ar + fQ fiwi dQ = fQ O-l'j E (Wi,j + Wj,i) dQ (39)

Se, na Equacgao (39), o termo w; fosse algum tipo de campo virtual de
deslocamentos du;, o lado esquerdo desta equacéo representaria o valor do trabalho
gue seria realizado pelas for¢cas de superficie e pelas forcas de corpo enquanto o
corpo percorre esses deslocamentos. Com essa substituicdo, a Equacao (39)
poderia se tornar a Equacéo (40), e passaria a representar o principio do trabalho

virtual, com é§e; representando um campo virtual de deformacgdes.
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1
fF ti6ui dl + fﬂ fié‘ui dQ = fQ Oij 5(611.1’] + 67.1.]"1') dQ = fﬂ Uijdei dQ (40)

3.10 TEOREMA DA RECIPROCIDADE
Um objeto qualquer possui dominio 2 e um contorno I'. Em uma situagdo em
gue este objeto seja submetido e um conjunto de esfor¢os estaticos, ou seja, um
determinado conjunto de forcas de corpo e forcas de superficie. Nomeando esta
situacdo pelo indice (1), pode-se aplicar o principio do trabalho virtual a esta
situacdo, conhecendo-se o0s valores cinematicos resultantes (deformacoes,

deslocamentos).

Para uma situagao (2), aonde exista um outro conjunto de condi¢fes estaticas
e cinemdticas virtuais, a equacdo (40) pode ser igualmente utilizada. Entretanto,
para que ela seja valida, basta apenas que ela contenha os valores estaticos
correspondentes a uma situagao de equilibrio [3]. Escrevendo-se arbitrariamente a
Equacédo (40) com os valores cinematicos trocados, chega-se as Equacdes (41) e
(42):

fl" ti(l)ui(z) dar + fﬂ, fi(l)ui(z) dQ = f_Q, aij(l)ei(z) dq (41)

fl" ti(z)ui(l) dar + fﬂ, fi(z)ui(l) dQ = f_Q, aij(z)ei(l) dq (42)

Ao se utilizar a Equacéo (19) (Lei de Hooke) no integrando do lado direito da
Equacédo (41), pode-se chegar a uma correspondéncia com o lado direito da
Equacao (42). Disso, obtém-se que os lados esquerdos das mesmas equagcdes sdo

equivalentes, segundo a Equacéo (44):
fo tOu@dr+ [ fPu@da= [ ;Pu®dr+ [ £,Pu® do (44)

A Equacéo (44) corresponde ao Teorema da reciprocidade, ou teorema de
Betti, que expressa que o trabalho feito por um conjunto de forcas de superficie e
forcas de corpo com uma deformagao hipotética associada a um segundo conjunto
de forcas de superficie e for¢as de corpo é igual ao trabalho realizado se os esforcos

e os valores cinematicos fossem trocados [3].
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3.11 IDENTIDADE DE SOMIGLIANA

Faz-se uso da Equacao (44), tendo como situacdo (1) o problema que se
deseja estudar, e como situagao (2) a solugao do problema de Kelvin para um corpo
localizado em um lugar d no meio infinito, ja que todo corpo pode ser imaginado
como sendo esculpido de um meio infinito com e sujeito a forcas de superficie e
deslocamentos de contorno correspondentes a solucdo fundamental [3].
Representando os dados correspondentes a solucdo fundamental com um indice
extra “k” e o problema em si sem indice exclusivo, pode-se reescrever a identidade

de Somigliana para esta situacdo com a Equacéo (45):
fl., tiuik dar + f,Q, fl‘uik dQ = fl., tikui dlr + fﬂ. Sik (x - d)uldﬂ (45)

Ja que a ultima integral da Equacéo (45) possui uma funcéo Delta de Dirac,

pode-se reescrever a equagdo como na Equacéao (46):
Jpo tiuge dU = [ tyeu; dT + cyeu(d) (46)

A Equacdo (45) corresponde a ldentidade de Somigliana. Nesta equacao, as
forcas de corpo, correspondentes a segunda integral da mesma equacdo, foram
desprezadas. Estas equacdes, vdlidas para um caso tridimensional, onde os indices
variam de ‘1’ até ‘3’, também sao validas para um caso bidimensional ao se aplicar

apenas os valores ‘1’ e 2’ aos indices.

3.12 FORI\/IULAQAO SINGULAR

Os carregamentos aos quais é submetido um objeto estdo geralmente
localizados em sua superficie. Entretanto, ao se observar as Equacfes (30) e (32),
observa-se que os deslocamentos fundamentais e as forcas de superficie
fundamentais dependem de p~! e de p~2, respectivamente. Neste caso, as integrais
da ldentidade de Somigliana tenderiam ao infinito para um ponto d localizado na
superficie do objeto. Para passar por essa dificuldade, foi utilizado um artificio
matematico para se avaliar este ponto. A superficie do objeto circunda o ponto de
carga com um mesmo raio p de tal modo que, quando o raio tendesse a zero, 0
ponto passasse a pertencer ao contorno. O fenbmeno € bem representado pela

Figura 14 e pela Equacéo (47):
. 1 2
Ik fF tikui dlr' = hmp_,o [fF—p tikui dr + fp tikui dl"] = IIE ) + IIE ) (47)
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Figura 14 — Superficie com abaulamento hemisférico

A primeira integral do limite da Equacéao (47) corresponde a toda a superficie
do objeto fora do abaulamento hemisférico, enquanto que a segunda integral
corresponde a calota que envolve o ponto d.

E possivel encontrar os valores para I,Ez) [3], de forma que, utilizando a

Identidade de Somigliana, encontra-se a Equacéao (48):

Jp tiuge dr = [ tyeu; dl - %uk (d) +u;(d) = [ tyu;dl + %ui(d) (48)

3.13 EQUAC;AO INTEGRAL DE CONTORNO PARA TENSAO
Em uma analise de tensdes, é util conhecer a distribuicdo de tensdes dentro

do objeto. A Equacéo (49) exprime uma forma de se obter essas tensdes [3]:

—0;(d) = fr Dyjt, dl' — fr Sijruy dl (49)

Dij, = mp_ZBP,iP,jP,r + (1 = 20)(6rip,j + 6rjpi — 6ijp )}

—u
Sijr = mp_3{3p,sns[(1 = 20)p, 65 + (P8, + P i6r1) = 5pp,jp )]

+3v[p o i + pip,m] + (= 20)[3pp 0, + Sy + 8 jn;] — (1 — 40)6;m,}

Considerando um caso bidimensional, as matrizes D e S assumem a forma da
Equacéo (50):

-1

Dijr - 4 (1-v)

R_l{ZR’T-R’iR’j + (1 - zv)(6TiR,j + STjR,i - 6in’-r)} (50)

Sijr = mR_Z{ZR,knk[R,T6ij(1 - ZU) + U(R_jé‘n- + R,ia‘r‘j) - 4R,rR,iR,j)]

+2v [R'TleTli + ZR'TR'inj] + (1 - ZU) [ZR,iR'jTl'r + (S}inj + 6Tjnl-] - (1 - 4v)6ijnr}
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Na Equagéo (50), o;;(d) representa o tensor de tensdes em um ponto d, t,.e
u,- séo, respectivamente, o campo de tensdes e o campo de deslocamentos de um
contorno I', n € um vetor normal ao contorno, R é a distancia entre o ponto campo e

o ponto fonte e v e u séo constantes que dependem do material.

3.14 FORMULACAO DE CONTORNO PARA DEFORMACAO
PLANA

3.14.1 — Estado Plano de Deformacao
O Estado Plano de Deformacéo € caracterizado por possuir deformacfes em
apenas duas dire¢cbes, que combinadas podem formar um plano. E o caso
observado ao se fixar um longo cilindro pelas extremidades e sujeitd-lo a
carregamentos somente transversais. Se, no caso do cilindro, x5 representar a
direcdo axial, na qual ndo ha deformacéao neste caso, e x; e x, forem suas direcdes

transversais, pode-se definir os deslocamentos da forma da Equacéo (51):
u; = ui(x,x0),i =12, u3 =0 (51)
Relembrando uma relacdo existente entre deformacdo e deslocamentos,

ejj = %(ui_j - uj,i), tem-se:

€11 = Uy

1
€12 = €1 = 5 (u1,2 + u2,1)

€13 = €31 = €33 = €33 =e33 =10

Quanto as tensdes, utilizando a Equacédo (18) para este caso, chega-se a:

011 = Aey; +e22) + 2peyy (52)
022 = Aler1 + €32) + 2pey; (53)
033 = Aeyy +e33) = ﬁ (011 + 022) (54)
O12 = Op1 = 2/ieq, (55)
033 =03, =0 (56)

Observa-se que no Estado Plano de Deformacdo ha uma componente da

tensdo na direcdo x5, dependente das tensdes nas outras dire¢cdes. Utilizando-se a
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equacdao de equilibrio tridimensional (17) para este caso, que altera somente o valor

dos indices, tem-se a Equacao (57):
O-ji,j +fi = 0; l,] =1,2 (57)

A forma da Equacao de Navier-Stokes e das tensdes em funcéo do vetor de
Galerkin também néo se altera em relagéo ao observado no caso 3D [3], o]

gue resulta na equacéao (58):
0j = (1 =V Gikkj + 9j il = Grorrj + V8ij G L k1= 1,2 (58)

3.14.2 — Problema de Kelvin — caso de Estado Plano de Deformacéo
O Problema de Kelvin j& foi visto na secéo 2.8 para um caso tridimensional de
uma esfera e uma carga pontual. Ja para o caso bidimensional, estuda-se a atuacao
de uma carga com com valor P por unidade de espessura atuando sobre uma linha
em toda a extensdo de um cilindro infinito de raio R na direcdo x;, como mostra a

Figura 15:

Figura 15 — Secdo transversal do cilindro do Problema de Kelvin bidimensional [3]
As forcas de superficie devem equilibrar a carga recebida pelo cilindro. Logo,

a equacao de equilibrio fica, utilizando a Equacéao (58), como:

SF=0=P+[ oLdr (59)

0=P+[. R™x{(1- W[ Gur + 9jxr] = Giegerj + V8191 i}l (60)

Agora, resta encontrar a forma desejada do vetor de Galerkin que satisfaca a
Equacéo (60) de forma que a integral que aparece nela ndo seja dependente do raio
do cilindro. A forma do vetor de Galerkin e as solugdes fundamentais para este caso

sao representadas, respectivamente, pelas equacgdes (61), (62), (63) e (64) [3]:
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g1 =R*’InR; g, =0 (61)

g = gt U){[(3 — 40)InR — 2| 8y + RiRy.} (62)
— P2 1 (p s S —

O = o R {Riji + R 81 — Ry o )R RR} (63)

tix = Ojny = m “H(1 - 20)[Riny — Ryny] + R jmi[(1 — 20)8y; + 2R R |} (64)

O indice extra ‘K’ indica, nas equagdes (62), (63) e (64), que se trata de
solugdes fundamentais, que representam a resposta a uma carga pontual em um
plano infinito. Estes resultados foram obtidos com a origem do sistema de
coordenadas sobre o ponto de carga. Para que elas sejam validas para um ponto de
carga localizado em um ponto qualquer do caso plano, basta substituir x; por y; no

desenvolvimento anterior e utilizar-se das equagoes (65), (66) e (67):

yi=x;—d; (65)
R = [yeyid /2 = [(xy — d1)? + (x, — d3)?] /2 (66)
X =R;=yR™ (67)

A equacao de equilibrio toma a forma da Equacéao (68) no problema de Kelvin

bidimensional:

O-jik,j + 5(x - d)Sik =0 (68)

3.15 TENSAO PLANA
Uma situagdo da tensdo plana é caracterizada por carregamentos planos em

um objeto fino e achatado, como mostra a Figura 16:

X2

)\X3
3
! —
(2=
>

)

S

Figura 16 — Caso de tenséo plana [3]
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As tensfes podem ter componentes nas trés direcdes no caso de deformacéao
plana. Ja para o caso de tensdo plana, podem aparecer deformacfes nas trés
direcbOes. Essa diferenciacéo ocorre, pois no estado de deformacéo plana o efeito de

Poisson na terceira dimenséo € inibido, o que n&o ocorre no estado de tenséo plana.

No estado de deformacéo plana, que envolve materiais espessos, cada uma
das varias camadas das quais o material € composto deforma-se de forma
compativel com as camadas vizinhas, e isso impediria que houvesse deformacao na
terceira dimensdo, embora haja uma tensdo. Ja o caso de tensdo plana,
caracterizando bem materiais finos, observa-se um afinamento do material, que é

compensado por deformagdes na terceira dimensao.

A deformacé&o no terceiro plano, no caso de tensao plana, tem uma relacao
direta com as deformagdes nas outras dimensdes. Caracteristicas validas de tenséo

plana aparecem nas equacdes de (69) até (73) [3]:

-1
€33 = mekk;k = 1,2 (70)

241
011 = mekk, + 2peqq (71)

221
022 = mekk + 2ue;, (72)

017 = 2peq; (73)

E importante notar que as constantes que aparecem nas equacfes de (69)
até (73) sao diferentes das constantes obtidas no caso de deformacado plana. Ao
utilizar-se a equacdo de equilibrio e a relacdo deslocamento-deformacdo nas
equacdes anteriores, pode-se notar que ha uma diferenca no valor de A entre tenséo
plana e deformacdo plana. Dessa forma, as relacfes tensdo-deformacdo e a
equacdao de equilibrio para tenséo plana e deformacéo plana seguem nas Equacodes

(74) a(79), com o valor de A oriundo do caso de deformacéao plana:

Tensao Plana:

~ ~ ~ . _ 24U
Relagdo tensado-deformacgao: g;; = §;; Giragn ik + 2ue;; (74)
Equacao de equilibrio: u (3A+24) Ui + MU+ i =0 (75)

A+2w)
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NUmero de Poisson: v = 2ot ) (76)
Deformacéao Plana:

Relacdo tensdo-deformagao: o;; = §;jdeyy + 2ue;; (77)
Equacéo de equilibrio: (A + wuyk; + pu;j; + f;i =0 (78)
NUmero de Poisson: v = TP (79)

3.16 DISCF\N’ETIZACAO DO CONTORNO E ANALISE DE
TENSOES

Os passos e equacfes que apareceram até agora levavam em consideracao
0 objeto como um todo, na forma em que ele realmente é. Quando ocorre a
discretizacdo do problema, as solugcbes deixam de ser exatas para serem
aproximacoes, ja que o problema deixa de ser continuo para ser composto por um
namero finito de elementos de contorno com propriedades bem definidas. A
discretizag&o constitui em um passo essencial na utilizagcdo do MEC. A Figura 17

mostra esta decomposi¢cdo em um problema genérico plano de elasticidade.

/t

Figura 17 — Contorno discretizado em elementos [3]
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No caso da Figura 17, o contorno foi discretizado em 6 elementos e contém 3
noés em cada elemento. Em seguida, aplica-se a identidade de Somigliana ao caso

de um numero finito de elementos NE, como mostra a Equagéo (80):

Fo1 Jp, ti(uy (o d)dl = XEE [ty (o, D CO)dT + cyeu(d) (80).

O campo de for¢cas de superficie é representado por t, u corresponde a um
campo de deslocamentos, c;, € um fator multiplicativo e x e d séo, respectivamente,
0 ponto campo e o ponto fonte. Os termos com um indice se referem ao problema
propriamente dito, enquanto que os termos com dois indices se referem as solugdes
fundamentais. Em cada elemento, devera ser conhecido o valor das tensdes ou dos
deslocamentos correspondentes ao problema. As matrizes F e G sdao montadas de

acordo com a teoria de MEC e a Equacao (81) pode ser escrita:
[Fl{u} = [G]{t} (81)

Os vetores da Equacdo (81) apresentam valores conhecidos e
desconhecidos. A Equacdo (81) é rearranjada na forma de um sistema linear do tipo
[A]{x} = [B], onde os valores desconhecidos do problema s&o todos acumulados no
vetor {x}. Em seguida, utiliza-se a Equacdo (50) para conhecer a distribuicdo de

tensdes dentro do objeto.

35



4 DERIVADA TOPOLOGICA

Este capitulo trata do célculo da Derivada Topoldgica para problemas de elasticidade
plana

4.1 DERIVADA TOPOLOGICA PARA PROBLEMAS DE
ELASTICIDADE

A Dt fornece para cada ponto do dominio de definicdo do problema a
sensibilidade de uma fungdo-custo quando um pequeno furo é criado [14]. Quando
esta sensibilidade é suficientemente baixa, pode-se fazer retiradas de material.
Considera-se dois dominios distintos, respectivamente, o dominio original (Q) e o
dominio perturbado com um pequeno furo de raio € (Q¢). Os dominios tém um
contorno de Neumann TI; submetido a forcas de superficie t e restricbes de
deslocamento em um contorno de Dirichlet T;,. Se y é a fungcdo-custo e f(¢) € uma
funcéo de regularizacdo que depende do problema, a Dt pode ser escrita da forma
da Equacgéo (82) [10]:

Y(Qe)—9(Q)

DT(x) = lim£_>0 f(&‘)

(82)

8.

Figura 18 — Falta de associacao entre dois dominios distintos para calculo da Derivada
Topoldgica
Entretanto, como mostra a Figura 18, ndo havia uma maneira de estabelecer
um isomorfismo entre os dois dominios, jA que ndo séo iguais. Para atender a esta
situacao, foi proposto que a Dt devido a criagdo de um pequeno furo pode ser usada

neste contexto considerando a dilatacdo em um valor de ds de um furo pré-existente
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com raio que tende a zero, e a definicdo da Dt pode ser reescrita como na Equacéo
(83):

=i Y Qetsc) Q)
D;y(x) =lim oy FErSE1(® (83)
6e-0

Na equacao anterior, Y(Q,) e Y(Q,.,s.) S80, respectivamente, a funcado-custo
avaliada no dominio original e a funcdo-custo avaliada no dominio perturbado. O

novo entendimento da Derivada Topolégica encontra-se ilustrado na Figura 19:

Dominio original Dominio perturbado
Mapeamento
isomorfico
I,
\[I(Qs) Fung&o-custo W(QS*SS)

Figura 19 — Entendimento da Derivada Topoldgica expandindo-se um furo

Percorrendo 0os mesmos passos utilizados para se obter a Derivada
Topolégica em problemas de elasticidade linear [12], o problema de valor de

contorno é imposto como na Equacéo (84):

(encontrar Ug tal que:

| div o, = bem ()

4 u,=uemly (84)

I gn=teml;

k on=0emI;

A utilizacdo da Dt vem apresentando bons resultados em varios campos de
aplicacdo da Engenharia. Neches e Cisilino [10], por exemplo, j& realizaram
otimizacdes topoldgicas em problemas de elasticidade linear bidimensional
utilizando o MEC e a Dr. Entretanto, nem sempre a Dt é simples de se obter. E
apresentada uma formulacdo geral para se obter a Derivada Topoldgica cuja
metodologia pode ser aproveitada até mesmo para o tratamento de problemas

inversos [14].
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No caso de problemas de elasticidade linear, a fungdo-custo normalmente
empregada é a energia potencial total, que pode ser expressa pela Equacéo (85) no

dominio correspondente:
Y(Q,) = %fﬂe o.(uy)e(u)dQ, — fFN tu.dr, (85)

Na Equacdo (85), a integral do lado direito representa a energia total
armazenada no corpo, enquanto que a outra integral representa o trabalho externo.
Maiores detalhes sobre a deducédo podem ser obtidos por bibliografia complementar
[8],[10]. Utilizam-se, entdo, além da Equacédo (85), as equacles de estado em sua
forma fraca e a Equacgao (82), além do Teorema de Transporte de Reynolds, para se
obter a Equacéo (86):

Dr(x) = limgog 7= f 2 0c(u)ee(u,)ddB, (86)

Avaliando-se o limite da equacéo (86), sendo ¢ o tensor de tensdes e sendo &
o tensor de deformacgdes, obtém-se, finalmente, que o valor da Derivada Topoldgica
no dominio original corresponde a Equacédo (87) para o caso de Estado Plano de

Tensdes (EPT):

3v—-1
2(1-v?)

Dy(x) = 12:0. e+ trotre (87)

Para o caso de Estado Plano de Deformacdes (EPD), a expressdo é de

acordo com a Equacéo (88):

_ _ (1-v)(4v-1)
Dy(x) =2(1 —v)o.e + oz traotre (88)

4.2 DESENVOLVIMENTO DA D; ANTES DA IMPLEMENTACAO
EM CODIGO COMPUTACIONAL

As Equacdes (87) e (88) serdo utilizadas para o calculo da Dt no cédigo de
otimizacdo que serd construido. Para tanto, e necessario desenvolvé-las para que

sejam inseridas em linguagem compativel com o cédigo.

Suponha dois tensores T e S, de forma que ambos tenham dimensé&o 3x3. Da
definicdo de produto tensorial, a multiplicacdo de T por S resulta na Equacgéo (89):
T: S = Tl]S]l
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= T11511 + T12521 + T13831 + 121512 + 122525+ 235321131513 + 132523 + T33533 (89)
Neste caso, os tensores T e S sdo, respectivamente, o e €. Para um caso de
EPT, estes tensores possuem a forma da Equacéao (90):
Oxx Txy O Exx Vxy Yxz
o= 0; e=1|Yyx Eyy Vyz (90)

Tyx Oyy
0 0 0 Vzx yzy €22

Observa-se que as tensdes associadas ao EPT no plano z sé&o, por definicéo,
nulas. Entretanto, devido ao coeficiente de Poisson (v), que associa as deformacdes
longitudinais com mudancas de area de secdo transversal, para que este efeito ndo
cause tensdes na terceira dimenso, o material se deforma também nesta dimenséo

e, portanto, nenhuma das entradas do tensor € € necessariamente nula. Aplicando-

se a equacao (90) na equacéo (87), pode-se encontrar a equacao (91):
O: & = OyxExx T TuyVyx T 0+ TyxVay + 0yy&, +0+0+0+0
0:& = OyxExx + TuyVyx + Ty Vay + Oyy &y (91)
Logo, a partir da Equacéao (91), pode-se reescrever Dt para um EPT conforme
a Equacéao (92):
2
Dy (x) = m(axxexx + Ty Vyx + TyxVay + ayysyy) +

3v-1
2(1-v?2)

(Jxx + UYY)(gxx + gyy + gzz) (92)

Entretanto, ao se desenvolver o MEC em um problema bidimensional, ele
naturalmente ndo fornece as deforma¢des associadas a terceira dimenséo, e por
isso nao forneceria o valor de ¢,,. Entretanto, a partir da definicdo do coeficiente de

Poisson, pode-se reescrever a equacéao (92) na forma que propde a equacgao (93):
1

Exx = I [Oxx — Vayy]
1

Eyy =7 [0yy — VOxx]
1

Yxy = I [Txy(l +v)] (93)
1

Yyx =% [Tyx(l +v)]
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1
€22 = [0, — v(axx + ayy)]

Uma vez que, por definicdo, o,, € nulo, Dt para um EPT pode ser encontrado
pela equacéo (94):

3v-1
2(1-v2)

% [_V(Uxx + Uyy)]) (94)

2
Dy(x) = = (Uxxexx + Ty Vyx + TyxVay + ayysyy) + (axx + ayy)(exx + &y +

No caso de Estado Plano de Deformacéao, os tensores assumem a forma da

equacao (95):

Oxx  Txy 0
0= |Txy 0y, 0
0 0 oy
[Exx yxy 0
E=Yyx &y O (95)
-0 0 O

Oy7 = V(Oxx + Uyy)

E notavel que, no EPD, ha componentes nulas tanto no tensor de tensées
guanto no tensor de deformag¢des. Desenvolvendo-se o produto da equacéao (89)

com os tensores da equacao (95):

O:€ = OyxExx T TuyVyx T 0+ TyaVoy + 0yy&,, +0+0+0+0

0: & = OxxExx T ToyVyx T TyxVay T OpyEyy
Entdo, a Dt para um problema do tipo EPD pode ser calculada a partir da
Equacéo (96):

(1-v)(4v-1)
2(1-2v)

DT(x) =2(1-v) (Oxx€xx + TxyVyx + TyxYxy + O-yygyy) + (Oxx + Oyy + v(0xx +
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5 ARQUITETURA DO MEC EM MATLAB

Este capitulo trata do trabalho sobre o cédigo
em MATLAB antes dos trabalhos de otimizacdo

5.1 APRESENTACAO DO CODIGO

Foi desenvolvido um cédigo em MATLAB para a otimizagcdo estrutural de

problemas de elasticidade, que se baseia em uma rotina principal iterativa

complementada por outras sub-rotinas. O programa permite a edicdo da topologia e

das condicbes do problema em um bloco de notas. A topologia obtida em cada

iteracdo € também armazenada em um bloco de notas proprio. A cada iteracdo, é

possivel obter os valores das forcas de superficie e deslocamentos da topologia e

construir a topologia da iteragcdo seguinte. O cédigo é composto pelas seguintes

etapas:

1.

Leitura dos parametros do coédigo, como, por exemplo, tamanho do furo,
critério de remoc¢ao de furos, numero de pontos de Gauss utilizados para as
integrac6es numeéricas, tipo de grid de pontos internos, area minima, nimero

de iteragdes etc.

Leitura dos dados da iteracdo atual (geometria, conectividades,

carregamentos, localizag&o do grid de pontos internos etc.)

O problema € resolvido atravées do MEC, onde sao encontrados o0s
deslocamentos e tensdes nos pontos do contorno e no grid de pontos internos

escolhido

A Dt € calculada a partir da Equacéo (94) ou (96) e sdo escolhidos os pontos

internos com os valores mais baixos de Dr.

Criam-se furos que tém como centro os pontos selecionados na etapa 4,

removendo-se material.

O critério de parada € verificado, através da comparacéo do volume atual com
um volume minimo escolhido ou um numero de iteracbes pré-determinado.
Cria-se um arquivo com os dados da nova topologia, que sera a usada nha

iteracdo seguinte e retorna-se ao passo 1 até que o critério seja satisfeito.
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A Figura 20 mostra um diagrama esquematico que contém as principais

etapas percorridas pelo cédigo de otimizagéo:

Topologia
Problema inicial inicial :|'>
—>
v .
~ Célculos

Ler tensdes e do MEC
desloca_mentos ]
conhecidos

Topologia

final Obtém valores de

y tensoes e

deslocamentos

desconhecidos
‘,
\/ Calcula tensores:
tensdo (o) e

Critério de parada é deformacéo (&)
satisfeito?

A

/ Calcula Dt nos
. pontos disponiveis
Nova
topologia ::>
Insere furos ao
redor dos pontos
menos sensiveis
Encontra pontos
S p >

com menores
valores de Dt

Figura 20— Fluxo légico do codigo de otimizacdo
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O cdbdigo desenvolvido se destaca pela versatilidade e pelos recursos
incorporados, além de diversos parametros regulaveis. Algumas propriedades do

codigo seréo listadas a sequir:

-Zona de restricdo de furos: determinadas zonas podem ser escolhidas para
gue nao recebam furos. O recurso é util quando se deseja eliminar a possibilidade

de se remover involuntariamente elementos com condi¢cdes de contorno prescritas

-Eliminagdao automatica de “ilhas”: quando ha remocdo de material, o
programa identifica e elimina contornos fechados envoltos por furos em que ndo ha
condigbes de contorno prescritas, ou “ilhas”, para gerar topologias de desenho mais

suave. A Figura 21 mostra a eliminagcdo de uma ilha durante uma otimizacao.

et s

W %%%%%%WFE "
a) ST Y ) =

Figura 21 - Eliminacéo de "ilha" em duas iteracdes sucessivas de um problema de
otimizacdo: a)Topologia possui uma regido quase isolada ao centro do lado esquerdo; b)
Apos os furos, criou-se uma ilha, que o programa eliminou automaticamente durante a
iteracdo seguinte

-Geracdo automatica de pontos internos: a geracdo de pontos internos
possui varias regulagens, como mostra a Figura 22. Além de um refinamento maior
ou menor de pontos internos, Pode-se escolher se eles se alinham na vertical e
horizontal ou se alinham diagonalmente, permitindo o uso de menos pontos internos
para a mesma area. Adicionalmente, ha um recurso de criagcdo de pontos internos

proximos ao contorno, que pode gerar contornos mais suavizados.
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Figura 22 - Diferentes tipos de pontos internos que podem ser gerados no codigo de
otimizacdo: a) Ortogonal; b) Diagonal; ¢) Proximo aos contornos
-Controle de criacdo de furos: os furos podem ser ajustados em namero de
elementos, dois (quadrado), trés (hexagono), quatro (octégono) e assim por diante.
O angulo do poligono dos furos pode ser ajustado. Os furos podem ser ajustados em
tamanho para evitar que estejam muito préximos de pontos internos e para evitar

regides de parede muito fina entre os furos, diminuindo problemas de singularidade

-Selecdo de sensibilidade: pode-se escolher se as areas removidas serao as
areas menos sensiveis (0os menores valores de Dt da iteracdo) ou as areas mais

sensiveis (0os maiores valores de Dr)

-Quantidade de furos: existem trés técnicas principais de escolha de furos. Na
estratégia de cut-off, os valores de Dt sdo normalizados em funcdo do valor mais
alto e podem ser furados todos os pontos internos que apresentarem um valor
normalizado de Dy abaixo do valor escolhido. Na estratégia de numero fixo de furos

por iteracdo, o numero de furos em cada iteracdo pode ser determinado diretamente.
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Na estratégia de percentual fixo de furos, um percentual do numero total de pontos

internos disponiveis € escolhido para os furos

Armazenamento de dados: a cada iteracdo concluida, € gerado um novo
arquivo em bloco de notas, correspondente a topologia da iteracdo seguinte. No
caso de um desligamento involuntario do computador, a otimizagdo pode ser
continuada posteriormente. Também podem ser gerados arquivos com as tensdes,

deformacgdes e Dt e areas das iteracoes.

5.2 VALIDAC}AO DO PROGRAMA DE ANALISE DE TENSOES

O processo de otimizacdo desenvolvido neste trabalho € realizado por uma
rotina principal que emprega rotinas auxiliares. Uma destas rotinas é um programa
gue realiza calculo das tensfes e deformacfes do problema. Antes de se iniciar o
processo de otimizacdo, € necessario validar a rotina. Para a realizacdo da
validac&o numeérica, foi utilizado um problema simples cuja solu¢&o analitica € obtida
facilmente. O problema escolhido para validar o programa de analise de tensdes é
um problema de viga engastada com um carregamento de flexdo na outra

extremidade, conforme a Figura 23.

A
\4

Figura 23 — Viga engastada com carregamento concentrado

Os deslocamentos verticais da viga forma obtidos ao longo da linha média (y)
e na extremidade da viga (V) atraves das Equacgdes (97) e (98), conforme

recomendado por Shigley [4].

F 2
y=——(x=-30) (97)

FI3
Ymax = T34 (98)
O momento fletor gerado é calculado pela Equacéao (99).
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M;=F(x—1) (99)

Obtém-se a tenséo de flexdo em um ponto de distancia vertical ¢ da linha

media pela Equacgao (100).
(100)

I,, € 0 momento de inércia de area da secéao transversal da viga em relacéo
ao eixo z, que, para o0 caso de uma secdo retangular de altura h e largura b, é

calculado de acordo com a Equacgéo (101).

_ b (101)

I
ZZ 12

O problema escolhido de flexdo também pode ser encontrado na bibliografia
disponivel [2]. Utilizou-se um carregamento de flexdo uma tensdo parabdlica de
valor minimo igual a zero e valor maximo igual a 1,5 MPa. O problema é mostrado

conforme Figura 24, onde 0s pontos no contorno representam os nés fisicos.

26 | 25 24 23 22 | 21| 20 | 19 18 17 16 | 15

Figura 24 — Problema de flex&o [2]

As dimensfes da viga sdao 20m de comprimento por 4m de altura. O
coeficiente de Poisson vale 0,2 e mddulo de elasticidade (E) vale 192000 MPa (que
equivale a um modulo de elasticidade ao cisalhamento de 80000 MPa). Os nos do

lado do engaste foram fixados para simular o engaste.

Utilizou-se um total de 28 elementos quadraticos no problema de validacéo.
Decorrente do fato que as equacdes desenvolvidas neste trabalho para elasticidade
utilizarem variaveis isoparamétricas, a tensdo também possui um comportamento
guadratico em cada elemento do contorno. A curva quadratica das tensdes do
contorno da extremidade livre teve que ser descoberta para se aplicar os valores

corretos de tensao.

Os principais resultados utilizando-se dez pontos de Gauss s&o mostrados

nas figuras seguintes. A Figura 25 mostra as deflexdes ao longo da linha média, em
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comparacdo com resultados analiticos, possuindo o maior erro de deflexdo na
extremidade da viga. A partir da Equacéo (98), pode-se obter que a deflexdo na

extremidade livre da viga (Vinax,ana) € igual a 10,41mm.

O resultado numérico encontrado foi de y,,,, = 10,83mm que corresponde a
uma diferenca de 4,03%.

12 T T

Deflexéo verical (mm)
()]

4 Analitico
G Numérico

0 I I | I I I 1 I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Extenséo da viga (mm) x 10"

Figura 25 — Comparacéo entre deslocamentos ao longo da linha média calculados
numericamente e analiticamente

A posicédo dos pontos na viga € ilustrada pelo caminho tracejado na Figura 26-
a). Figura 26-b), Figura 27 e Figura 28 mostram as tensdes em pontos internos

dispostos verticalmente, ao longo da espessura no centro da viga.
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Figura 26 — a)O tracejado indica o alinhamento dos pontos na viga; b)Grafico comparando
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Figura 27 — Distribui¢cdo de oy a0 longo da posi¢ao vertical na viga, de acordo com a Figura

26-a)
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Figura 28 — Distribuigdo de tyy a0 longo da altura da viga, de acordo com a Figura 26-a)

As tensdes apresentam diferencas significantes nas extremidades da viga, o
gue pode ser verificado nas Figura 26, Figura 27 e Figura 28, devido ao problema de
singularidade, nas regides onde pontos internos estdo muito proximos dos nos
fisicos. Podem-se atenuar as diferencas encontradas aumentando-se o niumero de
elementos do contorno. Adicionalmente, houve um controle na distribuicdo de pontos

internos para que nao ficassem muito proximos do contorno.

A Dt € calculada a partir de oy, g, € T4, Na rotina iterativa desenvolvida no

MATLAB. O grafico é apresentado conforme a Figura 29.
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Figura 29 — Dy calculada em pontos verticais ao longo da espessura

Através da Figura 29, observa-se que o gréfico da solucdo numérica, com
pontos marcados por circulos, com excecdo da regido das extremidades, € tao
suave quanto o grafico com pontos em asterisco, que representa os valores

analiticos da Dr.

5.3 SELECAO DO NUMERO MINIMO DE PONTOS DE GAUSS
UTILIZADO NO PROGRAMA

A escolha do numero de pontos de Gauss deve considerar uma situagao de
equilibrio entre erro e tempo de célculo. Se forem escolhidos poucos pontos de
Gauss, 0 erro de integracdo aumenta e a otimizagdo apresenta resultados bem
diferentes dos reais. Um numero grande de pontos de Gauss, apesar de tornar os

resultados mais precisos, resulta em um processo de otimizacéo lento.

Yang [15] resolve um problema de otimizacdo de forma empregando o MEC
com oito pontos de Gauss. Em um trabalho de otimizag&o topoldgica de problemas
de elasticidade bidimensionais utilizando o MEC, Marczak [6] obteve resultados

aceitaveis utilizando oito pontos de Gauss, ainda que estivesse utilizando elementos
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lineares [6]. O mesmo problema de flexdo em viga engastada foi utilizado para
verificar as dispersdes dos resultados utilizando diferentes nimeros de pontos de
Gauss. Os resultados de Dt foram plotados na Figura 30. Os pontos estao

dispostos na viga de acordo com a linha tracejada na Figura 26-a)
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Figura 30 — Avaliagdo da Dt para diferentes pontos de Gauss
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Figura 31 — Erro percentual da D+ entre 10 pontos de Gauss e a solucdo analitica
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A partir da Figura 30 é possivel observar que, para valores de pontos de
Gauss inferiores a 8, ocorre uma variacdo significativa dos valores de Dt quando
proximos a aresta superior ou inferior da viga. A Figura 31 mostra que o erro
percentual na utilizagcdo de 10 pontos de Gauss é controlado fora da regido proxima
as extremidades. Entretanto, o aumento do nimero de pontos de Gauss utilizados
nas integracdes provoca um aumento exponencial no tempo que o computador
utiliza para fazer as contas. Apés essas analises, decidiu-se utilizar 10 pontos de

Gauss para as otimizagoes.
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Este capitulo trata dos principais resultados
das otimizacdes

Todas as otimizagGes foram realizadas através de codigo desenvolvido no
MATLAB em um computador com processador Intel Core 2 Duo de 2,93GHz,
4,00Gb de RAM e sistema operacional de 64 bits. Todas as otimizagdes utilizaram

10 pontos de Gauss para realizar as integracdes numéricas.

Foram estudados seis problemas bidimensionais de otimizagdo estrutural. O
primeiro problema trata de uma viga engastada com forca vertical na extremidade
livre. Os Problemas 2, 3, 4 e 5 referem-se a uma viga biapoiada com uma forga
central. No Problema 2, as extremidades sédo engastadas. No Problema 3, o centro é
engastado e as extremidades recebem forgcas verticais. Os Problemas 4 e 5 sao
idénticos, exceto pelos apoios. No Problema 4 uma das extremidades esta livre na
direcdo horizontal. No Problema 5, ambas as extremidades estdo fixas nas duas
direcbes. O Ultimo caso refere-se a um problema de otimizacao de topologia

aplicado ao braco inferior traseiro da suspensao de um veiculo.

6.1 PROBLEMA 1 — FLEXAO ENGASTADA

O problema de otimizag&o proposto € uma viga retangular engastada em uma
extremidade. A extremidade oposta recebe uma forca vertical descendente

concentrada em um elemento central, como ilustra a Figura 32.

lF
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v

Figura 32 — Detalhe das dimensdes e das condi¢des de contorno para o Problema 1
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A Tabela 2 contém os principais dados a respeito do Problema 1.

Valor da dimenséo c 160 unidades

Valor da dimenséo b 100 unidades

Modulo de Elasticidade (E) 1

Coeficiente de Poisson 0,333

Tipo de problema Estado Plano de Deformacdes

N° inicial de elementos quadraticos | 200 elementos descontinuos

Pontos de Gauss nas integracfes 10

Raio dos furos 1,98 unidades

Tabela 2 - Principais dados do Problema 1
A estratégia de remocao de material foi definida da seguinte forma:

-Determina-se um percentual dos pontos internos com os menores valores de
Derivada Topoldgica e realizam-se furos nos centros desses pontos, removendo-se
as areas de menor eficiéncia a cada iteracdo. Para tanto, as porcentagens séo
cuidadosamente ajustadas para a obtencdo de topologias finais coerentes. O
processo iterativo foi interrompido quando o volume final da topologia alcancou 35%
sobre o volume inicial. A otimizagdo durou aproximadamente 8 horas e 46 minutos
As porcentagens utilizadas no Problema 1 encontram-se na Tabela 3. Observa-se
gue no inicio da otimizacdo, o processo foi acelerado com o uso de maiores

porcentagens, objetivando-se topologias bem definidas.

NUmero da Iteragdo 1 12 |3 |4atél5

Porcentagem a ser furada (%) | 10 | 10 | 10 | 1,5

Tabela 3 - Porcentagens de remogéo de furos utilizadas no Problema 1

Uma suavizacdo da topologia final foi realizada com curvas de Bézier,
empregando-se uma rotina de pos-processamento, a fim de se obter um contorno
mais suavizado e compativel com os atuais processos de fabricacdo. A evolucédo do

processo de otimizagcdo € apresentada na Figura 33:
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Figura 33 — Historico de otimizagéo do Problema 1

A Figura 34 mostra a evolugcdo da remocédo de volume do Problema 1.
Analisando-se o grafico, é possivel verificar uma mudancga de inclinagdo da curva a
partir da terceira iteracdo, indicando a reducéo gradual da quantidade de material a

ser removida.
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Figura 34 — Histdrico de remocéo de material para o Problema 1

A topologia final para o Problema 1 é bastante similar a topologias de
trabalhos anteriores utilizando elementos lineares [6], mostrado na Figura 35, e que
utilizou 40 iteragdes para obter o0 mesmo volume final.No caso do Problema 1, a
topologia final foi obtida apds 15 iteracdes.

N/
N

a) b)

Figura 35 —a)Topologia obtida por trabalho anterior [3], utilizando o MEC e elementos
lineares; b)Topologia final do Problema 1, apds suavizagéo
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6.2 PROBLEMA 2 — FLEXAO BI-APOIADA 1

O segundo problema de otimizacdo estudado consiste em um bloco
retangular com carregamento vertical aplicado no meio da aresta inferior. Ambas as

extremidades estdo engastadas, conforme ilustrado na Figura 36.

2C

A

v

l F
Figura 36 — Detalhe das dimensdes e das condigdes de contorno do Problema 2

Os principais dados do Problema 2 encontram-se relacionados na Tabela 4:

Valor da dimenséo c 50 mm

Valor da forca F 400 N

Largura daregido de cada engaste 2mm

Médulo de Elasticidade (E) 210000N/mm?

Coeficiente de Poisson 0,333

Tipo de problema Estado Plano de Deformacdes
Numero inicial de elementos quadraticos utilizados | 200 elementos descontinuos
NUumero de pontos de Gauss nas integragcdes 10

Raio dos furos 1,65 mm

Tabela 4 - Principais dados do Problema 2

No total, foram realizadas 15 iteracfes e o volume foi reduzido até 35,6% do
volume inicial. A estratégia requerida para cada iteracdo no problema 2 foi de
remover 2% do nuamero total de furos a cada iteracdo. O processo de otimizacao
durou aproximadamente 29 minutos devido a uma malha menor de pontos internos
decorrente do tamanho do raio do furo. Uma geometria similar foi encontrada para o

mesmo tipo de problema empregando MEF e ESO, conforme a Figura 37-a). A
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geometria otimizada deste problema encontra-se na Figura 37-b) e demonstra boa

concordancia com a topologia obtida por [16].

b)

Figura 37 — Topologias finais: a) ESO/MEF [16] e b)BEM/D+

6.3 PROBLEMA 3 — FLEXAO BI-APOIADA 2

O terceiro problema de otimizacdo estudado se trata também de um bloco
retangular com carregamento vertical. Entretanto, o mesmo foi invertido para permitir
gue os nos do apoio se movimentem livremente. Deste modo, em compara¢cdo com
o Problema 2, a forga vertical descendente foi substituida por um engaste no centro
e 0s engastes foram substituidos por for¢as verticais ascendentes nas extremidades,

como pode ser visto na Figura 38:
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Figura 38 — Dimensoes e condi¢bes de contorno para o Problema 3

A Tabela 5 relune os principais dados do Problema 3:

Valor da dimenséo c 50 mm

Valor daforga F 400 N

Largura daregido de cada engaste 2mm

Médulo de Elasticidade (E) 210000N/mm?*

Coeficiente de Poisson 0,333

Tipo de problema Estado Plano de Deformacdes
Namero inicial de elementos quadraticos utilizados | 200 elementos descontinuos
Nimero de pontos de Gauss nas integracdes 10

Raio dos furos 1,31 mm

Tabela 5 - Principais dados do Problema 3

Foram realizadas 8 iteracdes e o volume foi reduzido até atingir 41,26% do
volume inicial. A estratégia requerida para cada iteracdo no problema 3 foi de
remover maior porcentagem dos furos nas primeiras iteragcfes. Assim, foram
removidos, respectivamente. 8%, 7%, 5% e 3% do numero total de furos nas quatro
primeiras iteracfes, e 1,3% nas subsequentes. O processo de otimizacdo durou
aproximadamente uma hora e 59 minutos. A geometria otimizada é ilustrada na

Figura 39.
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Figura 39 — Geometria 6tima — Problema 3

O resultado do Problema 3 lembra novamente uma estrutura trelicada
radialmente. Similaridades com esta topologia final podem ser encontradas em
outros trabalhos [8],[16] . Entretanto naqueles trabalhos, foi utilizado o MEF. Além
disso, 0 método de selecdo de areas a serem retiradas, assim como alguns
parametros do problema, estdo diferentes. Mesmo assim, tanto esta topologia como

as outras apresentam a forma de semiarco com membros radiais.

6.4 PROBLEMA 4 — FLEXAO BI-APOIADA 3

A proposta dos Problemas 4 e 5 é de se observar a mudanca da topologia ao
se alterar ligeiramente as condicdes de contorno, mantendo 0 maximo de
similaridade entre os problemas. O Problema 4 se trata de um problema de flexao
biapoiada, similar ao do Problema 3, mas sem a inversdo proposta anteriormente,
como mostra a Figura 40. Os deslocamentos nulos foram aplicados sobre apenas
um né dos elementos que os recebem, a fim de se permitir rotacdo do elemento, ja

gue os apoios sao do tipo pino e rolo.

2C

A
A 4

OO

Figura 40 — llustracéo do Problema 4
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O modelo inicial do Problema 4 foi discretizado com 150 elementos
quadréticos descontinuos no contorno. Uma forca total vertical F de 1000N foi
aplicada sobre dois elementos centrais. Na Figura 40, a dimenséo b é igual a 5,0m e
c=2b. O modulo de elasticidade foi de 100GPa, o coeficiente de Poisson utilizado foi
de 0,3 e foi considerado o problema do tipo Estado Plano de Tensdes (EPT). O raio
de cada furo realizado foi igual a 0,13m. O critério de parada foi estabelecido quando

o volume final alcangasse aproximadamente um valor de 54% do volume inicial.

A estratégia de otimizacao utilizada é similar a dos problemas anteriores.
Apos avaliar o valor da Derivada Topologica em todos 0s pontos internos
disponiveis, determina-se uma porcentagem do numero total deles para receber

furos em cada iteragdo. As porcentagens utilizadas estéo na Tabela 6.

NUmero da lteragdo 1 (2]3/4|5|6

Porcentagema ser furada (%) |12 (|8 |53 |1 |1

Tabela 6 — Porcentagens utilizadas para realizacédo de furos em cada iteracédo para o
Problema 4.

O tempo do processo de otimizacdo foi de aproximadamente duas horas.
Foram realizadas seis iteracdes. A Figura 41 mostra a evolugcdo do processo de

otimizacao.
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Figura 41 — Evolucgéo da topologia para o Problema 4

A topologia final para o Problema 4 se assemelha a formas tradicionais
utilizadas no dia-a-dia, podendo ser, por exemplo, uma estrutura trelicada de uma
ponte. Se um espelho da topologia final for feito sobre sua base, a estrutura toma a
forma de uma roda com elementos radiais, a exemplo da forma basica das rodas

comuns de bicicleta, conforme ilustrado na Figura 42.
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Figura 42 — Topologia final do Problema 4 espelhada

O grafico da Figura 43 mostra o volume da topologia em fung&o do namero de
iteracdes.
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Figura 43 — Grafico de volume restante versus numero da iteracéo para o Problema 4

6.5 PROBLEMA 5 — FLEXAO BI-APOIADA 4

O Problema 5 € uma modificacdo do Problema 4, ou seja, corpo submetido a

uma forga vertical total de 1000N no centro de um dos lados, como mostra a Figura
44.

A topologia inicial do Problema 5 tem 150 elementos quadraticos

descontinuos, a dimensao b da Figura 44 tem 5,0m e a dimenséo a é tal que c=2b. A
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forca F foi aplicada em dois elementos centrais do lado de baixo do objeto, e 0 no
central de dois elementos recebeu as restricbes de deslocamento nas duas direcdes
ortogonais, representando cada apoio do tipo pino mostrado na Figura 44 e
permitindo a rotacdo dos elementos. O moédulo de elasticidade utilizado foi de
100GPa, o coeficiente de Poisson foi de 0,3 e foi considerado um problema do tipo

Estado Plano de Tensdes.

2C

A
Y

Figura 44 — llustracdo do Problema 5

A estratégia de remocdo de material foi de remover uma porcentagem de
todos os pontos internos disponiveis. A porcentagem utilizada foi a mesma até a
guarta iteracdo, como pode ser visto na Tabela 7. A partir da quinta iteracdo, uma

porcentagem fixa de 1% foi empregada na otimizagao.

Numero da iteracao 1 12/3/4|5/6|7|8

Porcentagem furada(%) |12 |8 |5 /3|1 1|11

Tabela 7 — Porcentagens de furos realizados por itera¢@o no Problema 5

O critério de parada para o Problema 5 foi aplicado para um volume final
equivalente a 54% do volume inicial, para posterior compara¢céo com o Problema 4.
Todos os furos possuem raio equivalente a 0,13m. O processo de otimizagdo gerou
8 iteracdes e durou aproximadamente 1 hora e 33 minutos. A Figura 45 mostra a

evolucao da topologia para o Problema 5.
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Figura 45 — Evolucéo das topologias do Problema 5

A diminui¢cao do volume no Problema 5 pode ser acompanhada na Figura 46.
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Figura 46 — Grafico de volume restante versus o numero de iteragdes para o Problema 5

6.6 ANALISE DOS PROBLEMAS 4 E 5

O Problema 4 e o Problema 5 tiveram suas dimensdes retiradas de dois
problemas de otimizag&o inspirados do mesmo trabalho [16]. E esperado que as
topologias apresentem pequenas diferengcas, pois foram utilizados métodos
numeéricos distintos e métodos de otimizagdo distintos (Método dos Elementos
Finitos e Otimizacao Estrutural Evolucionaria — ESO). Mesmo assim, foram obtidas
topologias similares, que se comparam a arcos de circunferéncia com elementos

radiais. A Figura 47 compara as topologias obtidas.
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Figura 47 — Comparacéao de topologias: (a) Abolbashari e Keshavarzmanesh [16]; (b)
Problema 4; (c) Abolbashari e Keshavarzmanesh [16]; (d) Problema 5)

A Figura 48 mostra um grafico comparando a evolugdo da remocédo de
material no Problema 4 e no Problema 5:
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Figura 48 — Gréfico de volume restante versus iteracao para o Problema 4 (pontos em
asterisco) e para o Problema 5 (pontos em forma de quadrado)
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A diferenca observada nas curvas da Figura 48 resulta do critério de remocgao
de material. Ambos os problemas comegcam com o0 mesmo numero de pontos
internos e foram ajustados para remover as mesmas porcentagens de furos
disponiveis. Mesmo assim, estes furos pareciam estar mais concentrados no
Problema 5 e mais distribuidos no Problema 4. Quanto mais préximos estéao os furos
removidos com areas adjacentes em uma iteragdo, menor € a diminuicdo do volume
total, como pode ser visto na Figura 49. Uma consequéncia disso é um numero
maior de iteracbes no Problema 5 para que alcangcasse o mesmo volume final do

Problema 4.

Figura 49 — Realizacao de trés furos, a esquerda de forma mais espacada, e a direita de
forma mais concentrada. Nota-se que, quanto mais proximos estdo os furos, mais area é
compartilhada entre os circulos, resultando em menos area total na realiza¢io dos furos

A topologia final do Problema 5 se aproxima de estrutura trelicada, mas ficou
distinta da topologia final do Problema 4. E necessario recordar que todas as
condicGes em ambos os problemas sédo idénticas, exceto que, para o Problema 5,
ambos os nés de apoio da base recebem condi¢cdo de deslocamento nulo nas duas
direcdes perpendiculares. J4 no Problema 4 um desses dois nés é liberado para
translacdo no eixo horizontal. A Figura 50 mostra ambas as topologias finais dos
Problemas 4 e 5, que possuem aproximadamente o mesmo volume final

(aproximadamente 54% do volume inicial).
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Figura 50 — Topologia final: (a) Problema 4; (b) Problema 5

Na Figura 50, as principais diferencas entre as duas topologias finais dos
Problemas 4 e 5 séo ressaltadas pelos circulos. No Problema 4, a area assinalada
sofre pequenas remocOes de material, restando uma por¢cdo de material que €
progressivamente diminuida, como se pode observar na Figura 41. J4 no Problema
5, a mesma regido assinalada € completamente removida logo nas primeiras
iteracOes, como pode ser verificado na Figura 45. Logo, a diminuicdo dos
deslocamentos horizontais neste problema acarretou com a diminuicdo dos valores

de Derivada Topologica naquela regiéo.

6.7 OTIMIZACAO DE BRACO DE SUSPENSAO AUTOMOTIVO

Esta otimizac&o difere das anteriores por se tratar de um problema inspirado
em uma situacdo real. O componente a ser otimizado é o braco de suspensao
traseiro do veiculo Honda Civic EK4 (1996-2000). Este veiculo é apresentado na

Figura 51.

Figura 51 — Honda Civic EK4 Vti
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Algumas especifica¢cGes do carro aparecem listadas na Tabela 8 [23].

Motor 4 cilindros em linha; 1595cms3; 16 valvulas

Poténcia 158hp a 7600rpm

Torque 15,3mkg a 7000rpm

Transmissao Dianteira

Cambio manual de 5 marchas

Peso 1240kg (Unido Européia)

Tabela 8 - Caracteristicas do carro que inspira a otimizagdo de componente automotivo

6.7.1 - Obtencao Da Geometria Do Bracgo

Conseguiu-se uma unidade do braco de suspenséo para retirar as dimensodes

do problema. Um braco de suspensao foi feito em CAD 3D através do programa

Solidworks, utilizando a foto da peca e algumas dimensoes retiradas diretamente. A

Figura 52 e a Figura 53 mostram estas etapas do processo.
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Figura 52 — Confeccao de desenho CAD do braco de suspenséo atravées do programa

Solidworks
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Figura 53 — Vista isométrica de CAD 3D do brago de suspenséao através do programa
Solidworks para retirar dimensdes para uso em MATLAB

A confeccdo da peca em CAD foi utilizada para fazer a discretizacdo da

geometria no programa de otimizagdo. A discretizacdo pode ser visualizada na

()

Figura 54 — Discretizagdo do brago de suspensdao em MATLAB

Figura 54.

6.7.2 - Definicao Dos Carregamentos Do Brago (Condigcdes De Contorno)

As hipéteses consideradas para a otimizagdo do bra¢co de suspensédo sao as

seguintes:

1) A peca comporta-se fundamentalmente de forma bidimensional, ou seja,

carregamentos fora do plano sé&o desprezados

2) O material da peca comporta-se sob o Estado Plano de Tensoes
3) Os carregamentos desprezam a variacdo de angulo do braco

4) O peso do veiculo esta dividido igualmente entre as quatro rodas

5) O ponto de fixacdo entre o braco e a carroceria foi considerado como sendo
rigido, e o ponto de conexdo entre o braco e o amortecedor teve deslocamento

restringido na vertical

71



6) A barra estabilizadora foi desconsiderada. Outras versfes do mesmo veiculo

utilizam o mesmo braco de suspensao sem a barra estabilizadora

7) A peca, como observado na Figura 53, possui furos em suas extremidades para
colocacao das buchas de suspensdo. Uma vez que as paredes dos furos séo finas
nas extremidades, eram empregados varios elementos para representa-las, e a
adicdo de furos nédo foi permitida nessas regides, pois poderia provocar um
rompimento da parede. Entdo, as extremidades foram simplificadas para economizar
memoria do computador, como mostra a Figura 54. O campo de derivada topoldgica

nao foi alterado significativamente com a simplificacéo

Para a determinacdo das forcas atuantes no braco de suspenséo traseiro, €
necessario compreender a dindmica do carro e as for¢cas atuantes nas rodas
traseiras. A melhor maneira para calcular as forcas atuantes na roda é realizar uma
simulacdo dindmica do veiculo em diversas situa¢fes, utilizando um programa

adequado como, por exemplo, 0 MSC Adams.

Neste trabalho, sera empregada uma metodologia proposta por Diniz [34],
evitando a utilizacdo de simulacdo dinamica. Nesta teoria, os esforcos dinamicos
aos quais é submetido o veiculo sdo aproximadamente multiplos dos esforcos

estaticos do mesmo. Dessa maneira,
Fq = cF,

Na equacdo anterior, F; é a forca resultante dindmica, ¢ é um fator
multiplicativo e F, é a for¢a estatica, resultante do proprio peso do veiculo. Assim,

para cada situacao simulada, o fator ¢ recebe um valor especifico.

Em outra bibliografia [29], com base em numerosos grupos de dados
experimentais, os automéveis sdo submetidos a uma rugosidade correspondente ao
trajeto que realiza durante seu ciclo de vida, que induz um carregamento dinamico.
Este carregamento é flutuante e possui um valor de amplitude maxima

aproximadamente equivalente a duas vezes a carga estatica do veiculo.

Estima-se que um valor extremo para projeto para o fator c varia entre 3,0 e -
1,0, logo possuindo o valor maximo de 3,0. Entdo, uma estimativa do valor extremo

de F; é, conforme a Equacgéo [102].

F, = 3F, (102)
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Para o caso do Honda Civic VTi EK4,
Fy = 3.1240kg.9,81m/s2 = 36493,2 N

Neste trabalho, considerou-se uma distribuicdo de peso ideal entre rodas
dianteiras e traseiras (50%/50%). Distribuindo-se o peso igualmente entre as duas

rodas traseiras, estima-se que aforga na roda traseira conforme a Equagéo (103):
Fyroda = %.50%. F, = % 50%.36493,2 N = 9123,3 N (103)

Para simular uma situacdo ainda mais critica, simula-se uma curva no carro
com raio de 33,0 metros e velocidade de 80,0 km/h, ou 22,22 m/s. A for¢ca centripeta

resultante no eixo traseiro pode ser calculada.

me V2

1240.22,222
P

Fp = 50% = .50% = 9276,11 N = Fyppaq

Em uma situacéo extrema, a roda traseira do lado contrério ao da curva pode
nao estar no asfalto, enquanto que a roda do lado da curva suporta toda a forca
centripeta do eixo traseiro. Uma vez que se conhecem as for¢cas na roda traseira, é
necessario transferi-las para a suspenséao. A suspenséao traseira dos Honda Civic de
sexta geracao € do tipo multilink. com a presenca de trés bracos articulados e um
facdo, como na Figura 55. O amortecedor traseiro do Honda Civic esta conectado ao
braco inferior traseiro. O brago inferior traseiro pode ser melhor visualizado na Figura
56:
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Figura 55- llustracé@o de um dos lados da suspensao traseira do Honda Civic de sexta
geracdo — vista superior [1]. O braco inferior traseiro é a peca de nimero 7

Figura 56 - Foto da suspensdo traseira do Honda Civic do sexta geracéo, onde é possivel
visualizar o braco inferior traseiro ao centro

Desse modo, faz-se necessario separar 0s componentes da suspensao
traseira para encontrar os esforcos. Realiza-se o equilibrio no conjunto roda-facéao,

conforme ilustrado na Figura 57.
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Figura 57 - Diagrama de corpo livre do facéo traseiro do Honda Civic de sexta geracao,
visto a partir da traseira do veiculo

Escrevem-se as equacdes de equilibrio de forgcas no facdo de acordo com as
Equacdes (104) e (105).

ZFx =0; Rix + Rox + Frroaa =0 (104)
Z Fy = 0, Rly + Rzy + Fyroda =0 (105)

Adiciona-se mais um dado no equilibrio, que é o angulo 6 da reacdo R, do

brago superior, que recebera valores futuros.

Dessa forma, reescrevem-se as equacdes de equilibrio de forcas no facéo e
isolam-se as componentes da reacdo no braco traseiro inferior conforme as
Equacobes (106) e (107):

_ —Fxroda—Ra2x

Rl - cos 6 (106)
_ _Fyrada_RZy

R, = eend (207)

Realiza-se o equilibrio de momentos no ponto C do facéo, de acordo com a

equacdao (108). Nota-se que aparece um momento aplicado devido a roda traseira.
z M¢ = 0; Fxroda-Troda T Fyroda-k — Ry cos 8d; — Rysen 6d;

+R2x. (d4 - dz) =0 (108)

Rycos 0d; + Rysen 08ds; = Fyroaa-Troda + Fyroda-k + Rax. (dy — d3)
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Ry (cos 0d;, + sen 8d3) = Fyroaq-Troda + Fyroda-k + Rax- (dy — d3)

R1 — Fxroda-rroda"'Fyroda-k+R2x-(d4_d2) (109)

cos Bd,+sen Od3

Uma vez descoberto o modulo da forca aplicada pelo braco superior, de
acordo com Equacdo (109), é deduzida a férmula para o calculo das componentes
vertical e horizontal da forca no bragco superior, como mostra a Equacédo (110) e
(111):

Rax = =Ry €05 0 — Fiyyoaq (110)

R2 = _Rl sen 0 - Fyroda (111)

y

Parte-se para as equac¢fes de equilibrio no brago inferior, a partir da Figura

58:
R2y
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Figura 58 - Diagrama de corpo livre do braco inferior da suspensao do Civic
Aplica-se o equilibrio de forcas no braco inferior (Equaces (112) e (113)):
2. FE, =0; Ry — Ry + Rycosa = 0; Ry, = Rz, + Ry cosa (112)
X E, =0; Ry, —R;, + Rysena = 0; Ry, = R3, + Ry sena (113)
Aplica-se o equilibrio de momentos no braco inferior, conforme a Equacéo
(114). A expressao da forca aplicada pelo amortecedor é dada pela Equacéao (115):
X Mp=0; Rysenads — Ry cosadg + Ry, (d; + dg) — Ryydg =0 (114)
Ry(senads — cosadg) = —R,,(d; + dg) + Ryyds

Ra _ —RZx(d7+d3)+R2yd6 (115)

senads—R, cosadg

Em seguida, as componentes da reacdo no ponto G podem ser encontradas

na forma das Equacgdes (116) e (117):
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R3;, = R, cosa — R,, (116)
R3y, = Rgsena — Ry, (117)

As equacdes para os carregamentos do braco de suspensdo ja estao
definidas, entretanto deve-se observar que as forcas deste problema mudam de

acordo com o comportamento do veiculo. Logo, € conveniente observar o

comportamento das for¢as alterando-se o comportamento do veiculo.

Estudaram-se trés situacdes, para as quais as for¢cas no braco inferior traseiro

foram estimadas:
1) Aplicacéo das forcas dindmicas de rugosidade

Neste caso, a forca aplicada as rodas deve-se somente pela acdo da forca
maxima devido aos carregamentos dindmicos devido a rugosidade da pista,
estimada em trés vezes o valor do peso estatico do veiculo, que corresponde a um
carregamento vertical na roda traseira. Houve uma estimativa para os angulos
desconhecidos. O brago superior recebeu um angulo positivo de 30 graus devido ao
movimento da suspensdo, enquanto que o angulo do amortecedor foi fixado em 90

graus com a base do braco inferior. Os resultados encontram-se na Tabela 9.

Variavel Valor
Forca horizontal na roda (Fxroda) O,0N
Forca vertical na roda (Fyroda) 9123,3 N
Angulo de inclinac&o do braco superior 30,0°

Componente horizontal da rea¢do no brago superior (R1x) | 2878,9 N

Componente vertical da reacdo no braco superior (R1y) 1662,1 N

Componente horizontal da reacao no braco inferior (R2x) | -2878,9 N

Componente vertical da reacdo no brago inferior (R2y) -10785 N
Angulo de apoio do amortecedor no brago inferior 90°
Componente horizontal da forca do amortecedor (Rax) 0,0N
Componente vertical da forca do amortecedor (Ray) -13630 N
Reacé&o horizontal no suporte do bracgo inferior (R3x) -2878,9 N
Reacdo vertical no suporte do braco inferior (R3y) 28447 N

Tabela 9- Resultados dos carregamentos na suspensao traseira - rugosidade da pista

77



A Figura 59 mostra um diagrama das for¢as aplicadas no facdo e no brago
inferior. O modelo simplificado das pecas aparece em azul, enquanto que as forcas

aparecem em vermelho.

‘T//;

Figura 59 - Diagrama das forcas na suspenséao traseira - rugosidade da pista.
2) Curva para a esquerda

A forca vertical do primeiro caso ja € um valor extremo, porém néo leva em
conta a compensacéao das forcas laterais que surgem quando o veiculo faz curvas.
Para tanto, aplicou-se a for¢a horizontal equivalente a carga maxima das duas rodas
traseiras em uma roda so, para o caso em que a roda do lado interno ao da curva
levante da pista. A carga vertical devido a rugosidade foi mantida. As principais

definicBes e resultados das cargas para este caso encontram-se na Tabela 10.

Variavel Valor
Forca horizontal na roda (Fxroda) -9276,11 N
Forca vertical na roda (Fyroda) 9123,3 N
Angulo de inclinac&o do braco superior 30,0°

Componente horizontal da reacdo no brago superior (R1x) | -10947 N

Componente vertical da rea¢éo no braco superior (R1y) -6320,2 N

Componente horizontal da reagdo no braco inferior (R2x) | 20223 N

Componente vertical da rea¢@o no brago inferior (R2y) -2803,1 N
Angulo de apoio do amortecedor no brago inferior 90°
Componente horizontal da forca do amortecedor (Rax) 0,0N
Componente vertical da forca do amortecedor (Ray) -5081,6 N
Reacé&o horizontal no suporte do bracgo inferior (R3x) 20223 N
Reacéo vertical no suporte do brago inferior (R3y) 22785 N

Tabela 10 - Resultados dos carregamentos na suspensao traseira - curva para a esquerda
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Na Figura 60, € possivel visualizar os vetores de for¢cas no facédo e no braco

inferior traseiro.

——

Figura 60 - Diagrama de forgas na suspenséo traseira - curva para a esquerda
3) Curva para a direita

O terceiro comportamento estudado foi a curva para a direita. Para tanto,
aplicou-se na roda traseira, além da forca vertical de rugosidade da pista, for¢ca
horizontal para a esquerda. Como esta roda é a roda interna a curva neste caso, as
forcas tendem a ser menores pois héa transferéncia de peso para a roda externa a
curva. Entdo, a roda recebeu carregamento horizontal equivalente a metade da forca
centripeta aplicada ao eixo traseiro. A carga vertical devido a rugosidade, que ja se
trata de um valor superestimado, foi mantida. O angulo do braco superior foi
estimado em 30 graus negativos, para simular o movimento da suspenséao durante a
curva. O angulo do amortecedor com o braco traseiro foi conservado em 90 graus.

Os resultados da for¢as na suspensdo traseira podem ser verificados na Tabela 11.

As forcas no braco inferior e no facdo podem ser visualizados em diagrama na

Figura 61.
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Variavel Valor

Forca horizontal na roda (Fxroda) 4638,1 N
Forca vertical na roda (Fyroda) 9123,3 N
Angulo de inclinacdo do braco superior -30,0°

Componente horizontal da rea¢do no brago superior (R1x) | 14349 N

Componente vertical da reagé@o no braco superior (R1y) -71745 N

Componente horizontal da reacdo no brago inferior (R2x) | -17065 N

Componente vertical da rea¢@o no brago inferior (R2y) -1948,8 N
Angulo de apoio do amortecedor no brago inferior 90°
Componente horizontal da forca do amortecedor (Rax) 0,0N
Componente vertical da forgca do amortecedor (Ray) -1248,5 N
Reacéo horizontal no suporte do braco inferior (R3x) -17065 N
Reacéo vertical no suporte do brago inferior (R3y) 700,2 N

Tabela 11 - Resultados dos carregamentos na suspensao traseira - curva para a direita

Figura 61 - Diagrama de forgas na suspensao traseira - curva para a direita

E possivel observar que a componente horizontal da forga do braco inferior
induzida pelo facdo, segundo a Tabela 10 e a Tabela 11, apresenta sentidos que
se invertem. Esses carregamentos opostos, além de provocar tragdo/compressao no
braco inferior, provocam flexdo por estarem descentralizadas em relagdo as juntas
do braco. Se braco possuisse caracteristicas de simetria, como no Problema 1, as
formas 6timas também poderiam ser similares por serem simétricas. Entretanto, uma
falta de simetria em flexdo, como a simulacdo da metade da geometria do Problema
2 separada, tende a gerar topologias sem simetria. Desse modo, as formas 6timas

poderiam ser bem diferentes para o braco inferior nestas situacoes.
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Entretanto, observa-se que a componente vertical dessa forca é positiva no
braco inferior nos trés casos. Adicionalmente, a forca horizontal no caso em que
somente a rugosidade da pista € considerada, possui um valor mais baixo em
relacdo aos outros casos. Como os carregamentos devido as curvas sao transitorios
e o carregamento devido a rugosidade é mais presente na vida util dos veiculos e,
relembrando os outros fatos enumerados anteriormente, o caso escolhido neste
trabalho para propdsitos de otimizacdo estrutural € o caso 1) de rugosidade sem
considerar as curvas. Note-se que, mesmo sem carregamentos laterais na roda, ha

forcas horizontais no braco inferior devido ao tipo de suspenséo traseira.

6.7.3 - Construcéo Do Problema De Otimiza¢cao Do Braco De Suspenséo

O braco de suspenséo recebeu as restricdes conforme a Figura 62:

Ry

Figura 62- Restri¢cGes de deslocamento e forgas de superficie no problema do brago de
suspensao

Na Figura 62, o vértice A corresponde a juncdo de parafuso entre o braco de
suspensao e o chassi do carro, que foi aproximado para uma juncao rotulada. O
vértice B representa a juncéo entre a peca e o amortecedor traseiro, que € unida por
parafuso. Considerando que o amortecedor impde forcas em angulos praticamente
verticais neste caso, a juncdo com o amortecedor foi aproximada para um apoio de
rolete horizontal, permitindo a translacéo horizontal do ponto. O vértice C representa
0 ponto de aplicagdo dos carregamentos verticais e horizontais resultantes do

conjunto roda-suspensao.

A otimizacao foi realizada de acordo com as propriedades listadas na Tabela

12. Para esta peca, foram utilizadas as propriedades do aluminio.
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Valor da forca vertical 10785 N

Valor da forca horizontal 2878,9 N

Diametro dos furos 9,1 mm

Médulo de Elasticidade (E) 71000N/mm?
Coeficiente de Poisson 0,33

Comportamento do material Estado Plano de Tensdes

Numero inicial de elementos quadréticos utilizados | 170 elementos descontinuos

NUumero de pontos de Gauss nas integracdes 10
Numero fixo de furos em cada iteragéo 3
Diametro dos furos 9,2 mm

Tabela 12- Principais constantes da otimizacéo do braco de suspensao

6.7.4 - Resultados do Problema de Otimizag&o do Brago de Suspensao

Foram realizadas 36 itera¢cOes do problema de otimizagao do braco, retirando-
se um namero fixo de trés furos a cada iteracdo. A otimizacao utilizou um tempo total
de 20 horas e 44 minutos. Houve uma reducéo de volume total de 17,8%. A Figura
63 mostra um grafico da diminuicdo do volume ao longo das iteracbes. Nela, &
possivel observar que a retirada de volume assumiu um comportamento quase
linear, devido ao nimero constante de furos de mesmo tamanho retirados em casa
iteracao.
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Figura 63 - Grafico da reducéo de volume - brago de suspensdo
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A evolucéo das topologias pode ser vista na Figura 64:
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Figura 64 - Evolucdo das topologias do problema do braco de suspenséo

Analisando-se as areas subtraidas na Figura 64 durante o processo de
otimizacdo, nota-se que ha uma tendéncia a retirar areas proximas a linha horizontal
central da peca, devido a flexdo. A flexdo induz formas com maior momento de
inércia de area, entdo as regibes mais distantes do eixo de rotagdo, que sdo as
regibes mais distantes do eixo horizontal, tendem a ser preservadas. Entretanto, a
peca ndo possui eixos de simetria, e as regides com furos n&do foram exatamente
centrais. Outro fato que colabora com isso é a existéncia da for¢ga horizontal
descentralizada que implica tragcéo e flexdo conjugadas.

Embora ndo haja resultados de literatura, o mesmo braco de suspensao do
Civic possui diversas variacdes fabricadas para quem deseja personalizar seu
veiculo. O alivio da regido central € amplamente empregado nessa pega, COmo se

pode observar na Figura 65.
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c) d)

Figura 65 — Imagens das variac6es dos bracos de suspensédo do Civic 1996-2000: a)Modelo
original em chapa de ago [30]; b)Modelo com alivio em circulos [31]; c)Modelo com bordas
espessas [32]; d)Modelo com alivio em treli¢a [33]

O grande diferencial da topologia obtida na Figura 64 é propor que os alivios
de peso concentrem-se em areas espacadas ao longo da linha central e em formato
de setas. E possivel encontrar similaridade desta topologia final com a topologia final
do Problema 1, com a repeti¢cdo da estrutura central ao longo da linha horizontal.

Os valores da Derivada Topolégica (D) na primeira iteracdo da otimizagcao
foram plotados na Figura 66, observando-se o ponto D a partir do ponto G do braco.
observa-se que a regido da linha central horizontal corresponde a um “vale”, onde os
valores de Dy ja sdo baixos. Essa tendéncia justifica tanto a topologia final da Figura

64 quanto os modelos variados de bragos da Figura 65.
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Figura 66- Derivada Topologica da primeira iteracdo da otimizagdo do brago inferior
traseiro do Civic; as coordenadas horizontais correspondem as dimensdes bidimensionais do
braco; a dimenséo vertical corresponde ao valor da Derivada Topoldgica

6.8 APRESENTACAO DAS TOPOLOGIAS FINAIS

Em um problema de otimizagéo, diversos parametros influenciam na forma
final da topologia, pois estes afetam diretamente a sensibilidade do dominio. A
Figura 67 apresenta a influéncia das condicdes de contorno na topologia final da
peca analisada. E possivel visualizar que, dependendo da condicdo de contorno
imposta, a configuragdo geométrica muda significativamente. Obviamente, sempre
havera uma diferenca de topologia final relacionada ao método de otimizacdo
empregado, a quantidade de material removido por iteragdo, entre outros
parametros. No entanto, com base em trabalhos disponiveis na literatura, estas
diferencas ocorrem, mas geralmente a forma final da estrutura resulta muito

semelhante independentemente do método empregado.
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Figura 67- Detalhe das topologias finais conforme condi¢des de contorno
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7 CONCLUSOES

O presente estudo apresenta uma inovagdo na area do MEC voltado para
problemas de elasticidade linear, pois utiliza elementos quadraticos descontinuos
para rotinas de otimizacdo iterativa através da Derivada Topoldgica. A sua eficacia
pode ser comprovada pela obtencéo de topologias similares com menor nimero de
iteracbes no Problema 1 [6], assim como topologias condizentes com trabalhos
anteriores nos Problemas 2, 3, 4 e 5 [16] e topologias que apresentam alguma
similaridade com os componentes reais no problema de suspensao automotiva. O
procedimento mostrou ser pratico de ser implementado em problemas de natureza
fundamentalmente bidimensionais em que as forcas de corpo possam ser
desprezadas em relacdo aos carregamentos do problema. Dificuldades foram
encontradas na definicdo dos parametros de otimizagdo, como a escolha no nimero
de furos a ser realizado, os raios dos furos, a geracdo de malhas que evitem
problemas de singularidade etc. Normalmente, um maior refinamento nos elementos
e na geracado dos pontos internos consegue gerar melhores resultados, até que o

computador ndo possa processar esses dados.

A utilizacdo de elementos quadraticos em problemas de otimizacdo de MEC
requer extrema atencdo na programacao dos codigos computacionais, devendo-se
prezar pela economia de memoria temporaria do computador. As otimizagdes foram
repetidas objetivando-se que os resultados fossem retirados de computadores de
configuracdo acessivel, provando que, mesmo com o alto esforco computacional
gerado pela utilizacdo de MEC com elementos quadraticos, € um procedimento
viavel. Para problemas mais refinados, entretanto, é recomendavel utilizar
computadores com maior capacidade de armazenamento tempordrio e

processamento de dados.

A conversado do problema de elasticidade fisico para problema discretizado
em elementos de contorno exige atencdo, principalmente na regularidade do
tamanho dos elementos, na conversdo das forcas em um padrdo equivalente de
forcas de superficie, como na traducdo das restricoes de apoio que permitem
rotacdo. Esta ultima dificuldade foi superada invertendo-se os esforcos no Problema
3, bem como aplicando as restricbes de deslocamento no né intermediario dos

Problemas 4 e 5, em vez de aplicar no n6 da extremidade.
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O MEC mostrou-se eficiente e preciso no processo iterativo dos calculos
estruturais durante a otimizacdo, possibilitando a obtencdo de estruturas Otimas.
Para que a otimizacdo estrutural possa melhorar a sua viabilidade do ponto de vista
de tempo computacional e a0 mesmo tempo aumentar a sua precisao, recomendam-

se para futuros trabalhos algumas sugestoes:
- Acelerar a solugao do sistema linear através de métodos como FMM;
- Implementar elementos de ordem superior;
- Adaptar o cadigo para trabalhar com problemas em trés dimensdes;

- Desenvolver a expansdo assintética da derivada para outras funcdes-

objetivos diferentes da energia potencial total;
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A partir deste trabalho, foram geradas as seguintes publica¢des:

1) Teotdnio, K.L.; Anflor, C. T. M. Otimizacdo de um problema de elasticidade
bidimensional utilizando o Método dos Elementos de Contorno. IV Encontro de

Ciéncia e Tecnologia da Faculdade UnB — Gama, Brazil (2012)

2) Anflor, C. T. M. ; Teotbnio, K. L. ; Albuquerque, E. L. . A quadratic Boundary
Implementation for Solving 2D Problems of Elasticity by Topology
Optimization. Applied Mechanics and Materials, v. 394, p. 554-559 (2013)

3) Teotdnio, K. L.; Anflor, C. T. M. ; Albuquerque, E. L. . A quadratic
implementation for 2D elasticity topology optimization using BEM. International
Conference on Boundary Element Technique, 2013, Paris. Advances in Boundary
Element & Meshless Techniques. Eastleigh, Hempshire (UK): EC Itd UK,. v. XIV. p.
270-274 (2013)

4) Teotbdnio, K. L. ; Anflor, C. T. M. ; Albuquerque, E. L. .Structural Optimization of
2D Elasticity Problems Using the Boundary Element Method. XXXIV Ibero-Latin
American Congress on Computational Methods in Engineering, Pirendpolis, Brazil
(2013)
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