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Resumo

Neste trabalho, ilustramos a utilizacao de dois métodos diferentes — sub e supersolucao
e variacional — na obtencao de existéncia de solucao para uma classe de problemas elipticos

semilineares cuja nao-linearidade apresenta dependéncia do termo gradiente.

Palavras-chave: sub e supersolugao, Passo da Montanha, termo gradiente, problemas

singulares, solucao ground state.
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Abstract

In this work we illustrate the application of two different methods — lower and upper
solution and variational — to obtain the existence of a solution for a class of semilinear

elliptic problems whose nonlinearity presents dependence on the gradient term.

Key words: lower and upper solution, Mountain Pass, gradient term, singular problems,

ground state solution.
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Notacoes

Neste trabalho, fazemos uso das seguintes notacoes:

e O C RY é um dominio limitado com fronteira suave;
e |- | representa a norma euclidiana em RY, N > 1;

o B, ={zeRN:|z|<r}, r>0;

e Dados abertos g, Q C RY, escrevemos €, CC Q quando  estd compactamente

contido em (2, isto é, )y é um compacto contido €;

e )\ é o primeiro autovalor do problema

—Ap =\ Q
¥ ¥ em 34, (AV)
=0 sobre 09,
e 1 € uma Aj-autofuncgao positiva de (AV);
e Um vetor da forma o = (aq,...,ay), onde cada componente o; € NU {0}, é

chamado um multi-indice de ordem
la| = a1+ -+ ap;

e Dado um multi-indice «, definimos

olaly

0Mgy ... .0y’

D%y =

quando a derivada mista do lado direito existe;

e C(2)={u:Q— R:u écontinua };



Notacoes 2

C@) - u € C(Q) :u é uniformemente continua em subconjuntos
limitados de €2 ’

cuja norma € [|ul| o) = sup u(z)|;
xef)

Co(Q) sao as fungdes continuas de suporte compacto em €2;

C*Q)={u:Q — R:u &k vezes continuamente diferenciavel }, k € NU {0};

CH@) = u € C*(Q) : D uniformemente continua sobre subconjuntos }

limitados de 2, para todo |a] <k
Assim se u € C*(Q), entdo D*u estende-se continuamente até Q para cada multi-

indice «, |a| < k.
lllor@y = D 11Dl

lal <k
C=(Q) = [ C*Q) e C=(Q) = [ C*(Q);
k=0 k=0
Co(2) = CHQ N Co() e C5°(Q) = C>(Q) N Co(Q);
Seja k € NU{0} e 0 <y < 1. C*(Q) denota o espaco de Holder dado por

CH1(Q) = {u € C*Q) : [Dau]coﬁ@ < 00, para todo multi-indice |o| < k},

D~ - D®
onde [Dau]coﬁ@ = sup |D%u(z) u(y)|, cuja norma ¢é

z,y€Q lz —y[
z#y

HUHCM(Q) = HUHck(ﬁ) + Z [Dau]coyw(ﬁy para todo u € Cm(ﬁ);
la|=k

Uma funcdo u : @ — R & chamada Lipschitz se satisfaz |u(x) — u(y)| < Clz — y|,

para alguma constante C' e para todos x,y € Q. Neste caso, escrevemos u € Lip(2);
ut(x) = max{u(x),0}, v (x) = max{—u(z),0};

O espago LP(€2) é denotado por

LP(Q)={f:Q— R: f é mensuravel e /|f|p dr < 0o},
Q
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emque 1 <p<ooeQCRY ¢um aberto conexo, munido com a norma dada por

1l = ( [ dw)?

e [°(Q2) denota o espaco das func¢oes mensuraveis que sao limitadas quase sempre em

(), com norma dada por
|tt|oo :=Inf{C > 0 : |u(x)] < C quase sempre em };
e Paral <p<ooeke NU{0}, denotamos o espago de Sobolev W*?(2) como sendo
WkP(Q) := {u € LP(Q) : D*u € L*(Q) para todo multi-indice a tal que |a| < k},

com norma dada por

\
|

p
Z/[DO‘UV’ , sel<p< oo,
Q

fullyrr = £ N

> I1D%ulu, se p = 00;

\ lal<k

e Denotamos por X* o espaco dual de X, com norma dada por

1]

x+ = sup [[(z)].
zeX

llz|| x =1



Introducao

Nas ultimas décadas, os problemas elipticos tém chamado atencao dos pesquisadores
em Equacoes Diferenciais Parciais pelas aplicacoes em diversas areas do conhecimento.
Em varias destas aplicacgoes, ¢ de fundamental importancia saber se a equacao que modela
certo fenomeno possui solucao. Com esta finalidade, foram desenvolvidas técnicas que
determinam a existéncia de solu¢oes de problemas elipticos. Neste trabalho, por exemplo,
nos concentramos em duas técnicas que mostram a existéncia de solucao de um tipo
especifico de problemas.

O Método de Sub e Supersolugao ¢ um dos métodos mais usados para estudar
problemas elipticos e requer certa habilidade em cada caso. Sabemos que se uma funcao
continua muda de sinal em um intervalo fechado, entao ela ha de ter um zero. Até certo
ponto, o método de sub e supersolucao pode ser visto como uma extensao deste fato. A
ideia deste método consiste em determinar uma subsolucao u e uma supersolucao u do
problema em questao e aplicar um teorema de comparacao para verificar que u < wu, o
que nos permite determinar uma solucao u tal que u < u < .

Os Métodos Variacionais surgiram no século XVIII e foram Euler e Lagrange que
o transformaram em uma teoria matemética rigorosa. O método variacional foi aplicado,
apos a sua descoberta, sobretudo na fisica, especialmente em mecanica, e tornou-se uma
disciplina matematica independente, com seus préprios métodos de pesquisa. Para mais
detalhes, veja [40]. Um método variacional importante na solugao de problemas elipticos
semilineares é a Teoria do Ponto Critico, que a grosso modo consiste em ver cada solugao
fraca de uma equacao diferencial parcial como um ponto critico de um determinado
funcional. Por sua vez, um dos principais resultados da teoria do Ponto Critico, e que
sera usado neste trabalho, é o Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e
Rabinowitz [7]. Este teorema garante, sob hipoteses adequadas, a existéncia de pontos
criticos de minimax para o funcional associado ao problema estudado.

Nosso objetivo, neste trabalho, é ilustrar como estes dois métodos podem ser utilizados
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para estudar existéncia de solucao para um problema eliptico semilinear cuja nao-
linearidade apresenta um termo gradiente, também chamado de termo de convecgao.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos algumas definicdes e noc¢oes que compoem o meio
sobre o qual desenvolveremos o nosso trabalho. Nos limitamos a apresentar, de maneira
resumida, as nocoes fundamentais que foram utilizadas, de alguma forma, no decorrer
deste texto. Enunciamos, também, alguns teoremas classicos que nos auxiliarao na
obtencao dos resultados principais.

Os proximos dois capitulos deste trabalho abordam, de forma detalhada, como os
métodos de sub e supersolugao e variacional, respectivamente, podem ser utilizados para
obter uma solucao para um determinado problema eliptico semilinear.

No Capitulo 2, estudamos o resultado de Marius Ghergu e Vicentiu Ridulescu [32],

que em 2007 determinaram existéncia de solu¢ao para o problema

—Au = p(z)(g(u) + f(u) +|Vul?) em RY,
u>0 em RY, (1)
u(z) — 0 quando |z| — oo,

onde N>3 0<a<1,ep:RY — (0,00) é uma funcao Hélder continua de expoente
0 <~v<1tal que

(p1) /10015 é(t) dt < oo, onde ¢(r) = max p(z).

|z|=r

Assumiremos também que g € C*((0,00)) é uma fungao decrescente e positiva tal que

(91) limg(t) = +o0,

t—0

e a funcao f : [0,00) — [0,00) é C*((0,0)), ndo-decrescente e positiva em (0,00) e

satisfaz

(f1) a funcao t — @ é nao-crescente, para todo t € (0,00);
o f) - f@) _

(f2) lim == =o0 e lim == =0.

A ideia desenvolvida em [32] consiste em aplicar o método de sub e supersolu¢ao para o
problema
—Au = p(z)(g(u) + f(u) +[Vul*) em Q,
u>0 em (), (2)
u(z) =0 sobre 02,



Introducao 6

0 que nos permite gerar uma sequéncia mondtona de solugoes (u,) para a familia de
problemas do tipo (2), sobre B,, limitada tanto superior quanto inferiormente. Assim,
por um procedimento padrdo, podemos concluir que (u,) possui uma subsequéncia que
converge uniformemente a uma funcio em C?*(Q). Posteriormente, por um processo
diagonal, segue que (u,) possui uma subsequéncia que converge uniformemente sobre
subconjuntos abertos limitados de RY a uma funcio u € C’fo’?(RN ), que é solugao do

problema (1). Tal procedimento sera utilizado para demonstrarmos o resultado principal

do Capitulo 2, a saber:

Teorema 0.1. Suponha que (f1), (f2), (91) e (p1) sejam satisfeitas. Entao o problema

(1) tem pelo menos uma solugio em Cro(RN).

E importante mencionar que a equacdo (1) é do tipo Lane-Emden-Fowler. Equacdes
deste tipo se originaram a partir de teorias sobre a dinamica de gases em astrofisica (veja
[22]), surgindo também no estudo da mecanica dos fluidos, mecanica relativistica, fisica
nuclear e no estudo da quimica. Para uma abordagem mais detalhada deste tipo de
equagoes, referimos ao leitor o trabalho de Wong [49]. A equagao de Lane-Emden- Fowler
tem sido estudada por muitos autores que utilizam varios métodos e técnicas. Entre elas,
citamos a teoria do ponto critico, a teoria do ponto fixo e a teoria do grau topolégico.
Para maiores detalhes, veja [2, 5, 33, 37, 39).

Fungoes que satisfazem uma condi¢do como (g1) sdo ditas singulares. Problemas
envolvendo nao-linearidades singulares surgem em varias situagoes fisicas, presentes na
condutividade elétrica (Fulks e Maybee, 1960 [23]), na teoria dos fluidos pseudoplésticos
(Callegari e Nashman, 1980 [10]), em superficies minimas singulares (Caffarelli, Hardt e
Simon, 1984 [9]), em processos de reagao-difusdo, na obtengao de diversos indices geofisicos
e em processos industriais, entre outros.

Em relacao a solucoes ground state para equacoes elipticas singulares, isto é,
solucoes positivas definidas em todo o espaco e tendendo a zero no infinito, existem
muitos trabalhos, principalmente quando a nao-linearidade nao apresenta dependéncia do
gradiente da solucao. Entre eles, iniciamos citando os que determinaram a existéncia de

pelo menos uma solucao u € CEO’S‘(RN ) para o seguinte problema

—Au = p(x)g(u) em RY,
u>0 em RY, (3)
u(r) — 0 quando |z| — oo,
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onde p : RN — (0,00) ¢ uma fungao localmente Hélder continua que satisfaz
/ t(t)dt < oo, sendo (t) = max{p(x) : |z|=1t}, t >0,
0

e g € C'((0,00), (0,00)) satisfaz pelo menos duas das seguintes condigoes:

(g1) g é nao-crescente, (92) lim g(t) = oo,
t—0+
t
(g93) ¢ é limitada para t suficientemente grande, (94) lim+ %) = 00,
t—0
t t
(g5) 9(t) ¢ decrescente para alguma constante ¢ > 0, (g6) lim & =0.
t+c t—oo

Por exemplo, Lair e Shaker [35] em 1996 e Zhang [55] em 1997 mostraram que o problema
(3) admite solugao se g satisfaz (g1) e (g2). Em 1999, Cirstea e Radulescu [11] mostraram
que o problema (3) admite solugdo quando g ndo é necessariamente monédtona, porém
satisfaz as condigoes (g3), (g94) e (g5), com ¢ > 0. Em [21], Feng e Liu estabeleceram, em
2004, a existéncia de uma solucao ground state para o problema (3) quando g satisfaz as
condigoes (g2) e (g3). Em 2006, Gongalves e Santos [28] estabeleceram a existéncia de uma
solu¢do para (3) sob a hipdtese que g satisfaz (g4), (g5) e (g¢), com ¢ = 0. Finalmente
Zhang [56] mostrou, em 2007, que (3) tem solucdo sob a condi¢ao que g satisfaga somente
(94) e (gs). Para maiores detalhes, referimos ao leitor os trabalhos [38, 30, 42|.

Problemas em que a nio-linearidade tem um termo gradiente (ou convectivo) surgem
em teoria de controle estocastico (Lasry e Lions, 1989 [36]), no estudo de um campo
eletromagnético (Stuart, 1991 [44], Stuart e Zhou, 1996 [45]), em um meio nao-linear,
entre outros.

Com rela¢ao a problemas envolvendo termo de convecc¢ao, podemos citar Dinu [15],

que em 2003 garantiu a existéncia de uma tnica solucao cléssica para o problema

—Au + q(z)|Vu|® = p(z)u™ em RV,
u>0 em RY, (4)

u(z) — 0 quando |z| — oo,

onde N >3, a, v>0ep, qEClg’f(RN)séotaisquep>O, g>0e

/ r®(r)dr < oo, onde ®(r)= maxp(z).
0

|z|=r

Considerando a ordem cronélogica deste pequeno relato, inserimos aqui o objeto de

estudo do Capitulo 2, o trabalho de Ghergu e Radulescu [32], que em 2007 determinaram
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existéncia de solu¢ao para o problema (1), relatado anteriormente. Ainda em 2007, este
trabalho foi melhorado por Xue e Zhang [51], que consideraram (1) sem exigir qualquer
monotonicidade sobre g e f , mas supondo

limﬁ—oo lim@:(), limwzooe limﬁ

s—>0+t S T s5o0 S ss0t S s—00 S

=0.

Posteriormente, Xue e Shao [52, 53] melhoraram o trabalho de Dinu considerando p(x)g(u)
e f(x,u), respectivamente, em vez de p(x)u~" em (4), sob condi¢oes adequadas para g e
f.

Gongalves e Silva, [29] em 2010, trabalharam resultados de existéncia e nao existéncia de

solucao para o problema

—Au = Ap(z)(g(u) + [Vul") em R,
u>0 em RV, (P+)
u(z) — 0 quando |z| — oo,

onde N >3, 0<a<1e\>0éum parametro, p : RY — (0, 00) ¢ localmente Hélder

continua e satisfaz

/00 to(t)dt < oo ou /00 to(t)dt = oo,
0 0

onde ¢(r) = maxp(z), r > 0. Além disso, g : (0,00) — (0,00) é C! e satisfaz

|z|=r

lim _g(s) = po, lim _g(s)
s—0t S s—oo S

= Poo; onde Po € (07 OO] € Poo € [07 OO]

Para o caso em que r # 2, Wu e Yang [50], em 2010, mostraram a nao existéncia de uma

solucao radialmente simétrica para o problema

—div(|Vu|""?Vu) = p(z)(g(u) + f(v) +[Vu|*) em RY,
u>0 em RY,
u(z) — 0 quando |z| — oo,
onde p e f sdo funcoes radiais, f € C’loo’s‘(((), ), (0,00)), N > 3, a > 0, g €
C1((0,00), (0,00)) e sublinear na origem e no infinito.
Finalmente, queremos terminar as citagoes do Capitulo 2 mencionando o trabalho de

Covei [14], que em 2011 utilizou o método de shooting para mostrar a existéncia de uma
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solugao u € C1(RN) N C*(RYN \ {0}) radialmente simétrica para o problema

—div(|Vu|"72Vu) + b(x)|[VulP~! = a(u) f(u) em RY,
u>0 em RV,
u(z) — 0 quando || — oo,

onde N >3,1<r<N,a,b:RY — (0,00) sdo fungdes radiais continuas e a satisfaz

oo
1 1
/ sTTa(s)™1ds < 0o, sel <r <2,
0

X (2N 41
s 1 a(s)ds < oo, se2<r <N,
0

sendo f : (0,00) — (0,00) de classe C*, singular no zero, lim f(s)/s"1 =0 e a fungao
s+ f(s)/s"~1 é nao crescente em (0, 00).

No Capitulo 3 deste trabalho apresentamos um resultado pioneiro devido a Djairo de
Figueiredo, Mario Girardi e Michele Matzeu [16], que em 2004 consideraram a solubilidade
do problema

{ Au = f(z,u,Vu) em €, (5)

u=20 sobre 012,

onde Q ¢ um dominio suave limitado em RY, N > 3. Este tipo de equacdes nao tem
sido extensivamente estudado por métodos variacionais como no caso em que nao existe
a presenca do gradiente. A razao é que, contrariamente ao dltimo caso, a equacao em
(5) ndo é variacional. Assim, a teoria do ponto critico ndo é adequada para um ataque
direito ao problema. A técnica usada neste trabalho consiste em associar, ao problema

(5), o seguinte problema

{ —Au = f(z,u, Vw) em €, (6)

u=>0 sobre 012,

onde w € H} () nao depende de u.

Agora o problema (6) é variacional e podemos tratia-lo por métodos variacionais.
Especificamente, utilizaremos a técnica do Passo da Montanha para abordar o problema
(6). Para este fim, atribuiremos hipoteses sobre f de tal forma que o problema (6) possa
ser tratado pelo Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz [7]. Nosso

primeiro conjunto de hipdteses sobre a nao linearidade f é o seguinte:

(fo) f:QxRxRY — R ¢ localmente Lipschitz continua;
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x,t —
(f1) 111% M = 0 uniformemente, para z € Q, ¢ € RV,
%
(f2) existem constantes a; > 0 e p € (1, £+2) tais que

|f(2,t,6)] < ai(1+]|tP), paratodosz € Q, tcR, £ cRY;

(f3) existem constantes 6 > 2 e to > 0 tais que
0 < OF(x,t,&) <tf(x,t,€), paratodos z € Q, [t| >t &€ RY,

onde

Fla,t,€) = / f(,5,€)ds:

(f14) existem constantes ay, az > 0 tais que

F(x,t,6) > aslt|” — as, paratodosz € Q, teR, £ € RV,

Sob este conjunto de hipoteses, podemos utilizar o Teorema do Passo da Montanha para

mostrar o seguinte resultado:

Teorema 0.2. Suponha que (fo)—(f1) sejam satisfeitas. Entao erxistem constantes
positivas ¢y e ¢y tais que, para cada w € HJ (), o problema (6) tem uma solucao fraca u,
tal que

c1 < Jluyl| < co
Além disso, (6) possui pelo menos uma solugdo positiva e uma solug¢ao negativa.

Para obter uma solugdo para o problema (5), é necessario adicionar a seguinte hipotese:

(f5) a fungao f satisfaz as seguintes condigoes Lipschitz locais:
() |f(2,t',&) — flx,t", &) < Ly |t —t"|, paratodosze€Q, t', t" €[0,m], €] < pa,
(i) |f(2,t,€) — f(2,t,€")| < Lo|€ — €|, para todos z € Q, t € [0,p1], |€], |€7] < po,

onde p; e py dependem explicitamente de p, N, 6, ay, as, ag dados nas hipoteses anteriores.
O Teorema 0.2 nos garante a existéncia de uma sequéncia (u,) C Hg(2) de solugoes para

a familia de problemas

—Au, = f(x,u,, Vu,_1) em £,
Uy =0 sobre 0f),
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0 que nos permite, mediante um procedimento padrao, mostrar que existe u € Hj ()
positiva satisfazendo o problema (5). Mediante um argumento bootstrap, mostramos que

u € C*%(Q), isto é, mostramos o resultado principal do Capitulo 3, a saber:

Teorema 0.3. Suponha que as condigoes (fo) — (fs) sejam vdlidas. Entdo o problema (5)

tem uma solucao posiltiva e uma solucao negaliva, desde que
_1
/\l_lLl -+ )\1 2Ly < 1,

onde Ay € o primeiro autovalor de (—A, H}(Q)). Além disso, a solugdo oblida é de classe
2.

Varios trabalhos tratam o problema (5) usando sub e supersolucdo, o grau topologico,
teoremas de ponto fixo e método de Galerkin. Veja, por exemplo, [3, 4, 18, 41, 54]. Em
[16] os autores desenvolveram um método completamente diferente de tipo variacional.
Com base na suposicao que f tem um crescimento subcritico com um comportamento
superlinear na origem e no infinito com respeito a segunda variével, obtiveram a existéncia
de uma solucgdo positiva e uma solu¢ao negativa para o problema (5), usando o Teorema
do Passo da Montanha e uma técnica iterativa.

A mesma ideia de [16] foi utilizada, ainda no ano 2004, por Girardi e Matzeu [26],
que estudaram o mesmo problema (5) supondo que f satisfaz (fo), (f1), (fs) — (f5) com a
hipotese adicional:

N+2

(f2) existem constantes a; > 0 e p € (1, 7). 7€ (0,1) tais que

1f (2, t,8)] < ar(1+tP)(1+€]7), paratodos x € Q, t € R, ¢ € RY.

Na aplicacao da técnica, a novidade deste trabalho consiste em considerar um conveniente
truncamento da funcao f, para o qual nao h& dependéncia do gradiente no infinito.
Referimos ainda, ao leitor, os trabalhos [25, 27| dos mesmos autores.

Em 2008, Giovany Figueiredo [19] utilizou este mesmo método para equagoes elipticas

quasilineares e mostrou a existéncia de uma solucao para o seguinte problema

—Apu+ [uf~?u = f(u, [VuP?Vu),
u € WHP(RY), u(z) > 0, para todo z € RY,

onde 1l <p< Nef:RxRY — R ¢éuma funciao continua que verifica condicoes
anéalogas a (f1), (f3) — (fs) e satisfaz:

o f(s,|€[P72¢) = 0 para todos s < 0 e £ € RY;
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p—2
e existe ¢ € (p,p*) tal que lim M = 0 para todo ¢ € RY;
|s|—4o00 ’S‘q_l
p—2
® S+ w é crescente para cada s > 0, para todo £ € RV,

gP

Em 2010, este mesmo método foi aplicado por Teng e Zhang [46| para investigar a
existéncia de solugoes para um problema envolvendo equacoes diferenciais impulsivas.
Em 2012, Liu, Shi e Wei [31] mostraram, mediante a teoria de Morse e uma técnica
iterativa, que o problema (5) possui pelo menos uma solu¢ao sob a suposicao de que f
tem um crescimento assintoticamente linear no zero e no infinito com relacao a segunda
variavel.

No Capitulo 4 deste trabalho encontram-se a verificacao de algumas das afirmagoes
feitas nos Capitulos 2 e 3 e as demonstracoes de alguns resultados técnicos.

Com a intencao de facilitar a leitura desta dissertacao, repetimos, em seus respectivos

capitulos, os enunciados e as hip6teses dos resultados principais.



Capitulo

1

Nocoes preliminares e resultados

auxiliares

Neste capitulo enunciamos as principais definicoes e teoremas utilizados no decorrer
deste trabalho.

Definicéo 1.1. [1] Sejam 1 < p < 0o e k € N. O espaco WiP(Q) ¢ definido como sendo

o fecho de C§°(2) na norma || - ||ww», isto €,
W) = C@)
Observagao 1.2. O espago Wol’Q(Q) serd denotado por Hy(Q) e sua norma dada por

1
2

l|lu| == ||u||W012 = (/ﬂ |Vu|2dx>, para todo u € Wy ().

Definigao 1.3. [48] Seja X um espago de Banach. Uma aplica¢io I : X — R € chamada
um funcional. Acerca de um funcional I : U — R, onde U € um subconjunto aberto de

X, dizemos que:

(1) tem derivada de Gateaur T € X* em u € U se, para todo h € X,
1
lim —[I(u + th) — I(u) — (T, th)] = 0.
t—0 t

A derivada de Gateaur em u é denotada por I (u);
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(17) tem derivada de Fréchet T € X* em u € U se

.1 _n
fim 1t ) = 1) — {7, 1)] = 0

(ii1) pertence a C'(U,R) se a derivada de Fréchet de I existe e € continua em U;
(iv) um ponto critico u de I é um ponto em que I (u) =0, isto ¢,

!

(I (u),p) =0, para todo p € X.

No Capitulo 3, sao utilizados o Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue e

algumas desigualdades auxiliares, que seguem enunciadas abaixo.

Teorema 1.4. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue )[}7]

Seja Q C RY um subconjunto mensurdvel. Suponha que (f,) é uma sequéncia de fungoes
mensurdveis sobre ) tais que f,, — f, q.t.p. em §, quando n — co. Se existe ¢ € L*(Q)
tal que |fn| < @ q.t.p. em Q, para todo n, entao

/fn—>/f, quando n — 00.
Q Q

Teorema 1.5. [8] Sejam (f,) uma sequéncia em LP(QY) e f € LP(N), tais que

| fo — fll, — 0, quando n — oo. Entao existe uma subsequéncia (f,,) tal que
1. fo, — [ q.t.p. em Q, quando ny — 00;
2. | fuel < 0(z) g.t.p. em Q, para todo k, com ¢ € LP(S2).

Teorema 1.6. [1]/ Se 1 <p < oo ea, b>0, entdo
(a+b)P < 2P~ (a? +bP).

Teorema 1.7. (Desigualdade de Young)[20] Sejam 1 <p, ¢ < oo, = + % = 1. Entao

1
P

a? b
ab < — + — | para todos a, b > 0.
p q

Teorema 1.8. (Desigualdade de Hélder)[20] Suponha que 1 < p, q < oo,
Entao, se u € LP(Q) e v € LI(Q2), temos que

1 1 _
lyi=1

/Q o] dz < o]l
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Para o desenvolvimento do processo diagonal e o argumento bootstrap, feitos nos

Capitulos 2 e 3, respectivamente, necessitamos das imersoes de Sobolev e Holder.

Defini¢ao 1.9. [20] Sejam X e Y espagos de Banach tais que X C Y. Dizemos que X

estd imerso continuamente em Y, e escrevemos X — Y, desde que

|z|ly < C||x||x, paratodox € X e para alguma constante C' > 0.

. P cpct
Dizemos que X estd imerso compactamente em Y, e escrevemos X — Y, desde que

X — Y e cada sequéncia limitada em X € precompacta em Y .
Teorema 1.10. (Imersao de Hélder )[1] Sejam k€ NU{0} ¢ 0 <v <~y <1, entao
1. ORI (@) S Ok (Q);
2. Cb(Q) L5 chv (@),
Teorema 1.11. (Imersdo de Sobolev)[17] Sejam Q C RN wm dominio limitado
satisfazendo a propriedade do cone, m >0, 7 >0 el <p < oco. Entao,
1. Sem < X,
p

Np

W) = WIQ), para todop < q <

2. Sem=2%,
P

WHm(Q) < WH(Q),  para todo p < g < o0

3. Sem > % >m — 1 e ) tem a propriedade Lipschitz local,

. S N
Witme(Q) «— CI(Q), para0 < X <m — P

Observacao 1.12. Um dominio €2 satisfaz a propriedade do cone se existe um cone
limitado K tal que qualquer x € ) é o wvértice de um cone K, congruente a K e

inteiramente contido em €.

Teorema 1.13. (Imersao compacta)[17] Sejam Q C RY wum dominio limitado

satisfazendo a propriedade do cone, m>1, j >0 el <p < oo. Entao

1. Sem < &,
p

. epet Np
witme () TS e Q) todo1<q< —2L .
(@) B W), para todo 1< g < 3
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2. Sem=2%,
p
cpct

WItmp(Q) < W4(Q)), para todo 1 < q < 00;
3. Sem > % >m — 1 e Q) tem a propriedade Lipschitz local,

cpcC N
ptC’]’\(Q), para0 < A <m — —.
p

Wj+m,p(Q)

Neste trabalho, consideramos o operador diferencial parcial linear de segunda ordem

L, tendo uma das seguintes formas:

N
Lu = Z T)Ugye; + Zb’ )y, + c(2)u, (1.1)
ij=1
N N
Lu = Z (a™ (2)ug, + b (z)u) + Z c(x)ug, + d(z)u, (1.2)
ij=1 i=1

onde os coeficientes a”, b, c¢: Q) — R sdo funcoes dadas.

Definicao 1.14. [/24] O operador L serd dito na forma néao divergente se é dado por (1.1)

e na forma divergente se é dado por (1.2).
Observacao 1.15. Se nao for indicado o contrdrio, L estard na forma nao divergente.

Defini¢ao 1.16. [2/] Dizemos que o operador L é eliptico no ponto x € Q se a forma
quadrdtica associada & matriz A(z) = [(a¥(x))] € positiva definida, isto é, se A(z) denota

o menor autovalor de A, entdo

Za” D)&& > M@)[¢2 > 0,

=1

para todo &€ = (£1,...,&,) € RN\{0}. O operador L ¢ eliptico em ) se for eliptico em
cada ponto de 2. Finalmente, dizemos que L é uniformemente eliptico em () se existe
0o > 0 tal que \(x) > 0y para todo x € Q.

Agora, podemos apresentar alguns teoremas classicos que nos auxiliardo na obtencao

dos resultados principais deste trabalho.

Lema 1.17. (Lema de Hopf)[24] Suponha que B C RY ¢ uma bola aberta, L é um
operador uniformemente eliptico em B, uw € C*(B) e Lu > 0 em B . Suponha ainda que

existe ©g € OB tal que u é continua em xy e u(x) < u(xy) para todo x € B. Entao,
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(1) se c=0 em B e eziste a derivada normal g—:;(xo), entao g—:‘](xo) > 0.

(1) se c <0 em B eu(xg) >0 entao vale o mesmo resultado do item acima.

Teorema 1.18. [24] Suponha que u € C*(QY), f € C*(Q) satisfazem Au = f em €.
Entao u € C*2(Q).

Teorema 1.19. (Agmon, Douglis, Nirenberg)/6] Suponha que Q C RN é um dominio
de classe C* com 0N limitada, f € LP(Q), 1 <p < oo eu € HY(Q) é solugao fraca de

—Au=f em¢),
u=0 em Of).

Entio u € W*P(Q) e existe uma constante C = C(Q, p) > 0 tal que

[ullwzr@) < Cl fllLr9)-

Teorema 1.20. (Schauder)[17] Suponha que Q@ C RY é um dominio limitado de classe
C27, feC™(Q),0<y<1euc HY(Q)NCY(Q) ¢ solugio fraca de

—Au=f em¢),
u=0 em Of).

Entio u € C*7(Q) e existe uma constante C = C(£,v) > 0 tal que
HUHcM(ﬁ) < CHchM(ﬁ)-

Teorema 1.21. (Estimativa interior de Schauder)[17] Seja L um operador

uniformemente eliptico com
max{||aij||co,y(§), ||bi||co,y(§), lellcory 140 =1,....n} < o
Entao para Qy, Oy, com Qo CC Qy, existe uma constante C = C(N,~, 6, ) > 0 tal que
[ullc2(00) < C{lILullcon(ay) + lulle@n},  para todo u € C*7(S).

Lema 1.22. (Estimativa interior LP) [1] Sejam Qq, Q dominios limitados de RN com
Qo C Q. Suponha que L é um operador diferencial parcial linear de sequnda ordem

uniformemente eliptico com coeficientes continuos em ) e ¢ > N. Entao, existe uma
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constante K tal que
[wllw2ao) < K([[Lwl L) + [[w]l L)),

para todo w € W21(Q).

O teorema enunciado a seguir encontra-se em Gilbarg e Trudinger [24] (Teorema 8.19)
e serd utilizado para demonstrar que a solucao obtida no Teorema 0.2 é estritamente

positiva (ou estritamente negativa).
Teorema 1.23. [2/] Seja L um operador diferencial na forma divergente satisfazendo:

1. Existem constantes A e v tais que

N N
D (@)P < A% AT (I (@) + [ (@) ) + A d(x) P < v
ij=1 i=1

/(d(aj)v(av) —b,,) dr <0, para todo v > 0,v € Cy(Q),

e u € Wh3(Q) satisfazendo Lu > 0 em Q. Entdo, se para alguma bola B CC ) temos

que sup u(x) = supu(x) > 0, a fung¢do u € constante em ).
B Q

Nosso proximo objetivo é enunciar o Teorema da estimativa interior gradiente de
Ladyzenskaya e Ural’tseva [34] que nos permite obter, no Capitulo 2 deste texto, uma cota
superior independente de n para a sequéncia (|Vu,|), onde cada u,, é solugao do problema

(2) sobre B, n > 1. Para isto, considere a seguinte equagao na forma divergente:

d
d—ai(x, u, Vu) + a(x,u, Vu) = 0, (1.3)
T
onde a(x,s,p) = a(xy,...,xN,$,D1,-..,0Nn) € a;(z,8,p) = ai(T1,...,TN,S,P1,---,DN),
t=1,..., N, sao fun¢oes dadas.

Definicao 1.24. [3/] Uma fun¢do u € W™P(Q) € chamada solucao limitada generalizada

da equagao (1.3), desde que max |u| < oo e
Q

/[a’i<x7 u, vu)nzl - CL('T, u, VU)T/] dr = 0,
Q

para toda funcao arbitrdria limitada n € WP (Q).
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Teorema 1.25. (Estimativa interior gradiente de Ladyzenskaya e Ural’tseva)
[84] Considere (1.3), onde as fun¢oes a(x,u,Vu) e a;(z,u,Vu), i = 1,...,N sdo
mensurdveis para x € Q, u e p arbitrdrios, e a;(xz,u, Vu) sao diferencidveis com respeito

ax, u, p. Além disso, satisfazem

da;
oD@+ el < %a@ < w(Jul)(1+ o)™ 2[€[2, para € € RY.
J
N oa
2 Z( 1|+ral) 1+ o) +Z u(lal) (L + [p])",
=1 1,5+1

onde m > 1 ewv, p sao funcoes continuas definidas para t > 0 tais que v € positiva nao

crescente e |1 nao decrescente. Sejam u uma solu¢ao generalizada limitada da equacao

(1.3) em WH2(Q) e Qy CC Q tais que

/(1+|Vu|m22u dr < oo,

1,7=1

4. |Vu"2dz < oco.
Qo

Entao, o H%ZaX|VU| é limitado por uma expressao em termos de métx|u|7 m, U(mgx|u|),
0

,u(mlelx lu|) e a distancia de Qo a 0N2.

Enunciaremos, agora, alguns resultados para o problema de autovalor do laplaciano

com condicao de fronteira de Dirichlet.

Teorema 1.26. [20] Sejam Q C RN com fronteira de classe C* e X € R. Se p € H}(Q)

¢ uma solugao fraca de

—Ap =\ 9)
{ p=2Ap emQ, (1.4)

=0 em 0,
entio @ € C*(Q).

Teorema 1.27. [20].

(1) O problema (1.4) possui uma sequéncia de autovalores

0< M <X <A3---, tal que A\, — oo quando k — oo.
2
Além disso, \y = inf Hsz
o0 |v]|3

vEH (D)
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(17) Se p1 € uma autofuncdao associada ao primeiro autovalor Ay do problema (1.4), entdo

w1 >0 em Q.

Apresentamos, agora, alguns resultados sobre funcionais lineares e o Teorema do
Passo da Montanha, devido a Ambrosetti-Rabinowitz [7]|, que é a ferramenta essencial
do Capitulo 3 deste trabalho.

Proposicao 1.28. [48] Se I tem derivada de Gateauz continua em U, entio I € C*(U,R).

Defini¢ao 1.29. [7/ Seja X um espago de Banach. Dizemos que I € C'(X,R) satisfaz a

condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢ ((PS).), se toda sequéncia (u,) C X satisfazendo

lim I(u,) =c e lim || (u,)|[x- =0
n—o0 n—o00

possut uma subsequéncia convergente.

Teorema 1.30. (Teorema do Passo da Montanha)/7] Seja X um espaco de Banach
el € C{X,R) tal que I(0) =0 e

(I1) existem p, a > 0 tais que I(v) > «, para todo v € 0B,(0);
(Iy) existe e € X tal que ||e||x > p e I(e) <O.

Suponha que I satisfaca (PS)., com

= inf I(~(t
¢ = Inf max (v(t)),
onde I' .= {~» € C([0,1],X) : v(0) =0 e (1) = e}. Entao existe u # 0 tal que I(u) = c
e I'(u) =0.

Proposicao 1.31. /8] Seja X um espaco de Banach. Se x, — x fracamente em X e se

I, — I fortemente em X*, quando n — oo, entio (I, x,) — (I, x), quando n — oo.

Finalmente, terminamos este capitulo enunciando algumas definicdes e resultados

técnicos necessarios para o Capitulo 2 deste trabalho.

Lema 1.32. (Ezistence, Gongalves e Santos)[28] Seja Q C RY um dominio limitado
com fronteira suave. Suponha que b € C%(Q) com b(x) > 0, para todo v € ), e
g € C'((0,00), (0,00)) satisfaz

o) o)

m>—= =00 e lim —= =0;
s—0t S s—o0 S
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9(s)

2. == ¢ decrescente em (0, 00).
s

Entao, o problema
—Au =b(x)g(u) em Q,
u>0 em
u=0 em 09,

tem uma tnica solugio u € C**(Q) N C(9Q).

A seguir, enunciamos as definicoes de subsolucao e supersolucao para o seguinte

problema:
Au+ f(x,u,Du) =0 em €,
uw>0 em (), (1.5)
u =0 em 012,

onde a funcao f satisfaz

(i) f(z,u,€) é localmente Holder continua em Q x (0,00) x RY e continuamente

diferenciavel em wu e &.

(1) Para todo ©; CC 2 e quaisquer a,b € (0,00) (a < b), existe uma constante C' tal
que
|f(z,u,€)| < C(14+[£]?), para todos x € Q, u € [a,b], £ € RY.

Defini¢ao 1.33. Uma funcao u é chamada uma subsolu¢ao do problema (1.5) se

Au+ f(x,u,Du) >0 em Q,
u>0 em ),
u=0 em 0.

Definicao 1.34. Uma funcao u é chamada uma supersolugao do problema (1.5) se

Au+ f(z,u,Du) <0 em Q,
uw>0 em !,
u=0 em 0S2.

Podemos, agora, enunciar o Teorema de sub e supersolucdo devido a Cui e que sera

utilizado no Capitulo 2 deste trabalho.

Teorema 1.35. [12] Suponha que o problema (1.5) tenha uma supersolu¢ao U e uma

subsolucao u satisfazendo as sequintes condigoes :
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Entio, o problema (1.5) tem pelo menos uma solugio u € C**(Q)NC(Q), a € (0,1), com

u<u<uem .

Para obtermos uma supersolu¢do para o problema (2), necessitamos dos seguintes

resultados:

Teorema 1.36. /2] Considere o sequinte problema:

{ y'(t)+ flty) =0 em 0<t<1, (1.6)

y(0) = a, y(1) =0,
e suponha que as sequintes condicoes sao satisfeitas:

1. y+— f(t,y) € continua, para quase todo t € [0,1];

2. t — f(t,y) € mensurdvel, para todo y € (0, 00);

1
3. para cada r > 0, eziste h, € Li,.(0,1) com / t(1 — t)h,dt < oo tal que |y| < r

loc

0
implica | f(t,y)| < he(t), para quase todo t € (0,1);
4. para toda solu¢io y € AC[0,1] (com y € AC;,.(0,1)) de
{ v () +Af(ty) =0 em 0<t<1,

y(0) =a, y(1) = b,

onde X € (0,1), existe M > |a| + |b], independente de X, com ||y|c(oy) 7# M.
Entao o problema (1.6) tem uma solugao y com ||y||cqo) < M.

Observacao 1.37. ACI0,1] denota o espago das funcoes absolutamente continuas em
[0, 1].

Teorema 1.38. Seja
“(t) + t)) = mO<t<l
{ y () + g(y( i) e 5 (1.7)

onde g € C'((0,00)) € positiva e decrescente . Entdao o problema (1.7) tem uma solu¢io

y € C([0,1]) N C?((0,1)), com y >0 em (0,1).
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Este teorema é uma particularizacao de um teorema mais geral, devido a Agarwal
e O’Regan [2|. Dada a importancia deste resultado, sua demonstracao encontra-se no

Apéndice deste trabalho.



Capitulo

2

Solucoes ground state para a equacao
de Lane-Emden-Fowler singular com

termo de conveccao sublinear

Introducao

Neste capitulo, estamos interessados no seguinte tipo de problema:

u>0 em RY, (2.1)

{ —Au = p(z)(g(u) + f(u) +|Vul") em RY,
u(z) — 0 quando |z| — oo,

onde N >3 0<a<1lep:RY — (0,00) ¢ uma fungdo Holder continua de expoente
0 <~v<1tal que

(p1) /10015 o(t) dt < oo, onde ¢(r) = max p(x).

|z|=r

Assumiremos também que g € C*((0,00)) é uma fun¢ao decrescente e positiva tal que
(g1) lim g(f) = 400,
t—0t

e a fungao f : [0,00) — [0,00) é nao-decrescente e positiva em (0,00), f € C*((0,00))

e satisfaz

t
(f1) a funcdo t — @ é nao-crescente, para todo ¢ € (0, 00).
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Observacao 2.1. Exemplos de funcoes g e f que satisfazem as hipdteses anteriores sao :
g:(0,00) — (0,00), g(s) =57, onde 0 < 3 < o0;
f:]0,00) — [0,00), f(s)=25", onde 0 <~y < 1.

O principal resultado deste capitulo deve-se a Ghergu e Riadulescu [32] e segue enunciado

abaixo.

Teorema 2.2. Suponha que (f1), (f2), (91) e (p1) sejam satisfeitas. Entdo, o problema

(2.1) tem pelo menos uma solucio u € CH (RN,

2.1 Existéncia de uma solucao positiva em dominios

limitados

Iniciamos esta secao mostrando a existéncia de uma solugao positiva para o problema

(2.1), em dominios limitados, usando o método de sub e supersolucao.

Lema 2.3. Seja Q C RY um dominio suave limitado. Suponha que f e g satisfacam

(f1), (f2) e (g1), respectivamente. Entao, o problema

—Au = p(z)(g(u) + f(u) + [Vul*) em Q,
u>0 em S, (2.2)
u=20 sobre 052,

tem pelo menos uma solugio u € C*7(Q) N C(Q).

Demonstragao. As hipoteses sobre f e g implicam que m = Iifn(f){f(t) +g(t)} > 0. Logo,
>
pelo Lema 1.32, existe u € C%(Q2) N C(Q) tal que

—Au=mp(z) em
em €,
sobre 0.

Assim, u é uma subsolugao de (2.2), visto que

—Au =mp(r) < p(x)(g(w) + f(w) < plr)(g(w) + f(u) + [Vul*).
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Por outro lado, considere h : [0,1] — [0,00), h € C([0,1]) N C?*((0,1)) solu¢ao do
problema
R'(t) = —g(h(t)) em0<t<l,
h >0 em 0 <t <1, (2.3)
h(0) = h(1) = 0.

A existéncia de h é garantida pelo Teorema 1.38 de Argarwal and O’Regan [2]. Como

"

h (t) = —g(h(t)) <0, segue que h & concava. Assim,
(ha) 1 (0%) € (0, 00).

Além disso, como h € C([0,1]) N C?((0,1)) podemos supor, tomando n € (0,1)

suficientemente pequeno, que
(hy) A" >0 em (0,7), isto &, h & crescente em (0, 7];

(hs) g(h(t)) > 1 em (0,n], o que segue de (hs), do fato de termos h(0) = 0 e da hipdtese
(91)-

Logo, multiplicando a equacdo em (2.3) por k' e integrando de t(t < n) a 7, obtemos

/t HON () de = — / " gh(E)(€) d,

o que nos da
(h (1)
2

= [ stmiey ) ae+ “0°

Assim, para t € (0,7) podemos utilizar (hy), o fato de serem g decrescente e h positiva

em t € (0,1), para obter

()P = 2 /t"gm(o)h’(g)czu<h’<n>>2:2 / g(r)dr + (' (n))?

h(n)
=2 /hm g(h(e))dr + (1 (n))* = 29(h(0)) ((n) — (1)) + (B (n))?

< 29(h(t))h(n) + (W' (n))?, onde 7 = h(¢).

Posto que 5% < s> + 1 para todo s > 0 e 0 < a < 1, da desigualdade anterior e de (h3)

obtemos

/

(W'(£))* + 1 < 29(h(t))h(n) + (h'(n))* + 1
2g(h(t)h(n) + (' (m)* + 1)g(h(t))
Cig(h(t)), para todo t € (0,n), (2.4)

(h (8))

IA A

IN
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onde C; = max{2h(n), (' (n))? + 1}.
Seja 1 a autofuncao positiva normalizada correspondente ao primeiro autovalor A; de
—A em H}(Q). Pelo Teorema 1.26, podemos concluir que ¢; € L>=(Q), o que nos permite
fixar Cy > 0 tal que

Coller]loo < 1. (2.5)

Pelo Lema 1.17, existe W CC Qe ¢ > 0 (veja apéndice) tal que

Vo1 >3 em Q\W,
w1 >0 em W.

Usando (g;) obtemos

lim ((C20)*g(h(t))—3maxp(x) f(h(t))) = (C20)* lim g(h(t))—3 max p(z)f(h(0))) = +oo.

t—0+ 2€Q t—=0+ z€Q

Disto segue que existe ty > 0 tal que

(C20)2g(h(t)) > 3max p(z)f(h(t)), para todot € (0,t). (2.7)

e

Tomando ¢ em (2.6) menor, se necessario, obtemos que
O<Cg§01 §025<t0, emQ\W
Assim, de (2.7) temos

(C20)?g(h(Copr)) > 3max p(x) f(h(Copr)), em Q\ W. (2.8)

€

Usando (f2), segue que

lim SR(Callo1]l0)) _h SR(Callo1]l0))

C. o) li =0.
Jim = (Cllerl) B = lonlo)
Logo, existe M; > 1 tal que
CoAy inf oy (2)h' (1)
J(th(Chll1 o)) < v , para todo t > M;. (2.9)
t 3max p(x)
Q

Fixemos M > M; > 1 tal que as trés desigualdades seguintes sejam satisfeitas :
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inf o1 () (MCy)' =X (' ()"~ > 3maxp(2)[[Vipr (2.10)
inf o1 () MCoAul (n) > 3max p(a)g(h(Ca inf o1 (x))) (2.11)
e min{M(Cy0)* M *C; (Cy6)* } > 3m§axp(x). (2.12)

Além disso, de (2.9) obtemos

Codyinf 4w} ) > 3maxpla) 21 ]e)), (2.13)
w Q

Como f & nio decrescente e b’ é decrescente, de (2.5), (hy) e de (2.13) segue que

MCQ)\HOlh/(ngl) Z MCQ)\l l%f @1(I)hl(02g01> Z MCQ)\l l%f ng(Z')hl(ﬁ)

> 3M mgxp(x)f(Mh(azu@lﬂoo))
> 3m§axp(x)f(Mh(CQgpl)) em W. (2.14)

Vamos mostrar que a funcao
u(x) := Mh(Cap1(z)), para todo z € €,

¢ uma supersolucao para o problema (2.2). Observando que

3ﬂ ’ 8@1 82H 1 8801 ’ 82@1
oz, =Mh (02%01)028—%, 02 = Mh (Cap1)C5( o, )’ + Mh (02901)028—%2,
desde que 2" (t) = —g(h(t)) e de (1.4) obtemos que
—AT = —MHN (Cyp1)C2| V1| — MK (Copr)Colpy
= Mg(h(Cop1))C3|Vp1|* + MR (Copr)Cadipn, (2.15)

para todo = € €.

Afirmacao 1: —Au > p(z)(g(@) + f(u) + |Vul|*), em Q\ W.
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De fato, de (2.12), (2.6), g decrescente e M > 1 segue que

1
52
- 5l2p<x>g<h<cw1>>a2 = p(@)g(h(Capy))

> p(2)g(Mh(Capr)) = ple)g(), para todo & € Q\ W (2.16)

MoVl > = maxp(e)g(h(Cop) Vi 2 =p(a)g(h(Capn)) Vi

De (2.8), (2.6), (f1) e M > 1 obtemos
SMC3g(h(Capn)) Vi > M maxp(a) (h(Cop1)) Vi

> Mgy max pla)  ((Co)

Mp(x )f(h(Cwl)) > p(a) f(Mh(Cyp1))
= p(x)f(w), para todo z € Q\ W. (2.17)

v

De (2.4),(2.6) e (2.12) temos que

1 ,
gMCSQ(h(Czsal))IVsmIQ > —MCQC (h (Co1))|Veor|?

> MeC§|Vpi|*(h (Cagpr))" mﬁaxp(l’)

(MR (Copr)|[Vepr|)*p()

= p(z)|Val|®, paratodoz € Q\W. (2.18)

vV

Logo, como k' > 0, de (2.15) — (2.18) obtemos que
AT > MC3g(h(Cap)IVi[? > p(a)(9(m) + F(@) + [Va]?), para todo z € 2\ W.

Afirmacao 2: —Au > p(z)(g(u) + f(u) + |Vul*), em W.
De fato, como ' e g sdo decrescentes, de (2.5), (2.11) e (hy) segue que

1 / 1 ) / .
§M02)\1%01h (Copr) > 5M02)\1 l%f e1(x)h (n) = mgxp(ac)g(h(Cg 1% ¢1(z)))
> mgxp(x)g(Mh(Cwl))
> p(z)g(uw), para todoxz € W. (2.19)

De (2.14) obtemos

%MC’gx\lgolh/(C’ggol) > mgxp(x)f(Mh(ngol)) > p(z)f(w), paratodox e W. (2.20)
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De (2.10) segue que

1 ’ 1 . / a(p’ a :
§MCQ)\1901h (Copr) > §MC'2)\1 l%f p1(z)h (Capr) > (MCy)"(h (Cap1)) mﬁaxp(@HVSOlHoo
> [MCyl (Ca1)|Veor||*p(x)

= |Vu|*p(z), para todo z € W. (2.21)
Assim, de (2.15), (2.19) — (2.21) obtemos
—AT > MCyliprh (Copr) > p(z)(9(@) + f(@) + |Va|®), para todo = € W,

o que verifica a Afirmagao 2.

Logo, das Afirmacdes 1 e 2 e do fato de termos w > 0 em Q e w = 0 em 0f2, temos que w é
uma supersolucio de (2.2). Além disso, como w e u € C*(Q)NC(Q) e u = u = 0 sobre Q,
segue do Principio do Maximo que u < w em (). Entao, pelo Teorema 1.35, o problema
(2.2) tem uma solucio u € C?7(Q)NC(Q) com u(z) < u(z) < u(z), para todo z € Q. O

2.2 Existéncia de uma solucao ground state

Se tomamos () = B,, n > 1, no lema anterior, obtemos uma sequéncia de solucoes
(tn)n>1 do problema (2.2). Um fato importante na demonstracdo do Teorema 2.2 é que
a sequéncia (uy,),>1 ¢ limitada superiormente por uma fungao v. Esta fun¢ao v é obtida

no seguinte lema:

Lema 2.4. O problema

—Av = p(x)(g(v) + f(v) + [Vo|*) em RY,
v >0 em RY, (2.22)
v(x) — 0, quando |x| — oo,

tem pelo menos uma solugao em C*(RY).

Demonstracao. Considere

d(r)y =r=N /T tNTLo(t)dt, para todo r >0, ¢(r) = maxp(x). (2.23)
0

lwl=r

Pela condicdo (p;) e pela regra de L'Hopital (veja apéndice) obtemos que

lim ®(r) = lim ®(r) = 0. (2.24)

r—00 r—0+
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Assim, ¢ é limitada em (0,00) e pode ser estendida até a origem tomando ®(0) = 0.

Além disso,

r r 1 r
/0<I>(t)dt = /tl N/ N=1(s) ds dt = 2_N sV (s) ds — 5— to(t) dt

_ N_Q/T N 1¢<>d3+NL_/ t¢()dt<N1_2/0t¢(t)dt

De (p;) e da desigualdade anterior, concluimos que

/0°° (1)t < Nl—z /OOO to(t)dt = ﬁ (/01 to(t)dt + /100 t¢(t)dt) < o0.

Posto que ® é limitada, podemos fixar K > 2 tal que

K™ > 2m>ag<(<b(7"))“. (2.25)
Definamos -
() =K ®(t)dt, para todo z € RY.
||
Assim,
0§ _ x; 0% o jz|* — 7
Erol —K@(‘JCDH, (9_3;’12 =—Ko (]:z:\)W — K®(|x]) (W) . (2.26)
O (r)=(1—=Nyr ¥ /T N o) dt + NN g (r) = ﬁfb(r) + o(r).
0
Logo
/ N -1 1-N N —1
Af(z) = —K&(|xf) - KCP(I?UI)W = —chb(m) — Ko(lz]) — K‘P(IJJI)W

= —Ko(|z]).
Da definicao de £ e da igualdade anterior, temos que & satisfaz

£E>0 em RV,
¢(x) — 0 quando |z| — oc.
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t 1
V(t){ /0 OEER set € (0,00)

0, set=20

Definamos

Como v € C([0,00)) é crescente, existe p = v~! : [0,00) — [0,00) e u € C(]0,00)).
Assim, v(p(t)) =t implica em

/u(t) 1 ( )
—— ds =1, paratodot e (0,00).
o 9g(s)+1

Definindo
w(x) = p(é(x)), ©eRY,

temos que w satisfaz as seguintes propriedades:
(wy) w>0em RY e w e C*HRY), pois p e C(RY) e g € C1((0,0)).

(wz) lim w(x) = 0 pois, como u(r(0)) = 0, segue que 1(0) = 0 e, da continuidade de ,

|z|—o00

obtemos que lim u(¢(x)) = M(|:cl|iinoo£(x)) = u(0) = 0.

|z|—o00

(w3) —Aw(z) > p(z)(g(w(x)) + 1+ [Vw(z)[*) em RY.
De fato, da definicdo de w e de (2.26) segue que

ow . e 1 o 0% oc
o, M (5)8—% = ) o (g(u(§)) + 1)8xi = (g(w) + 1)8:&
_ _K(gw) + 1)@(\33!)%-

Note também que

0? 0? ;0w O 0? , 9\ 2
G = 00) + DT+ 9 052 = (o) + DT+ 5 w)aw) +1) (55 )
Assim,

[Vw| = (g(w) +1)|VE] = KO(|a])(g(w) +1) em R
Além disso, como g é decrescente segue que
—Aw = —(g(w) + AL - g (w)(g(w) + 1)V
= Ko(|z)(9(w) + 1) = g (w)(g(w) + 1)|VE[* = Ko(|z[)(9(w) + 1)

- §¢(|m|)(g(w) +1) + %ﬁ(lml)(g(w) +1).
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Logo, usando (2.25) e o fato de ser K > 2, podemos obter que

—Aw

v

¢(|z[)(g(w) + 1) + K*(®(|2]))* (||
¢(|z[)(g(w) + 1) + K*(@(|z]))*(g(w
(|z[)(g(

A%

a)'

£
_|_
N
_|_
<
£

IS
po
5
v
=
&
S
£
+
—_
+
<
=

Desta forma, de (w;) — (ws3) obtemos

—Aw > p(z)(g(w) + 1 +[Vw|*) em RY,
w >0 em RV,
w(x) — 0 quando |z| — oo.

Afirmacao 3: Existe M > 1 tal que
M > f(Mw) em RY e g(w) > g(Mw) em RY.

A verificacao desta afirmagao é dada no Apéndice. Finalmente, fazendo v(z) = Mw(x),

x € RY, obtemos

—Av > p(x)(Mg(w) + M + M|Vwl|*) > p(x)(Mg(w) + M + M*|Vw|*)
> p(z)(g(Mw) + f(Mw) + |[V(Mw)|*) = p(z)(g(v) + f(v) + [Vv[*).

Assim, do anterior e de (w1)-(ws), segue que existe v € C*(RY) satisfazendo (2.22). O

Como ja foi mencionado na Introducao deste trabalho, a ideia da demonstracao do
Teorema 2.2 consiste em considerar solugoes (u,,) do problema (2.2) sobre B,, e, mediante
um procedimento padrao, concluir que (u,) possui uma subsequéncia que converge a uma
funcdo u € C*(RYN) que ¢ solucio de (2.1).

Demonstracao do Teorema 2.2
Pelo Lema 2.3, para cada n > 1, existe u, € C>7(B,) N C(B,) solucio da familia de
problemas
—Aup = p(x)(g(un) + f(un) + [Vun|*)  em By,
Uy, >0 em B,, (2.27)
Uy, =0 em 0B,

Afirmacao 1: u, < u,, 1 em B,, n > 1.

Suponha, por contradigao, que existe & € B,, tal que u,(Z) > u,.1(Z). Entao, definindo
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a funcao
U ()

Up+1 (.Z‘) ’

temos que Y(z) > 1. Logo, pela continuidade de T, existe § > 0 tal que

T(zx) = r € B,,

T(x) > 1, paratodo = € Bs(Z).

Como Y € C(B,), existe 1y € B;s(¥) tal que Y(x9) = maxY(z) > 1, o que nos garante

Bs(%)
que
VY (z9) =0 e AY(z) <0. (2.28)

Desde que

N N

. 0 oY 0 oY 0*T
v V) = =3 5 (“a_> = (a—“a— * “a_)
i=1 ¢ g i=1 4 4 i

= —(Vul,.VY +ul | AY),

de (2.28) segue que —div(u?,,VY)(xo) > 0. Por outro lado,

N N ou OUn41

0 oY 0 S Up+1 — Up, :

—div(u? T) = — B R R O [ 2 Oz dr;
ZU(Un—HV ) Zzl axi (unH axi) Zzl axi (“n+1 uiﬂ
_ i Pun  Oun Dty Oty Oty Pt

i=1
= UpAUyy1 — Upi1Auy,

= Unap(x)(g(un) + f(un) + [Vun|?)
—tnp(2)(9(Uni1) + f (Uni1) + [Vnia*).

Assim,

0 < —div(ul, VY)(x)
= Unt1()un(2)p(x) (g

(un) + f(un) + [Vun|® — g(unir) + flunr) + [Vupn|*
Un Un+1

Isto implica que

(g(un) + f(Un) + [Vun|® — g(tng1) + f(uni1) + IVun+1!“)

Unp, Un+1
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o que é equivalente a

(g(un) + f(un) B g(unt1) + f(un+1)> i (’vun|a o yvunﬁ-l‘a) >0
U, Un41 =10 Unp, Un+1 =10 -
Posto que t — M é decrescente em (0,00), € como u,(xg) > un41(zo) obtemos
que
{g(un(ﬂﬁo)) + S (Wn(20)) _ g(uns1(20)) + funsa(z0)) | _
un (7o) Un11(T0)
Das duas ultimas desigualdades, segue que
(Fotsil [Ptz o
U (20) Up41(0)
Por outro lado, de (2.28) temos que
0T (z9) 1 Oun (o) Op+1(0)
0= = n — Un - a. |
0z uiﬂ(a:o){ ox; +1(20) = n(20) x;
n a n
0 que acarreta em aua(xo)unﬂ(xo) = Un(wo)ug—l(xo), donde segue que
ZT; 4

Un+1(20) Vun(z0) = un (o) Vun1(20).

Do anterior e de (2.29) obtemos que

1 Un(xo) ¢ |Vun+1(1’o)|a
0 < Vg1 (x -
@) |t (o) )| T )
ul™ ! (x0) |Vt 41(20)]
= 22— Vu,i(x)]* — ——M——
“ZH(%)‘ +1(0)l Unt1(20)
Vpi1(20)|*, 4o o
= VO o) o ).

U?LH@O)

Assim, (u?™!(z9) — u%1(z0)) > 0 e, como a € (0,1) temos que u,11(2o) > un(20), 0 que

é um absurdo.

Afirmacao 2: u, <vem B,, para todon > 1.
De fato, suponha que existe & € B,, tal que u,(Z) > v(Z). Desde que In é uma fungao

crescente, isto implica em In(u,(Z)) — In(v(Z)) > 0. Assim, pela continuidade da fungao
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In(un(z)) — In(v(z)), existe & > 0 tal que
In(u,(z)) — In(v(z)) > 0, para todo = € B.(Z) CC B,
Alem disso, existe g € B.(Z) C B, tal que
In(un(0)) = in(v(wo)) = max{in(un(x)) = tn(v(x))} > 0.
Entdo, podemos concluir que
V(in(un(zo)) — In(v(zo))) =0, Alln(un(x0)) — In(v(xo))) < 0. (2.30)

Por outro lado, 5 5
0 10u, 10v
5. ([(un(2)) = Infv(z))) = —

U, 0x;  vOox;

2 o o) = (P (%)) L (2 (),

Assim, de (2.30) e da primeira derivada da fungao in(u,(x)) — in(v(z)), obtemos que

1 1

(0] Vu, (o) = o) Vou(zy), (2.31)
0 que acarreta em
1 1
A(ln(un(zo)) — In(v(z0))) = un(:r;o)Aun(xO) - m\vun(%)\
1 1 )
_foo) Av(xg) + /02(13:0) |Vo(zo)]
= mAun(xo) — mAv(xo)

Da desigualdade anterior, de (2.27) e (2.22) segue que

) 9uan) + F () + [Vt )|
un( 0)
) 00D F(0(a0)) + [Vo(eo)l
‘ (930)
o () + o) gl + Fu)
= 2l 0’( o(ao) wn(z0) )

[Vo(zo)|* [V ()|
+p(xo)( o(z0) o (20) > (2.32)

A(ln(un(wo)) — In(v(z0))) = —p(zg

<
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t t
Por outro lado, como a fungao t — M

segue que 900 +[0(0)) glun(@o)) + flun(20) -y (232) e (2.31),

v(xg) U (20)

é decrescente em (0,00) e v(zg) < un (o),

concluimos que

Vo)l rwnmw)

pleny un (o)

Ain(un(z0)) — In(v(za))) > plxo) (

— p(z) (m,wn(%),a _ |Vun<xo>|a>

u%(l’o) un(IO>
plan) 20 (0 ) — )

Assim, como v* ! (zg) — u%(z9) > 0, pois a € (0,1), segue da desigualdade acima que
A(In(uy(x))—In(v(zg))) > 0, 0 que é um absurdo. Isto conclui a verificacdo da Afirmagao
2.

L. <. P 2,7 (N 3
Nosso proximo objetivo é mostrar que (u,) converge, em C;’/(R"), para uma funcao u.
Para isto consideramos  C RY um dominio limitado suave e tomamos €2;, (), conjuntos

abertos com fronteira suave tais que
QccQ ccQy CC B, (2.33)

para algum inteiro positivo [.
Definindo

co = minu;(x) e ¢1 = maxov(x)
B B,

obtemos, da positividade de u; e das Afirmacoes 1 e 2, que
0 < co <wlz) <up(r) <v(z) < e, paratodos z € By, n > 1. (2.34)
Definamos, para n > [,

fu(@) = p(@)(g(un) + f(n) +[Vua|*), = € B

Posto que —Au,(x) = f,(z), para todo x € By, segue pelo Teorema 1.25 que existe
Ky > 0, independente de n, tal que

max |Vu,(z)| < Kymax u,(z).
QQ l
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Assim, segue do anterior que

[fu(@)] = pl)(g(un) + fun) + [Vun|*)
< maxp(z)(max g(s) + max f(s) + max [Vun(z)[")
2 co,C1 c0,C1 Qg
< maxp(w)(max g(s) + max f(s) + Kg(maxun(x))")
2 €0,C1 By
< maxp(z)(max g(s) + max f(s)+ K§c}) := K;, paratodo z € Qy,

Qo [co,c1] [co,c1]

onde K, ¢é independente de n. Logo, para todo n > [, temos que f, € LP(f),
para todo p > 1. No que segue, considere p > N suficientemente grande tal que
a < 1- % = v € (0,1). Como u, € W?P(Qy), entdo de (2.27), (2.33) e do Lema
1.22, obtemos

1 1
|t llw2r@y) < Kol full ey + |unllry)) < Ko(K1|Qa|r + c1|Qa]?) = K,

para todo n > [, onde K3 nao depende de n.

Logo, dos Teoremas 1.10 e 1.11 segue que

[unllcrea@y < Millunllcir@,y < MiMallunl[wrn@,) < MiMollun|w2e@,)
< MiMyK3:= Ky, paratodon>1, 0<a<-~vy<I1, (2.35)

onde K4 ndo depende de n. Isto implica que f, € C%*(Q;) (veja apéndice) e
[ fullcoagm,) < Ks, para todo n >, (2.36)

onde K5 nao depende de n. Logo, pelo Teorema 1.21, (2.35) e (2.36) obtemos,

Ke(|| — AUn||coya(§1) + HUHHC(ﬁl)) = K6(||fnllco,a(§1) + ||Un\|0(§1))

[tnlc2a@ <
< Kg(K5+ Ky) := Ky, paratodon > I. (2.37)

cpct

Lembrando que C%>(Q) < C?(Q), segue da desigualdade anterior que existe u € C?(9)

tal que u,, — u em C*(Q), quando n — oo, a menos de subsequéncias. Assim,

N 82 N 62
(@) = du@)] £ 3 = )] D I o — 0o £ 3 107 — )l
i=1 7 i=1 (2

lv1<2

= |Jun —ullc2@ — 0, quando n — oo.
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De forma anéloga,
|Vu,(z) — Vu(z)] — 0 e |uy(z) —u(xz)] — 0, quando n — oc.

E, como —Au, = p(z)(g(u,) + f(un) + |Vu,|?) em Q, fazendo n — oo e usando a

continuidade de g e f, segue que
—Au = p(z)(g(w) + f(u) + |[Vu|*) em Q.

No apéndice deste trabalho mostramos que p(z)(g(u) + f(u) + |[Vu|?) € C%*(Q). Entdo,
pelo Teorema 1.18, obtemos que
u € C*(Q). (2.38)

Assim, (u,)2%, possui uma subsequéncia que converge uniformemente para a funcdo
u € C2%(Q).

No que segue, tomaremos dominios apropriados em (2.33) e usaremos a estimativa obtida
em (2.37) para construirmos, através de um processo diagonal, uma solu¢do ground state
para (2.1). Para isto, dado ¢ € Z1 tome, em (2.33),

=B, CCy =DB;;1 CCQy= B2 CC B, = Byys.
Logo, de (2.37),
Hun||cg,a(§i) < N;, paratodo n>i+3=1;, N;=N;{(B),
isto é, para cada 1 =1,2,3,---, encontramos Ny, Ny, Nj,---, tais que
|]un||02,a(§1) < N; para todon >4 =I;

[unllc2a@) < N2 para todo n > 5 = ly; (2.39)

Hun”(ﬂn(gﬁ) < N3 para todo n > 6 = [3;

Definamos, para cada i > 1,

u; :=u,, paratodox € B;, n>1+3=1,.

]

—— cpct

Lembrando que C%%(B;)— C%(B;), por (2.39) existem, para cada i = 1,2,3---,
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subsequéncias (u; )52, de (uf')>2, e u; € C*(B;) tais que

n=lI;

u;? — u; € C*(B;),

i

j—00
onde n;; > 1+3 = [;, para todo j e n;; < n;e < ngs, - - -, para todo i. Mais especificamente,
W U — u; € C*(By);
unt b s — Uy € 02(5); (2.40)
2/ R0Y.
ugsl’ ugl327 ug?ﬁ, ...... — ug € C (33)7

Al N(i41)j . . s
Note que a sequéncia (u; ;") foi tomada como uma subsequéncia de (u;”), onde cada

u; " foi estendida & bola B;y;. Logo,
U1 = u;, paratodo x € B;.
Defina u : RY — [0, 00) tal que
u(z) = u;(z), paratodo z € B; e paracadai=1,2,3---
De (2.34), temos que
0<u, <u,” <wv, paratodox € B; e paracadai=1,23---

Fazendo 7 — oo, obtemos

0<w, <u; <v em B;.

Assim, do anterior e de (2.40), segue que
u>0 emRY e ue C*RY). (2.41)
Por outro lado, definamos

wy = u,™, parak=1,2,3,---

Entao (wy) é uma subsequéncia de (u;™*)%2,, para todo i > 1 e para cada k > i.
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Logo, de (2.40) segue que
W k—> u;, para todo x € B; e para cadat > 1,
—00

isto €,
2R
wy — u, em C*(B;),
k—o00

para todo x € B; e para cada i > 1.
De (2.27) e (2.34), temos que

—Awy = p(z)(g(wy) + f(wr) + [Vwg|*), para todo x € By,
w, < v para todo x € By.

Fazendo k — oo, obtemos

—Au = p(z)(g(u) + f(u) + |Vu|*) para todo x € RV,
ugll‘im v para todo x € RV,
T|—00

Assim, do Lema 2.4 e (2.41), segue que

—Au = p(x)(g(u) + f(u) + [Vu|*) em RY,
u>0 em RV,
u(z) — 0 quando |z| — 0.

Portanto, v ¢ uma solugio ground state do Problema (2.1). Além disso, como u € C?*(B,,)
e f € C%(B,), entao pelo Teorema 1.18 obtemos que u € C**(B,) e, como B, ¢é
arbitraria, obtemos que u € C1.%(RN).

OJ



Capitulo

3

Equacoes elipticas semilineares com
dependéncia do gradiente via técnica
do Passo da Montanha

Introducao

Neste capitulo, estudamos a solubilidade do problema de Dirichlet para equacoes
elipticas semilineares com a nao-linearidade dependendo do gradiente da solucao, isto
e,

{ —Auy = f({[', u, VU) em Qv (31)

u=20 sobre 012,

onde  é um dominio suave limitado em RY 6 N > 3.

Dizemos que uma fungao u € Hj () ¢ uma solugao fraca do problema (3.1), se satisfaz
/ Vu.Vv dx = / f(z,u, Vu)v dr, para todo v € Hy(Q).
Q 0

Quanto a nao-linearidade f, as seguintes condicoes serao exigidas:

(fo) f: QxR xRN — R ¢ localmente Lipschitz continua;

z,t, . —
(f1) PH& u — 0 uniformemente, para x € ), £ € RY;
ﬁ
,) existem constantes a; > 0 e p € (1, X£2) tais que
N—2

|f(2,t,6)] < ai(1+]|tP), paratodosz € Q, t€R, £ cRY;
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(f3) existem constantes 6 > 2 e to > 0 tais que

0 < OF(x,t,&) <tf(x,t,€), paratodos z € Q, [t| >t &€ RY,

onde F(z,t,§) = /tf(:v,s,g)ds
0

(f4) existem constantes ay, az > 0 tais que

F(x,t,6) > as|t|” — a3, paratodosz € Q, t € R, ¢ € RY.

Observagao 3.1. A condicao (f1) implica em f(z,0,£) = 0.

Observagao 3.2. Devido & presenca do termo gradiente, a condi¢ao (f3) ndao implica na

condi¢ao (fy).
Observacgao 3.3. De (f2) e (f3) (ou (f1)), seque que 0 < p+ 1.

De fato, tome o € Q, & € RY. Para qualquer t > max{tq, 1}, de (f3) segue que

/ Zds < f 550,3,50

F(xo, s, fo
isto é,
In (1)9 < (—F(xo’t’f‘)) ) ,
to F(x0,10,0)
o que nos leva a
< LF(%J,&)) = CF(z0, 0, %0),
F(z0,t0,&0)
onde C' = L > 0.
F(xo,t0,%)

Usando a defini¢ao de F', a hipdtese (f2) e o fato de termos ¢t > 1, obtemos

t t
< C’/ f(zo,s,&0)ds < C/ a1 (14 |s|)ds
0 0

1
= Cait+Ca
1 1p+1

< C’altp+1 4 %tpﬂ — Atp+1,
a p+1

ondeA:C’a1<1+]ﬁ )

Finalmente, observe que At?*1 —t? > 0 implica em 6 < p+ 1, pois, caso contrario, quando
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t — oo teriamos AtPT! — Y < 0, o que é um absurdo.

Por outro lado, se usassemos as condigoes (f) e (fy) teriamos

1
' —as < |F(z,t,6)] <ay (1+——) "
at’ —ar < 1Pt < (147

Assim, # < p 4 1 pois, caso contrario, quando ¢t — oo a desigualdade acima nao seria

valida.

Observacao 3.4. Um exemplo de funcao que satisfaz as hipdteses anteriores é

fla,t,6) = bift]"~ g (&),
onde by > 0 e g € Lipe(RY) N L2 (RY) tal que 0 < by < g(&), para alguma constante by.

A verificagdo de que f satisfaz (fy) — (f1) encontra-se no apéndice deste trabalho.

Devido a presenga do termo gradiente, sabemos que o problema (3.1) nao é variacional,
0 que nao nos permite trata-lo diretamente pela teoria de ponto critico. Por este motivo,
vamos associar , ao problema (3.1), uma familia de problemas elipticos semilineares que
nao dependem do gradiente da solugdo. Isto ¢, para cada w € H}(f2), consideramos o

problema

{ —Auy = f(:L’,U, VW) e€m Q: (32)

u=0 sobre 0.

Agora, o problema (3.2) é variacional e podemos utilizar o Teorema do Passo da Montanha

para obter o seguinte resultado:

Teorema 3.5. Suponha que (fo) — (f1) sejam vdlidas. Entdo existem constantes positivas

Cy e Cy tais que, para cada w € H} (), o problema (3.2) tem uma solugio u,, tal que
C1 < uwl| < Cy.

Além disso, (3.2) possui pelo menos uma solugao positiva e uma solugao negativa.

Nosso principal resultado trata da solubilidade do problema (3.1). Para este fim,

precisamos de uma hipotese adicional:
(fs) a funcdo f satisfaz as seguintes condic¢oes Lipschitz locais:

(1) |f(z,t,6) = f(x,t",&)| < Ly|t —t"|, para todos z € Q,t',t" € [0, p], €| < po,
(17) \f(x,t,&’)—f(x,t, 5")| < Lﬂf’—f“\,para todos z € Q,t € [0, p1], ]fl\, \f”| < po,
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onde p; e py dependem explicitamente de p, N, 6, a1, as, a3 dados nas hipoteses

anteriores.

Teorema 3.6. Suponha que as condicoes (fo) — (fs) sejam vdlidas. FEntio o problema

(3.1) tem uma solugdo positiva e uma solugao negativa desde que
L _1
AN L+ A 2Ly < 1,
onde Ay é o primeiro autovalor de (—A, H}(Q)). Além disso, a solugdo obtida é de classe

2.

3.1 Solucao para o problema variacional via técnica do

Passo da Montanha

Como de costume, uma solugao fraca de um problema como (3.2), que é variacional, é

obtida como um ponto critico de um funcional associado I, : Hj(Q) — R, definido por
1 2
=— [ |Vv|*dx — | F(z,v,Vw)dz. (3.3)
2 Ja Q

Note que o funcional anterior estd bem definido. De fato, desde que v € HJ (), temos
que
1 2 Lo e
— [ |Vu|*dz = =|]v]|* < oc. (3.4)
2 Jq 2

Supondo t > 0, de (f2) obtemos

p+1
/f“ﬁds /!fa:sf\ds<a1/(1+\s\p)ds_a1<|t|+‘”:1)

Se t < 0, novamente de (f2) segue que

0 0 0
- ’_/ f(;3,€)ds S/ ’f(%svg)’dsﬁal/ (14 |s|P)ds
0 0 »
= a(=t) +a1/ (=s)Pds = ar(=1) —CLl/ Pdz = ai(|t] + i +1).

—t p+1

tf(a;,s,f)ds
0

Tal andalise nos leva a

’ |p+1

i [z, s,8)ds| < o

), paratodosz € Q, teR, £cRY.

ar(|t] +
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Logo,
v |U|p+1
/F(ZL’,U,VU))CZZE S/ / f(!L‘,S,Vw)dS dr < Cl1/ <|U| +—) dx
Q QlJo Q p+1
= il + =2 ol < oo,
desde que H}(Q) < L*(Q) e, sendo N >3 e p € (1 + 2£2), entdo H}(Q) — LPFH(Q).

Assim, de (3.4) segue que I, esta bem definido.
A demonstragao do Teorema 3.5 é dividida em varios lemas. Provaremos inicialmente
que o funcional I, tem a geometria do Teorema do Passo da Montanha e satisfaz a

condicao de Palais-Smale.

Lema 3.7. Seja w € H}(Q). Entdo, existem nimeros positivos p e «, ambos

independentes de w, tais que
I,(v) > a, para todo v € Hy(Q)) com ||v|| = p. (3.5)

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar a seguinte afirmacao:

Afirmacao 1 : Dado € > 0, existe uma constante K, > 0, independente de w, tal que

t2 _
|F(x,t, )] < eg + K.|t|P*!, para todos x € Q, t € R, £ € RY. (3.6)

De fato, de (f1) temos que, dado € > 0, existe § = d(¢) > 0 tal que
|f(z,t,€)| <elt|, desde que |t| <d, para quaisquer z € Q, ¢ € RY.
Logo,

t t t2 .
F(a.t.6)| < / Fa, 5,6)|ds < g/ slds ===, para todos # € @, [f] < 6, € € RY.
0 0
(3.7)
Por outro lado, se [t| > ¢, de (f2) temos que

t t
WW@MfE/Um&m%S/mﬂH#WZMW+£LW“
0 0 p+1

(3] 3] 1 aq +1 3] +1
= —|t|6P + ——t|PT < —[¢]PT 4 ——|¢t]P
5P|| p+1|| _5P|| p+1||

aq aq
— - t p+1
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isto é,
|F(x,t,6)] < K |t|P™, para todos z € Q, |t| > 6, £ € RY, (3.8)
aq ay
de K. = — :
onae or * p+1

De (3.7) e (3.8) obtemos (3.6), o que conclui a verificagdo da Afirmacao 1.

Disto e do Teorema 1.27 segue que

1
L) — 5/9\Vv\2d:c—/QF(a: v, Ve)d > -W 2/ iz — K. /\v[”“dw

1 €
=§MW—§MM—&WME_2HW |MF—&QMWﬁ

onde C ¢ a constante da imersdao de Sobolev de H}(Q) < L4(Q2), para todo q € [1,2*].

A
Tomando ¢ = 71 > 0 na desigualdade anterior e p = p(g) = ¢ KO > 0, obtemos
2 (1 p—1 1 2
L(v) 2 |[olI” | 7 = KCll] 2gh =a (3.9)
para qualquer v € H}(Q) tal que [[v]| = p. O

Lema 3.8. Seja w € HY(Q). Tome vy € HY(Q), com ||Jvg|| = 1. Entao existe T > 0,

independente de w, tal que
I,(tvg) <0, para todot >T. (3.10)

Demonstrac¢ao. Desde que ||vg|| = 1, de (fy) temos que

1
L,(tvg) = §/Q|V(tvo)|2d$—/QF(a:,tUo,Vw)d:E

1
< —t2/\VU0|2dx—a2|t|9/\voled:c—l—agm\
2 Q Q

1
= 5t* = wlt|luwllg + as|2|

e, sendo 6 > 2, quando ¢t — oo obtemos que I, (tvy) — —oo. Logo, existe um 7" > 0,

independente de w, tal que
I,(tvg) <0, paratodost>T, we Hy(Q).

]

Lema 3.9. Suponha (fo) — (f1). Entdo o problema (3.2) tem pelo menos uma solu¢do
u, # 0, para todo w € H ().
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Demonstracao. Verificaremos as hipdteses do Teorema de Passo da Montanha. Sabemos
que H}(€) é um espago de Banach. Além disso verificamos, no apéndice deste trabalho,
que I, € C'(H}(Q),R) e 1,(0) = 0. Do Lema 3.7 existem p, o > 0, independentes de w,
tais que I, (v) > «, para todo v € 0B,(0).

Do Lema 3.8, existe T' > 0, independente de w, tal que

I,(tvg) <0, paratodost > T ewvy € Hy(2), |Jvo] = 1.

Tomando e = Ty, afirmamos que |le|| = T > p. De fato, seja u = pvg € B,(0). Pelo
Lema 3.7, I,(u) > a > 0. Se T < p, pelo Lema 3.8 segue que I,(u) = I,(pvg) < 0, o que
¢ um absurdo. Logo, |le]| > pe I,(e) <O0.

Para aplicar o Teorema do Passo da Montanha, s6 nos resta verificar que I, satisfaz
a condigao (PS).. De fato, seja c € R e (v,)22; C H}(Q) uma sequéncia de Palais-Smale
no nivel c, isto é,

lim I,(v,) =c e lim ||];(vn)||(H1)* = 0.
n—00 n—00 0

Disto segue que existe ng € N tal que, para todo n > ny,
[Lo(vn)| S1+c e H];(UTL)H(HE})* <1l

Vamos verificar que (v,)%%, C H}(Q) é limitada. Temos que

1,

1.,
L(vn) — §<[w(vn)vvn> < Lo (vn)| + EHIM(Un>H(H3)*HUnH

1
< e+ 1+ §|]vn||7 para todo n > ny. (3.11)

Por outro lado,

/

Iw(vn)—élw(vn)vn = %/Q|an|2dx—/QF(x,vme) dx

—1/ Vo, |? d:L’—i—l/f(x,vn,Vw)vn dx
0 Ja 0 Ja

1 1

1
= Gl [ |G Ve, - P, 90| do
{lvn|=to}

+/ |:1f($avnavc‘-)>vn_F(.T,Un,VW):| dx. (3.12)
{lon|<to} LO
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De (f3), note que

/ Ff(x,vn, Vw)v, — F(x, vy, Vu))} dx > 0. (3.13)
{onl2to} L0

Por outro lado, de (f2) segue que

1
‘ | o Vel ~ P, Vo)) da
{lon|<to} 0

1
g/ L f 0, V)| [0l dx+/ (2, v, V)| da
{lonl<to} 0

{lvn|<to}
ay

| [P+
< 7 (1 + v |P)|vn] dx + al/ (|Un‘ + ) dzx
{lval<to} {lon|<to} p+1

p+1

aq t ~
< ?(1+t€) to |Q\+a1(t3+p0+1)ym =0 (3.14)

Retomando (3.12), de (3.13) e (3.14) obtemos que

1, 1 1
Lo(va) = 5L (vn), va) 2 (5 = Z)llvall® =2 (3.15)
Segue de (3.11) e (3.15) que
11, . 1
(5 - é)HU"H —c<c+1+ ganH, para todo n > ny. (3.16)

De (3.16) veja que, se (v,,)22; C Hy(€2) nao for limitada, entao 6 < 2, 0 que é um absurdo.
Mostraremos, agora, que a limitacao de (v, )% ; implica na existéncia de uma subsequéncia

convergente. Como H (£2) ¢ um espago de Banach reflexivo, existem (v, )32, subsequéncia
de (v,)22, e v € HJ(Q) tal que, quando k — oo,

U, — v, fracamente em H (). (3.17)

k

cpct

Por outro lado, como (v, )7, C Hi(Q) € WH(Q) < L1(Q2), para todo ¢ € [1,2*), segue

da limitacao de (v,)22; que, quando k — oo,
Uy, —> v, em LPTH(Q).
Entao, a menos de subsequéncias,

Uy, — v q.t.p. em 2, quando n — oo,
U, | < W(x) € LPTH(Q) — L'(Q).
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Logo, pelo Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
| f(z,vp,, Vw) — f(z,v,,, Vw)||p21 —> 0, quando k — oo. (3.18)
P

Como I, (v,,) " 0 fortemente, segue de (3.17) e da Proposigao 1.31, que
—00

!

(I(vy,) — I, (v), vy, —v) — 0, quando k — oco. (3.19)

Por (3.18) e (3.19) segue que

lom, — 0> = / 1V (00, — v)[? da
= (L (0m) — L(0), vy — ) + / (2 U V) — (2 0y Vi) (g — ) dit
Q

’

= <[w(vnk) - Izlv(v)7vnk - U>
—|—Hf(x,vnk,Vw) - f(JI,Unk,VW)Hp%H(Unk - U)”P—i-l — 07

quando k — oo. Portanto, I, satisfaz a condigao (PS5)..
Assim, pelo Teorema do Passo da Montanha, podemos concluir que para cada w € Hj (1),
o problema (3.2) tem uma solugao fraca u, € Hg(€2) ndo nula, que é obtida como um

ponto critico de [, a saber

I(u,) =0, L(u,) = inf max I(y(t)),
w (1) (1) = Inf max ,(v(t))

onde I'= {y € C([0,1], H}(Q)) : v(0) = 0, v(1) = Tvy = e}. O

Lema 3.10. Seja w € H}(Q). Ewziste uma constante positiva Cy, independente de w, tal

que

[us|| = Ci, (3.20)
para toda solucao u, obtida no Lema 3.9.

Demonstragao. Como u,, é solugao fraca de (3.2), entao

/|Vuw|2 dx:/f(x,uw,Vw)uw dz.
Q Q

Seja 0 < e < A\;. Existe uma constante C. > 0, independente de w (veja (4.19)), tal que

|f(2,t,6)| <elt| + C.|t|P, paratodos v € Q, t € R, £ € RY.
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Desde que H}(Q) < LPT1(Q), segue que
£
”uw”2 < /5\2(€‘UW| + Cclug ) |uy,| dv = EHung + CEH“W”ZE < )\_1HUWHQ + CEKHUWHPH>

o que nos leva a
(1= ) ll? < CK Juo |+
1

Como € < Aq, podemos concluir que

e, 1 \r*
> (11— — =
ol = (- g ) =G

onde ('} é uma constante positiva independente de w. O

Lema 3.11. Seja w € H}(Q). Ewxiste uma constante positiva Cy, independente de w, tal
que
[us|| < Co, (3.21)

para toda solu¢ao u,, obtida no Lema 3.9.

Demonstrag¢ao. Definindo 7(s) = sTvg := tvg, s € [0, 1], temos que 7 € T'. Logo

< ~ < ~y = . .
L(u,) < max L(7(t)) < max L,(7(t)) = max L, (tvo) (3.22)
Por outro lado, relembrando que ||vg|| = 1, de (f4) segue que

1 1
I(tvg) = §t2/Q|Vvo]2 dx—/QF(x,tvo,Vw) dx < §t2\|vg||2—a2]t|9/ﬂ\v0|9d:c+a3\9\
1

= §t2 — ag|t|?||voll§ + a3|Q| := h(t), t > 0. (3.23)

Note que h(0) = a3|Q| > 0 e h(t) — —oo, quando ¢ — oco. Logo, existe fo, independente
de w, tal que h(ty) = max h(t) > 0. Assim, por (3.22) e (3.23) obtemos

1 _
§Huw\| — /QF(x,uw, Vw) dx = 1,(u,) < r?gaoxfw(tvo) < max h(t) = h(to),
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e de (3.6) e (f3) segue que
sl < b+ [ Plou, Vo) da
Q

= h(ty) +/ F(z,u,, Vw) dx +/ F(z,u,, Vw) dx
{luwl<to} {luw[=to}

u—wf(x,uMVw) dx

fuo|>to} 0

< h(t) +/ E]uw|2 + k|u, [P dx +/
{ {

luo|<to} 2

_ € 1
< h(o) + (Gt + ketf IO+ Sl

Finalmente,

1 1 < €
(5 5) al? < 1) + G+ mag ™,

o que nos leva a
[us|| < Co,

-

20 2
onde Cy = (m(h(to) + (gt% + k5t§+l)|§2\)) > 0 & uma constante independente de

w. O

Lema 3.12. Suponha (fo) — (f4) vdlidos. Entdo o problema (3.2) possui uma solu¢do

positiva e uma solucao negativa.

Demonstracao. Definamos

. 1, 6), t>0
e

Note que f satisfaz (fo), (f1), (f2), para todo t € R e (f3), (fs), somente para t > 0. Em
vista disso, escolhemos vy > 0 em €2, no Lema 3.8. Entao, aplicando o Teorema do Passo

da Montanha, como no Lema 3.9, obtemos u,, # 0 solucao de

{ _Auw = f(x,uw, V(JJ) em Q’ <324)

U, =0 em Of).

Multiplicando a equagao acima por u, e integrando por partes, obtemos que

/Vuw.Vuw da::/f(aj,uw,Vw)uw dx,
0 Q

o que pode ser reescrito como



3.1 Solucao para o problema variacional via técnica do Passo da Montanha 53

/ Vu,.Vu, dx +/ Vu,.Vu, dx
{UwZO}

{uw<0}
:/ f(x,uw,Vw)u; dl’—l—/ f(:lt,uw,Vw)u; dx.
{uw>0} {uw<0}

Lembrando que u, := max{—u,, 0}, segue da defini¢ao de f que

—/ |Vu, | dx =0,
{uw <0}

isto &, ||u,|| = 0, 0 que s6 pode ocorrer se u,, = 0, 0 que nos mostra que u,, > 0 .

Por outro lado, lembrando que f(z,0,&) = 0, podemos rescrever (3.24) da seguinte forma

A(=uy) — d(@)(—uy) = fH (@, u,, Vo) em Q, (3.25)
U, =0 em OS2,
onde =
f(z,uy,, Vw)
iy = T a se u, >0
0, se u, = 0.

Como u, € H(2), usando o argumento de bootstrap pode-se mostrar que u, €
C*Q), 0< X< 1,0 que sera feito no Lema 3.13. Além disso, de (4.19) segue que

|f(2,t,6)| < elt| + C.|t|P, para todos v € Q, t € R, £ € RY,

o que implica em

U, <e+ Ca|uw|p_1 <e+ CaHuw”]c;l'
W

‘_f—m,uw,vm

Assim, —d(z) € L>*(Q2). Note também que de (3.25), segue que A(—u,,) —d(z)(—u,) >0
e que
—/ d(z)v(z)dz <0, paratodov >0, v e Cj(Q).
Q

Além disso, se existe zg € Q tal que —u,(z9) = 0, entdo podemos encontrar Bs(xg) CC )

tal que sup (—uy,(x)) = sup(—u,(x)). Logo, aplicando o Teorema 1.23, podemos concluir
Bjs (o) Q
que u, = 0, o que contradiz o Lema 3.9 e nos mostra que u, > 0 em €.

A demonstracdo da existéncia de uma solucao negativa é analoga. O

No resultado seguinte, utilizaremos uma técnica conhecida como bootstrap para
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regularizar a solucao fraca do problema (3.2).

Lema 3.13. Sew € H}(Q), entdo u,, € CH%(Q), onde u, € a solugcdo do problema (3.2).

Além disso, eristem constantes positivas py e pa, ambas independentes de w, tais que
HuUJHCO(ﬁ) S P1 (& HVUWHCO@) S P2.

Demonstragdo. Sabemos que u,, € H}(Q). Da hipotese (f2) e do fato que H}(Q) —
. 2"
L¥(Q), segue que f € L5(2), s = —, pois
p

/|f(x,uw,Vw)|2p* dx < /[a1(1—|—|uw|p)]2: de < K (/ dm+/ | |* dx)
Q Q Q Q

< K(Q| + KillulP) < K(I2] + K,C3") := Ky = const > 0,

onde C5 é como o Lema 3.11.
Como u,, € Hj(Q) é solugao fraca do problema (3.2), podemos aplicar o Teorema 1.19

para concluir que u,, € W2*(Q), s= %, além disso
P
luwllwzs < C|flls < CKF, C >0 constante.

Caso 1: Se & < 1, pelo Teorema 1.11 temos que u, € W?*(Q) < C*(Q) , 0 < o <
11— %, o que nos da

ltalloro < Ksllualwes < KCKF = K.,

Caso 2: Se % > 1, pelo Teorema 1.11 temos que u, € W25(Q) — WP (Q), p, = N]gs.

Por outro lado, note que

2 _ N 1 2N N-2 N N gy AN N(V-2)
T, T N—-2p N—-2N+2 nN+2 ¢ ° N+2 N+t2
Logo

m . Ns N-—2 2N N+2 N-2 2N

1.

S1 1= — >

>N = >
p N-2s N+2 ~N+2 N(N-2) N+2 N+2

Além disso, da hipotese (fs), LP1(Q) — L* () e do fato que H}(Q) — L?"(Q), segue que
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f e L (Q), pois

IN

/Q\f(x,uw,Vw)]sl da /Q[al(l—i—|uw|p)]sl de < K </Q dx—i—/ﬂ|uw]p1 dx)

K5 (10 + K5 [us|2) < K5(19Q] + Ko Kl|u[”)
S K5(‘Q‘ + K6K7C51) = Kg > O,

IN

onde Cy é como no Lema 3.11.

Pelo Teorema 1.19, concluimos que u,, € W251(Q) , 51 = % e
1
[t w2 < Cllf]ls, < CK'
E importante notar que
st _p1_ Ns N-=2 2N N+2 N-2

1.

=__= >N
s 2 N-=2s 2N N+2 N(N—-2) 2N
Se % < 1, entdao podemos argumentar como no caso 1 e provar que u, € W?251(Q) —

CH(Q), 0<a<l1-X e
51

1
ltwlleno@ < Kollwallyae < KoCEZ

Caso contrario, podemos repetir o argumento anterior para concluir que u, € W2+(Q),

para algum s; com % < 1e |luy|lwzse < K = K(Cs). Entao, pelo Teorema 1.11,

U, € W2 (Q) = Q). 0<a<1-— % Assim,
Juullcrey < Clltalhwsee < CK.

Isto implica que existem py, po > 0 tais que

[uolloo@ <1 e [Vugllcom < po

Observacgao 3.14. Note que se w € H}(Q) N CH(Q), entdo u, € C**(1Q).

De fato, desde que u,, € C1*(Q), se w € H} (Q)NCH*(Q), entdo f(x, uy(r), Vw) € CO¥(Q).
Segue do Teorema 1.20 que u,, € C%*(Q).
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3.2 Solucao para o problema nao variacional através de

um meétodo iterativo

Observe que as constantes p; e pg, enunciadas na hipotese (f5), sdo dadas pelo
Lema 3.13.
Demonstracao do teorema 3.6
Tome ug € H(Q) N CY(Q). Pelo Lema 3.9, existe u; € H} () solugdo do problema

_Aul = f<I7u17 VU()) €1 Qv
u; =0 em OS).

De forma analoga, o Lema 3.9 também nos garante a existéncia de uy € HJ(£2) solugao

do problema
_AUZ = f($7u27 VUl) em Q)
Uy =0 em Of).

Agindo recursivamente, podemos obter uma sequéncia (u,)>2,; C H}(€) de tal forma que

cada u,, é solucao fraca da seguinte familia de problemas

{ — Aty = f(, U, Vp_1)  em €, (3.26)

Up = 0 em 8&2
Além disso, o Lema 3.13 nos garante que

Por outro lado, como u,; é solucdo fraca de (3.26), tomando wu,.; e u, como fun¢des

teste obtemos, respectivamente,

/VunHVunH der = / fz,ung1, Vg )upy de,
Q Q

/Vun+1Vun dr = / f(z,ung1, Vuy)u, d.
Q Q

Subtraindo as igualdades anteriores, segue que

/ Vuni1 (Vg — Vuy,) de = / f(@,uns1, Vup) (Upi1 — uy) do.
Q Q
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Agindo de forma anéloga para u,,, obtemos

/ Vu,(Vupy — Vuy,) de = / f@,un, Vg 1) (Ups1 — uy) de.
Q Q

Destas relagoes e da hipoteses (f5), temos

ltns1r — unl|* = /Q IV (Upgr — up)|* dr = /Q[|Vun+1|2 — 2V U1 Vi, + |Vu,|*] do
= /QVunH(VunH — Vu,) dx — /QVun(VunH — Vu,) dx
= /Qf(%umrhvun)(unﬂ —uy,) dr — /Qf(x,un,Vun_l)(unH — uy,) dx
= 1Pt V) = 0, T 1~ )
—i—/g[f(:z:,un,Vun) — f(z,upn, Vg 1) (Upy1 — uyp) do
< I /Q [Un g1 — Un|? dx + Lo /Q |V, — Vi, 1| [tni1 — uy| de.
Usando o Teorema 1.8, reescrevemos a desigualdade acima como
et = wall® < Lo atns = wall? + Loy * a1 — il — sl

Assim,

[N

Lo,
”un+1 _unH < 1 21

T)\l—lHun - un*IH = k”un - Unle; (3-27)

_1
onde k < 1, pois LiA; "+ Lo), ? < 1.
De (3.27), segue que (u,) é uma sequéncia de Cauchy. De fato, considere n, m € N, n <

m. Sem perda de generalidade, podemos supor que m =n + s, onde s € N. Entao

= vl < Nt = sl 4+ ngr — tall < KR 4+ 1)l — uo|

k*—1
k—1

Logo, como H;(§2) é um espago de Banach, existe u € Hj () tal que u,, — u em H} (1),

|ur — uol| < k"[|ur — uol| — 0, quando m, n — oo.

quando n — oo. Lembrando que Hg(Q) — LP(Q), p € (1,5%2), entdo v, — u em

LP(Q2), quando n — oco. Do Teorema 1.5, a menos de subsequéncias temos que

Uy —> U q.t.p. em 2, quando n — oo,
lun| < h € LP(Q).
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Logo, de (f5) segue que

‘f(:l],un, Vun*1> - f<x>u7 VU)’ ’U| < |f(a:,un, Vunfl) - f(xvua vunfl)‘ ‘U’
+|f (@, u, Vup—1) — f(z,u, Vu)| [v]
Li|u, — ul |v| + Le|Vu, — Vu| |v

IN

— 0, q.t.p. em €2, quando n — oo,
para todo v € H}(2). Além disso, de (f2) temos que

|f(xvun’ vun—l) - f(:p,u, Vu)| |U| < |f(xaun’ vun—1)| |U| + |f(m,u, VU)| |’U|
< arfof(2 + [un|” + |ul?)

< ar|o|2+ [P + |ul”) € LH(Q),

para todo v € Hj(Q2). Portanto, de (3.26) e do Teorema de Convergéncia Dominada de

Lebesgue, podemos concluir que

/ lim Vu,.Vov dz :/ lim f(z,u,, Vu,—1)v dz,
Q Q

n—o0 n—o0

o que nos da

/Vu.Vv dx = / f(z,u, Vu)v de.
Q Q

Assim, u ¢ uma solugdo fraca do problema (3.1). Argumentando de maneira analoga
ao Lema 3.13, segue que u € C*(Q), o que implica em f(z,u, Vu) € C%*(Q) e, pelo
Teorema 1.20, u € C%%(Q). Posto que ||u,|| > C; > 0 para todo n (veja Lema 3.10), segue
que u # 0. Desta maneira obtemos uma solucao classica nao trivial para o problema (3.1).
Para a positividade de u, pode-se utilizar o Principio do Maximo Forte (ou argumentar

como no Lema 3.13).
U
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4

Apéndice

Neste apéndice apresentamos as demonstracoes que foram omitidas nos Capitulos 2
e 3 deste trabalho. Primeiro justificamos algumas afirmagoes feitas no Capitulo 2. O
teorema seguinte é devido a Agarwal e O’Regan |2] e foi utilizado para construir uma

supersolucao para o problema (2.2).

Teorema 4.1. [2] Seja
y' () +g(yt) =0 em0<t<l, (41)
. :
onde g € C'((0,00)) € positiva e decrescente. Entao, o problema (4.1) tem uma solug¢io
y € C([0,1]) N C?((0,1)), comy >0 em (0,1).

1 1 1
Demonstracao. Tome r > 5 +g (6) > (0. Como — é crescente, segue que
Y

"1 "1 1 1 1
—du>/ ——du>—(r—=) > -.
/0 g(u) 1 g(u) g(g)> 67 6
Logo, podemos tomar r > ¢ > 0 tal que

"1 1
/E s du> (4.2)

1
Seja ng € {1,2,3...} tal que — < % e defina Ny € {ng,no + 1,...}. Consideremos o
no



Apéndice 60

seguinte problema

(4.3)

onde

Afirmacgao 1: O problema (4.3) possui uma solucao y,, tal que ||ym|lc (o)) < 7-
De fato, sera suficiente mostrar que o problema (4.3) satisfaz as hipoteses do Teorema
1.36.

(i) Fazendo f : [0,1] x (0,00) — (0,00), f(t,y) = G(y), segue que y — f(t,y) é
continua, para todo ¢t € [0,1] e t — f(t,y) é mensuravel, para todo y € (0, 00).

1(2’@') Para cada s > 0, existe hy(t), para todo t € (0,1) tal que h, € L;.(0,1),

/ t(1 — t)hs(t)dt < oo e |f(t,y)] < hs(t), para todo t € (0,1). Para ver isto, basta
0
tomar hy(t) = g(=).

1
m

(74) Suponha que exista uma funcao y satisfazendo

{ y' () + AG(y(t) =0, 0<t<l, (04)

)
onde A € (0,1). Logo 4" < 0, y € C([0,1]), o que implica em y > L em [0,1]. Além

disso, existe t,,, € (0,1) tal que

(4.5)

y >0 em (0,tm),
y <0 em (tpm,1),

o que nos diz que t,, é um ponto de maximo de v, isto &, y' (t,,) = 0.
Para t € (0,1), segue de (4.3) que —y" < g(y(t)), ja que y > L em [0, 1]. Integrando esta
desigualdade de t(t < t,,) a t,, obtemos

- [ < [ st

o que implica em
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Usando o fato de g ser decrescente, positiva e y/(tm) = 0, segue do anterior que

y (t) bm
a(0) / -

Integrando tal desigualdade de 0 a t,,, fazendo u = y(t) e usando Fubini, obtemos

y(tm) 1 tm
/ ——dx < / xdx. (4.6)
y(0)==1 g(u) 0

tm tm
Como 0 < x < t,,, temos que (1 — tm)/ xrdr < / z(1 — x)dz. Disto e de (4.6) segue
0 0

que
y(tm)  q y(tm)  q 1 y(tm)
/ ——du < / ——du < —/ z(l — z)dz, (4.7)
e 9g(u) 1 g(u) 1 —tm Jo

onde ¢ é como em (4.2).

De forma andloga, integrando a equacao em (4.4) de t,, a t(t,, < t) e observando que
G(y(t)) = g(y(t)), obtemos

y(tm) 1 1 !
/ ——du < —/ z(l — x)dx. (4.8)
3 g(u) tm tm

Logo, de (4.7) e (4.8), segue que

/y(tm) 1 ( ) y(tm) 1 y(tm)  q 1 ( )
——du = 1—tm/ —du—i—tm/ —dug/xl—xdx
€ g(u) € g(u) € g(u) 0
1
5

(4.9)
I = |lyll = y(tm) d teri /r—l < !
Assim, se 7 = ||y|lcoi) = Y(tm), segue do anterior que -,
N o : g(u) ~ 6
(4.2). Entao, ||yllcqoy) # -

Logo de (i) — (zii), podemos aplicar o Teorema 1.36 para garantir a existéncia de y,,

o que contradiz

solugao de (4.3), com |[ym|lc(oy) < 7, 0 que conclui a prova da afirmacao.

Afirmagao 2: Existe K > 0, independente de m, tal que y,,(t) > K(1 — t)t, para
todo ¢ € [0, 1].
De fato, se t = 0 ou t = 1, o resultado é trivial. Suponha que ¢ € (0,1), de (4.3)

usando a representagao de Green, desde que y,,,(t) < rem [0, 1] e g é decrescente obtemos
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que

Unlt) = ~ 4t / (1~ 2)g(mn(x))d + (1 — 1) / 2g(ym () da

m

< t/tl(l —x)g(r)de + (1 —t) /Ot zg(r)dx = D,(t).

Note que, ®,(0) = ®,.(1) =0 e k; := ®.(0) = g(r)/2 > 0, onde k; nido depende de m.
1
k
Tomando &; > 0 tal que / (1—2)g(r)dz > 51 segue, para todo t € [0,&1] que

€1

o, (t) > t/t (1 —x)g(r)dz > t/ (1 —a)g(r)dz >

€1

De forma anéloga, existe ky = —®'(1) > 0, independente de m e 6§ > 0 tal que
1 1
. (t) > 5]52(1 —t) > 51{:2(1 —t)t, para todo t € [l —9,1]. (4.11)

@, (t)
=
de (4.10) e (4.11) obtemos

Além disso, > A, para todo t € [g1,1 — §], onde A > 0 é uma constante. Assim,

o, (1)
1 — 1)

1 1
Z K > 0, onde K = min{ﬁkl, §kQ,A}, te [O, 1],

o que mostra a Afirmacao 2.

Como y,, é solugao de (4.3), podemos trabalhar como na Afirmacao 1 para concluir que

Yo (1) "
9ym(0) <[ a (4.12)

Por outro lado, como % < ym(t) < r em [0, 1], podemos usar a definicio de G em (4.6)

para obter —y (1) = g(ym(x)), e integrando de ¢,, a t, segue que

Y () "
o) = / . (4.13)

Afirmacao 3: Existem ag, a;, com
0 < ag < inf{t,, :m e Ny} <sup{t,, :m e No} <a; < 1.

De fato, sera suficiente mostrar que inf{t,, : m € Ny} > 0 e sup{t,, : m € Ny} < 1. Note
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que inf{t,, : m € Ny} > 0. Se inf{t,, : m € Ny} = 0, entdo existiria uma subsequéncia S
de Ny com t,, — 0, quando m — co, m € S.
Integrando (4.12) de 0 a t,, fazendo u = y,,(t) e usando Fubini obtemos

ym(tm) 1 tm % 1
/ ——du S/ :r;dx+/ ——du.
0 g(u) 0 0 g(u)

Fazendo m — oo, obtemos que lim y,,(¢,,) = 0 e, como % < Ym(t) < Y (tm)( poisy, >
Oemt € (0,t,)), segue que 1i$2:(t) = 0, para todo t € [0,1]. Assim, da Afirmacao 2,
temos que 0 > Kt(1 —t), parrnz;ﬁ)do t € [0,1], o que é um absurdo, pois 0 < K(1 — t)ty,
para todo t; € (0,1). A prova de sup{t,, : m € Ny} < 1 é analoga. Isto conclui a

verificacao da Afirmacao 3.

Afirmacgao 4: (Ym)men, ¢ limitada e equicontinua em [0, 1].

De fato, tome ag e a; como na afirmagao anterior. Se t € [0,t,,], entdo de (4.12) obtemos

Ul [,

g(ym(t)) N min{t,ao}

Se t € [tm, 1], entao usando (4.13) temos

! ¢ max{ai,t}
() < / dor.
g<ym<t>) min{t,ao}

Assim,

[ ()] < /max{aht} d (t), para todo t € [0,1] (4.14)
—m < x:=wo(t), par ,1]. .
g(ym (t)) min{t¢,ao}

Note que v € C([0,1]), v > 0, v € L'([0,1]). Definamos
710, 00) —» [0, 00) J(z)—/zidu
o o o g(u)

Veja que I é crescente, sobrejetora (lim /(z) = 00) e continua em [0, A], para todo A > 0.
zZ—00
Além disso, (I(Ym))men, € limitada e equicontinua em [0, 1]. De fato, a limitagdo segue da

continuidade de I em [0, r]. Para verificar a equicontinuidade, tome ¢, s € [0, 1] e observe

Loy () ;
/s (@)

que

1 (8)) = T ()] = < [ w(@)de < ollcqon(t - )
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Assim, dado 5 > 0, existe 6y = ||”||;(2[0 5 > 0 tal que

I (ym (t)) — I(ym(s))| < €2, desde que |t — s| < da,

o que mostra que (I(y,,)) é equicontinua.
Como I71:[0,I(r)] — [0, r] é continua, entdo I~! & uniformemente continua em [0, I(r)].

Logo, dado g3 > 0, existe 03 > 0 tal que
Y () = ym(s)| = [T Ty (1)) = I (I (ym(s)))] < €3, desde que [s —t| < ds,

0 que nos garante que (Y, )men, € equicontinua. Além disso, como ||y||c(o,1) < 7, segue
que (Ym)men, € equilimitada, e isto conclui a prova da Afirmagao 4.
Esta ultima afirmacao nos permite aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli para garantir
a existéncia de uma subsequéncia N de Ny e de uma funcao y € C([0,1]) com y,,, — v,
quando m — oo, m € N, uniformemente em [0, 1]. Assim, de (4.3) e da Afirmagio 2,
obtemos
y(0) =y(1) =0, y >0, em (0,1).

Por outro lado, para m € N, y,, satisfaz

[ = 2gtum(eNds = [ = as)ds = (5= 005, (5) + 5 ) — om(3)

1 1
2 2
Assim,

Ym(2) = Ym(5) + (2 — §)ym(—) + [x(s — 2)9(ym(s))ds, para todo x € (0,1). (4.15)

Tomando z = %, obtemos

iny) = 5 (G =)~ [ = Datum(snas)
< (3 =5 [ = Dlums)ds
< g + ||92||0 Kg(g —8)ds := C,

7 . /
onde C' é uma constante. Assim (y,,(3))m converge a ro, quando m — oo, a menos de

subsequéncias.
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Tome x # % em (4.15). Quando m — oo, obtemos que

y(z) = y(%) +ro(x — %) + [I(s —x)g(y(s))ds.

Como tal argumento pode ser repetido para qualquer = € (0,1), temos que 3" (x) =

—g(y(z)), para z € (0,1). O Teorema 4.1 estd demonstrado. O

Na continuagao mostramos uma propriedade da funcao h dada no Lema 2.3. A existéncia

de h é garantida pelo Teorema 4.1.

Demonstraciao da propriedade (h): h'(07) € (0, +o0].

De fato, sejam t1, t € (0, 1) tais que t; < t5. Como h é concava, temos

h(tz) — h(())tl _ h(t2)t1_

to to

h(t;) > h(0) +

Assim, h(t;)/t1 > h(t2)/t2, o que implica que a funcdo ¢ — h(t)/t é ndo-crescente em
(0,1). Definamos
h(t
B = {¥ it > O}.

Se B ¢é limitado superiormente, existe a = sup B. Assim, dado € > 0, existe t. > 0 tal
que h(t.)/t. > a — e. Logo, para todo t < t. temos que
h(t:) _ h(t)

<—<a<a+te,
t. — t

a—e<

o que implica que h'(0%) = lim h(t)/t = a.
t—0
Se B nao é limitado superiormente, dado M > 0, podemos tomar t); > 0 tal que
h(ta)/tar > M. Logo,
h(t) _ h(tu)

_ >
t 1974

> M, para todot < ty,
o que nos diz que h'(0%) = lim h(t)/t = co.
t—0

Agora, usando o Lema 1.17 (Lema de Hopf), verificamos a equagao (2.6).

Verificacao das desigualdades dadas em (2.6):
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Considerando v = —¢, temos que
veC*Q)NCAQ), —Av <0, em €2;
existe xo € JN tal que v(zo) > v(x), para todo x € €.
E desde que 2 é um dominio limitado suave, podemos aplicar o Lema de Hopf para obter
8U(ﬂé’o) . . 3301(130) .. .
3 > 0, o que implica em on < 0. Da continuidade de ¢, segue que existe
Ui Ui
0z, > 0 tal que
0
w <0, para todo z € B;, (7o) N .
Ui

Logo,

6901(93)
on

IVei()| Inl = (Ver(z),m)| = ' >0, para todo x € B, (v0) N Q.

Assim, [V ()| > 0 em Bj, (x9) N Como Q é compacto, podemos repetir o argumento

anterior para um nimero finito de pontos z; € 92, 1 <i <n, e obter B;,. (x;) tal que

00 C | J(Bs, (1) N Q).
i=1
Definindo
0= mla%{éx} e Q= {recQ:dz, ) <o},
x; €

concluimos que |Viq| > 0, para qualquer x € ;. Isto nos garante que existe §; > 0 tal
que |Vr| > 61 em Q5.

Por outro lado, como ¢; > 0 em Q e ¢; = 0 em 0f), podemos tomar dy > 0,
suficientemente pequeno, de tal forma que ¢; > o > 0, em (2\ Q;) e 1 < Jy, em
Q5. Assim, definindo W = (Q \ ;) e tomando § = min{d;, d2}, segue que

Vi >0 em Q\ W = Qj,
w1 >0 em W.

OJ
Os limites dados na equagao (2.24) foram usados para garantir a limitagdo da funcao
® dada no Lema 2.4.

Verificacao da equacao (2.24):
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Das hipoteses do Lema 2.4, da regra de L’Hopital e do fato de ter ¢(0) = 0, segue que

" oN—1 o N le(r)

lim ®(r) = lim

r—0t+ r—o+ rN-1

Por outro lado, de (p;) temos que
T 1 T
N-1 N—2
/0 t d)()dt_rlggorlv /0 tN72 @(t) dt

1 1 =
lim [ e o) dtgrlggo;(/o t o(t) dt+/1 t é(t) dt)

[01]¢ /tdt+/ t ot dt)—O

lim ®&(r) = lim

7—00 r—00 TN*

A
=
|

IA
=
[ =
N
SE
o
>

Verificagao da Afirmacao 3 do Capitulo 2:

Como w satisfaz (w;) e (ws), temos que w ¢ limitada em RY. Assim, de (f;), dado

€= IIwH > 0, existe 6 > 0 tal que

iy
t 1wl oo

, para todo t > 4.

Tomando M > 1 tal que M ||w||~ > J, segue que

f(Mull) _ 1
Ml = Tl

e como f é crescente, segue do anterior que
F(Mw) < f(M]Jw]|w) < M.

Além disso, da monotonicidade de g obtemos que g(w) > g(Mw), o que verifica a afirma-
Gao.

O
Os proximos resultados nos garantem que a funcao f,,, dada na demonstracao do Teorema

2.2, & Holder continua, o que foi usado em (2.36).

Teorema 4.2. Sejam u € C%*(Q) uma funcio positiva e g : (0,00) — (0,00) de classe
Cl. Entdo g(u) € CO%(Q).

Demonstra¢ao. Como u é continua em €2, existem vy = minu(z) e v, = maxu(x) tais
9) )
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que 0 < vy < u < vy em €. Por outro lado, usando o fato de g € C'(0, 00), podemos

usar o Teorema do Valor Médio para garantir a existéncia de K > 0 tal que
l9(t1) — g(t2)| < K[ty —ta|, para todos t1, ta € (vo, Vo)

Logo, dados z,y € §, com x # y, obtemos

l9(u(@)) = glu())| _ - [u(z) = uly)l
|z —yl|* B |z —yl|*

< K[u]coﬁa(ﬁ) < o0,

o que nos diz que g(u) € C%*(Q).
Teorema 4.3. Se f,g € C**(Q), entdo o produto fg € C*(Q).

Demonstragio. Sejam x,y € C%*(Q), com = # y. Entdo,

|f(x)g(x) — f(y)g(y)] |f(x)g(x) — f(x)g(y)|

|f(x)g(y) — f(y)g(y)|

+

|z —yl|* B |z —y|* o =y
B 1 Rl ) R FACo I L

< max f(2) [9)conm) + mgxg(x) [flcoe@ < oo,

o que implica que fg € C%*(Q).
Observacgao 4.4. Se u € C?(Q) e satisfaz
—Au = p(z)(g(u) + f(u) +[Vul*) em Q,

u >0 em ),
u=">0 sobre 052,

onde p : RN — (0,00), g : (0,00) — (0,00) e f € positiva em (0,00), entdo Vu # 0

em €.

Suponhamos, por absurdo, que existe zy € Q tal que Vu(zg) = 0. Entdo, pela

continuidade de Vu, existe ¢ > 0 tal que Vu(x) = 0, para todo z € B.(z9) C 2, o que

implica que u é constante em B.(zg). Assim, Au = 0 em B.(zo). Por outro lado, como

u > 0 em 2, segue que f(u) > 0 em Q. Portanto, para z € B.(x(), temos que

0= —Au(z) = p()(g(u) + f(u) + [Vu|*) = p(x)(g(u) + f(u)) >0,

0 que é um absurdo. A observacao 4.4 esta verificada.
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Note que, se u € C*(Q), entdo pelo Teorema 4.2 e da Observacio 4.4 segue que,
|Vul* € CO(Q).

No Lema 2.3 usamos o Teorema de sub e supersolucao de Cui. No que segue,
verificamos a validade de suas hipoteses.

Verificagao das hipoteses do Teorema de Cui:

(i) Que a funcdo p(z)(g(u) + f(u) + |Vu|*) & localmente Holder continua em € x
(0,00) x RY segue dos Teoremas 4.2, 4.3 e da Observagio 4.4. Para verificar que

p(z)(g(u) + f(u) + |Vu|*) é de classe C' com respeito a u ¢ Vu, basta observar que
[ e g sao de classe C'((0,00)).

(i7) Sejam x € Q CC Q e u(x) € [a,b] C (0,00). Observe que

() () + /() + [Vul| < maxp(a)(maxgls) + max f(s) + |Val")

< O(1+|Vul), (4.16)

A

onde C' = max p(x) max{r%leg(g(s), rflelmjcf(s), 1}.
Q1 a, a,

Lembrando que s® < s? + 1, para todo s > 0 e 0 < a < 1, segue de (4.16) que

p(2)(g(u) + f(u) + [Vul*] < O+ [Vul* + 1) < 2C(1 + [Vu?).

]
A seguir verificamos que a fungio f(z,t,&) = b|t|P~'tg(€), dada na Observagao 3.4,
satisfaz as hipoteses (fo) — (f1) do Capitulo 3.

Verificagcao da Observacao 3.4:

(fo) [ é continua e localmente Lipschitz.

De fato, f é continua em RY desde que g € Lip,.(RY). Além disso, seja
K C QxR xRN compacto e (z1,t1,&1), (22,2, &) € K. Temos que

|f(z1,t1,60) — [, 2, &) = bil[ta|P~ Mg (&1) — [P a9 (&)
< bt Plg(&1) — g(&)] + balg(&)[[t]ta [P~ — taltal? .

Note que, pelo Teorema do Valor Médio, existe o € (0, 1) tal que

‘t1’t1|p_1 — t2|t2|p_1| = p’tl + Oé(tg — t1>|17—1‘t2 — t1|
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Por outro lado, como K é compacto, existem constantes c;, ¢ > 0 tais que
‘t’p S Cy, |t1 + Oé(tg - t1)| S Cy.
Logo, desde que g € Lipy,.(RY), temos do anterior que

|f(z1,t1,61) — f(22, 12, &) < biealés — &of + [|gllocbrcaplts — 1o
c3(|& — &o| — [t — ta])
< 2cs)(wy,t1,61) — (22,2, &),

IA

onde ¢z = max{bicy, ||g||cb1c2p}

f(x7 t7 5)

(f1) PI% = 0 uniformemente, para x € Q, ¢ € RY. Em outras palavras, isto
ﬁ.
significa que dado € > 0 existe um § = 0(¢) > 0 tal que
t _
W < e, para quaisquer z € , £ € RY, desde que 0 < |t| < 6.
De fato, como
|f(z,1,8)] - _
B blg(OIIEP~ < bullglloclt",
séra suficiente tomar 6 = pjl/m > 0.
(f2) Existem constantes a; > 0e p € (1, %) tais que

|f(z,t,6)] < a(1+[t]F), para todos x € Q, t € R, £ € RY,

Para verificar tal relacdo, basta tomar a; = by]|g||.c > 0, pois
(2, 8, 6)] = balg (O[] < ballglloo (1 + [£]7).

(f3) Existem constantes 8 > 2 e to > 0 tais que
0 < OF(x,t,&) <tf(x,t,€), paratodos z € Q, |t| >t &ecRY.
De fato, tome ¢y, > 0 fixado arbitrariamente e 6 = p + 1 > 2.

SetZto,

p+1

0<OF(x,t,§) = 9/0 bils[Ptsg(&)ds = Hblg(ﬁ);_i_ = big(tPT = tf(z,t,€).
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Se t < —ty, fazendo z = —s, obtemos

t 0
0 < 0P =0 [ blspisgl€)ds = ~0bug(©) [ (~opisds
0 t

: p+
= —Hblg(f)/ Pdz = leg(é’)p+ L= tf(z,t,€).

(f4) Existem constantes as,az > 0 tais que

F(x,t,€) > aslt|” — as, paratodosz € Q, teR, £ € RV,

De fato, tome ay = bib > 0 e ag > 0 fixado arbitrariamente.
p

Set >0, F(x,t,£) =b (g)f Pds = byg(€) v biba It]?, desd &) >b
et =Y, T,l,5) =019 05 s =019 P+l pt1 , desdeque g )
e 0=p+ 1

0 0 blbg
Set < 0, Fz,1,€) = =big(¢) / (=5 sds = =big(¢) / Fds 2 —= (=t

t —t p

= Db e
p+1

Do anterior, segue que F(z,t,£) > ay|t|? — as.
O objetivo da parte a seguir ¢ provar a regularidade C'(H}(Q2),R) do funcional

I,(v) = %/Q|Vv|2dx—/QF(:c,v,Vw)dx,

e f satisfaz as hipoteses dadas no Capitulo 3 deste trabalho.

Teorema 4.5. Definamos
1
I(v) = §/ \Vv|*dx, para todo v € Hy(Q).
Q

Entao I € C'(H}(Q),R).

Demonstracao. De fato, primeiro garantiremos a existéncia da derivada de Gateux de 1.
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Sejam |t| < § e h € H}(Q).

_ 2 2
hml(v—i—th) I(v) i & /|V v+ th)|* — |Vv|

t—0 t t—0 2 t
_ g |Vo|? + 2tVoVh + 2|Vh|* — |VU]2
o tl—r>% 2 t
= /Vv.Vh dx.
Q

Logo, fazendo
I'(v)h = / Vu.Vh dz, para todo h € HL(Q),
Q

é facil ver que I'(v) € (H}(Q))*.

Continuidade de I
Considere uma sequéncia (v,)%°, C Hg(Q) tal que v, — v em H} (), quando n — oo.

Como

/ ’

[ (vn) = I (v)]h] = \/Q(V’Un — Vo). Vhdz| < |lv, —of[[|A]],

segue que, quando n — o0,

1 () = I ()l sy = P [ (va) = ' (0)]B] < o, = o]| — 0.

Logo I' ¢ continua. Assim, pela Proposicio 1.28, segue que I € C*(H}(Q),R). ]

Os dois teoremas seguintes nos permitem mostrar que o funcional

J(v) = / F(z,v,Vw)dr, para todo v € Hy(Q),
0

é de classe C'(H}(Q),R).

Teorema 4.6. [/8] Seja Q € RY wum dominio limitado e g : Q x R — R uma funcdo

que satisfaz

(91)

{ para todo t € R, a fungio g(-,t) € mensurdvel em €.

para todo x € , a fungdo g(z,-) é continua em R.
(g2) g(z,t) < a+blt|s, para todosz € Q,t €R, onder,q>1, a,b> 0.

Entao a aplicagao B : L"(Q)) — L1(QY), definida por B(u) = g(x,u(z)), é continua.
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Demonstra¢ao. Primeiro note que B estd bem definida. De fato, se u € L"(2), entao de

(92) segue que

/|g(m,u)|qu < /(a+b|u|g)qu
Q Q

< C/(l + |u|")dx < oo,
Q
onde C' é constante.

Continuidade de B.

Seja (uy,)52, C L"(2) tal que u, — u em L"(2). Entao, a menos de subsequéncias,
n—oo

temos que
U, — u, quando n — oo, .t.p. em €,
lu,| < h(z) € L"(Q) — L'(Q).

Logo, segue da condicao (g;) que
lg(x,u,) — g(z,u)|? — 0, quando n — oo, q.t.p. em €.

Por outro lado, usando (g2) obtemos que

l9(z,un) — gz, w)|? < (lg(z, un)| + |g(z,w))? < Cilg(z, un)|? + |g(z,u)|?)
< C1[(a+ blun|?)? + (a + blu|a)]

< Cy+ Ca(Jua|" + [u]") € LHQ),

desde que u,, u € L"(Q2), onde Cy, Cy, C3 sdo constantes positivas.

Logo, do Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

i |1B(u) ~ Bl = lim | |Bw) ~ Bu)f'de = lin | lg(e,u,) ~ glar,w)l'dz = 0.

n—oo n—o0 Q

O

Antes de mostrar o seguinte teorema, lembremos que, dados r1, 73, q1, ¢2 > 1, 08 espacos
L (Q)NL™2(Q) e L1(Q) + L2(2), munidos com as normas

lellrr@nzra @) = Nlulley + [l

[ull cor @)+ Lo2(0) = Wf{[[o]lgy + lwllg, : v € L9(Q),w € LB(Q), u = v + w}
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sdo espagos vetoriais normados (veja [1]).

Teorema 4.7. Sejam Q um dominio limitado e g : Q x R — R uma funcdo que satisfaz
a condi¢ao (g1) do teorema anterior e

(g3) lg(x,t)] < a|t|% + b\t|‘%, para todos v € Q, t €R, onde a, b > 0.
Defina a aplicagao B : L™ () N L™?(Q) — L1(Q) + L®(Q) dada por B(u) = g(z,u),
ondery, Ty, q1, 2 > 1. Entdo B = B+ By, onde B; é uma aplicag¢io continua de L™ (S2)
em L%(Q2), para todo i = 1,2.

Demonstragao. Pelo Lema de Urysohn, existe £ € C'(R, [0, 1]) tal que

1 se te[-1,1],
0 se teR\(-22).

Definamos A : Q@ x R — R por A(x,t) = &#)g(w,t) e p : Q@ x R — R por
ple,t) = (1= &(t))g(x, ).

Se |t| < 2, de (g3) obtemos

Nz, t)| < |g(z,t)] < alt|® +bJt|= < alt|a + b 2%.
Se |t| > 2,

Az, )] = [€(HA(z, )] =0,

desde que £(t) =0 em R\ [-2,2].
Da analise anterior, obtemos

Az, t)| < a|t|% +5b 2%, para todo x € Q, t € R, (4.17)
Se |t| <1,

|z, )] = (1 = &(t)g(x, )| =0,

desde que £(t) =1 em [—1,1].

r r
Se |t| > 1 podemos supor, sem perda de generalidade, que 1< —2, para obter
0 q2

()] < |g(x,t)] < alt|w +blt|% < aft|s +b|t]% < max{a, b}|t]%.

Assim,
|u(z,t)| < max{a,b}|t|7, para todo z € Q, ¢ € R. (4.18)

Definindo B; : L™ (Q) — L7 (Q) e By : L™(Q) — L=(Q) por Bi(u) = A(z,u) e
Bs(u) = p(x,u), respectivamente, a condi¢ao (g1), (4.17) e (4.18) nos permite aplicar o
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Teorema 4.6 para concluir que B; € C(L"(Q2), L%(SY)), para todo i = 1,2. Além disso, se
lu] <1, entao Bi(u) + Ba(u) = g(z,u) = B(u).

Caso tenhamos 1 < |u| < 2, ocorre que

By (u) + Ba(u) = §(u)g(x,u) + (1 = £(u))g(x, u) = g(z,u) = B(u).
Finalmente, se |u| > 2, entdo By(u) + Ba(u) = g(z,u) = B(u). O

Agora, utilizando os dois teoremas mostrados anteriormente, podemos mostrar o
resultado abaixo, que é de fundamental importancia para garantir que o funcional
I, € C'(H}(Q),R).

Teorema 4.8. Definindo
J(v) = / F(x,v, Vw)dz, para todo v € Hy(9),
0

temos que J € C(Hy(Q2),R).

Demonstracao. De fato, primeiro garantiremos a existéncia da derivada de Gateux de J.

Segue, de (f1), que dado & > 0, existe § = d(¢) > 0 tal que
|f(z,t,€)] <elt|, paratodos z € Q, |t| <4, & € RY.
Para o caso |t| > 0, podemos usar (fy) para obter

a a
7@ €] < a1+ ) = S0 + anltl < 2P + anltl = Clo,

onde C; := & + a;.

Assim, das desigualdades anteriores, segue que
|f(2,t,6)| < elt| + C.|t|P, para todos z € Q, t € R, £ € RY. (4.19)

Definamos
g(x,t) = f(z,t, Vw(x)) e G(z,t) ::/0 g(x,s)ds = F(z,t,Vw(x)).

Note que g satisfaz (g;).
Fixando z € Q, podemos supor que u(x) < u(z) + tv(z), onde u, v € H}(Q) e [¢t| < 1.
Assim, podemos definir ¢ : [u, u+tv] — R por (s) = G(z, s). Note que £ é continua em
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[u,u + tv] e derivavel em (u,u 4 tv), com £ (s) = g(z,s). Logo, pelo Teorema do Valor

Médio, existe v € (0,1) tal que

§(u+ tv) — €(u)

; = & (u+ tyo),
ou seja
G tv) — G
(z,u+ Ut) (z,u) = g(z,u + tyv)v.
Entao
lim J(u+tv) — J(u) — lim F(z,u+ tv, Vw) — F(x,u, Vw)dx
t—0 t t—=0 Jqo t
_ lim G(z,u+tv) — G(x,u) I
t—=0 Jqo t
= %1_{% g g(x,u+ tyv)v dx. (4.20)

Segue de (4.19) e a Desigualdade de Young que

|9(z,u+tyv)o] < (elu+tyo] + Celu + tyvP)o] < elu+tyvffo] + Celu + tyv][y]
< Glut ol + o) + =t o ol
€ C
< 5(01(IUI2+Itlvlvl2)+|v|2)+p;1(p02(IUIp“+ [ty o) + o)
€ C
< (Ol + [0l + [oF) 4+ == (pCalul™ + o) + o)

< Callul? + o] + [uf T + P € LY(Q),
desde que H}(Q) — L*(Q) e Hj(Q2) — LPT(Q). Além disso,
g(x,u+tyv)v — g(z,u)v q.t.p. em , quando t — 0.

Logo, podemos aplicar o Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue em (4.20),

para obter

lim J(u+tv) — J(u)

t—0 t

:/Qg(x,u)vdx:/gf(x,u,Vw)v d.

Consideremos o funcional T, : H}(Q) — R, definido por

Tu(v):/Qf(x,u, Vw)vdz.
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Note que T, (v + vo) = Ty(v1) + Tu(ve). Além disso, da Desigualdade de Hélder, (fs),
H}(Q) — LY(Q) e HY{(Q) — LPTH(Q), segue que

T.(0)] < / (@, Vo)o] de < / ar(1+ JulP)o] da

= apvllp + al/ [ulP|v|dz < ay||lvlly 4 ax||lull},q [v]lpe
Q
< aKa|v|| 4 anlully Kool

= (a1 Ky + arlully Ka)lv]]-

Logo, T, € (H}(Q))*. Entdo a derivada de Gateux de J existe e ¢ dada por J (u) = Ty,.

Para mostrar a continuidade de .J', consideramos a sequéncia (u,)>, C H}(Q) C
L*(Q) N LPTY(Q) tal que uw, — w em Hy(R2), quando n — oo. Definamos B :
L*(Q) N LPTY(Q) — L*(Q) + L%(Q) por B(u) = g(z,u). Segue de (4.19) e do Teorema
4.7 que B = B; + By, onde

B, € C(LX(Q), L2(Q)), B € C(LPY(Q), L™ (Q)). (4.21)
Note que

|(J(un) = J(u))v| = | [f(%umVW)—f(%u,Vw)]vdfdZI/Q[g(fIf‘,un)—g(I,U)]vdxl

Usando a Desigualdade de Hélder, obtemos

|(J (un) = J(w))v]

IN

1B1(un) = Bu(w)lal[vll2 + || Ba(un) = Ba(u)||ns1 V]l p+1
1B1(un) = Bur(w)llo Ki[|o]l + (| Ba(un) — Ba(u)|| o1 K]
< max{Ky, Ko }[ol[([|B1(un) = Bi(u)lla + [ Ba(un) = Ba(u)l| 1),

IN

onde K, K, sao constantes positivas obtidas pelas Imersoes de Sobolev. Logo

1 (un) = T (@l gy = sup |[J () = J (w)]o]

< max{ £, Ko} (|| Bi(un) = Ba(uw) |2 + | Ba(un) = Ba(u)]]es1)-

Assim, de (4.21) segue que J (u,) — J (u) em (H})*, o que mostra que J é continua.

n—o0



Apéndice 78

Logo, segue da Proposicio 1.28, que J'(u) € C'(H}(Q),R). O

Finalmente, os Teoremas 4.5 e 4.8 nos permitem justificar a afirmacao feita no Lema

3.9, a qual enunciamos como um teorema.

Teorema 4.9. O funcional I,, dado em (3.3), é de classe C'(H} (), R).
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