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RESUMO

Com o objetivo de obter atratores de semigrupos em espago de Banach de dimensao infi-
nita como objetos em espacos de dimensdo finita estudamos condi¢des sobre o semigrupo que
asseguram que o atrator global possui dimensdo de Hausdorff ou fractal ("upper"box-counting

dimension) finita.

Palavras-chave: atratores, dimensao fractal, dimensao de Hausdorff, sistema gradiente.



ABSTRACT

In order to obtain the attractors of semigroups in infinite dimensional Banach spaces as
objects in finite dimensional spaces, we study conditions on the semigroups which guarantee

finite Hausdorff, or fractal ("upper"box-counting dimension), dimension for the attractors.

Key-Words: attractors, fractal dimension, Hausforff dimension, gradient system.
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INTRODUCAO

Nesta dissertacdo estudamos as dimensoes de Hausdorff e Fractal de atratores de semigrupos em
espacos de Banach. Com o objetivo de ver tais atratores como objetos em espacos de Banach de
dimensao finita, estudamos condicdes sobre o semigrupo que asseguram que seu atrator global

possui dimensao de Hausdorff ou fractal ("upper'"box-counting dimension) finita.

Como referéncias principais destacamos: Sistemas Dinamicos Nao-Lineares, de A. N. Car-

valho, [20]], Carvalho, Langa, Robinson, [4] e [3]].

Visando um melhor entendimento dos assuntos aqui tratados, divimos este trabalho em dois

capitulos.

No primeiro capitulo, investigamos os atratores de semigrupos em espacos de Banach.
Defini-se semigrupo, atrator global e conceitos de dinamica (como w-limite, assintoticamente
compacto, ...) necessdrios para uma boa compreensdo do estudo aqui exibido. Estudamos
também, condi¢Oes necessdrias e suficientes para a existéncia de atratores globais para semi-
grupos. Além disto, caracteriza-se os atratores de semigrupos gradiente e gradient-like, como
atratores do tipo gradiente (unido dos cojuntos instdveis, W"(y;), dos pontos de equilibrios
ys, 1 <4 < p). Se o conjunto, &£, dos pontos de equilibrio € apenas limitado mostra-se que 0s

atratores dos semigrupos gradient sdo dados pelo conjunto instavel, W*(E).

No segundo capitulo, estudamos inicialmente os conceitos e propriedades das dimensdes
de Hausdorff e fractal ("upper"box-counting dimension). Na se¢do "Dimensdo de Hausdorff",
vamos um pouco além das propriedades da dimensdo e estudamos condi¢cdes sobre o semi-
grupo que nos fornecem uma cota superior para a dimensao de Hausdorff de atratores do tipo

gradiente. Nas secoes [2.3] e [2.4] prova-se que conjuntos compactos de dimensdo fractal finita



podem ser projetados, de maneira injetiva, em um espaco vetorial de dimensao finita e obtem-se
uma cota para a dimensao fractal de conjuntos compactos negativamente invariantes para uma
aplicacdo cuja derivada € a soma de uma contracdo forte e uma fungcdo compacta. Este dltimo
resultado foi primeiramente feito em espagos de Hilbert, por Mallet-Paret, [[15], e posterior-
mente , em espacos de Banach, por Maié, [16]. Neste trabalho seguimos Carvalho, Langa,
Robinson, [3]], que fazem demonstragdes mais simples que Mafié e ainda melhoram o limite da
dimensao fractal em espagos de Banach dado em [16].

Buscando outras condi¢des em que o atrator global, A, tenha dimenséo fractal finita, defini-
mos atrator exponencial para o caso discreto e exibimos resultados em que a dimensao fractal
do atrator global € finita.

Encerrando, na ultima secdo, apresentamos resultados de Bortolan, Caraballo, Carvalho,
Langa, [3], os quais fornecem uma estimativa para a dimensdo fractal do atrator global de
semigrupos gradient-like em termos do médximo da dimensdo fractal dos conjuntos instiveis

locais dos conjuntos invariantes isolados e sob certas propriedades Lipschitz.



NOTACOES

e py : X — [0,00), métrica no espago X.

e (X, px): espago métrico X.

e X*: espaco dual de X.

o C(X):={T:X — X : T écontinua}.

o L(X,Y):={T:X — Y :T linear e limitada}.
e T: conjunto dos nimeros inteiros Z ou conjunto dos nimeros reais R.
e TH={teT:t>0}.

e T+={tecT:t<0}.

o T/ =t+T.

o T, =t+T"

e N: conjunto dos nimeros naturais.

e N* =N\ 0.

e O.(K):={x € X :p(x,K) < e}: e-vizinhanga de um subconjunto K de X.

{T'(t) : t € T*}: semigrupo.

e {S™:n € Z*}: semigrupo discreto.



T(t)B :={T(t)x;z € B}: imagem de B sob T'().

YH(B) = U,cr+ T(t)B: Orbita positiva de B.

V[Jtit,} (B) := Utgsgt/ T(s)B: Orbita parcial entre dois nimeros de T+, ¢ < t'.
% (B) = Uuers T(s +£)B = U,eys T(s)B: Orbita de T(t) B.

T+ 3¢+~ T(t)x € X: solugdo por 2 do semigrupo {T'(t) : t € T"}.

W(B) = Ner+ Vi (B): w-limite.

ag(r) == (Nyer- W: a- limite de x relativo a solugdo global ¢ por .

tllglo disty (T'(t)B, A) = 0: semi-distancia de Hausdorff entre dois conjuntos A e B.
A: atrator global.

Conjunto instdvel do conjunto B:

W*B):={x € X ; existeuma solucdo global ¢ : T — X

tal que ¢(0) =z e tl}r_noo p(o(t), B) = 0}.
Conjunto estdvel do conjunto B:
W?#(B):={x € X ; existe uma solucdo global ¢ : T — X
tal que ¢(0) =z e tlgono p(o(t), B) = 0}.
W.(B): conjunto instdvel local do conjunto B.

W .(B): cojunto estavel local do conjunto B.

: conjunto invariante.

[1]

2 ={E,...,Z,}: familia disjunta de invariantes isolados.
dimy (B): dimensdo de Hausdorff do conjunto B.
BX(0): bola de centro 0 e raio r no espago X.

r

N(r, K): nimero minimo de bolas de raio r necessario para cobrir K.



¢(K): dimensdo fractal do compacto K.

P(X,Y):={P € L(X); P2 = Pe P(X) = Y}: conjunto das proje¢cdes do espago de
Banach X no subespaco Y.

N(P):={reX:PePX,Y), P(x)=0}

P;={PeP(X,Y);NP)nJ =g}

A, = (K, — K,) N{z € X;||z||x > r}, onde K,, é compacto.

Pnr={P € PX,Y);diam(P*(y) N K,) <r,Vy € Y}, onde K,, é compacto.

dpar(X,Y) = log(nt{||T|ccx T~ evxy : T € LIX,Y),T-1 € L(Y,X)}): dis-

tancia de Banach-Mazur entre X e Y.
K(X):{T € L(X) : T é compacta }.
LX) ={TeLlX):T=L+C,comCecK(X)el|lL|lzx) <A}

vA(T) := min{n € N : existe subespaco Z de X, dim(Z) = n tal que

disty (T[B;*(0)], T[BZ(0)]) < A}.
Atrator local A: para algume > 0 A = w(O.(A)).
A* = {x € A:w(xr)N A= }: Repulsor associado ao atrator local A.
(A, A*): par atrator-repulsor.
o(X*, X): topologia fraca*.

* A .
fn — f: convergéncia fraca*.







CAPiTULO 1

ATRATORES PARA SEMIGRUPOS

Neste capitulo apresentamos as defini¢des e resultados bdsicos para caracterizacao de semigru-
pos que possuem atrator global, utilizando como referéncia [4] e [20].

Seja X um espago métricoe py : X X X — [0, 00) sua métrica (onde ndo houver confusdo
omitimos o indice X). Denote por C(.X) o conjunto das aplica¢des continuas de X em X.

Denotaremos por T o conjunto dos nimeros inteiros Z ou conjunto dos nimeros reais R,
TH={teT;t>0}, T ={teT;t<0},T, =t+T" T, =t+ T, N o conjunto dos
nimeros naturais e N* = N\ {0}.

Dado um subconjunto K de X e ¢ > 0, a e-vizinhanca de K € o conjunto definido por

O(K):={zx € X;p(zx,K) < e}

Definicéio 1.0.1. Um semigrupo continuo é uma familia {T'(t) : t € T} C C(X) tal que
e T'(0)x =z paratodox € X,
o T(t+s)=T(t)oT(s),paratodot,s > 0.
e [0,00) x X 3 (t,x) — T(t)x € X é continua.

Para um dado semigrupo {7'(¢) : t € T}, um ponto z € X e um subconjunto B C X,

definimos:

e Paracadat € T, aimagem de B sob T'(t),

Tt)B :={T(t)x : z € B};



e A orbita positiva de B,

yH(B) = | T(t)B;

teT+

e A orbita parcial entre dois nimeros de T™, ¢ < t/,

e A orbita de 7'(¢)B,

v (B) =] T(s+t)B= | T(s)B;

seT+ sETf
o A funcdo T 5 ¢ — T'(t)z € X é a solucdo por x do semigrupo {7'(¢) : t € T*}.

Defini¢do 1.0.2. Um semigrupo {T(t) : t € T} ¢é dito eventualmente limitado se para cada
limitado B C X existe tg € T tal que ~;",(B) ¢ limitado. Diremos que {T'(t) : t € T} ¢é

limitado se v+ (B) é limitado sempre que B for limitado.

Defini¢do 1.0.3. Uma solugdo global de um semigrupo {T(t) : t € T} por x € X é uma
fungdo ¢ : T — X tal que ¢p(0) = x e, para cada s € T,T(t)(¢(s)) = ¢(t + s), para todo
t € T*. Uma solugcdo global constante é chamada uma solugdo estaciondria e o seu valor um

ponto de equilibrio.

Como T'(t) ndo é necessariamente injetiva, se existe uma solugio global ela néo precisa ser

Unica. Quando existe uma solugdo global ¢ : T — X por z € X, podemos definir:

Definiciio 1.0.4. A orbita global de x relativa a solugdo global ¢ é o conjunto v4(x) := {p(t)
t € T}. Para cadat € T escrevemos (74); (z) == {¢(s) : s <t}

O conjunto w — limite de um subconjunto B de X é definido como segue

w(B) = () % (B),
teT+
definimos o conjunto o — limite de x relativo a ¢ por

as(x) = () (1)r ().

teT—



Proposicao 1.0.5. Se B C X, w(DB) é fechado e

w(B)={y e X : existem sequéncias {t,}nen em T e {z,}nen em B

tais que t, — oo ey = lim T(t,)z,}.

n—oo
Se ¢ : T — X ¢é uma solucdo global do semigrupo {T(t) : t € T*} por x € X, entdo
ay(x) € fechado e

n—o0

ag(r) = {v € X : existe uma sequéncia {t,}neny em T tal que t, — oo e ¢(—t,) — v}.

Dem. Primeiramente, w(B) é fechado, pois [),c+ ¢ (B) é uma intersegdo de fechados.

Agora, seja y € w(B). Entdo y € (,ep+ 7/ (B), isto é, para cada n € N existe uma
sequéncia {y}} C v,F(B) tal que

n k—oo0

Ye — Y.
Como yi € vF(B),Vn, k € N, existem ] C B e g C T tais que
yr = T(n + gy
Sabemos que dados n € Ne e > 0, existe k(n,¢) € N tal que,
pYE-y) <&, se k= k(n,e),

isto &, p(T'(n + qp)x},y) < e, se k > k(n, ). Defina entao

assim,

Portanto y = nh_)rgo T(t,)x,.

Para a reciproca, sejay € X e sequéncias {t,} C T" e {z,} C B, taisquet, > ccey =
nhg)lO T(t,)x,. Logo, se fixarmos 7 € T, temos que {T'(t,)z,}1, 5>, C v (B) ey € v+ (B).
Isso mostra que y € w(B).

Provemos agora a caracterizagdo de a(x). Seja v € ay(x), logo v € m, para todo

. 2 . A _ k
t € T~; isto é, para cada n € N existe uma sequéncia {v} }ren C (74) () tal que v} =X 0.

Como v} € (74)_,(x), paratodo n, k € N, existe {s} }n, ren C {s € T; s < —n} tal que

¢(s) = v
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Mas, dados n € Ne ¢ > 0, existe k(n, €) tal que
plug,v) <e, sek > k(n,e),

isto €, p(¢(sk v) <€), se k > k(n,e).

x _ : + .
Defina entdo ¢, = _SZ(n,%)’ assim {t,, }nen C T*. Como SZ(n,%) C{seT: s < —n}
temos que —s 1) > n e portanto t, = —sy =% 0. Além disso,

1 oo
p(¢(_tn)7v) = p(¢(32(n,% )) < ﬁ — 0.

Portanto lim ¢(—t,) = v.
n—oo
Para a reciproca, seja v € X e {t,} uma sequéncia em T+ tal que ¢, — oo e ¢(—t,) —>
v. Assim, fixado 7 € T~ temos que {¢(—%,,)}+,<- C (74), (x) e portanto y € (74)7 (x). Logo

Y € ag(x). O

A seguir definiremos as nog¢des de atracao, absorcao e invariancia sob a a¢do do semigrupo
{T'(t) : t € T*}. Para tal, utilizaremos a defini¢do de semi-distincia de Hausdorff entre dois

conjuntos A e B de X,

disty (A, B) := sup inf p(z,y). (1.1)

zeAYEB

Note que se dist (A, B) = 0 entdo p(z, B) = 0 para todo z € A e portanto A C B,

Definicao 1.0.6. Sejam A e B subconjuntos de um espaco métrico X. Diremos que A atrai B

sob a agdo do semigrupo {T'(t) :t € T"} se
1tlirn disty (T(t)B, A) = 0.
—o0
Se existirum to € TV tal que T'(t)B C A para todo t > to, diremos que A absorve B.

Observacao 1.0.7. Em particular, se A absorve B, entdo A atrai B. De fato, por defini¢do existe
to € T tal que T(t)B C A paratodo t > ty, o que implica que disty (T(t)B,A) =0, YVt >

to. A reciproca ndo é verdadeira.

Definicao 1.0.8. Diremos que um subconjunto A de X é invariante (ou positivamente invari-
ante) pelo semigrupo {T'(t) : t € T*} se T(t)A = A paratodot € TT (ouT(t)A C A). Um
conjunto invariante unitdrio corresponde a um ponto de equilibrio de {T'(t) : t € T}, isto ¢,

um ponto x* € X tal que T(t)x* = x* paratodot € T.
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Note que o conjunto, &£, dos pontos de equilibrio é fechado, pois se £ > z; — y, entdo

n

T(t)y = nh_{l(f)lo(T(t)x*) = nh_}rgo x; =yparatodot € T .

Definicdo 1.0.9. Um conjunto A é chamado um atrator global para {T(t) : t € T*} se é

compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de X sob a agdo de {T(t) : t € T"}.

Observe que o atrator global para um semigrupo {7'(¢) : t € T*} é unico. De fato, se A e

A sio atratores globais para este semigrupo, pela invaridncia temos
disty (A, A) = disty(T(t)A, A) = 0,

assim A C A. Analogamente, mostra-se que A C A.
Com o mesmo raciocinio mostra-se que .4 contém todo subconjunto de X limitado e inva-

riante.

Proposic¢do 1.0.10. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo em um espaco métrico X. Suponha
que {T'(t) : t € T*} tenha um atrator global A. Entdo

A ={x € X : existe uma solucdo global limitada por x}. (1.2)
Dem. Seja z € A. Defina,

¢ TH— X

t— o(t) = T(t)x

¢ estd bem definida e como A é compacto e invariante (¢(t) = T(t)z € A), ¢ também é
limitada.

Agora, sejaxz € A = T(1).A, logo existe z_; € Atal que T(1)x_; = x, para z_; existe
x_9 € Atal que T(1)z_y = z_;. Procedendo indutivamente conseguimos uma sequéncia
{z_}nen C Atalque zg =2 e T(1)zr_,,_1 = z_,, paratodo n € N.

Defina entao

T(t)x, t>0
¢:(t) = | o |
T(G+t)x_,;, te|-4,—j+1)NT, j=1,2,3,...

Afirmacdo: ¢, assim definida € uma solucao global limitada por x.
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De fato, parat € [—j,—j + 1) N T e todo s € T+, temos que

T(s)p(t) = T(s+j+t)z_;
¢(t+s), set + s e[—j,—j+1)NT, j=1,2,3,...
¢ (t + s), se (t +s)>0

pois, se t + s > 0, entdo

T(s+j+t)hr_y; = T(s+(G—1)+)T(1)z_,
= T(s+(G—1)+t)r_jn

= T(t+ s)xg:= ¢(t + 5).

A limitagdo segue pelo mesmo argumento usado para ¢.
Reciprocamente, cada solug@o global limitada ¢ : T — X para {T'(¢) : t € T} é invari-
ante, logo ¢(T) C A. O

Proposicao 1.0.11. Seja K um subconjunto compacto de X e {x, }nen uma sequéncia em X
tal que

n—oo

p(x,, K) — 0,

entdo {x, } nen tem uma subsequéncia convergente cujo limite estd em K.
Dado um semigrupo {T'(t) : t € T*} e K um subconjunto compacto de X, se K atrai um

conjunto compacto K, entdo v (K,) é relativamente compacto e & #+ w(K;) C K.

Dem. Como

n—oo

ny K) =1 f ns 0,
plan, K) = inf plan,y) —

. : . 1 o~
dado j € N, existe n; € Ntal que 1n}f< p(z,,y) < —, paratodon > n; e pela defini¢do de infimo
ye J
conseguimos uma sequéncia {yn, }jen C K tal que p(zn;, Yn,) < %,para todo j € N*. Como
, . N L . j—o0
K é compacto podemos assumir, passando a uma subsequéncia se necessario, que y,, — ¥o

para algum yy € K. Assim, obtemos

p(xnj’yo) < p(xnj’ yn]) + p(yNja yO) Jif 0,

isto é, {x,, }nen possui uma subsequéncia convergente.
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Para a segunda afirmacdo, por hipbtese, temos que
disty(T(H) K1, K) =30,

ou seja, dado e > O existe ty € T™ tal que sup p(y, K) < e, para todo ¢ > t.
yeT(t) Ky
Mostremos que ' (K) € relativamente compacto. Para tal, provamos que 7+ (K;) U K é

totalmente limitado e completo, ou seja, compacto. Dado, € > 0 existe ¢, € T tal que
T(t)K, C O:(K), V't >t

Logo, Up>t,T'(t) K, estd contido em uma unido finita de bolas de raio £ (K é compacto, entdo
existe um cobertura finita por bolas de raio § para K. Aumentando o raio de cada uma dessas bo-
las para e cobrimos O¢ (K) e portanto Us>4, T'(¢)(K1). Pela continuidade de T'(¢) : Tx X — X
e compacidade de [0, to] x K, segue que Up<;<4,7'(t) (K1) é compacto, consequentemente, total-
mente limitado. Assim, v (K7)UK é totalmente limitado. Pela primeira parte da demonstragéo
v (K1) U K é completo. Portanto 4+ (K) é relativamente compacto.

Como m é compacto e ndo-vazio para todo t € T+ e v+ (K,) C m, s > t,a

familia de fechados {7, (K1) };er+ possui a propriedade da interse¢do finita e portanto

w(Ky) = m v (K1) # 2.

teT+

Para finalizar mostremos que w(K7) C K. Dado y € w(K7) e e > 0, existe to € T tal que

y € 74 (K1) C O:(K);isto é, p(y, K) < e. Pela arbitrariedade de € segue o resultado. O

Note que se {T'(¢) : t € T"} é um semigrupo com atrator global A entéo a 6rbita positiva

de todo subconjunto compacto de X é relativamente compacta.

Lema 1.0.12. Seja {T(t) : t € T} um semigrupo em X. Se B C X, entdo T (t)w(B) C w(B)

parat € TT. Se B é tal que w(B) é compacto e atrai B, entdo w(B) é invariante.

Dem. Se w(B) = &, ndo hd o que provar. Suponha entio y € w(B) e fixe t € T*. Pela
caracteriza¢do de w(B), dada pela Proposi¢do existem sequéncias {t,}nen C TT e
{Zn}nen C B tais que t,, — oo e T'(t,)x, — y. Da continuidade de 7'(¢) e da propriedade de
semigrupo, segue que

T(tyy=T(t) lim T(t,)z, = lim T(t+ t,)x,.

n—oo n—oo
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Portanto, novamente pela Proposi¢do T(t)y € w(B). Logo, T(t)w(B) C w(B), para
todot € TT.

Para completar a demonstragdo resta mostrar que se w(B) é compacto e atrai B, entdo
w(B) C T(t)w(B), paratodo t € T*. Seja x € w(B), logo existem sequéncias {t, }neny C T
e {T,}neny C B tais que T'(t,)x, — x. Parat € TT fixo, uma vez que t,, — 00, existe ng € N

tal que t,, > ¢, para todo n > ny. Portanto

n—o0

THT(t, —t)z, =T(t,)x, — =. (1.3)

t—o00

Como w(B) atrai B, em particular temos p(7'(t, — t)x,,w(B)) — 0. E pela compacidade de
w(B) segue da Proposicao|1.0.11} que {7T'(t,, —t) 2, } nen possui uma subsequéncia convergente,
digamos, T'(t,, — t)n, %y € w(B). Note que

T(ty = T(t)(lim T(t, — t)z;)

J—00

= lim (T(t,,)z) = 7,

J—00

ou seja, se © € w(B), entdo x € T(t)w(B); isto é, w(B) C T(t)w(B). Portanto w(B) =
T(t)w(B), paratodo t € TT. O

Segue imediatamente do Lema anterior que, se x € X, w(x) atrai z e w(z) = {z*}, entdo

x* € um ponto de equilibrio para {T'(t) : t € T*}.

Lema 1.0.13. Suponha que x € X ¢é tal que existe uma solucdo global ¢ : T — X por x tal

que ¢(T~) é compacto. Entdo, os(x) € ndo vazio, compacto e invariante.

Dem. Da defini¢do de ay(x), por (v4); (z) C (74)5(x), t < s < 0, da compacidade de
»(T~) e da propriedade da intersec@o finita segue que () € ndo-vazio e compacto.
Agora provemos que oy () € invariante. Fixe ¢ € T™. Pela caracterizacdo dada pela Pro-

n—oo

posicdo _ se y € ag(r), existe uma sequéncia t, "—> oo tal que ¢(—t,) —> y. Da

continuidade de 7'(¢) : X — X temos que

n—oo

T(t)p(—tn) = ¢t —tn) — T(t)y

e portanto T'(t)y € ay(z). Por outro lado, se w € (), existe uma sequéncia t, "—3 oo

tal que ¢(—t,) "= w. Fixe t € T*. Como {¢(—t,, — ) }nen C &(T—) temos que {¢(—t,, —
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t) bnen € relativamente compacto. Passando a uma subsequéncia se necessario, existe z € X tal

que ¢(—t, —t) =3 ze z € ay(x). Assim, pela continuidade de T'(t) : X — X,

T(t)z = lim T(t)p(—t, —t) = lim ¢(—t,) = w.

n—oo n—o0

Logo, w € T'(t)(ag(x)), ou seja, ay(z) C T(t)(ay(x)), paratodo t € TT.
Portanto T'(t)(a(z)) = ay(z), paratodo t € TT. O

De forma andloga ao comentario apds o Lema [1.0.12] segue do Lema anterior que, se ¢ :

T — X € uma solugdo global por z € X tal que ¢(T~) é compacto e a(x) = {z*}, entdo z*

¢ um ponto de equilibrio para {T'(¢) : t € T*}.

Lema 1.0.14. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo em X e B C X tal que w(B) é compacto e

atrai B.
o se T =7, Béconexoe B D w(B), entdo w(B) é conexo;
e Se T =R e B é conexo, entdo w(B) é conexo.

Dem. Suponha que T = Z e que w(B) é desconexo, entdo w(B) é a unido disjunta de dois
conjuntos compactos separados por uma distancia 2r. Como w(B) atrai B, dado e = r > 0,
existe tg € T tal que sup p(T'(t)z,w(B)) < r, paratodo t > t¢; e, como T'(t)(B) é conexo (B
¢ conexo e T'(t) é COH&?I?IO), temos que 7'(¢) B deve estar contido na r vizinhanga de uma das
componentes conexas de w(B) para ¢ suficientemente grande. Assim, pelo Lema|1.0.12] temos
uma contradi¢do uma vez que w(B) é invariante e como, por hipétese, B O w(B), obtemos
T(t)B D T(t)w(B) = w(B), paratodo t € T*.

Agora suponha que T = R. Pela defini¢do de semigrupo 7'() : [0,00) x X — X € continua,
logo T'(t) leva o conexo [t,00) X B no conexo v (B) = J,cp+ T'(t + s)B e assim, v (B) é

conexo para cada ¢ > 0. Portanto w(B) = (,cr+ 77 (B) é conexo. O]

Lema 1.0.15. Se B é um subconjunto ndo-vazio de X tal que ’y:g (B) é compacto, para algum

to € T, entdo w(B) é ndo-vazio, compacto, invariante e w(B) atrai B.

Dem. Pelo Lema [1.0.12| precisamos apenas mostrar que w(B) € ndo-vazio, compacto e que
w(B) atrai B.

Como & # B C X, v (B) é compacto e v, (B) C 7;,(B), para todo t > t,, temos que

;" (B) é ndo vazio e compacto para cadat > ty, t € T+,
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A compacidade de w(B) segue do fato de que w(B) ¢ fechado e w(B) C v, (B).

Mostremos que w(B) é ndo-vazio. Sejax € B e {t,}neny C TT, assim {T'(t,)x}nen C

n—oo

%*O(B) para todo t,, > t,. Entdo, passando a uma subsequéncia se necessdrio, 7'(t,)r — z €

(B).

S

Agora, provemos que w(B) atrai B. Suponha que ndo. Entdo existe ¢o > 0 tal que

sup p(T'(t)z,w(B)) > &g, paratodo t € T.
zeB

Assim, conseguimos sequéncias {, }nen C B e {t,}nen C Tt com t, =3 oo tais que
p(T(tp)Tn, w(B)) > ep, para todo n € N. Como m ¢ compacto e {T'(t,)z,;n >
n} C W para algum 7 € N, existem subsequéncias ¢, 2% s e {xnj}neN C B tais
que T'(tn,x,,) converge para algum y € X. Pela caracterizagio dada pela Proposigdo m
y € w(B), mas p(y,w(B)) > &g, absurdo. Portanto w(B) atrai B. O

Observacio 1.0.16. Se K é um subconjunto compacto de X que atrai a si mesmo, entdo v" (K)
é relativamente compacto e w(K) C K; ainda mais: w(K) é ndo-vazio, compacto, invariante

e w(K) atrai K. Para tal, utilize a Proposi¢do|1.0.11} com K, = K, e o Lema|l.0.15|com o

fato de que ;" (K) é um subconjunto fechado de um conjunto compacto para todot € T.

Definicdo 1.0.17. Um semigrupo {T'(t) : t € T*} ¢ dito assintoticamente compacto se, para
qualquer subconjunto fechado, limitado e ndo-vazio B C X, para o qual T(t)B C B, para

todo t € T, existe um conjunto compacto J C B que atrai B.

Lema 1.0.18. Se {T'(t) : t € T} é um semigrupo assintoticamente compacto e B é um

subconjunto ndo-vazio de X tal que ~;,(B) € limitado, para algum t, € T, entdo w(B) é

ndo-vazio, compacto, invariante e w(B) atrai B.

Dem. Como T'(t)v,5(B) C 7, (B), paratodot € Tt e T'(t) : X — X ¢é continua, temos que

T(t)vi(B) C T(t)v:(B) C 7 (B) # @, paracada ¢t € T". Entdo, por hipétese, existe um

n—oo

subconjunto compacto J C v, (B) que atrai 7, (B). Assim, dada e, %0, existe £, — 00

tal que

T(t)y4(B) C O, (J), Yt > ty. (1.4)

Logo, usando a Proposi¢do [1.0.11, @ # w(B) C J. Uma vez que w(B) é fechado e J é

compacto, segue w(B) é compacto.
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Se mostrarmos que w(B) atrai B, pelo Lema obtemos a invariancia. Entdo, suponha
que w(B) ndo atrai B. Consequentemente existem ¢y > 0 e sequéncias {z,},en C B e
tn =3 o0 tais que p(T(t,)x,, w(B)) > g,. Como .J é compacto, vale (T.4) e pela Proposigio
obtemos subsequéncias {$nj }jen C Be U, % o tais que

T(tn,)n, gy para algum z € J.

Assim, z € w(B), mas p(z,w(B)) > e, absurdo. Portanto w(B) atrai B e concluimos a

demonstracao. 0

Proposic¢do 1.0.19. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo em um espaco métrico X. Suponha
que {T(t,)x, : n € N} € relativamente compacto sempre que {T'(t,)x,, : n € N} é limitado
em X, {x,, : n € N} é limitado em X e t, == co. Entdo {T(t) : t € T} é assintoticamente
compacto.

Reciprocamente, se {T(t) : t € T} é um semigrupo eventualmente limitado e assintotica-
mente compacto entdo {T'(t,)x,, : n € N} é relativamente compacto sempre que {x,, : n € N}

, A . . . n—0o0
€ uma sequéncia limitada em X e t,, — o0.

Dem. Seja B C X um subconjunto fechado, limitado e ndo-vazio, para o qual 7'(t)B C B,

para todo t € T™. Valem as seguintes afirmagdes:

e w(B) # @. De fato, considere uma sequéncia {z,},en C B e t, "% 0. Entdo,
{T'(t,)xn}nen C B e por hipétese, segue que {7'(t,,)x, nen € relativamente compacto.
Logo, passando a uma subsequéncia se necessario, 1'(t, )z, "% y. Pela caracterizacio

de w(B) por sequéncias, y € w(B).

e w(B) C B. Observe que ;" (B) = U,>:T(s)(B) C B, paratodo t € T*. O que implica:
w(B) C B.

e w(B) é compacto. Como T'(t)B C B, Vt € T* e w(B) C B segue, pela hipdtese, que

w(B) = w(B) é compacto.

e w(B) atrai B. Suponha que ndo. Assim, existem gy > 0, {z, },en C Bet, % o tais
que p(T'(t,)x,,w(B)) > &9. De forma anédloga ao que foi feito para provar a primeira

~ A . Rl n—oo
afirmacdo temos, passando a uma subsequéncia se necessdrio, que 7'(t,)x, — y €

w(B). Mas, p(y,w(B)) > &y, absurdo.
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Portanto, exibimos um subconjunto compacto w(B) de B que atrai B, ou seja, provamos
que {T'(t) : t € T*} é assintoticamente compacto.

Reciprocamente, se {7'(t) : t € T*} é um semigrupo eventualmente limitado e {z,, },en é
uma sequéncia limitada em X, existe um ¢y € TV tal que C' = m ¢ um conjunto
limitado. Como C' é positivamente invariante e {7'(¢) : t € T*} é assintoticamente compacto,
existe um compacto J C C que atrai C. Em particular, {T(¢,,)x, } nen converge para J quando

n tende ao infinito e portanto € relativamente compacto. 0

Definiciio 1.0.20. Um semigrupo {T'(t) : t € T"} ¢é dito condicionalmente eventualmente
compacto se dado B limitado e positivamente invariante, existe tg € T tal que T(tg)B é
compacto. Um semigrupo {T'(t) : t € T*} ¢ dito eventualmente compacto se dado B limitado

existe tg € T tal que T'(t) B é compacto.

Teorema 1.0.21. Um semigrupo condicionalmente eventualmente compacto é assintoticamente

compacto.

Dem. Seja B C X um conjunto fechado, limitado, ndo-vazio e positivamente invariante. Como
{T'(t) : t € T*} é condicionalmente eventualmente compacto, existe t5 € T tal que ;" (B) é
compacto. Pelo Lema|1.0.15| w(B) é ndo-vazio, compacto, invariante e w(B) atrai B. Portanto

T(t) :t € Tt} é assintoticamente compacto. ]
{ p

Defini¢do 1.0.22. Diremos que um semigrupo {T'(t) : t € TT} ¢é ponto dissipativo (limitado
dissipativo / compacto dissipativo) se existir um subconjunto limitado B C X que atrai pontos

(subconjuntos limitados / subconjuntos compactos) de X.

Observacao 1.0.23. Na definicdo acima podemos trocar a palavra atrai pela palavra absorve
sem mudar os significados dos conceitos. De fato, pela Observagdo [I.0.7} se absorve, atrai.
Por outro lado, seja B C X limitado que atrai pontos x € X, logo O.(B) é limitado e

T(t)xr C O(B), V't > to. De forma andloga prova-se os casos restantes.

Lema 1.0.24. Seja {T'(t) : t € T*} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente com-
pacto. Se v (K) é limitada sempre que K é compacto, entdo {T(t) : t € T} é compacto
dissipativo.

Dem. Como {T'(t) : t € T} é ponto dissipativo, existe um conjunto nio-vazio e limitado

B que absorve pontos de X. Seja U = {x € B : v"(x) C B}. Entdo valem as seguintes

afirmacdes:
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(1) U é nao-vazio;
(i) v (U) =U;
(iii) U é limitado;

(iv) U absorve pontos;

(v) v+(U) é positivamente invariante.

De fato, para afirmacao (i), note que, como B absorve pontos e considerando x € X, existe
to € TT tal que T(t)r C B, para todo t > ty,. Defina entdo y = T'(ty)r € B e assim
T(t)y = T(t + to)r € B paratodo t € T*. Consequentemente 7" (y) C B e portanto
y € U. Claramente U C v+ (U). Por outro lado, se y € v (U), entdo existem t, € T" e
xg € U tais que y = T'(tg)xo. Como xy € U, por defini¢do " (zg) C Beassimy € Be
T(tyy = T(t + to)xg € B paratodo t € T, provando a afirmag@o (ii). J4 a afirmacéo (iii)
segue direto da definicdo de B e U. Para demonstrar (iv) tome x € X; sabemos que existe
to € T* tal que T'(t)x € B, para todo t > t; e com o mesmo argumento utilizado na prova
da afirmacg@o (i) mostra-se que 7'(t)z € U, para todo t > ty. Ja (v) segue do fato de 7'(¢) ser
continuo e T'(¢)(v+(U)) C v+(U), Vt € TT.

Sabendo que sdo vdlidas as afirmagdes acima e que {7'(¢) : t € T*} é assintoticamente
compacto, temos que existe um subconjunto compacto K C W = U, tal que K atrai U e
portanto /K atrai pontos de X .

Mostremos agora que existe uma vizinhanga V' de K tal que W ¢ limitado para algum
t € T*. Se este ndo € o caso, existem sequéncias x, € X, z, — y € K e t, — 0o tais que
{T'(t,)x, : n € N} ndo é limitada. Considere A = {z,, : n € N}, logo A é relativamente
compacto e 7;" (A) é ndo-limitada para cada t € T*. Logo, 7" (A4) D ~," (A) é ndo-limitada
contradizendo a hipétese de que v (G) € limitada sempre que G é compacto.

Seja V uma vizinhanga de K ety € T tais que ;" (V') é limitado. Como K atrai pontos,
para todo z € X, dado ¢ > 0, existe t, € T tal que p(T'(t)x,K) < 5,V t > t,. Sendo
T(t) € C(X), existe Os(x), vizinhanga de =, tal que p(T'(t,)z, T(t.)y) < 5,Vy € Os(z).
Logo, p(T(t,)y, K) < ¢, paratodo y € Os(z). Consequentemente, para todo x € X existe

uma vizinhanga Os(x) de x e t,, € T tais que T'(t,)Os(z) C V. Assim

T(tv + tx)(’)(;(m) C T(tv)v C ’7:‘_/(‘/)
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o que implica: T(t)T(ty + t,)Os(z) C T(t)v (V) C ~ (V), YVt € TT; isto &, 7 (V)
absorve uma vizinhanga de « paracada x € X (T(t)Os(x) C v (V), Vit >ty +t,).

Se G é um subconjunto compacto de X, entdo G = |J;_, Os(z;), ;i € G. Definindo
to = max{(t, +t;,) : ¢ =1,2,...,n}, t,, como t, acima, temos que

n

T(t)(G) = | JT®)Os(x:) €~ (V), Vit > to;

i=1
ou seja, v, (V') abosorve subconjuntos compactos de X . Portanto {T'(t) : ¢t € T*} é compacto

dissipativo. u

Proposicao 1.0.25. Seja X um espagco métrico e {T(t) : t € T} um semigrupo em X. Se K é

compacto e atrai a si mesmo sob a agdo de {T'(t) : t € T*}, entdo w(K) = (V,eps T(1) K.

Dem. Note que (),orr T(1) K C w(K), pois se x € (,ep+ T'(t) K entdo existe y, € K tal que
x =T(t)y;, paracada t € TT e assimx € ~,"(K),Vt € TT. Agora, para a inclusdo contréria,
pela observacgao garantimos que w(K) C K e w(K) é ndo-vazio, compacto, invariante
e atral K. Assim,

WK)=Tt)w(K)CT{Ht)K,Vt €T,
concluindo o resultado. O]

Proposicdo 1.0.26. Seja X um espaco métrico e {T(t) : t € T} um semigrupo em X. Se B ¢é

um conjunto positivamente invariante, entdo w(B) = (\,cp+ T(t)B.

Dem. Por hipétese T(t)B C B, para todo t € TT. Assim, T(t + t)B = T(t)T(1)B C
T(t)B, V't € T* e portanto v (B) = T'(t)B. O

Teorema 1.0.27. Um semigrupo {T'(t) : t € Tt} é eventualmente limitado, ponto dissipativo

e assintoticamente compacto se, e somente se, {T(t) : t € Tt} tem um atrator global A.

Dem. Primeiramente mostraremos que se {7'(t) : t € T} é eventualmente limitado, ponto
dissipativo e assintoticamente compacto, entdo tem um atrator global. Suponha que 7 (G)
ndo seja limitada para algum G' compacto. Logo existem sequéncias z,, € G, x, = y €
G e t, — oo, tais que {T(t,)x, : n € N} ndo é limitada. Considere A = {x,, : n € N},
logo A é compacto e 7; (A) é ndo-limitada para cada ¢t € T, contradizendo a hipétese de
{T(t) : t € T} ser eventualmente limitado. Portanto *(K) é limitada sempre que K for

compacto. Associando este resultado com o fato de {T'(t) : ¢ € T*} ser ponto dissipativo
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e assintoticamente compacto e utilizando o Lema [1.0.24] obtemos que {7'(t) : t € Tt} é
compacto dissipativo. Seja C' um conjunto limitado que absorve subconjuntos compactos de
X. Considere B = {z € C: 4*(z) C C}. De maneira andloga as afirmagdes feitas na

demonstra¢gdo do Lema valem as seguintes assercoes:
(i) B é nado-vazio;
(i) B absorve subconjuntos compactos de X;
(iii) T(t)B C B.

Como {T(t) : t € T*} é assintoticamente compacto, existe um compacto K C B que atrai B
e consequentemente atrai subconjuntos compactos de X.
Pela Observacao o conjunto 4 = w(K) é ndo vazio, compacto, invariante e atrai K.
Seja J C X, compacto, pela Proposigﬁo w(J) C K é ndo vazio, compacto e invari-

ante. Além disto, sabemos que w(.J) atrai J. Por outro lado,
wlJ)=T{t)w(J) C THK, Vt € TT.

Logo, pela Proposi¢ao([1.0.25, w(J) C (), e+ T(t)K = w(K). Portanto, w(K) atrai .J.

Seja B um subconjunto limitado de X, com {7'(¢t) : t € T"} é eventualmente limitado e
assintoticamente compacto, segue do Lema que w(B) é ndo vazio, compacto, invariante
e atrai B. Logo, pelo pardgrafo anterior, temos que A = w(K) atrai w(B) e juntamente ao fato

de w(B) ser invariante segue que
distyr(w(B), A) = distg(T(t)w(B), A) = 0.

Portanto w(B) C A e consequentemente A atrai B.

Reciprocamente, se {7'(t) : ¢t € T*} tem um atrator global A, entdo existe um ¢ =
t(B,e) € T tal que para todo subconjunto B de X limitado v,"(B) C O.(A), ou seja,
{T'(t) : t € T*} é eventualmente limitado. Como A atrai pontos, {7'(t) : t € T"} é ponto dissi-
pativo. Para provar que ele é também assintoticamente compacto seja {7'(t,)Zn }nen, {Zn }nen
limitadas e ¢, —> oo. Logo, A atrai {T(tp)xn}nen € {Tn}nen. Pela Proposigdo
{T(tp)n}, ey é compacto e pela Proposigio {T'(t) : t € T*} é assintoticamente com-
pacto. [
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1.1 Condicoes suficientes para a existéncia de atratores para
semigrupos

Teorema 1.1.1. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo ponto dissipativo e eventualmente com-

pacto. Entdo {T(t) : t € T} tem um atrator global A.

Dem. Pelos Teoremas |1.0.21| e [1.0.27| precisamos apenas mostrar que {7'(t) : t € T"} é

eventualmente limitado. Como {7T'(t) : t € Tt} é eventualmente compacto, dado B C X
limitado, existe tz € T+ tal que T(t)B é compacto. Logo, T(t)T(tz)B C T(t)T(tp)B;
portanto, se mostrarmos que a érbita positiva de subconjuntos compactos de X sdo limitadas
concluimos a demonstragao.

Seja K um subconjunto compacto de X e By um subconjunto aberto e limitado de X que
absorve pontos. Dado, © € K, existe to € T tal que T'(t)x C By, para todo ¢t > ¢, e pela
continuidade de 7T'(t) : X — X existe Os(x) tal que T'(t)Os(x) C By, para todo t > .
Consequentemente

T(t)T(H)Os(x) C T(ts,)Bo, Yt > to,

ou seja, existe t, = to + tp, € T tal que T'(s)Os(z) C T'(tp,) By para todo s > t,. Como K
é compacto entdo K C UY_,Os(x;), comz; € K, 1 < i < p. SejaT = 7(K) = max{t,, :
1 < i < p}, Ko = T(ts,)Bo e Ko = V(4K Pela continuidade de 7 : T+ x X — X e

por {T'(t) : t € T*} ser eventualmente compacto K; e K, sdo compactos. Note que

vHK) = U 7o |ul | TE)E| KUK,
0< s <7(K) s >7(K)
Portanto v (K') é limitada para todo subconjunto compacto K C X. O

Teorema 1.1.2. Seja X um espaco de Banach e {T'(t) : t € T} um semigrupo em X. Suponha
que T(t) = S(t) + K(t) como S(t) e K (t) satisfazendo:

e Para cada subconjunto limitado B de X, existe um tg € T tal que K (t)B ¢é relativa-

mente compacto para todot > tp;

e Para cada subconjunto limitado B de X, existe tp € T tal que sup ||S(t)z||x =
zeB

t—o00

sp(t) < coparatodot > tp e sp(t) — 0.
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Entdo {T(t) : t € T} é assintoticamente compacto. Além disso, se {T(t) : t € T"} é ponto

dissipativo e eventualmente limitado, entdo ele possui um atrator global.

Dem. Seja B um conjunto ndo vazio, fechado, limitado e positivamente invariante. Dado ¢ > 0,
escolha ty € T tal que to > tp e sp(ty) < Como K (ty)B é relativamente compacto,

5
existem N = N, (B) € Ney, ..., yy em K (to) B tais que K (tg)B C U, B (y;). Segue que

w(B) = [ T()B C T(t) B C S(to) B + K(to) B C B:(0) + | B (w) < | B(ws);

t eT+ ; i=
onde a primeira igualdade segue da Proposi¢do [[.0.26] Uma vez que ¢ € arbitrario, temos que
w(B) é totalmente limitado. Logo w(B) é fechado e totalmente limitado no espaco de Banach
X, portanto compacto. Note que w(B) é ndo vazio, pois {7 (t,)z,} = {K(t,)z, + S(t,)zs},
com {x,},en C B, é totalmente limitada, logo relativamente compacta e portanto possuindo
uma subsequéncia convergente.

Suponha que w(B) ndo atrai B, entdo existe ¢g > 0 e sequéncias {x,, }nen C B e {t, }neny C
T+ tais que t, —> oo e p(T(ty)zn,w(B)) > o, para todo n € N. Pela demonstragio que
w(B) ndo é vazio temos que {7'(t,)x,} tem uma subsequéncia que converge para y € w(B);
absurdo, pois p(y,w(B)) > 0. Concluimos que w(B) C B é ndo-vazio, compacto e atrai B,
provando que {7'(¢) : t € T*} é assintoticamente compacto.

Agora, a dltima afirmagao segue direto do Teorema[1.0.27] O

1.2 Semigrupos Gradientes

Trabalharemos nesta secdo com semigrupos gradientes. Denotaremos por £ o conjunto dos

pontos de equilibrio para o semigrupo {7'(¢) : t € T*}.

Definicdo 1.2.1. Um semigrupo {T'(t) : t € T'} é dito gradiente se tem uma funcdo de

Lyapunovy isto é, se existe um fungdo continua V' : X — R com as seguintes propriedades:
(i) Tt >t — V(T (t)x) é decrescente para cada x € X.
(ii) Se x é tal que V(T (t)x) = V(x) paratodo t € T+, entdo x € £.

Lema 1.2.2. Se {T'(t) : t € T} é um semigrupo gradiente, entdo w(x) é um subconjunto
de € para cada x € X. Se existe uma solugdo global ¢ : T — X por x entdo ay,(z) € um

subconjunto de E.
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Se {T(t) : t € Tt} é um semigrupo gradiente, tem atrator global A e £ sé tem pontos
isolados, entdo £ é finito e para cada x € X, w(x) é um conjunto unitdrio. Neste caso, se

reAe¢: T — Aéuma solugdo global por x, entdo o,(x) é um conjunto unitdrio.

Dem. Se w(x) = & o resultdo é trivial. Se w(z) # @ ey € w(xr) existe uma sequéncia
t, € T, t, — oo, tal que T'(t,)z == y e pela continuidade da V': V(T'(t,)z) — V (y). Logo
V(T(t)z) i V(y), pois é decrescente e possui uma subsequéncia convergente. Como, pela

Lema|l.0.12, T(t)w(z) C w(x), t € TT, temos que cada ponto y € w(z) é tal que

V(y) = lim V(T(t,)x) =c e V(T(t)y) = V(T(t) lim T((t,)x) = lim V(T (t+t,)x) = c,

el n—sc0 n—00
onde ¢,, — oo. Pela propriedade (ii) na Defini¢do [1.2.1]temos que y € £.

Suponha que exista uma solugdo global ¢ : T — X por z. Se a,(zr) = @ o resultado é
trivial. Por outro lado, se z € ay(x), existe t, C T tal que t,, — oo e ¢(—t,) — z. Logo,

V(o(—t)) 2., para algum ¢ € R, pois é crescente (sejas >tea = t — s> 0, entdo

V(=¢(s)) = V(T(a)p(=s —a))

A
=
=
=2
SN
|
=
I
=
N
S

e tem uma subsequéncia convergente. Como, pela demonstra¢do do Lema|1.0.13} T'(¢)as(x) C

ae(x), paratodo t € TT, segue para cada ponto z € ay(x) que:

V(z) = lim V(¢(—t,)) =ce V(T(t)z) = lim V(T (t)p(—t,)) = lim V(o(t —t,)) = c.

n—o0 n—oo n—o0

Portanto a,(z) C £.

Agora suponha que {7'(t) : ¢t € T*} tem um atrator global .A. Como A é compacto, & C A
e & é fechado, segue que £ é compacto. Sendo todos os pontos de £ isolados, entdo & € finito,
pois caso contrdrio £ teria um ponto de acumulag@o, logo um ponto que nao € isolado.

Ainda resta mostrar que w(x) e ay(x) sdo conjuntos unitdrios. Se T = R o resultado é
direto uma vez que w(x) e oy () sdo conexos e os pontos de £ sdo isolados. Parao caso T = Z
suponha que w(z) = {yi,...,y;} C € com [ > 2, entdo existe uma cobertura disjunta {N;}!_,

com a propriedade de que cada N; € infinito e lim 7'(t,)r = y;,1 < i < [ (de fato, como
neN;
n—oo

yF € w(z), para todo € > 0, sejam ¢!, € T+ tais que p(T'(t,)x,y;) < €. Como o conjunto
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dos t € T, tais que T'(t)x ¢ UL_,O.(y}), é finito, conseguimos tal cobertura de N). Agora,

escolha uma sequéncia {k, },en tal que ko1 € Ny e kg, = kg1 + 1 € Ny, para algum

2 < j <l Entdo, y; = T(1)y; = lim T(1 + k) = lim T(kzp—1)z = yj, absurdo.
n—oo n—oo

Logo, se o conjunto das solugdes estaciondrias for finito, entdo w(x) serd um conjunto unitario.

A prova de que as(x) é um conjunto unitdrio quando o conjunto das solugdes estaciondrias é

finito e T = Z € andloga. [

Teorema 1.2.3. Suponha que {T'(t) : t € T} é um semigrupo gradiente que é eventualmente
limitado, assintoticamente compacto e tem um conjunto de equilibrio £ limitado. Entdo {T(t) :

t € Tt} tem um atrator global A = W*(E), onde

W(&):={ye X : existeuma solugdo global

o(+) : T — X por y tal que ¢(t) i E}

¢ chamado de conjunto instdavel de £. Se £ = {e€7, ..., el } € finito, entdo A = J;_, W*"(e}).

Finalmente, se existe um conjunto conexo e limitado B que contém A, entdo A é conexo.

Dem. Como {T'(t) : t € T} é eventualmente limitado e assintoticamente compacto segue,
pelo Lema que para cada z € X, w(z) é ndo vazio, compacto, invariante e atrai x.
Do fato de que {T'(t) : t € T"} é gradiente temos, pelo Lema[1.2.2] que w(z) C & e como
€ ¢é limitado segue que {7'(t) : t € T*} é ponto dissipativo. Portanto, do Teorema
{T'(t) : t € T"} tem um atrator global.

Se © € A, existe uma soluc@o global limitada ¢ : T — X por . Como ¢(T) C A é
relativamente compacto, as(x) # @. Do Lema ags(r) C E. Disto, segue que A C
WH(E).

Por outro lado, se z € W*(E), existe uma solugdo global ¢ : T — X por z e ¢(t) ==
£ C A. Note que ¢(T) é limitada. De fato, dado ¢ > 0 existem £ < 0 e ¢ > 0 tais que
p(t) € O.(&) paratodo t < te ¢(t) € O.(A) para todo ¢ > 1, esta tltima inclusio devido ao

fato de que ¢(t) = T'(t)x parat € T" e {x} ser limitado. Logo,

O(T) = {o(t) - t <TpU{o(t) - t € [LT} U{o(t) - t > 1}

¢ limitada. Por ser ¢(T) invariante e limitado concluimos que ¢(T) C .4 e consequentemente

x € A. Portanto A O W*(E). Provando que A = W*(&).
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Se £ = {ef,...,e} entdo A = U, W"(ef). Pois, claramente, W*(E) D UL, W*(e})
e para a inclusdo contrdria seja x € W"(E). Logo, existe ¢ : T — X solugdo global por
x tal que para todo ¢ > 0 existe f < 0 tal que o(t) € O () para cada t < t. Considere

max{p(e] e3);i#j,1<i,j<n} . ¢ )
g0 = — e assim concluimos que = € W*(e}) para algum 1 < i < n.

Seja B um conjunto conexo e limitado tal que A C B. Suponha que .4 ndo seja conexo,
entdo A € a unido disjunta de dois compactos (portanto separados por uma distincia positiva
2p). Mas A atrai B, logo para todo ¢ > 0 existe ¢ty € T™ tal que sup p(z,.A) < ¢ para cada
t > to. Como T'(t) B é conexo temos que 7'(t) B deve estar contidfflg);} vizinhanga de uma das
componentes conexas de A para ¢ suficientemente grande. Porém, chegamos a um absurdo pelo

fato de que se A C B, entdo T'(t)A = A C T(t)B, paratodo t € T™. Portanto .A é conexo.
]

Lema 1.2.4. Suponha que {T(t) : t € T*} é um semigrupo gradiente que tem um atrator
global A e que € = {y; : 1 < i < n} para algumn € N*. SejaV : X — R a fungdo de
Lyapunov associada a {T(t) : t € TT} e V(E) = {ny,....,np} comn; <mnjy1,1 <i<p-—1
Sel<j<p—1len; <r < nj entdo X, = {z € X : V(z) < r} € positivamente
invariante sob a a¢do de {T(t) : t € T*} e {T,.(t) : t € T} a restricdo de {T'(t) : t € T*} a

X,, tem atrator global AY) dado por
AV = U{W" () - V() < ny}- (1.5)

Em particular, V(2) < nj para 2 € AV n; = min{V(z) 12 € X} e AV = {y* € £ :
V(y*) = n1} consiste de todos os pontos de equilibrio assintoticamente estdveis; isto € para

cada y* € AWM existe uma vizinhanca Oy de y* tal que T'(t)x — y* para cada x € O,.

Dem. Seja z € X,, entdo V(T'(t)z) > V(T(0)z) = V(z) > r, paratodo t € T; isto é, X, é
positivamente invariante sob a a¢do de {7'(¢) : t € T"}.

Para mostrarmos que {7,(t) : t € T*} tem atrator global A% e que este é da forma descrita
em (1.5) observe que as propriedades suficientes para garantirmos a existéncia de um atrator
global sdo herdadas de {T'(t) : t € T} (asaber, {T,.(t) : t € T"} é eventualmente limitado,
assintoticamente compacto e ponto dissipativo, Teorema [1.0.27) e a restricdo V;. de V' a X, é
uma fungdo de Lyapunov para {7, (t) : t € T*}. Utilizando o Teorema[1.2.3]segue o desejado.

Em particular, se z € AU entdo

t

V(z) =V (6.(0) < V(¢(—1) =F V(y}) < n;.
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Provemos agora que n; = min{V(z);x € X}. Suponha que exista z € X tal que

V(x) < ny. Pela defini¢do de V' : V(T'(t)x) < ni, paratodo t € TT. Assim, V(y) =

lim V(T'(t,)x) < ny; contrariando o fato de que w(x) C € (Lemal|l.2.2).
n—oo

Ainda falta provar a dltima afirmagdo. Para tal, seja 6 = 1 min{p(z*, y*); 2%, y* € AW 2" #

y*}. Provemos a estabilidade de z*, isto &,

(I) Paraz* €¢ AV e < § < & existe, um &' < § < &, tal que, para todo » € By(z*),
v*(z) C Bs(x").

De fato, suponha que existem um §y > § > 0 e sequéncias {xy }reny em X e {tp}breny C TT
tais que xy X e p(T(tg)xg, x*) > 6 (p(T(t)xg, ") < 6 para 0 < t < t;). Entdo,
{T(ty)xk }ren tem subsequéncia convergente. De fato, como {7'(¢) : t € T+ }é eventualmente
limitado e {x } xen € limitada, existe £ € T+ tal que v ({#k }ren) € limitada. Pela compacidade

assinttica de {T'(t) : t € T} existe um subconjunto compacto K C ;" ({x }ren) que atrai

”ygr({xk}keN). Assim, p(T(t)xy, K) "2% () e utilizando a Proposigdo [1.0.11} {T'(tx) 2k fren

tem subsequéncia convergente, a qual denotamos novamente por {7'(¢x )z } ren € y 0 seu limite.

Como

k—o0

V(zg) — V(a") = nq,

segue que V (T'(t)xy) = ny e consequentemente V' (y) = V(]}LIEO T(tx)zr) = ny = V(T(t)y),
para todo ¢t € T*. Portanto, pela hipétese (ii) da defini¢do de semigrupo gradiente y € AM
e p(y,z*) > 0. Por outro lado, de forma andloga prova-se que {7'(tx — 1)z }ren tem uma
subsequéncia convergente e como p(T'(t)zg, ") < 6 para 0 < t < ty, segue que o limite z

desta subsequéncia pertence a A" N Bs(z*). Logo, z = z* e

=T1)z" =T(1)z = lim T(1)T(ty — Dag = y.

k—o0

Absurdo; provando (I).

Como paracadaz € X, T(t)x 2% 2+ € &, a afirmacio segue. O

1.3 Semigrupos Gradient-like

Nesta sec@o definimos o conceito de semigrupo gradient-like. Este conceito sintetiza as carac-

teristicas estruturais do sistema gradiente sem a necessidade da fun¢do de Lyapunov.
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Inicialmente enfatizamos a distin¢do entre semigrupos gradientes e semigrupos que tem

atrator do tipo gradiente.

Definicao 1.3.1. Seja {T'(t) : t € Tt} um semigrupo com um atrator global A com & =
{vi, ...y} Se A= U_ W*"(y;), diremos que A é um atrator do tipo gradiente ¢ que {T'(1) :

t € T} é um semigrupo com atrator do tipo gradiente.

Como provado no Teorema [[.2.3]um semigrupo gradiente com um atrator global e com um

numero finito de pontos de equilibrios € um semigrupo com um atrator do tipo gradiente.

Definicdo 1.3.2. Considere um semigrupo {T(t) : t € T} com um niimero finito de solugdes

estaciondrias £ = {yj, ..., y» }. Defina

1 : x ok
0 = 51%21)9(%7%) > 0.
i#j

Seja gy < by, y* € Eec € (0,60). Una e — cadeia de y* ay* é um subconjunto {y; , ..., y}; } de
E, juntamente com conjuntos {yi, ..., yr} em X e {o1,t1, ..., 0k, tx } em T tais que, 0 < o; < t;,
1L <i<kk<pplysy,) <&l <i<ky =y, =y, pT0)yc) >ce
p(T(t:)yi,vi,,,) < &,1 < i < k. Diremos que y* € £ é recorrente por cadeias se existe um

go > 0 fixo e uma € — cadeia de y* a y*, para cada € € (0, &g).

T(03)ys

Figura 1.1: Exemplos de € — cadeia.
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Definicdo 1.3.3. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo com um niimero finito de solugées
estaciondrias & = {yj,...,y;} e suponha que ele tem um atrator global A. Dizemos que

{T'(t) : t € T"} é um semigrupo gradient-like se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
(G1) Dada uma solugdo global ¢ : T — X em A, existem i,j € {1, ..., p} tais que

lim p(6(t),y;) =0 e lim p(e(t), y;) = 0.

t——o00
(G2) & ={yi, ...,y } ndo contém nenhum ponto recorrente por cadeia.

De (G1), temos que A = UY_, W¥(y;). De fato, se x € A entdo existe uma solugéo global
¢: T — X porzem Aepor (Gl)existei € {1,...,p} tal que tEr_noo p(o(t),y:) = 0, ou seja,
x € W"(y;) para algum 1 < ¢ < p. Por outro lado, se x € W¥(y) paraalgum 1 < i < p,
entdo existe uma solugdo global ¢ : T — X por x tal que ¢(—t) i yr. Assim, (74), ()
¢ limitada. Como A atrai pontos, pela Proposi¢ao segue que v (x) é relativamente

compacta. Portanto 7, () = (74)o (z) U~y T (z) € limitada, assim x € A.

Lema 1.3.4. Seja {T'(t) : t € T"} um semigrupo e y* um ponto de equilibrio para {T'(t) : t €
T+}. Dadost € TT ee > 0, existe 6 > 0 tal que {T(s)y : 0 < s <t, y € Bs(y*)} C B(y*).

Dem. Suponha que existem ¢y € TT e g9 > 0 tais que, para todo k € N* existe z;, € B 1 (y*)
e sk € [0,t0] com p(T(sk)zk, y*) > £o. Passando a uma subsequéncia se necessdrio podemos

. k—o0
assumir que s, — So para algum sy € [0, ¢y]. Como

TFVxX — X

(t,z) — T(t)x
6 continua: 0 = p(y",y") = p(T(s0)y". ") = lim p(T(sy)ar ") > . =

Proposicio 1.3.5. Seja {T'(t) : t € T*} um semigrupo tal que para cada sequéncia {ty}ren C
T+ 4 =% oo e {urtren € B, B C X limitado, entdo {T (ty)uy}ren € relativamente
. A . + k—ro0 A
compacto. Sejam {0 }ren uma sequéncia em T com o, —— o0, {uy}ren uma sequén-
cia limitada em X e, para J, = {s € T : —op < s < oo}, defina ¢ . J, — X por
E(s) = T(s + op)up, s € Jp. Se {T(s)uy : k € N, s € T} é limitada, existe uma solucdo
global ¢ : T — X de {T(t) : t € T} e uma subsequéncia de {£*}rcn (que novamente

denotamos por {£*}.en) tal que

lim £%(s) — ¢(s), VseT.

k—o0
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Dem. Como {uy}ren € limitada e oy, "% 50, entio {€%(0) = T(0+ 0% )ug } ren € relativamente

compacto; logo, possui uma subsequéncia convergente, digamos {& K (0) }jen:
£4(0) = T(00) w0 = .
Defina ¢ : T — X por ¢(t) = T'(t)zo, t € T*. Note que:
& (s) =T(s+ oo Juge = T(s)T (o0 )upeo 2% T(s)z = ¢(s), Vs € T
Com procedimento andlogo obtemos {¢ (—1)} jen uma subsequéncia de {£ 5 (=1)} jen que

é convergente: &% (—1) = T(—1 + O'kjl_)uk]l 2% ¢_,. Defina ¢:{teT:t>—-1} - X por

o(t) =T(t+ 1)x_y. Assim,

o T(1)z_; = lim T(1)" (1) = lim &% (0) = ao;

Jj—o0 Jj—00

(] gb(O) = T(l)l'_l = X,

o ¢(=1) =T(0)z1 = 213

i(s) = T(s+ op )ugt =T(s+1 =14 o )u =T(s + )&% (-1)

— T(s+1)z_1=0¢(s),Vse{seT:s>—1}.

Suponha que obtemos subsequéncias {5":3‘ bien, 0 < i < m — 1, tais que {k}} en € uma
subsequéncia de {k;’l}jeN e 5’“;(—2') iy r,1<i<m-leT(l)z_;=2_11,1<i<
m—1.Defina{t e T:s>—i}> tr——o(t) =T+ i)z_; € X,1<i<m-—1.

Consequentemente

i) = T(t+ou)ws =TE+i—i+op)uy =T(t+)E(—i)

J—00

— T{t+idz_;=0¢),0<i< m—1.

Agora construimos {£"" };cy subsequéncia de {fk;'rhl}jeN, tal que {&""(—m)}jen é con-

vergente € x_,, € o seu limite. Note que:

T(1)z_p = lim T(1)EN" (—=m) = lim 5" (—m + 1) = 211

j—0o0 Jj—00

Considere ¢ : {s € T*; s > —m } — X sendo ¢(t) = T'(t + m)z_,,. Logo,
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e $(0) =T(m)x_,, = lim T(m)&" (—m) = lim T(opp Jupm = o3

J]—00 J—00

o ¢o(—i) = T(—i+m)z_p, = jlggoT(—z' +m) (=m) = lim T(—i + opn)upn =

j—o0

T 1< 1 <my

&y = T+ opr)ugr =T(t+m —m+ opr)ugr =T(t + m)Er" (—m)

o0

&) ZX T(t+m)a_, =ot),Vse{seT s > —m}.

Portanto construimos uma subsequéncia de {£*},cn (que novamente denotamos por {£¥}.cn)

e uma solugdo global ¢ : T — X de {T'(t) : t € T*} tais que
lim &%(s) — ¢(s), VseT.
k—o0
0

Pela demonstra¢do acima observe que se {7'(t) : t € T*} tem um atrator global .4 entdo
¢(s) € A, paratodo s € TT. Pois, {uy }ren € limitada, (s + o) U e pela defini¢do de A:

p(d(s), A) = lim p(T(s + op)ug, A) =3 0= ¢(s) € A,V s € T.

k—o0

Lema 1.3.6. Seja {T'(t) : t € Tt} um semigrupo com um niimero finito de solugdes estaciond-
rias € = {yi, ..., y5} e suponha que ele tem um atrator global A. Se {T(t) : t € T} satisfaz
(G1), dado 6 < 6y = %é{l?ﬁlp p(y;,y;) e B C X limitado, existe um ty = t(6, B) > 0 tal que
{T(t)ug : 0 <t <to}N LZJ?ilBg(y;‘) # & para todo vy € B.

Dem. Suponha que o resultado ndo é vélido. Assim existem sequéncias {uy}reny C B e
{te}ren C TT (com ty 2% 50) tais que {T(s)up : 0 < s < 2t} NU_Bs(y;) = 2.
Como {T'(t) : t € T} tem um atrator global A, {T'(t) : t € T+} é eventualmente li-
mitado e assintoticamente compacto. Pela Proposi¢do temos que {7'(ty)ug }ren € re-
lativamente compacto. Usando a Proposicao existe uma solucdo global ¢ : T — X
tal que T'(s + tx)ux oy ¢(s) € Aparacadas € T. Porém, para —t, < s < tg,
T(s + tp)ur ¢ U Bs(yr) e assim ¢(s) ¢ U Bs(yF) para todo s € T, contradizendo
(G1). O
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Lema 1.3.7. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo gradient-like. Se £ = {y;, ...,y } denota o
conjunto de suas solucoes estaciondrias e A o seu atrator global, dado 0 < § < o, existe um
8" > 0 tal que, se para algum 1 < i < p, p(ug, y;) < ' e, para algum t; > 0, p(T'(t1)ug, y;) >
9, entdo p(T'(t)uo,y;) > & para todot > t.

Dem. Suponha que, para algum 1 < i < pe d > 0, existe uma sequéncia {uy ey C X com
plur, y;) < ¢ e sequéncias {oy }ren, {tetren C TT, 04 < by tais que p(T(op)ug, y;) > d e

p(T (tr)uy, y;) < . Entdo y; ¢ recorrente por cadeias, o que contraria (G2). O]

Lema 1.3.8. Suponha que {T'(t) : t € Tt} é um semigrupo gradient-like com um conjunto de
equilibrios £ = {yi, ...,y } e um atrator global A. Dado u € X existe um y; € & tal que

t—o00

T(t)u — y;.
Dem. Sabemos que:

(i) Pelo Lema|1.3.7, dado 6 € (0, dy) existe 0’ € (0, ) tal que, se p(v,y}) < ¢’ e, para algum
t=t(v,0) >0, p(T({t)v, y;) >, entdo p(T(t)v,y;) > ¢ paratodo t > t.

(ii) Utilizando a Proposi¢@o|1.0.11} 7" (u) é limitada. Entdo, segue do Lema que dado
§ < do existe um t5 = t(y"(u),d) € T tal que paracadav € v (u): {T(t)v: 0 <t <
ts} N Bs(y;) # ©.

Uma vez que u € vy (u), existe um tg e ty € [0,¢y] tal que T'(¢ty)u € By (y;) para algum

1 < 1 <p,d dado por (i) . As seguintes situacdes podem ocorrer:

() T(t)u € Bs(y;) paratodo t > ty;

(1) T(t)u ¢ Bs(y;) para algum £ > t,.

Na situac@o (I) como para 6 < dy vale que {T'(t)v;0 < t < t5} N Bs(y;) # @ e vale (i),
temos que T(¢)u =5 ;.

Se ocorrer (1), como T'(t)u € v+ (u), existe t}, tal que T'(s)T'(t)u = T(s + t)u € By (y:,)
para algum s € [0,t}] e algum m # [,1 < m < p. Agora, para T(t)T(s + t)u, t >t} e
yZ, temos situacdes andlogas a (I) e (I). Caso (I) ocorra, segue que 7T'(t)u e Y. Porém, se
acontece (IT), aplicamos o mesmo procedimento de 7'(f)u a T(f + #)u, £ > t},. Uma vez que o
conjunto £ dos pontos de equilibrio ¢ finito a situacdo (II) ndo pode ocorrer indefinidamente e
em algum momento teremos que 7'(¢)u i y;, para algum 1 < ¢ < p. Caso contrario, dado

d < 0y construimos uma ¢’-cadeia para cada ¢’ € (0,6) contrariando (G2). O]



1.3. Semigrupos Gradient-like 33

Definicdo 1.3.9. Seja {T'(t) : t € T*} um semigrupo com um niimero finito de solugées es-
taciondrias £ = {y7, ...,y } e um atrator global A. Uma estrutura homoclinica em A é um
conjunto {y;, ...,y;, } C € e um conjunto de solugées globais {p0): T - X,1<i<k}emA

tal que, fazendo yl*kH =Y,

lim ¢W(t) =y e lim ¢¥(t) = Y 1 <1<k

t——o00 v t—+o00
Lema 1.3.10. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo que possui um niimero finito de solugées
estaciondrias £ = {yi, ..., y,} e um atrator global A. Se {T(t) : t € T"} satisfaz (G1), entdo

(GQ) € satisfeita se, e somente se, A ndo possui estruturas homoclinicas.

Dem. Se A tem estrutura homoclinica ( {y;, ...,y } C &, {0 T - X,1 <i<k}em
A) e y* é um equilibrio nesta estrutura entdo y* € recorrente por cadeias. De fato, considere
0<d<doey" =y, = Yi,.,, pertecentes a estrutura homoclinica. Logo, para todo ¢ < 0

temos que:

(1) existe y; € X tal que P(ymyl*i) <& 1< i < Fk pois pela definicio de estrutura
homoclinica ¢ (¢) ‘==5° v

t—o00

(ii) Como ¢ (t) == Yi 10 existe ; € T tal que p(T'(t:)yi, y7,,) <& 1 < i < k(y; dado

pelo item (1) );

(iii) Pela continuidade de ¢ : T — X existe o; € T, 0; < t;, tal que p(T(0y)y;, E) > 6,
1 < ¢ <k (y; dado pelo item (i) ).

Ou seja, se y* € um equilibrio nesta estrutura, existe ¢ — cadeia de y* a y* para todo € € (0, 6).
Para a reciproca suponha que y* € & € recorrente por cadeias. Entdo existem § < 0,
{y;,...y;.} € Eeparacadan € N, - <4, conjuntos {yi, ...,y } C X, {1, 7, ... 70", i} } C

T+ 7 <t 1< i < k,tais que

Pt u) < = Py’ €) > 0 e p(T(E)Y ) < - (1.6)

Escolha o] > 0 tal que p(T'(07)y7,v;,) = 6 e p(T(t)y7,y;,) < 6, paratodo 0 < ¢t < 7. Do

n—oo

Lema segue que o;' — 00. Defina

" o [—ol,00) — X (1.7)

t — T(ol + t)yr. (1.8)
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De maneira andloga a demonstracdo do Lema existe uma solucio global ¢ : T — X

em A, ¢ = lim ¢*". Como (G1) é satisfeita, cada ¢} deve convergir para um ponto de
n—oo

equilibrio quando ¢t — oo € quando t — —oo. Observe que ¢""(t) € Bs (y;,) paratodon € N

et € [—ol,0); assim, ¢\ (t) € Bs(y.) para cada t < 0. Portanto ¢ o Ys O

Corolario 1.3.11. Se {T'(t) : t € T*} é um semigrupo gradient-like, existem pontos de equili-

brio y}, ey} tais que y, tem conjunto estdvel trivial em A; isto é, W35 (y%) = {y’} onde
Wilys) == {y € A: tal que T(t)y == y3}
e y. tem conjunto instdvel trivial; isto é, W"(y’) = {y*}.

Dem. Provemos que existe y € £ que tem conjunto estdvel trivial em A. A existéncia de y,
¢ similar. Suponha que exista x; € A tal que T'(¢)z; i y! para cada yf € £. Como x; € A,
existe solugdo global limitada ¢,, : T — X. Por (G1) existe yj € £ tal que ¢,,(?) o Y
Sendo & finito existe um 1 < r < ptal que {y, ...,y } C € e {¢z,..., P, } constituem
uma estrutura homoclinica. Pelo Lemal[1.3.10]contrariamos (G2) e provamos a existéncia de y;

como enunciado. O]

Agora substituimos os pontos de equilibrio por conjuntos invariantes isolados e definimos

os semigrupos gradient-like relativos a uma familia disjunta de invariantes isolados.

Definiciio 1.3.12. Dizemos que E = {=7,...,Z"} é uma familia disjunta de conjuntos inva-
riantes isolados se existe 6 > 0 tal que Os5(=;) N Os5(Z;) = 9,1 <i < j<p eZ;€éo

subconjunto invariante maximal de Og(=;).

Seja {T'(t) : t € T*} um semigrupo com um atrator global A que contém uma familia

—_ —_
* o

disjunta de cojuntos invariantes isolados £ = {Zj, ..., =5 }. Definimos

Definicao 1.3.13. Seja 6 como na defini¢dao e fixe eg € (0,0). Para=Z € Eec €
(0,e0), uma € — cadeia de = a = é uma sequéncia {Z,,,...,.Z;,, } C E, uma sequéncia
{oi,tiy ;o te} C TF, como; < t;,1 <i <k, k<p, euma sequéncia de vetores u;,1 <
i < k, tais que u; € O(Z,), T(o)u; ¢ O (U () e T(t)u; € O(Z,41),1 < i <k,
= Z,. Diremos que = € E ¢é recorrente por cadeias se existe um ¢y € (0,0) e

com= =3y,

e — cadeia de = a = para cada € € (0, &).
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T(o3)us

Figura 1.2: Exemplo de € — cadeia.

Definicdo 1.3.14. Seja {T'(t) : t € Tt} um semigrupo que possui atrator global A. Dire-
mos que {T'(t) : t € Tt} é um semigrupo gradient-like relativo a uma familia disjunta de

invariantes isolados 2 = {Z,, ..., Z,} se,

(GL1) Para cada solucdo global ¢ : T — X em A existem 1 < i, j < p tais que

(GL2) Nenhum elemento de 2 = {=,, ...,E,} é recorrente por cadeias.

Definicdo 1.3.15. Seja {T'(t) : t € TT} um semigrupo. O conjunto instdvel de um conjunto

invariante isolado = ¢ dado por

WE):={zx € X : existe uma solugdo global ¢ : T — X

tal que p(0) = x e tlim p(o(t),Z) = 0}.
——00
O conjunto estdvel de um conjunto invariante isolado = para {T(t) : t € T} é dado por

We(=Z):={rx e X : existe uma solucdo global ¢ : T — X

tal que p(0) =z e tlggo p(o(t), =) = 0}.

Dada uma vizinhanca V' de =, o conjunto de pontos de y € V pelos quais existe solucdo

t—

global ¢, : T — X tal que ¢,(t) — Z e ¢,(t) € V para todot € T~ é chamado um
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—_
—

conjunto instdvel local de = e é denotado por W} (Z). De maneira semelhante, define-se um

conjunto estdvel local.

Prova-se, de forma semelhante a prova que os atratores de semigrupos gradient-like sao
atratores do tipo gradiente, que o atrator A de um semigrupo gradient-like relativo a uma familia

de invariantes isolados é dado por UY_, IW¥(=;).



CAPITULO 2

DIMENSAO DE ATRATORES

Neste capitulo, trabalharemos com a dimensdo do atrator do semigrupo {7'(¢) : t € T*} em
espacos de Banach de dimensao infinita. Para tal consideraremos a teoria de dimensao fractaﬂ
de atratores.

Dedicamos as duas primeiras se¢Oes deste capitulo para nocdes bésicas sobre a dimensao
de Hausdorff e Fractal para espacos de Banach de dimensao infinita, seguindo [7]], [4] e [9]. Em
seguida mostra-se que conjuntos compactos de dimensao fractal finita em um espago de Banach
de dimensdo infinita podem ser projetados de maneira injetiva em um subespaco de dimensao
finita.

Continuando, exibi-se condi¢cdes sobre o semigrupo que asseguram que o atrator global tem

dimensao fractal finita.

2.1 Dimensao de Hausdorff

Nesta secdo apresentaremos a defini¢do e algumas propriedades da dimensao Hausdorff para
espacos de Banach de dimensao infinita (para mais detalhes ver [[7] e [9]). Além disto, calcula-
mos a dimensao de Hausdorff de atratores do tipo gradiente com determinadas condicdes sobre
T(t) : T x X — X e em relagdo ao conjunto instdvel local dos pontos de equilibrio.

Recordemos que uma medida exterior p* : 2% — [0, 00| é uma fungéo definida sobre o

! Maiié, em [16]], utiliza o termo "limit capacity" referindo-se ao que definimos como dimensdo fractal. Também

encontra-se, como em Falconer [7], a expressdo "(upper) box-counting dimension”.

37
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conjunto das partes de um conjunto nao-vazio X que satisfaz
(i) p*(2) = 0;
(i) p*(A) < p*(B),se A C B;
(i) u*([j Aj) < iﬂ*(Aj)-
j=1 j=1
Um conjunto £ C X é dito x*-mensuravel se paracada A C X
WH(A) = 1*(AN E) + (AN E°).
Uma medida exterior 11* em X é chamada medida exterior métrica se
i (AU B) = i (A) + 1 (B)
sempre que p(A, B) > 0.

Proposicao 2.1.1. Se p* é uma medida exterior métrica em X, entdo todo subconjunto fechado

de X, e consequentemente, todo subconjunto de Borel de X é p*-mensurdvel.
Dem. Seja F' um subconjunto fechado de X. Pela subadtividade de p* basta mostrar que
WA = 1 (ANF) + u' (AN F9)

paratodo A C X com p*(A) < +oc.

Defina r-vizinhanga de ' como o conjunto O,.(F') = {x € X; p(z, F)) < r} e considere

B,=AN(OL(F)),neN ={1,2,3,4,..}.

1
Note que:

i) BiCc By C B C ...

(ii)

neN* neN*

I
b
D
> )
Q
3=
=

1%
.
>
B
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(*) Obviamente F' C O1(F), paratodo n € N*, e assim ' C N,en«O1 (F). Por outro
lado temos que N,en+O1 (F) C F. De fato, seja x € Nyen+O1 (F), 0 que implica que
d(z, F) < 1,¥n € N*. Logo, d(z, F') = 0 e, sendo F fechado, x pertence a F. Portanto
F — mneN*Ol (F)
Como p(B,, F) > 1 >0, ((ANF)UB,) C Ae p* é uma medida exterior métrica,
§(A) 2 W (ANF)UB,) = (AN F) + i (B).
Com isto, se mostrarmos que z*(B,,) —> p*(A N F*) concluimos a demonstracio.

Seja C),, = B,,+1 N B¢, entdo

Chni1=Bpi2N By 1 =AN(O_1 (F))*N(O_L (F)).

n+2 n+1
Sex € Chprep(z,y) < — ?, entdo
1 1 1 1
P < ply, F) < = — _—
Py F) < ply ) +p@ F) < - ——mg oy =
Consequentemente p(Cpi1, B,) > £ — n_+1’ pois supondo que p(Cpy1, By) < & — nLH
existem, pela definicdo de infimo, z € C,y1 e y € B, tais que p(z,y) <  — 5. Pelos

célculos acima temos que p(y, F') < %, contrariando o fatode y € B,, (p(y, F') > E,Vy € B,).

Disto, por indugéo e observando que C,, = (B,,+1 N BS) C B,y e (i), segue

W (Bak) > p"(Cok1 U Bop_2)
> (Cop—1) + p*(Bok—2)
> W (Cop—1) + 1" (Cop—s) + 1" (Bog—a)

—

k
Z CZ] 1

N

Analogamente obtemos que p*(Bay1) > Z w(Cyy).

Jj=1

Como p*(B,,) < u*(A) < oo, segue que as séries Zu*(C’Qj_l) e Z p*(Cs;) sdo cover-

J=1 J=1
gentes.

Observemos que (A N F¢) = Upen=By, = By, U (U, Cj), pois se & € Uyen- B, entdo

x € B, para algum ny, € N*. Se ng < n; entdo z € B,,, ese ng > n; entdo z € (C; U By, ),

para algum j. Por outro lado, se z € B,,, U (U2, C}) obviamente x € Upen- B,
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Novamente por subadtividade, temos que,

WANF) < 0 (By) + (U C)

e e}

< W (By) + Y i (C))

j=n

€ consequentemente:

(a)

(AU F°) — Z,u

W (AN FC) + liminf —p ( 22,C5) < liminf p*(B,)
n—oo

n—0o0

IN

1 (By)

P (AN F°) < liminf u*(B,).

- n—00

(b) Como B, C (AU F°),¥Vn € N*,

limsup p*(B,,) < p* (AN F°).

n—o0

Logo

(AN F°) <liminf p*(B,,) < limsup p*(B,) < u* (AN F°).

n—00 n—o00

Portanto, lim u*(B,) = u*(A N F¢) e uma vez que os conjuntos fechados geram a o-dlgebra
n—oo

de Borel a prova esta concluida.

]

A seguir apresentaremos a definicdo e algumas propriedades bésicas da dimensao de Haus-

dorff.

Para um espaco métrico (X, p),a > 0ee > 0.Se A C X, seja

) (A) = inf {i(dlam( )Y AC UBZ,dlam(B ) < 5} :

i=1 i=1

(a)

com a convengdo inf @ = oco. Como pe ' (A) cresce quando ¢ decresce definimos

) (A) = Tim ) (A).

e—0

2.1)

(2.2)

Proposicdo 2.1.2. Seja o/ > a > 0. Se () (A) < oo, entdo ') (A) = 0 e, se (@) (A) >0

entdo ' (A) = .



2.1. Dimensao de Hausdorff 41

Dem. E suficiente provar a primeira afirmagdo, uma vez que a segunda é contrapositiva da
primeira. Se ;(*)(A) < oo, para cada § > 0 existe { B;}52, tal que A C U2, B;, diam(B;) < §

€

> "(diam(B)))* < i (A) +1 < p@(A) + 1.

Jj=1

Mas para o > a,

IN

(diam(B;))*' o

(diam(B;))* < 6 ~*(diam(B;)),

consequentemente,
(diam(B;))™ < 8 " (diam(B;))* < 8 [ (A) + 1]
j=1 j=1
(o) o —af,,(a) 6—0 (@) _
eps (A) <6**pY(A)+ 1] — 0, ou seja, p'*/(A) = 0. O
@) (A) .

Figura 2.1: Dimensao de Hausdorff

Definicao 2.1.3. Para qualquer A C X, a dimensdo de Hausdorff de A, dimy(A), é definida

pelo niimero real ndao-negativo dado por
inf{a > 0: ) (A) = 0} = sup{a > 0: ¥ (A) = co}.

Proposicao 2.1.4. Seja (X, p) um espaco métrico. Para cada o > 0 e § > 0, ufﬁ‘) 2%

0, o0 é uma medida exterior.
Dem. Sejam o > 0 e ¢ > 0 fixos, assim

(i) Segue direto da defini¢do que ,u((;a)(g) = 0.
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(i) Se A C B entdo ,u((;a) (A) < M(a)(B). De fato, note que a colecao de coberturas para B
por conjuntos de didmetro menor que ¢ estd contida na colecio de coberturas para A por
conjuntos de didmetro também menor que ¢. Logo o infimo tomado sobre essas colecdes

nos da i (4) < 1 (B).

(1i1) % o Z ,u5 , para qualquer sequéncia {A4; } Para tal, considere

{A;}52, uma sequéncia em 2¥. Se u(a) (A;) = oo para algum j o resultado é direto. Caso
contrdrio, pela definicdo de infimo, dado € > 0 existe para cada 7 € N, uma sequéncia

{B/}2, com A; C UX, B/ e diam(B/) < § tal que Z (diam(B?))* < ,uga)(Aj) +£279,
i=1

entdo U72  A; C U, BJ

o0

(U2 A;) < ) (diam(BY)) Z (A

i=1,j=1

Pela arbitrariedade de ¢, ug Z

Portanto, uga) : 2% — [0, 0o] é uma medida exterior. O

X

Teorema 2.1.5. Seja (X, p) um espago métrico. Para cada oo > 0, p'® : 2% — [0, 00| é uma

medida exterior métrica.

Dem. Segue imediatamente da Proposi¢ao que 1\*) é uma medida exterior. Sejam A, B C
X tais que p(A, B) > 0. Considere {C), } ,en+ uma cobertura para A U B tal que diam(C,,) <
e < p(A,B). Assimparacadan € N*,C, NA=@ouC,NB=0e

> (diam(C,))* = D (diam(C,))*+ Y (diam(C,))"
n=1 CnNA#£D CnNB#D

> ul)(A) + 1 (B).

Como a desigualdade acima € vélida para toda cobertura {C,,} com diam(C,) < ¢ <
p(A, B), temos que S (A UB) > S )(A) + péa)(B) para todo 0 < ¢ < p(A, B). Portanto,
) segue que 11 (AU B) = p(4) + ul”(B).

Assim, /(Y (AUB) = lig%(,uso‘ (A)+p(B)) = p'“(A)+p ) (B), sempre que p(A, B) >
0. O]

usando a subaditividade de .
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Lema 2.1.6. Seja (X, p) um espago métrico e { A;}32, uma sequéncia crescente de subconjun-
tos de X. Se A = U2 Aj, fl(A) < oo e p(A;, A\ Aj1) > 0 para cada j € N*, entdo
A (A) = Tim ) (A;),

j—00

Dem. Como A; C A, paratodo j € N, e A; € crescente, segue pela monotonicidade de )
que lim z(¥(A;) existe e lim p((4;) < p'®(A4) < oo.

Jj—00 Jj—00

Para obter a outra desigualdade considere By = A; e B; = A; \ Aj_1, para j > 2. Observe

que

p(Baj—1, Byji1) = p(Agj_1 \ Agj_a, Agji1 \ Agj) = p(Agj1, A\ Ay;) >0,V 5 >2

P(B% sz+2) = IO(A2j \ A2j—1; A2j+1 \ A2j) = P(A2j, A \ A2j) >0,V > 2;

assim, cada dois conjuntos na familia {By; 1}52, ou na familia {B,;}32, sdo positivamente

separados. Logo,

pA) = p ([ Bya) = D u(By),
j=1 =1

pA) = (Y By) =D 1 (By)
j=1 j=1

e Z ' (B;) < 2u™(A) < oo, para cadan € N*, ou seja, a série Z 1) (B;) converge.
j=1 J=1
Agora, note que

pl(A) = M(a)(U Aj) =AY + > I(By).

j=n+1

Tomando o limite quando n — oo na expressdo acima, segue que x(*)(A) < lim () (A4,).

n—o0

Portanto, ;1) (A) = lim p((A4,). O
n—oo

Proposi¢do 2.1.7. (®) : 2% — [0, 00| é invariante sob isometrias de X. Se'Y é um conjunto

qualquer e f,qg:Y — X sdo tais que

p(f(y), f(2)) < Cplg(y), 9(2)), Yy, z € Y.

Entéo ' (f(A)) < C*ul®(g(A)) paratodo A CY.
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Dem. A primeira afirmacio segue direto da definicdo de ;(*) associada ao fato de que se h :
X — X é uma isometria, entdo diam(B) = diam(h(B)), paratodo B C X.
Para a segunda asserco considere (¥ (g(A)) < oo (caso contrdrio ndo hd o que provar).

Logo, dado € > 0 existe um . > 0 tal que
157 (9(4)) = 1 (g(A))] < Y0 <5 <.

Usando agora a definicdo de infimo garantimos que dado £ > 0, existe . > 0 tal que para todo

0 < 0 < 6., existe uma cobertura de g(A) por conjuntos B; com diam(B;) < £ e

> (diam(B;)* < plV(g(A)) + e
1€N
Os conjuntos B! = f(g~'(B;)) cobrem f(A) e diam(B!) < C diam(B;) < ¢, assim
pO(f(A) £ 0o (g(A)) + C%.

Fazendo ¢ — 0 e 6 — 0 concluimos a demonstragao. [

Proposicao 2.1.8. Sejam (X, px) e (Y, py) espacos métricos e f : Y — X uma fungdo Lips-
chitz continua com constante de Lipschitz C > 0e A C Y. Entdo i/ (f(A)) < Cu@(A).

Dem. Seja {B;}°, uma cobertura de A tal que diam(B;) < 4, entdo
diam(f(AN B;)) < C diam(A N B;) < C diam(B;),

pois para todo x,y € Y tem-se px (f(x), f(y)) < C py(x,y).
Logo { f(ANB;)}5°, é uma cobertura para f(A) tal que diam(f(ANB;)) < e,onde e = C4.

Segue que Z diam(f(AN B;))* < Z C*diam(B;)“ e assim uga)(f(A)) < C uga)(A).
i=1 i=1
Tomando o limite quando J vai a zero temos que £ — 0 e (™ (f(A)) < Coul®(A). O

Proposicao 2.1.9. Seja f : Y — X uma funcdo Lipschitz continua e A C Y. Entdo
dimg(f(A)) < dimg(A).

Dem. Pela Proposicio[2.1.8] temos que se u(®)(A) = 0 entdo u(*)(f(A)) = 0. Logo, {a >0 :
I (A) =0} C {a>0:pu(f(A)) = 0} e portanto dimy (A) > dimgy(f(A)). O

Corolario 2.1.10. Seja f : Y — X uma fungdo Lipschitz continua, A C Y e G(f,A) =
{(z, f(x));x € A} o grdfico de f restrito a A. Entdo dimy(G(f, A)) = dimg(A).
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Dem. Considere as aplicagdes A > = +—— (x, f(x)) € G(f,A) e G(f,A) > (z, f(x)) —>

x € A. Note que,

p2((, f(2)), (y, f(W))) = py(z,y) + px (f(2), f(y)) < (¢ +1)py(x,y) e
py(z,y) < py(z,y) + px(f(2), f(y) = p2((2, f(2)), (y, f(¥)))

onde py, px € py sdo as métricas de Y, X e Y x X respectivamente e na primeira desigualdade
usamos o fato que f : Y — X € uma fun¢do Lipschitz. Logo, as aplicagdes definidas acima

sdo Lipschitz e pela Proposicao segue o resultado. [

Proposiciio 2.1.11. Seja {A;}2, uma sequéncia de conjuntos em X e seja A = Ujen-A;.
Entao

dimy(A) = sup dimg(A4;).

JEN*

Dem. Pela monotonicidade temos que sup dimy(A4;) < dimg(A).
jEN
Por outro lado, considere o > sup dim(A;). Logo, pela Proposi¢io [2.1.2} u(®)(A;) = 0,
jEN
para todo j € N*. Entilo, pela subaditividade de p(®) : 2X — [0, o0,

p(A) < 3w (Ay) =0
j eN
e assim dimy (A) < «. Pela arbitrariedade de «, dimp(A) < sup dimg(A4;).
j €N
Portanto, 1(*) (A) = sup dimy(A4;). O
jEN*
Podemos entdo provar que dimy (R"™) = n. Se C' € um cubo de lado unitdrio em R"™, dado

0 > 0 seja k tal que 6 > k~'n2. Dividimos C' em k" subcubos de lados %, entao

W$(C) < KM (k)" = n3,

assim ;" (C') < oo. Pela Proposigdo[2.1.2} 4(*)(C) = 0 paratodo o > n. Logo, dimy (C) < n
e como R" pode ser expresso como uma unido contdvel de tais cubos, segue da Proposi¢dao
R.1.11] que dimy(R™) < n. Assim, sabendd?| que dimy(X) < dimp(X) e dimp(R") = n,
temos que dimy (R™) = n. Além disto, dimy(E) < n paratodo £ C R".

Vamos agora nos voltar aos atratores do tipo gradienteE] em espacos de Banach.

2dimT(X ): dimensdo topoldgica de X, para mais detalhes ver [[17], p. 305, e [12].

3 ver defini¢io|1.3.1
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Seja & = {e},...,e;} o conjunto dos pontos de equilibrio do semigrupo {7'(¢) : t € T*}.

Sabemos que o atrator global é dado por

A= UW“(ej)

i=1
Suponha que 7" = T'(1) € C(X) é uma aplicagdo Lipschitz continua e que o conjunto instavel
local W} (ef) de cada ponto de equilibrio € o grifico de uma fungdo Lipschitz continua com
dominio contendo uma bola de ); X, onde (); é uma projecdo de posto finito, 1 < i < p.

Entao

dimpy(A) = Jax dimy (Q;X).

Para provar a afirmag@o acima provemos primeiro que:

dimg(Wpe.(er)) = dimpy(Q;X) < oo, paracadal < i < p; (2.3)
dimg (T"(Wp.(e;))) < dimg(W,i.(ef)), paracadal < ¢ < p; (2.4)
Wh(er) = | T"(Wik.(e})), paracada 1 < i < p. (2.5)

n=0

e (2.3): como (); € de posto finito temos que (); X € isomorfo a R", para algum n € N.
Portanto dimy (Q; X ) < oo paracadai = 1, ..., p. A igualdade segue do Corolario[2.1.10

e (2.4): segue direto da Proposigao[2.1.9]

o (2.3): sejay € W"(ef). Logo, existe ¢ : T — X, solugdo global por y, de forma que,
para todo ¢ > 0 existe f € T tal que p(¢(t),e) < &, paratodo t < —i. Tome f3

como o menor natural maior que #, assim ¢(—3) € B.(e}). Defina, ¢ : T — X por
£(t) = ¢(t — B). Note que £(0) = ¢(—p) € Bele}), &(t) == e e £(t) € Ba(e})
paratodo t € T;isto é, p(—3) € W (e}). Portanto, y = TPp(—F) € TP(WE.(ef)) e
We(er) € TP(W.(ef)). Por outro lado, se y € U T (W (e})) entdo existem 3 € N
ex € Wt(e), para algum i € N, tais que y = TPz = T%¢,(0) = ¢,(B). Defina
¢ T — X por (t) = ¢u(t + B). Logo, ¥(0) = y e p(t) == er. Concluindo a

demonstracao.
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Utilizando a Proposi¢ao [2.1.T1| segue que,

dimy (Q;X) = dimg (W (€]))

IN

dimyy (W (e})) = dimy <U T“<wlzc<e:>>)

n=0

IN

sup dimy (1" (Wig.(e7)))

neN

< dimg(Wy,.(e7)) = dimy (Q: X).

Portanto dimy(W"(e})) = dimpy(Q;X), para todo i = 1,...,p. Como A = U/_ W"(e}),

temos que dimpy(A) = | Inax dimpy (Q;X).
St p

2.2 Dimensao Fractal

Nesta se¢do apresentaremos algumas propriedades da dimensao fracta]ﬂ para espacos de Banach
de dimensao infinita.

Seja K um espago métrico compacto. Defina N (r, K') como o nimero minimo de bolas de
raio 7 necessdrio para cobrir K. A dimensao fractal ¢(K) de K ¢é definida por:

log N(r, K
¢(K) = limsup e ML A) (r, )

2.6
r—0 log (%) 26)

A proposicao seguinte nos fornece uma definicao equivalente para a dimensao fractal.

Proposicao 2.2.1. O valor ¢(K), definido por (2.6)), é 0 menor niimero para o qual, dado € > 0,
existe 0 > 0 tal que

c(K)+e
N(r, K) < (;) L0< 1 <4 (2.7)

Dem. Por (2.6)), dado &; > 0, existe §; > 0 tal que

log N(r, K
sup 18 (r, K)

— (K
0< r <61 log (%) C( )

< é€;. (2.8)

Logo, log N(r, K) < log ()€1 paratodo 0 < r < & e como log ¢ uma fungdo crescente
N(r,K) < (2)«F)*e paratodo 0 < r < 6.
Agora, suponha que exista § < c¢(K) tal que, dado £* > 0, existe §* > 0 de modo que

N(r K) < (27,0 < r < 6% Tome e* = ¢(K) — 3+ &, > 0, entdo existe 6* > 0 tal

4 Para mais detalhes ver "(upper) box-counting dimension" em [[7] e [4].
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que N(r, K) < (L)eF)==1 0 < » < §*. Considerando 6 = min{d;,5*}, temos que, para

r

e* =c(K) — [+ e > 0, existe § de modo que
w <ce(K)—e,V0< r <07,
log ()
contradizendo (2.§).
Reciprocamente, se ¢(/K) é o menor nimero para o qual, dado £ > 0, existe um § > 0 tal
que N(r, K) < (1)45)+e 0 < r <4, entdo

log N(r, K log N(r, K
e ML) (r, )gc(K)+€,O<7’<5:> sup oe LA (r, K)

log (%) o<r<s log (%) —¢(K) <e. (2.9)

log N(r, K
Suponha que sup og—(r,)

—c¢(K) < —¢. Logo
0< r <6 log (%) ( )

,0< r <6

1 (c(K)—e—e)+e
r 7")

c(K)—e
N(r,K)g(—) ,0<r<6:>N(r,K)§(—
isto é, existe ¢; = ¢(K) — 2¢, para o qual, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que N(r, K) <

(L)a+e 0 < r < 4, contrariando a minimalidade de ¢(K). Portanto

r

sup ———— —c¢(K) > —«. (2.10)
o<r<s log (%) ( )
De (2.9) e (2.10) obtemos (2.8), concluindo a demonstragao. O

Observe que multiplicando a expresséo (2.7) por (2r)* conseguimos

1 c(K)+e—a
PO (K) < 29N (r, K)r™ < 2° (—) 0<r <6
T

Assim, (K < 2¢F)e(1)e="A para 0 < r < 4 e para todo A > 0. Fazendo r — 0

temos p(“F)FN (K) = 0, paratodo 0 < ¢ < ). Portanto,

IA

c(K)+ A

IN

lim (c(K) + A)

A—0

(K. (2.11)

IA

Lema 2.2.2. Dado um subconjunto compacto K de um espaco métrico X, w > 0 e a com

0 < o<1, entdo

sy (I (P, K))
K)=1
) = RS ™ gk
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Dem. Primeiro note que:

log(N(o*w, K)) log(N(c*w, K))

lim su = limsu 2.12
k_mp —log(a*w) k_mp —log(ak) ( )
De fato,
log(N(ofw, K))  log(N(c"w, K))
“log(ahw) —(log(a®) + log(w))
B 1 log(N(ca*w, K))
CE )

1
e (2.12) segue pois lim oy = 1
720 1+ gty

Uma vez que ofw 2, pela defini¢do de ¢( K') temos que

k
c(K) > limsup log(N{a"w, K))
k— o0 _log(akw)

k

Para a outra desigualdade dado k > 0 escolha ¢ tal que o w < ¢ < a*w. Assim

log(N (e, K)) < log(N (o tw, K)) log(N (o tw, K))

—log(e) - —log(aFw) ~ —log(a*tlw) + log(a)
< 1 log(N (" tw, K))
- 1- % —log(a*+1w)

Como (2.12) é vélida, lim ——————
oo ] — logl(o?k(*zw)

demonstracao. [

= 1 e quando k£ — oo, ¢ tende a zero, concluimos a

Lema 2.2.3. Seja X um espago vetorial normado e K, Ky subconjuntos compactos de K.

Entdo ¢(K; + K3) < ¢(K;) + ¢(Ky).

Dem. Suponha que ¢(K;) < oo e ¢(K3) < 0o, caso contrdrio nao hd o que provar. Pela com-
pacidade de K e K», dado r > 0, existem {z}}}", {22}, C X tais que K; C UM, B, (z})

e K, C U2, B,(2%). Logo,

j:
N1 Ny N1 N3

(K0 + Ks) < | JUB () + B,(2) = | Bar ] +47)

i=1j=1 i=1j=1
e consequentemente N (2r, (K7 + K3)) < Nj - N,. Portanto,
log N(2r, K K [ Ny - N.
(K1 + Ks) := limsup og N(2r, 11+ 2) < og ( 11 2)
T lag (3) o0 (1)

log (N log (N.
< limsup M + lim sup M = (K1) + c(Ky).
r—0 log (;) r—0 lOg (;)
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Como consequéncia direta do Lema anterior temos o seguinte resultado:

Corolario 2.2.4. Seja X um espaco vetorial normado e K um subconjunto compacto de X. Se

c(K) < oo, entdo ¢( K — K) < 2¢(K).

Lema 2.2.5. Se (X, px) e (Y, py) sdo espacos métricos, K um subconjunto compacto de X e

f: K —Y é Holder continua com expoente 0(0 < 0 < 1), isto é, existe L > 0 tal que

py(f(2), f(y) < Lpx(2,y)" paratodox,y €K,

entdo c(f(K)) < C(;().

Dem. Se ¢(K) = oo, ndo hd o que provar. Suponha entio que ¢(K) < oco. Dadoe > 0
temos que: K C UNEM) BX(1,). Note que, se = € (BX(z;) N K) entdo py (f(z), f(z;)) <
Lpx(z,2;)? < Le®. Assim,

N(s K)

fiE)yc | f(BX ) nK) U BY.(f

=1

Portanto N (Le’, f(K)) < N(e,K) e

log N(Le%, f(K)) _ . log N(c, K)
K = 1] <1
(f(K)) = Hmsup == S msup T og 29)
1 log N(e, K K
< Tmsup og N(e,K) _ o(K)
£—00 14_1()& —Hlogg 0

]

Corolario 2.2.6. Seja f : X — Y uma funcdo Lipschitz continua, K um subconjunto compacto

de X e G(f,K)={(x, f(x)) : x € K} ogrdficode f restrito a K. Entdo ¢(G(f,K)) = ¢(K).
Dem. Considere as aplicacdes K 5 = — (z, f(x)) € G(f,K)e G(f,K) > (z, f(z)) —>

x € K. Note que,

p2((, (), (i, f(W))) = px(x,9) + py (f(2), f(y)) < (¢ +Dpx(z,y) €
pX(fL', y) < pX(fE; y) + pY(f(‘T)v f(y)) = pQ((ZL’, f(l‘))7 (yu f(y)))
onde py, px € p2 sdo as métricas de Y, X e X x Y respectivamente e na primeira desigualdade

usamos o fato que f : X — Y & uma fun¢do Lipschitz . Logo, as aplica¢des definidas acima

sao Lipschitz e pelo Lema[2.2.5|segue o resultado. O
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Lema 2.2.7. Seja (X, px) e (Y, py) espacos métricos e Kx, Ky subconjuntos compactos de

X, Y respectivamente. Entdo ¢(Kx X Ky) < ¢(Kx) + c¢(Ky).

Dem. Se ¢(Kx) = oo ou ¢(Ky) = oo o resultado é direto. Suponhamos entdo que ambas sdo

finitas e adotemos em X X Y = Z a métrica

pz((x1,91), (T2, y2)) = px(T1,T2) + py (Y1, Y2)-

Como Kx C UMXBX(x;), Ky C U; M BY (y;) e como pz((x,y), (zi,y;)) = px(x, ;) +

py (y,yi) < 2¢ sempre que (z,y) € BX(z;) x BY (y;), segue que

Nx Ny Nx Ny
Kx x Ky c | (BX(x;) x BY () < |J | BZ (i, vy)-
i=1j=1 i=1j=1
Portanto, N(2¢, Kx X Ky) < Nx - Ny. E o resultado segue direto por (2.6). O

Combinando os Lemas [2.2.5]e temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.8. Sejam Kx C X e Ky C Y conjuntos compactos. Suponha que c¢(Kx) < oo,
¢(Ky) <ooeque f: X xY — Z satisfaz

pz(f(x,y), f(@'. ) < Cxpala, ) + Cypy(y,y/)’,

onde ) < a<1le0< f < 1. Entdo

c(Kx) n C(KY)'

c(f(Kx x Ky)) < - 5

2.3 Projecao de compactos com dimensao fractal finita

Aqui nos dedicamos a exibir um resultado de Maiié (ver [16], Lema 1.1), orientando-nos por
Carvalho, [20], o qual prova, em um espaco de Banach X de dimensao infinita, dado um subcon-
junto K e um subespaco fechado de dimensao finita Y (com certas condi¢cdes de compacidade
e sobre a dimensao (Hausdorff ou Fractal) de /, além de hipdteses sobre a dimensdo de Y) que
as projecoes de X em Y injetivas quando restritas a /{ s@o "maioria" no conjunto das projecdes
de XemY.

Se X € um espaco de Banach e Y € um subespaco fechado de X seja
P(X,Y)={PcL(X):PP=PeP(X)=Y},

com a topologia uniforme de operadores, o conjunto das projecdoes de X em Y.
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Lema 2.3.1. Seja X um espago de Banach, Y subespaco fechado de X tal que P(X,Y) # &

e J um subconjunto compacto de X. Defina

P;={PeP(X,Y): N(P)NJ= 0o}

Entdo, P é aberto em P(X,Y).

Dem. Dadauma proje¢do P € P, pela compacidade de J, por ser N (P) fechado e por N(P)N
J = &, temos que € = p(N(P),J) > 0. Escolha s > 2t > 2¢ onde ¢ é tal que B;(0) D J.

Notemos que, p(N(P),J) = p((I — P)Bs(0),J),¥ P € P(X,Y). De fato,
(i) se x € (I — P)Bs(0), entdo existe y € B,(0) tal que = = (I — P)(y). Logo, P(z) =
P(y—P(y)) = 0,ouseja, z € N(P). Pela arbitrariedade de x, segue que (I — P)B4(0) C

N(P);

(ii) se x € N(P) N Bs(0), entdo (I — P)(z) =« — P(z) = z, ou seja, x € (I — P)B,(0).
Assim, N(P) N B,(0) C (I — P)B(0);

(iii)

p(N(P)ABL(0),]) = int{p(a,y) : w € N(P) 1 B(0),y € J}

> inf{p(z,0) — p(y,0) : @ € N(P) N B(0),y € J}
> inf inf —

Z et o P 0) + inf =p(y, 0)

> inf x,0) —su ,0

T zeN(P)NBg(0) 'O( ) yeﬂ)p(y )

> s—1>2t—1t>e¢.

Portanto, por (i), (ii) e (iii),
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Agora, seja P € P(X,Y) tal que || P — Pl|zx) < <. Entdo

inf p(z,J) = p(N(P),J)=p((I - P)B(0),])

o = inf{p((I = P)(x),y) : « € B,(0),y € J}

= inf{||({ = P)(x) — yllx : @ € By(0),y € J}
= nf{|[({ = P)(z) —y + (I = P)(z) — (I = P)(z)||x : = € B,(0),y € J}
> f{|[(I = P)(x) —yllx — [|P(x) = P(a)||x -« € Bs(0),y € J}
> inf{|[(/ = P)(z) —yl|lx : = € B,(0),y € J} +m€ig€f(0){—|lp(m) — P(x)x}
= p(N(P),J) — o |1P(z) — P()]|x
= p(N(P),J) = s||[P = Pllzx)
> e sg = 0.

Assim N(P)N.J = @ e P € P;, provando que P; ¢ aberto. O

Lema 2.3.2. Seja X um espago de Banach real. Se K = U,en+ K, K, C X compacto, entdo,
existe uma sequéncia {¢;(x)}ien- em X* tal que, se x € span(K) e ¢;(x) = 0 para todo

1 € N* entdox = 0.

Dem. Seja W o fecho do subespago de X gerado por K, W = spT(K).

Como K, é compacto para cada n € N*, K,, contém um subconjunto enumeravel denso
(ver [[14]], cor. 3, p. 224), ou seja, K, € separavel para todo n € N*. Sendo K unido enumeravel
de conjuntos separdveis K também € separdvel e consequentemente W € separdvel. Por ser 1/

o fecho de span(K'), W é fechado em X e assim é completo (ver [[14], prop. 6, p. 106). Logo

W é um espago de Banach separdvel. Segue, pelos Teoremas |A.0.9| e |A.0.10, que B}V"(0) é

compacto e metrizével na topologia fraca* o(W*,W). Da compacidade de B}""(0) obtemos
que ela € totalmente limitada e consequentemente separavel (ver [14], prop. 7, p. 22 e [13],
lema 8. 2-2, p. 412), ou seja, existe uma sequéncia densa {¢, }nen- em (B (0), o(W*, W)).

Suponha agora que ¢, (z) = 0 paratodo n € N* e z € W. Logo, pela Proposicdo
#(x) = 0 para todo ¢ € B}V (0) e assim z = 0. A sequéncia desejada é obtida estendendo ¢,,
a X através do Coroldrio[A.0.7ldo Teorema de Hahn-Banach

Lema 2.3.3. Seja K,, compacto. Dado, r > 0, n € N*, se

Apr={2z€eK,— K, ||zl]|lx>r}=(K,— K,)N{x € X : ||z]|x >},
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entdo A,, , é um subconjunto compacto de X.

Dem. Considere uma sequéncia {yx}rens C Apns, 1020 Y = v — wy, com vy, wy, € K.

Pela compacidade de K, passando se necessério a uma subsequéncia vy — wy — (v — w) €

(K, — K,). Assim, y, > v—w =y € (K, — K,). Como ||y||x = klim ||lyx|| > r, provamos
— 00

quey € A, ,. Portanto A, , é compacto. ]

Lema 2.3.4. Seja K, compacto e
Ppr={P € PX,Y):diam(P ' (y)NK,) <r,Vy €Y}, (2.13)
entdo P € P, se, e somente se, N(P) N A,,, = &.

Dem. Suponha que exista y € N(P) N A,,, entdo P(y) = 0 e existem v,w € K, tais que
y=v—w,|lv—wl|lx > reconsequentemente P(v) = P(w). Seja z = P(v) = P(w); isto é
v,w € P7Y(2). Logo, diam(P~'(2) N K,,) > ||[v —w||x >re P & Py,.

Para a reciproca, seja P € P(X,Y), se N(P)NA,, = &, entdo paratodoy € Y e
v,w € P~(y) N K, temos que v — w € N(P) e consequentemente |[v — w||x < r. Assim,
diam (K, N P~1(y)) < r, mas como K, é compacto e K,, N P~!(y) é fechado, segue que
K, N P~(y) é compacto e diam(K,, N P~(y)) < r.

]

Corolario 2.3.5. Seja P, . definido por 2.13)), entdo P, é aberto em P(X,Y") com a topolo-

logia uniforme de operadores.

Dem. Segue imediatamente da caracterizagdo de P, , obtidano Lema e utilizando o Lema
231 O

Teorema 2.3.6. Se X é um espaco de Banach sobre R, K = U.° | K,, com K,, compacto para
cadan € N*, dimy(K — K) < 0o e Y é um subespago de X com dimpy(K — K) +1 <
dimY < oo, entdo o conjunto {P € P(X,Y) : P|k € injetora} é residual em P(X,Y).

Dem. Recordemos que, se M é um espago métrico, um conjunto A C M ¢é dito residual se seu

complemento em M é magroE], isto é,

M\ A= |]J B,

1EN*

SPara conjunto magro, ou de primeira categoria, ver [14]], secio "o teorema de Baire", p. 186.
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onde o interior do fecho de cada B,, é vazid]

Sem perda de generalidade supomos que { K, } ,en+ € uma sequéncia crescente de conjuntos
compactos. Pois, se este ndo € o caso, podemos definir C,, = U}" ; K; e teremos uma sequéncia
crescente de conjuntos compactos tal que K = U2 (.

Seja P, , definido em (2.13). Note que

{P €P(X,Y): P|g éinjetora} = (1) ] P, .
neEN* meN*
De fato, valendo-se do Lema[2.3.4] suponha por contradi¢do que P € {P € P(X,Y) : Pk é
injetora}, mas N(P) N Anoym% # @, para algum ng, mo € N*. Sejaz € N(P) N Ano’m%, logo
x € (Kpy — Kpy) € ||z]| > mio Consequentemente z # 0, x = a — b, coma, b € K, e
P(a) = P(b); isto &, P|k ndo ¢é injetora. Portanto
{P € P(X,Y): P|k éinjetora} C ﬂ ﬂ P 1.
neN* meN*

Para a outra inclusdo suponha que P|x ndo € injetora. Entdo, existem a,b € K tais que
P(a) = P(b) € Y. Como consideramos a sequéncia { K, },cn crescente, a,b € K, para

algum ng € N*. Assim (a — b) € (K, — Ky,),|la —0|| =X > 0e P(a — b) = 0, ou seja,

1
(a—b)e N(P)NA,, 1, com— <A\

mo mo

Portanto, P ¢ [, cn« [pen+ Po, L -
Escreva m como a aplicagdo quociente[] de X sobre Z = X/Y. Entdo

w4\ 10} = | 500 € A, lIn(0)llz > -}

meN*

onde cada {m(v);v € A, ||7(v)||z > =} é compacto, pois 7 é um operador linear limitado e,

pelo Lema[2.3.3) A,,, é compacto. Segue do Lema que existe um sequéncia { f; }ien+ em
Z* tal que, se z € span(m(A,,)) e fi(z) = 0 paratodo ¢ € N*, entdo z = 0. Defina

1
An,r,i,j = {'U < An,r : |f,(7T(U))| Z ;} e Pn,r,i,j = {P c P(X, Y) . N(P) N An,’r,i,j = @} .

Segue facilmente que A, ;; é compacto e portanto, usando o Lema [2.3.1} P, ,.; ; € aberto em

P(X,Y). Além disto:

SEm um espaco métrico M, intX = & em M se, e somente se, M \ X é denso em M.
7Sobre espago quociente ver [2], segdo 11.2, p.353.
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Anr = (U U Anrig) U (An, 0Y).
iEN* jeN*
De fato, quando tomamos a unido sobre todo ¢, j € N* estamos considerando | f;(7(v))| >
0, para todo ¢ € N* e os v € A, , tais que isto acontece. Logo, devemos considerar os
v € A, tais que | f;(7m(v))| = 0 para todo ¢ € N*. Porém, pela definicdo de f;, para tais

v temos que 7(v) = 0 (a classe do zero, isto €, Y). Assim temos A,,,, NY.

NP)VAw = U WN(P)NAny)

i€N* jEN*

Como P? = P, temos que P(y) = v, para todo y € Y ( sendo P~!(y) a imagem
inversa de y, segue P*(P~'(y)) = P(y) e P(P~*(y)) = v ). Entdo N(P)NY = {0} e
consequentemente N (P) N (A, NY) =&, pois 0 ¢ A, ,.

an = ﬂ ﬂ Pn,r,i,j

iEN* jeN*
Este item € consequéncia direta dos anteriores lembrando que P € P, , se, e somente se,

N(P)NA,, =2.
Sintetizando:

{P € P(X,Y): P|k éinjetora} = ﬂ ﬂ Pp1.
neN* meN*

a ARARANAR S

neN* meN* :eN* jeN*

Como P, 1 , ; € aberto temos que P(X,Y) \ P, 1 ;. € fechado. Logo, nos resta mostrar

2, Rv%]

que P, 1 ;i édenso em P(X,Y) paracadam,n,i,j € N.

1

Seja Py € P(X,Y) e defina

¢:Y\{0} — S={yeV:ljyllx=1}
Y
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Logo

O(Po(Anr) \ {0}) = [J(@(Po(Anr) N Y\ BY(0))).
1N
Note que ¢ restrita a Py(A,,) N [Y \ BY (0)] é Lipschitz continua. De fato,

x y
lzllx [lyllx

< Uz =yllx.
X

16(z) — o(y)l|x = ‘

Portanto, pelas Proposi¢des el2.1.11]

dimp (¢(Fo(An,r) \ {0})) sup dimy (¢( Po(Ay.) N [Y\ By (0)])

lEN*
sup dimpy ( Py(A,,) N[Y\ B?(O)])
lEN*

dlmH (P() (Anﬂn))

INIA

IA

dlmH (An,,«)

IN

dimp (K, — K,) < dimp(K — K) < dim(Y) — 1.
Assim, existe u € S tal que u ¢ ¢(FPy(An) \ {0}). Isso segue pois, se este ndo € o caso, entdo
dimy (V) — 1 =dimg S = dimpy (¢(Po(Anyr)) \ {0}) < dimp(K — K),

contradizendo nossa hipétese.

Dadoe > 0, 7, j € N* definimos
P.(z) = Py(z) + e fi(m(z))u.

Note que P. € £(X) com imagem em Y e ainda mais, P. € P(X,Y). De fato,

se y € Y, entdo

P.(y) = Po(y) +efi(m(y))u = Fo(y), pois w(y) = 0;

sey € X \ 'Y, entdo

PXy) = Po[Py(y) +efilm(y))ul +efi(n(P(y)))u
= Po(y) +efi(n(y))u,
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pois P? = Pye Py(u) = u, paratodou € Y.
Suponha que P. ¢ P, ;, logo existe z € A, ,; ; tal que P.(x) = 0. Para este x temos que

Py(xz) = —efi(m(y))ue fi(w(x)) # 0. Portanto,

u=—(efi(n(2))) 1 Fo(x)

P(Fo(x)) = £o(u).
Como u € S, u = ¢(u) e assim £u = ¢(FPo(z)) € ¢(Po(Anyrij) \ {0}). Consequentemente
u € ¢(Po(An,) \ {0}) contradizendo a escolha de u e mostrando que P. € P, ,.; ;.

Por || P — Pyl|zex) =% 0 temos que P, ¢édensoem P(X,Y). O

Recordando que a dimensdao de Hausdorff € menor que ou igual a dimensao fractal e utili-

zando o Coroldrio [2.2.4] segue imediatamente do teorema acima o resultado seguinte.

Corolario 2.3.7. Se ¢(K) < oo e Y é um subespago de X com 2¢(K) + 1 < dimY < oo,
entdo o conjunto {P € P(X,Y) : P|k é injetora} € residual em P(X,Y).

2.4 Dimensao de compactos negativamente invariantes

Denotamos por £(X,Y’) o espago das transformagdes lineares limitadas de X sobre Y, por

L(X) o espaco das transformagdes lineares limitadas de X sobre ele mesmo e por K o espaco

K™ equipado com a norma || - ||« para z € K™ com z = (z1, ..., ), 2; € K, definimos
2]l = max |||k

Sejam X e Y espagos normados. Se existe T € L(X,Y) que € bijetiva e tem 7! €
L(Y, X), dizemos que X e Y sdo isomorfos e que 7" é um isomorfismo entre X e Y.

Nesta secdo, utilizando uma estimativa para a cobertura por bolas em K7 e utilizando o
isomorfismo entre K7! e um subespago m-dimensional Y de X, exibi-se uma estimativa para
coberturas por bolas em Y e posteriomente uma estimativa para cobrir 7' [Bf( (0)} , T e L(X).
Com este resultado para coberturas prova-se que conjuntos compactos negativamente invarian-
tes (isto é, f(K) D K) para uma aplicagdo cuja a derivada é a soma de uma contragao forte
e uma fungdo compacta tem dimensao fractal finita. Apresentamos também alguns resultados

sobre dimensao fractal de atrator global.
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Os resultados desta se¢do sdo de Maiie, [16]. Porém, as demonstragdes dos resultados sdo
feitas seguindo Carvalho, Langa, Robinson, [3], que fazem demonstra¢des mais simples que
Maiié e ainda melhoram o limite da dimensao fractal em espacos de Banach dado em [16].

Comegamos definindo:

Definicao 2.4.1. Sejam X e Y dois espacos normados isomorfos. Definimos a distdncia de

Banach-Mazur entre X e Y por
Aot (X.Y) = log (b {11 oo 1T ey : T € LIX,Y), T € LY, X))).

Proposicao 2.4.2. Seja Y um espago de Banach m-dimensional sobre K (K = R ou C). Entdo
dpa(Y,K2) < log m.

Dem. Seja {z1,...,2,,} uma base de Auerbach|e {fi, ..., .} a correspondente base de Y*,

isto &, ||xi|ly = || filly= = 1 e fi(zr) = i, 1 < i,k < m. Defina a aplica¢do
T : K —Y
m
Z Z 2.
j=1
Entao
m m
1Ty = || Dzl <D Izl < mllzlle
i=1 y =l
e assim
T e vy < m.
m
Por outro lado, se = = Z zjx; € Y com ||z||y < 1,entdo, como z; = f;(x),
j=1
1T (@)l = |lzlloc = max |z;] = max |f;(2)] < [lzlly,
J=1,..., Jj=1,....m
e assim
T ovgm) < 1.
Pela defini¢do [2.4.1] segue o resultado. N

Lema 2.4.3. Se Y é um subespaco m-dimensional do espaco de Banach X, entdo
N B O) < m w1 (B) L 0<p s,
p

onde o =1se K =R, a = 2se K = C. Além disto, as bolas na cobertura podem ser tomadas

com centros emY .

8 Para existéncia de tal base veja
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Dem. Assuma primeiro que K = R. Como Y e R} sdo m-dimensionais, pela Proposi¢do
2.4.20 dpp (Y, R7) < log m; em particular existe um isomorfismo linear 7' : R”. — Y tal que

T[T < m. Uma vez que ||T~(z)||rg < [|T7|/[|z]]y. segue que

BY(0) = T(T"'(BY(0))) T (B[ ,(0).

1711

Observe que B) =, (0) pode ser coberta por

IIT Hir

<H%> (”wy . (”%)m <(U+m)m (g)m

bolas em R7 de raio Logo, BY (0) pode ser coberta por este mesmo niimero de bolas com

HTH

raio p (pois, [|[T'(x)|ly < ||T[[[z/[ez, [|*[len < wfy)-

_ 2m
Se X é um espago de Banach complexo, cobrimos BHT e (0) com <1 + ||T7p1\|r) bolas

em C7 de raio IITH

Denotamos por KC(.X) o subespaco fechado de £(.X) consistindo de todas as transformagdes

lineares compactas de X sobre ele mesmo e definimos
Li(X)={TeLl(X):T=L+C,comC e K(X)ellL|lgx) <A} (2.14)

Lema 2.4.4. Seja X um espaco de BanacheT' € L A (X). Entdo existe um subespaco Z de X

de dimensdo finita tal que
dist(T[BX(0)], T[BE(0)]) < A. (2.15)

Dem. EscrevaT = L+ C, onde C € K(X) e L € L(X) com ||L||zx) < 3. Mostremos

primeiramente que para qualquer € > 0 existe um subespaco Z de dimensao finita tal que
disty (C[B; (0)], C[B{(0)]) <e.

Suponha que isto seja falso; isto €, existe £y > 0 tal que
disty(C[B; (0)], C[BY (0)]) > eo,

para todo subespaco Z de X com dimensdo finita. Escolha algum z; € X com ||z;||[x = 1, e

seja Z; = span{z;}. Entdo

disty (C[B;* (0)], C[B" (0)]) > <o,
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logo existe um o € X com ||z||x < 1 tal que
||Czy — Cxql|x > 0.
De forma anéloga para Z, := span{x1, x5}, podemos encontrar x3 com ||z3||x < 1 tal que
||Cxs — Cxsl|x > €0 e ||Cxz— Cxi||lx > 0.

Continuando indutivamente podemos construir desta maneira um sequéncia {x;};en+ com

4] x <1 tal que
|Cx; — Cjl|x = e0, i # ]

contradizendo a compacidade de C.

Considere agora Ay < A de modo que 2||L||z(x) < Ao < A. Do que foi feito acima, escolha

um espaco Z de X, com dimensdo de Z finita, de forma que
disty (C[B} (0)], C[BY (0)]) < A = Xo.
Se x € B{X(0) e z € B{X(0), entdo
| Tz —Tz||x <||L(x — 2)||x + ||Cx — Cz||x < Ao+ ||Cz — Cz||x.
Portanto,

disty(T[By' (0)], T[B{(0)]) := sup inf )||T$—TZ||X

zeBX (0) 2€B{ (0

<  sup (M+ inf [|Cx—Cz||x)
z€BX(0) 2€BY (0)

< X+ distg(C[BY(0)], C[B{(0)))

< A

O]

Observe que na demonstracao do Lema acima, o subsespago de dimensao finita Z é obtido
em func¢do da parte compacta C'de 7" € L 2 (X). Logo, se C' é de posto finito v, podemos

considerar dim(Z) < v.

Lema 2.4.5. Sejam X um espago de Banach sobre K, Y C X um subespaco com dim(Y') =
m, A\ > 0eT € L(X) tal que disty(T[B;X(0)], T[BY (0)]) < \. Entao, para todor > 0 e

v > 0:

T||2x) +>\>am

N1+ ), X)) < -+ 1 (1

onde = 1se X éreal e a = 2 se X é complexo.
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Dem. Pela linearidade de T basta mostrar o resultado para r = 1. Seja 7 = ||T||z(x) + A
Entdo, pelo Lema[2.4.3]

k _\ am

BY(0)NnT(Y) C U BX\(x;), comz; € BY (0) e k < (m+1)*" (%) ,

i=1
onde @« = 1, se X éreal e @« = 2, se X € complexo. Se mostrarmos que T'(B;¥(0)) C
UL, B(114)r(x;) demonstramos o Lema. Para isto, tome v € X tal que ||v||x < 1. Como
dist(T[BX(0)], T[BY (0)]) := sup inyf(o) |Tz — Ty||x < ), existe y € B} (0) de forma

zeB¥(0) ¥€B]

que ||[Tv — Ty||x < A. Logo,
[Tyl|x < |[|Tvl|lx + [|[Tv = Tyllx <[|Tlleexllvllx +A <7
Agora, escolha 1 < i < ktal que ||Ty — ;|| x < YA, assim

1 Tv — il x <[|Tv =Tyllx + [Ty — zil[x < (T+7)A

Portanto, T'(B{¥(0)) ¢ UL, Bagpa(xi), k < (m 4+ 1)*™ (W) onde v = 1, se X é

real e o« = 2, se X € complexo. 0

Lema 2.4.6. Sejam K um subconjunto compacto de um espaco de Banach X sobre K e [ :
X — X uma funcdo continuamente diferencidvel em uma vizinhanca de K. Suponha que
K seja negativamente invariante para f; isto é, f(K) D K, e suponha também que existam

0 <a<1leM € Ntais que para cada v € K,

N(a, D, f[Bf (0)]) < M. (2.16)
Entdo
(k) < 29 M (2.17)
—loga

Dem. Para funcao continuamente diferencidvel em espacos de Banach ver [[18]].
Como f é diferencidvel e K é compacto, para cada n > 0 existe 1y = ro(n) tal que para

qualquer z € K e qualquer 0 < r < 7,
X X X
fFBF0)NK) C f(x) + Do f(B;(0)) + By, (x).
Pela linearidade de D, f e por (2.16) temos que, N (ar, D, f[BX(0)]) < M e assim

N((a+mn)r, f(B (x) N K)) < M, v < 1o(n). (2.18)
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Agora, fixencom 0 <7 < 1 — «, e sejary = ro(n). Cubra K com N (ry, K) bolas de raio
ro. Faca a interse¢do das bolas desta cobertura com K e aplique f a todos os conjuntos desta
nova cobertura. Como K é negativamente invariante para f isto nos fornece uma cobertura para
K por conjuntos da forma f(B; () N K), com z € K. Por (2.I8) cada um destes conjuntos

pode ser coberto por M bolas de raio (« + 7)rg, e assim,
N((a+n)re, K) < MN(ro, K). (2.19)

De forma andloga, agora cobrindo K com N ((a+n)rg, K) bolas de raio («+mn)rg, obtemos

uma cobertura para K formada por conjuntos da forma f (B()gé (@) N K), comz € K.

Novamente por (2.16)) segue que cada uma destas imagens pode ser coberta por M bolas de raio

(v + 1)y € juntamente com (2.19) temos que
N((a+n)*ro, K) < M*N(ro, K).
Aplicando este argumento k vezes,

N((a +n)Fre, K) < M*N(ro, K).

Pelo Lema [2.2.2)
logN Fro, K
c¢(K) = limsup ogN (e +m)"ro, K)
koo —k log(a + 1)
. k logM + logN (ry, K)
< limsup
koo —k log(a +n)
logM
—log(a+mn)
Pela arbitrariedade de 7 segue o resultado. [

Definicao 2.4.7. Para T € L(X) definimos
vA(T) = min{n € N : existe subespago Z de X, dim(Z) = n tal que 2.15) vale}
com a convengdo que min & = oo.

Teorema 2.4.8. Seja X um espaco de Banach sobre K, U C X um conjunto aberto e f
U — X uma aplicacdo continuamente diferencidvel. Suponha que K C U é um subconjunto

compacto e que D, f € E%(X), para algum 0 < \ < % para todo x € K. Entdo

n =supvy(D,f) e D =supl|D.f||
zeK zeK
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sdo finitos e:
x D an
N@2A, D, f[B; (0)]) < [(n+ 1)X , para todox € K, (2.20)

onde,a =1se K=Rea=2se K=C.
Se ainda f(K) D K, entdo

log((n + 1)%)
oK) < an {T@A)} , (2.21)

onde, o =1lse K=Rea=2se K=C.

Dem. Mostremos que n = sup vy(D,f) < oco. De fato, pelo Lema [2.4.4] para cada z € K
TeK
existe um subespaco de dimensdo finita Z, tal que

dist(Dq f[B(0)], Do f[BF=(0)]) < A.
Pela continuidade de K > v — D, f € L(X), existe §, > 0 tal que
disty (D, f[BY (0)], D, f[BZ(0)]) < A,

para todo y € B; (x), consequentemente, vy (D, f) < vy(D,[) para este tais y. Utilizando a
compacidade de K extraimos uma subcobertura finita da cobertura aberta de K formada pela
unido de Bj () sobre z, de onde segue que n < co.

Como n < oo, para cada = € K existe um subespago Z, de X com dim(Z,) < n tal que
distr (D, f[Bi (0)], Do f[BY* (0)]) < A.

Para facilitar a notagdo escreveremos Z, = ZeT = D, f.

Observe que 7'(Z) também é um subespaco de X com dimensdo menor ou igual a n e

assim podemos, pelo Lema [2.4.3] cobrir a bola BﬁT(ﬁ) (0) por bolas By (y;),1 < i < k, com

Yi € Bjj) (0) paracadaie
H an B B B -
E<|(n+1) 3 ,ondea=1,se K=Rea=2, se K=C.

Uma vez que ||Tz|| < ||T] [|=]l,

k
T[BZ(0)] € By (0) € | BY (wi)- (2.22)
=1
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Agora, provemos (2.20), mostrando que

k
TIBY(0)] < | Bai(wo)-
i=1
De fato, se z € B;*(0) entdo, do fato de que
disty(T[B*(0)], T[BY (0)]) < A,

segue que existe y € B (0) tal que ||Tz — Ty||x < A\. Como Ty € T[B#(0)], segue de (2.22),
que ||[Ty — y;|| < A\ 1 <i <k, logo

T2 = yillx < |IT= = Tyllx + 1Ty — willx < 2),

isto €, Tz € T[Bs5(y;)]. Pela uniformidade de n em K, (2.20) segue.

Para concluir a demonstrag¢do do teorema utilizamos o Lema para obter (2.21)). 0

Corolario 2.4.9. Seja X um espaco de Banach sobre K, U C X um conjunto aberto e f
U — U uma aplicacdo continuamente diferencidvel. Suponha que K C U é um conjunto
compacto tal que f(K) 2O K e que existe ¢ > 0 tal que D,f € L1 _.(X) para todo x € K,
entdo

c(K) < oc.

Dem. Para todo x € K temos que D, f = L, + C,, onde C, € K(X) e |[L||zx) < 1—e.
Note que,
DyfP = Dpp-ryfo..oDyf =L+C,
onde Dyj(,y f = Lj+ Cj, com ||Lj||px) <1—¢, C; € K(X), 1< j<p, L=1Ly, 10..0L
e C e K(X).
Assim, para p suficientemente grande, D, f? € L 2 (X),paratodozr € Kel < A < % E,
como f(K) 2 K, aplicando o Teorema[2.4.8|a f* no lugar de f, obtemos que

c(K) < oo.
[

Corolario 2.4.10. Seja X um espaco de Banach sobre K (real ou complexo) e suponha que
f € CYX) étal que {f™ : n > 0} tem um atrator global A e D, f tem posto finito v(zx) com

sup v(z) := v < oo. Entdo,
€A
c(A) < av,

onde, a =1, se K=Rea=2se K=C.
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Dem. Como D, f é linear e continua (f € C*(X)), entdo f é limitada e sendo dim[R(D, f)] <
v(x) < oo, segue que (veja [13], p. 407, teo 8.1 — 4) D, f é compacto. Logo, para cada A > 0

ex € A,

Em particular, paracada 0 < A < %

Note que n = sup v\(D,.f) < v < oo, pois pela observagdo feita apos o Lema [2.4.4{ temos
zeA

que vA(D,f) < v(x), paratodo = € A.
Como f(A) = A, pelo Teorema [2.4.8}

log [(v + 1)ﬂ
< - A
o(A) < av —log (2))
Tomando o limite quando A — 0, obtemos ¢(A) < av,coma = 1,se K = Re a = 2 se

K=C. U

Corolario 2.4.11. Seja X um espago de Banach real, L, K € CY(X). SeT = L + K,
suponha que o semigrupo discreto {T" : n > 0} tem um atrator global A. Suponha que
K tem posto finito em A; isto é, R(D,K) C Y(x) onde Y (x) é um subespaco de X com

supdim(Y (x)) := v < oo, e que L satisfaz

z€eA
sup || Dyn-1(gyL o ... o D, L|| < ¢(n), n € N,
z€A

onde c¢(n) "=3 0. Entdo, se sup dim(D,K) = v < oo, entdo

zeA

c(A) <.
Dem. Observe que

DxTn = DTnfl(l,)T 0...0 DxT = (DTn—l(x)Ln + DTnfl(x)Kn) 0...0 (DIL + DJCK)

= (Dpn-ypLo..oD, L)+ K, :=1L,+ K,,
(z)

onde K, é um operador compacto com posto menor ou igual a v.
Como D,T" € L) (X) paratodo z € Aen € N, pelo Lema [2.4.4} existe um subespago
Z, C X tal que dim(Z,) <ve

disty; (D, T" (B (0)], D, T"[B(0)]) < 2¢(n).
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Portanto, dado A > 0, se supdim(D,K) = v < oo e tomando n suficientemente grande,
€A
garantimos que D, T" € £%(X) com vy (D,T") < v.

Como T™(A) = A, pelo Teorema [2.4.8] segue que

ylog ((V + 1)%)
—log (2\)

c(A) <
para cada 0 < A < 5. Tomando limite quando A — 0, obtemos que ¢(A) < v. O
Utilizando os resultados do Apéndice B} vale o seguinte corolério:

Corolario 2.4.12. Seja g : R" — R"™ uma fungdo continuamente diferencidvel. Assuma que o

semigrupo {T'(t) : t € Tt} em R™ associado a equagdo diferencial ordindria

&= g(x),
.73(0) =g € R"

tem um atrator global A. Se dim[R(D,.g)] < k < n para todo x € A, entdo c(A) < k.
Em particular, se g - R¥ — R*, 3 > 0 e existe uma constante M > 0 tal que g(x) - v < 0

para ||x||gx > M, entd@o o semigrupo {T'(t) : t € T"} associado a

d T 0 I T N 0
dt \ 0 -8 y g(x)
T To
(0) =
Y Yo

tem um atrator global A em R* x R* com ¢(A) < k.

2.5 Atratores exponenciais

Definicio 2.5.1. Seja {S™ : n € ZT} um semigrupo num espaco métrico (X, p). Diremos que
M é um atrator exponencial para {S™ : n € 7T} se é compacto, positivamente invariante,

c¢(M) < o e existe uma constante v > 0 tal que

lim e"disty(S™(B), M) =0

n—o0

para cada B C X limitado.
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Sejam (X, ||.||x) e (Y, ||.||y) espagos de Banach e suponha que (X, ||.||x) estd compac-
tamente imerso em (Y, |.||y); isto é, X C Y e os limitados de (X, ||.||x) s@o relativamente

compactos em (Y, ||.||y). Seja S : X — X uma funcdo continua tal que:

(C1) {S™ : n € Z*} é limitado dissipativo; isto é, existe um conjunto limitado B, C X tal

que, para todo B C X limitado existe ng € Z* tal que S"(B) C By para todo n > np.
(C2) Existe uma constante & > 0 tal que ||Sz — Sy||x < k||z — y||y, para todo z,y € B,.

Teorema 2.5.2. Com as hipdteses acima, para todo v € (0,1), {S™ : n € Z"} tem um atrator
exponencial M,, e se N(r, A) denota o niimero minimo de bolas de raio v em (Y,|| - ||y)

necessdrias para cobrir A C'Y, entdo M, pode ser escolhido de modo que

log(N (3%, B{(0)))
oM.) < log(2)

O semigrupo {S™ : n € Z*} tem um atrator global A com ¢(A) < ¢(M,).

Dem. Assumiremos (tomando iteradas de S se necessdrio) que np, = 1. Sejav € (0, 1) e pela

compacidade de By em Y, existem No = N (¥, By) e Vo = {1, ..., 7, } C By tais que
No
Y
By C U1 BY ().
Como S(By) C By, vale que

No
U S(BY (z:) N By) = | | B} (Sx;) N S(By). (2.23)
=1
Claramente vale a primeira igualdade e (UN%, BX(Sz;) N S(By)) C S(By). Seja entdo y €
(B%Y(ajz) N By). Logo, Sy € S(By) e

Hsy_ SI@HX < k”y—l’iHy <V

isto & UNo, S <B%Y () N BO) c UM, BX(Sz,) N S(By)

Defina V; = S(Vp) e N, = N(, Bi*(0)). Como B;\(Sx;) N S(By) € limitado em X, é

relativamente compacto em Y. Assim,

Ny

B (Sz;) N S(By) C U B, (x), paracadal < i < N,.
]:1 2k
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Para a inclusdo acima transladamos as NV, bolas que cobrem B;¥ (0) em Y e contraimos 0s raios
(multiplicamos por v) para cobrir BX (Sz;).
Para garantir que os (x;;) estejam em S (B, ), como necessitaremos, escolhemos y € S(By)N

. P ~ . 2 .
B’V/2 (x;;) como centro (continuaremos utilizando a notagdo x;; = y) de bolas de raio o Assim,
%

Ny
B (Sz;) N S(By) C | ) BY: (w), 245 € S(By), paracadal < i < Ny (2.24)
=1 "

Logo, existe Vo = {z;;;1 < i < Ny, 1< j < N,} C S(By) tal que

No Nu

S(B UBX Sz;) N S(By) = <UUBY %>m5(30).

i=1j=1
Procedendo como antes,

No NV NO NV

UUS( mBD)mS (Bo) = | J | BX(Sz.,5) N S*(By)

1=17=1 i=17=1

eexiste V3 = {z;;;1 < 1 < Ny, 1 < < N,,1< I <N,} C S?*By) tal que

No N, N,
U U UB xl]l ﬂ SQ(B())
i=1j5=11[=1
€
No N, N, No Nv, Ny

UUUS( . (240) N S BO> UUUBE(Szi) 1 S*(By).

i=1j=11=1 i=1j=110=1
Prosseguindo por indugio obtemos V,, C S"1(By) com #V,, = NyN" 1 e
C U BX. ()
IEVn

Note que se {S™ : n € Z*} tem atrator global A entdo A C S™(Bjy), paratodon € N* e
portanto N (v", A) < #V,,. Segue do Lema|2.2.2] que

C log(NWMA) . log(NoNEY)  log(N)
— —< —
A =T =2 o) S A T log(on)  —log()

Provemos entdo que {S™ : n € Z'} tem atrator global A. Por hipétese {S" : n € Z*}
¢ limitado dissipativo, logo é ponto dissipativo. Observe, por (2.23)), que S(By) é totalmente
limitado em X. Logo, relativamente compacto em X. Seja entdo B C X limitado, logo existe

np € N tal que S"(B) C By, para todo n > ng. Em particular S"2(B) C By e assim
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Smstl(B) C S(By). Portanto S*5+1(B) é compacto. Pela Definigdo |1.0.20, {S™ : n € Z'}
¢ eventualmente compacto. Utilizando o Teorema [1.1.1} provamos que {S™ : n € Z*} tem
atrator global A.

Agora, observe que

disty(S™(Bo),Vn) = sup ply, V) <v™ (2.25)

yeS™(By)

Defina Ey = Vo, Eps1 = Vi1 U S(E,) e M, = UnenEp -
Segue direto da definicdo que S(M,) C M, e por 2.25), disty(S™(By), M,) < v™* =

e~"°9%  Como By absorve subsconjuntos limitados, dado B C X, existe C(B) > 0 tal que
disty (S™(B), M,) < C(B)e ™% n € N.

Falta mostrar que ¢(M,) < oo. Primeiramente note que, S%(B,) C S*(By) sempre que

s > t. Observe também que:

E,=ViUS(Vy) =Vi C S(By) C Bo;

Ey =V,US(E)) =V,U S(Vl) C S(By) C Bo;

Ey=V3US(Ey) = S(Va) U S%(Vy) € S*(By) C S(By) C Bo;
E,=VyUS(E3) = S(V3) U S%(Va) U S3(Vh) € S3(By) C S*(By) C S(By) C Bo;

)

ou seja, [, ; C S"(By), paratodoi = 1,2,3, .... Assim
M, C EyUE;U...UE,US"(By).

Afirmacdo: #(EgU Ey U ...UE,) <[(n+1)? = 1JNoN ! n > 1.
De fato, #(Fo U E1) < 2Ny < 3Ny = [(1 +1)* — 1]NyN!~!. Suponha que #(FyU E; U ... U
Enfl) < (n2 — 1)N0N5_1. Entﬁo,

IA

#(EyUEU...UE,) H#(EUEIU..UE, 1)+ #(E,)

(n? — 1)NoN ' + nNoN !

IA

IN

(n® — 1)NgN" ! 4 2nNoN" 4+ NyN"~*

IN

[(n+1)* = 1NN
Como N (v, S™(By)) < NogN/"~!, segue que

N(", M,) < (n+1)2NyN 1,
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Utilizando o Lema[2.2.2t ¢(M,) < oeNe

— log
Para completar a demonstragdo observe que dado v € (0, 1) existe v = 1/ ““4/N, € (0, 1)
tal que logN < ¢(M,). Portanto ¢(A) < ¢(M,) paracada v € (0,1). O

Corolario 2.5.3. Sejam X,Y espacos de Banach com X compactamente imerso em Y e S :
X — X continuo e tal que {S™ : n € Z"} tem um atrator global A. Se ||Sx — Sy ||x <

K ||z — y||y paratodo z, y € A e para algum K > 0, entdo ¢(A) < oo.

Dem. Uma vez que {S™ : n € Z*} tem atrator global, ele é limitado dissipativo e o resultado

segue pelo Teorema[2.5.2] O

Teorema 2.5.4. Sejam X um espaco de Banach e S € C(X). Suponha que o semigrupo
{S™ : n € Z*} possua um atrator global A em X. Seja Y um espago de Banach com X
compactamente imerso em Y e suponha que S = L + C : X — X com L, C € C(X) tais

que, para todo x, y € A, para algum \ € (0, ) e algum K > 0,

Lz — Ly ||x <Allz — yllx, [|Cz — Cyllx <Kz — ylly. (2.26)
v pX
Entéo c(A) < 9N BT (0)
( )_ loy(z(ﬁ.y))

Dem. Seja() < v < % — A. Como A € compacto,

Ny
A={JB\ (@) N A,

i=1

onde V; = {x1,...,xn,} C A. Seja N, o nimero minimo de bolas de raio 7 necessdrio para

cobrir B (0) em Y, entdo

A = (U B (2 A>

Ny

i=1

Ny
= U (BZX;\()\JrV)(L'T”L + U B2u (A v) (ylj) n A)) nA. (2.27)

=1 j=1

Para provar a igualdade (2.27), seja x € Bg% i (@i) N A. Logo,

[|Lx — La;||x < Az — xi]|x < 2A(A +v).
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Note também, que B ()\Jrlf)( x;) C UN” BJ, (/\+V)(ZU) Logo,se z € B ()\+l/)( x;), entdo
||CI — CZUHX < ]{ZHI - Zz'j||y < 21/()\ + V).

Assim,

(L(B2(>\+u) (z:) NA) + C( 2(A+u)($z) A A)) (BQ)\()\-H/) La;) + U B21/ (A+v) (?Jw))

j=1

onde y;; = C(z;;), donde segue (2.27).

Continuando,

1 v
A) = U U Bg{)\-i-l/)Q(in + yij) N A.
i=1j=1
Se (Lx; + yij) ¢ Aparaalgum 1 < i < Nyoul < j < N, entdo escolhemos z €
B;f/\ w2 (Lxi + yi;) N A para ser o centro de uma bola de raio 22(X + v)? que obviamente
contém Bgf 2 (Lai + yig); caso B;i

)Q(in + v;;) N A = &, podemos desconsiderar tal

A+v A+v

bola. Assim, existe Vo = {z;;;1 < i < N;,1< j <N,} C Atalque

N1 Ny

A) = U U B gz (i) NVA.

i=1j=1
Prosseguindo por indugio obtemos V,, C A com #V,, = N; N ! tal que

U BZ” Atv)n nA

Portanto N (2"(A +v)", A) < #V,, = NyN! e, pelo Lema[2.2.2,

log(NyN"—! logN,,
c(A) < lim o9y 1” ) = (029(/\+ M < 00
n—00 —Ll0 14
log <2n(>\+u)n) g
Agora, seja By um conjunto limitado absorvente com S(By) C By, 0 < v < % —Ae R > 0tal

que By C By (by) para algum by € By. Assim,

S(Bo) = S (Bg(bo) N By)
= (L(Bg (b)) N BO) + C(B (bo) N By)) N S(By)
B, (Lbg) + UBVR Yi ) N S(By)

R
Y

N,

U SR ( ) N S(Bo),
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para alguma escolha {z;;1 < i < N, } em S(By).
Procedendo como antes,

Ny

S*(Bo) = |J (L(Bsknin (@) N S(Bo)) + C(Bagiaiy (i) N S(Bo))) N S*(Bo)

=1

N, N,
= U (Bg{/\R(/\-H/)(Lxl) + U C<B§RV()\+V)<%J))> n 52(80)

i=1 j=1

N, Ny,

= U U Biiawe (L + i) 0 S?(By),

i=1j=1
para alguma escolha {z;;;1 < i < N,,1 < j < N,} em X. Assim, existe {z;;;1 < i <
N,,1 < j < N,}em S?(B,) tal que

N, N,

SQ(BO) = (U U ngR(/\er)z(acij)) N S2<Bo>

i=1j=1

Continuando este procedimento obtemos, para cadan € N, U,, C S™(By), com #U,, = N

e tal que

S™(Bog) C U B()Q((A+u))”R(x)'
2EVn
Assim, disty(S™(Bo), Va) < (2(A+1v))" R.
Defina Ey = Uy := {bo}, Eny1 = Upy1 US(E,), n € Ne M, = mX. Vemos
facilmente que S(M,) C M, e que

disty(S™(Bo), M,) < [2(A+ v)]"R = Re 970577
Como By é um conjunto absorvente, dado um limitado B C X, existe C'(B) > 0 tal que
disty (S"(B), M,) < C(B)e "9z

Agora, mostremos que ¢(M,) < oco. Primeiramente note que £, .; C S™(By), para todo

1€N,e consequentemente

M, C EyUE;U...UE,US"(By).

Afirmagdo: #(EyU Ey U ...UE,) < [(n+1)? — 1]N".
De fato, #(FoyUFE;) < N,+2 < 3N, = [(14+1)*—1]N. Suponha que #(E UE,U...UE, ;) <
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(n? — 1)N". Entdo,

#(EyUELU...UE,) < (EgUEIU..UE,_1)+#(E,)
< (n®*=1)N!+ (n+1)N}
< (n*—=1)N!+2nN} + N/
< [(n+1)*—1]N

Como N ([2(A + v)]", S™(Bo)) < N[, segue que

N2\ +v)]", M) < (n+1)2N".

Utilizando o Lema[2.2.2; ¢(M,) < %. O

Trabalhando com iteradas € possivel supor apenas que L seja uma contracao estrita (A < 1).

2.6 Atratores de semigrupos gradient-like e sua dimensao
fractal.

Nesta se¢do estimamos a dimensdo fractal do atrator global de semigrupos gradient-like em
termos do maximo da dimensao fractal dos conjuntos instaveis locais dos conjuntos invariantes
isolados e sob certas propriedades Lipschitz. Os resultados apresentados nesta se¢io sdo de
Bortolan, Caraballo, Carvalho, Langa, [3l].

Antes de prosseguirmos necessitamos de algumas defini¢oes.

Definicdo 2.6.1. Seja {T'(t) : t € T*} um semigrupo com atrator global A. Diremos que um
subconjunto ndo vazio A de A é um atrator local se existe um € > 0 tal que w(O-(A)) = A. O

repulsor A* associado ao atrator local A é o conjunto definido por
A ={reA:wlx)NA=0}
O par (A, A*) é chamado par atrator-repulsor para {T(t) : t € TT}.

Definicdo 2.6.2. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo gradient-like relativamente a familia
disjunta de conjuntos invariantes isolados E = {Zj, ..., =5} e com atrator global A. Diremos
que um conjunto invariante isolado =; é uma fonte, se W (Z;) N A = =Z;; e um sumidouro se

W*(Z;) = Z;. Caso contrdrio diremos que =; é uma sela.
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Note que se {T'(t) : t € T*} é um semigrupo gradient-like relativo a uma familia dis-
junta de conjuntos invariantes isolados Z = {=7, ..., Z*} e com atrator global A, entdo existem
pelo menos uma fonte ¢ um sumidouro. De fato, suponha que ndo exista uma fonte, ou seja,
Wg.(2i)NA# = paratodo 1 < i < p. Entdo dada uma e-vizinhangade =;, 1 < j < p, existe

x € Atal que, por (GL1), uma das duas situa¢des ocorre:

t —_ t—— —_
@ ¢.(t) =FZ; e ¢u(t) — Ej
t—o0 t——00

(D) ¢.(t) — Zj e ¢u(t) — Zp, 1 <1#j<p,

onde ¢, € uma solugdo global por . Em ambas as situacdes temos que =; € recorrente por
cadeias, contrariando (GL2) (na segunda usamos o fato da quantidade de conjuntos invariantes
isolados ser finita).

Para provar que existe pelo menos um sumidouro, suponhamos também que ndo exista =y,
1 <k < p, tal que W*(Z;) = Ex. Como A = U W*(E,), se z € W*(Z;) entdo z € A.
De forma andloga a prova que existe uma fonte concluimos que {7'(¢) : t € T"} tem um
sumidouro.

Agora, provemos que se {7'(t);t € RT} é um semigrupo gradient-like relativo a uma fami-
lia disjunta de conjuntos invariantes isolados 2 = {Zj, ..., =5} e com atrator global A, entdo
A = A’, onde A’ é o atrator global do semigrupo gradient-like discreto {S™ : n € Z*} com
S = T(1). Para tal, observe que A C A'. Reciprocamente, como A" = UY_ W*(Z;), dado
y € A’ existe uma solugdo global limitada ¢ : Z — A’ por y e um conjunto invariante isolado

— 00 —

=, tais que ((—n) 3 Z;. Defina

T(n+1t)((-n), tenn+1),n=0,1,2...

¢(t) =
T(n+t)((-n), t€[-n,—n+1),n=1,2,..

logo, p(0) =y e T(s)p(t) =T(s+n+t)((—n) = ¢(s + t); isto &, existe uma solugdo global
limitada (((¢) € invariante) ¢(¢) : R — X por y. Portanto y € A.
Podemos, entdo, considerar apenas o caso discreto para semigrupos gradient-like relativo a

uma familia disjunta de conjuntos invariantes isolados.

Proposicdo 2.6.3. Seja {T™ : n € Z*} um semigrupo discreto com atrator global Ae S = T

"
Suponha que S ¢ Lipschitz com constante de Lipschitz ¢ > 1. Seja (A, A*) um par atrator

repulsor em A e suponha que:
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(i) existe uma vizinhanga B de A* em A tal que ¢(B) = ¢(S(B));

(ii) existem constantes M > 1 e w > 0 tais que, para todo K subconjunto compacto de A

com K N A* = & temos que disty(S"K,A) < Me"", para todo n € N.

Entdo

¢(B) < ¢(A) < max {MC(E), C(A)} :

w
Dem. Como B C Aentdo ¢(B) < (A). Provemos entdo a segunda desigualdade. Para facilitar
a compreensao dividimos a prova em quatro passos:
Passo 1: Defina Q, = S*(A\ B) \ S""(A \ B), para todo n € N. Note que Qy =
(A\ B)\ S(A\ B) c S(B) = S(B), portanto c(Qp) < ¢(B).

Agora obtemos uma estimativa sobre o nimero minimo N (r, €2;,) de bolas de raio r neces-
sdrias para cobrir ), em termos do nimero minimo de bolas necessdrio para cobrir €.

Seja Ng = N (%, Qo) e {z1, ..., xx, } uma sequéncia finita de pontos em € tal que
No
Q c | Bz ().
i=1

Faca paracadai = 1,..., Ny, & = S*(z;) € Q. Entio, para cada y € €, existe z € Q tal

quey = S*(z),z € B (x;) paraalgumi = 1, ..., Ny e assim
ly = &ll = 115" (2) = S* (@)l < *llz — il | <7, Vy € Q.

Logo, provamos que €, C UN, B,.(&;) e portanto N (r, Q) < Np.
Passo 2:Como A \ B é fechado, logo compacto, A\ B C Ae (A\ B) N A* = &, entdo

disty(S™(A\ B),A) < Me™"", paratodon > 0.

Assim, existe ng = %log (%) tal que

&:<UQQUACQM)

k>ng

Consequentemente, se A C Ui]i(f’A)Br(xi), com {1, ..., npa} C A, entdo O.(A) C
Ui]i(f’A)Bgr(xi) e portanto N (2r,G) < N(r, A). Como essa relagio é valida para todo r > 0,
N(r,G) < N(5,A).

Passo 3: Do passo 1, defina

H = UZOZOQk.
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Como ¢ > 1, segue que N (Clk, QO) <N (C%O, QO), paratodo 0 < k < ng. Assim

N(r,H) <ng max N(r,Q) < no _max N (%,Qk) < ngN (LO,QO).
c cr

k=0,1,....,0 =0,1,...,n0
Passo 4: Note que A = BUG U H. De fato, claramente BUGU H C A. Para a outra inclusdo,
observe que BUGU H = BU AU (Up—g12..5%) e mostremos que se z € Aex ¢ BUA
entdo x € Upen (k. Suponha que = ¢ Ugen, entdo: ou x € B (absurdo), ou z € S™(A\ B)

para todo n € N* e por (ii):
disty(zr, A) < Me™*", paratodon € N,

isto é, d(z, A) = 0e x € A. Absurdo.

Assim, temos

N(r,A) < 3max{N(r,B); N(r,H); N(r,G)}

< 3max{N(r,§);n0N (C—ZO,Q()) : N <g,A>}

Como a fung¢do logaritmo € crescente,

logN (r, A) < log3

2.2
D () -
b max logN(rl, B); log(nlg) N logN (@790) ; log (57114)
log (7) " log (7) log (7) log (3)
Calculemos o lim sup de cada um dos termos do lado direito da desigualdade (2.28):
r—0+
. log3
(a) 117{2?)1+1p log (%) = 0.
) log(ng) . log (l) . log (log (M))
1 — =<1 = ————= = 0.
O P Tog (1) = P Tag () T e ()
(c)
. logN (=,) L logN (==, )
T g () T Y g () + oo ()
logN (£, Q
— hmsup ! n]-olog(c) . Ogl0 ((Cé) 0)7
r—0t — —log( C:L‘O) g\~
note que,
. o nolog(c)
tim sup - gy = lim sup (W ! 1) |

ng
log(5-)
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como %log (M) <ny < %log (%) + 1, segue que

T

lim sup nologgc) L) + log(c)'
0+ log (;) w
logN (=, Q _
Logo, lim sup o9 (; : ) = w—|—log(c)c(QO).
o0+ log (2) w
(d)
. logN(3, A) i logN (3, A)
imsup ——=2— = limsup
PP g (1) g (2) + og (3)
. 1 lOgN(ta A)
= limsup Y 2 — =c(A).
ot L4208 log (2)

Como ¢(Q) < ¢(B), segue de (a), (b), (c) e (d) que

w + log(c)C
w

c(A) < max { (B). C(A)} .

Concluindo a demonstragao. [

Teorema 2.6.4. Seja {S™ : n € Z"} um semigrupo gradient-like relativo a familia disjunta de
conjuntos invariantes isolados 2 = {=1, ..., E;} e atrator global A. Suponha que a restricdo
S|, do operador S a A é uma fung¢do Lipschitz continua com constante de Lipschitz ¢ > 1
e suponha também que existem constantes M > 1 e w > 0 tais que, para todo par atrator-

repulsor (A, A*) em A e todo subconjunto compacto K C A com K N A* = & temos que
disty (S"(K),A) < M e ™" ¥V n > 0.

Finalmente, suponha que os conjuntos instdveis locais {W}".(Z;) : i = 1,....,p} sdo dados

como grdficos de fungdo Lipschitz. Nestas condi¢coes

< WHOBC L (W (E). (2.29)

i=1,...,p - - w i=1,...,p

Dem. Como {S™ : n € Z"} é um semigrupo gradient-like, existe pelo menos uma fonte
Z;. Sendo A = U’ W*(Z;) tome B; como uma vizinhanga de Z; tal que B; C W .(E;) e
S(Bj) C W.(E;), isto € possivel pois =; é uma fonte. Como B; é uma vizinhanga e W} (Z,)
é o grafico de uma fungdo Lipschitz, temos que ¢(B;) = ¢(W2.(Z;)). Pelo Lema temos
que ¢ (S(B;)) < ¢(B;). Por outro lado, temos que B; C S(B;), logo ¢(B;) < ¢ (S(By)).
Portanto, ¢(B;) = c(SB;) = (Wi, ().



2.6. Atratores de semigrupos gradient-like e sua dimensdo fractal. 79

Defina A; = Uj<; i<, W}%.(Z;). Note que w(O.(A;)) = Aj, caso contrério, por ser relativo
a uma quantidade finita de conjuntos invariante isolados, {S™ : n € Z"} seria recorrente por
cadeias. Observe também, que A; = &j,

Pela Proposicao anterior,
¢(B;) < ¢(A) < max {—

ou seja,

w + log ¢

V() < () < max {5

(WE(E))). c(AJ-)} | 230

Agora, considere S| ¢, A restrigdo de S ao conjunto C; = Uj<;2j<,W*(Z;). Logo, temos
um semigrupo gradient-like discreto em relagio a familia disjunta de invariantes isolados &/ =
E \ E,, onde o atrator é o préprio C; = Uj<;zj<,W"(Z;). Assim, este semigrupo tem ao
menos uma fonte =;, [ # j. Usando o mesmo argumento acima, o fato de que A; C C; e
W (Z;) C A;, podemos provar que

1
w + ogcc
w

(WE(21)) < e(A)) < m{ (Wi (). c<Al>} . @31)

Sabendo que W .(=;) € U_,W*(Z;) = A, usando (2.30) e (2.31)), temos que

1
max c(Wpi.(Z;)) < ¢(A) < max wloge

i=7,l W w

{ngcdwﬁc(ij)), (W (2)), C(Al)} ,

Como temos um numero finito de conjuntos invariante isolados, repetindo o processo acima

(retirando as fontes) em um determinado momento teremos apenas sumidouros e assim obtemos

(2.29).



2.6. Atratores de semigrupos gradient-like e sua dimensdo fractal.

80




APENDICE A

ANALISE FUNCIONAL

Apresentamos alguns resultados basicos que foram utilizados no texto.

O lema a seguir garante a existéncia da base de Auerbach.

Lema A.0.5. Seja X um espago vetorial normado sobre K (K = R ou C) de dimensdo n.
Entdo, existem bases {x1,...,x,} de X e {f1,..., fn} de X* com ||x;||x = ||fillx = 1e

fi(z) = 65,1 < 4,k < n. Neste caso {x1, ..., z,,} é chamada uma base de Auerbach para X.

Dem. Seja B = {vy,...,v,} uma base para X. Dada uma n-upla de vetores (z1, ..., z,,) de X,

seja y/; a matriz coluna das coordenadas y; na base B. Considere a fungao

g: X" — R
W) > 9((W1, s yn)) = det[Gr, .o, Tl

onde X" € o produto de n copias de X.

Agora, tome B sendo a bola unitaria fechada em X, B" o produto de n c6pias de B e
(21, ..., x,) o ponto onde a fungdo |g(-, ..., -)| atinge seu maximo em B". Note que cada z; tem
norma 1, pois caso contrdrio um miiltiplo de x; por um niimero maior do que um ainda estaria

em B contrariando a escolha de (z1, ..., z,,). Defina

det|Zq,....., %1, %, X417
T f](ﬂf) - [17 sy bg—1y Ly Lyl n]

det[i’l,...,i’n]

Claro que f;(zg) = djp e ||fil|lx- = 1,1 < 7,k <n. O
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Os seguintes resultados foram utilizados para provar que dado um subconjunto compacto
de um espago de Banach real, existe uma sequéncia {¢;(x) };en+ no dual do espaco, tal que, se

x € span(K) e ¢;(x) = 0 para todo i € N*, entdo x = 0.
Teorema A.0.6 (Hahn-Banach, ver [2]], teo. 1.1, p. 1). Sejap : E — R uma funcdo satisfazendo

p(Az) = Ap(z), paratodor € E e\ >0, (A.1)

plx +y) < plx)+ply), paratodoz,y € E. (A.2)
Seja G C FE um subespaco linear e g : G — R um funcional linear tal que
g(x) <p(z), paratodozr € E. (A.3)

Entdo, existe um funcional linear [ definido sobre todo E que estende g, isto é, g(x) = f(z)

para todo v € G e tal que
f(x) <p(x) paratodox € E.

Corolario A.0.7 (ver [2], cor. 1.2, p. 3). Seja G C E um subespaco linear. Se g : G — R é um

funcional linear continuo, entdo existe f € E* que estende g e tal que

11l = llglle--

Proposicao A.0.8 (ver [2], prop. 3.13, p. 63). Seja { f, }nen uma sequéncia em X*. Entdo
[fn = f em o(X*, X)] = [{fu, 2) = (f.2),V2 € X]. (A4

Teorema A.0.9 (ver [2], teo 3.16, p. 66). A bola unitdria fechada Bx- := {f € X* : ||f|| < 1}

é compacta na topologia fraca* o(X*, X).

Teorema A.0.10 (ver [2], teo 3.28, p. 74). Seja X um espaco de Banach sepdravel. Entdo Bx«
é metrizdvel na topologia fraca* o(X*, X). Por outro lado, se Bx+ é metrizdvel na topologia

fraca*, entdo X é separdvel.



APENDICE B

SEMIGRUPO ASSOCIADO AO PVI

Neste apéndice mostramos como € feita a associagdo de um semigrupo a um problema de valor
incial e resultados que foram utilizados no decorrer do texto.

Considere o seguinte problema de valor inicial:
&= f(z), x(0)=z9€R" (B.1)

onde f : R" — R" é uma func¢do continuamente diferenciavel. x(t) = ¢(t) + x¢ € uma solugio

de (B.I) se, e somente se, ¢ é ponto fixo do operador

Ty &(t) / f(@(s) + zo)d

O semigrupo{7'(¢) : t € T*} em R" associado a é dado por: {T'(t)xg = z(t,x0) : t €
R*}, onde x(t, zo) € a solugéo de (B.T). Para uma prova das propriedades:

(i) T(0)xg = xo,Vt € TT;
(i) T(t+s)=T(t)oT(s);
(iii) [0,00) x R™ 3 (t,29) — T(t)x € R™ é continua;
ver Hale, [11], p. 38.

Teorema B.0.11 (ver [[11], teo. 3.3, p. 21). Se f(t,x) tem primeira derivada continua com

respeito a x, para x € R", entdo a solugdo x(t,xo) de (B.I), é continuamente diferencidvel

com respeito a xo, em seu dominio de definicdo. A matriz M

Of (t, x(t,to, 2o, A), A)
= B Y,
xXr

, satisfaz a equagdo,

y(0) = 1. (B.2)
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Lema B.0.12 (ver [L1], p. 07). Sejam X e Y espacos de Banach, ' C X, G CY e{T,:y €
G}, uma familia de opereadores F' — X. Suponha que T,,x tem primeiras derivadas continuas

A(z,y), B(x,y) com respeito a y e x, respectivamente. Suponha também que g(y) é um ponto

fixo de T,,. Entdo
Dygh = (I —B(g(y).y))"" o Alg(y), y)h,

onde [ ¢ a aplicacdo identidade.

Lema B.0.13. Seja f : R* — R" e considere & = f(z). Se f(z) - x < 0 para ||x||gn > M,

entdo o conjunto de pontos de equilibrio é limitado.

Dem. Se x é um ponto de equilibrio entdo f(x) = 0 e portanto ||x||gn < M. O
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