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Resumo

Sejam A uma PI-algebra associativa sobre um corpo F' de caracteristica zero e
{c.,(A)} a sequéncia de codimensoes de A. Neste trabalho vamos estudar o comporta-
mento destas sequéncias. Regev mostrou que a sequéncia de codimensoes ¢ exponenci-
almente limitada. O nosso objetivo principal é apresentar os resultados obtidos por A.
Giambruno e M. Zaicev em [4], onde demonstram que o Pl-expoente de A, denotado por
exp(A) = nlgglo v/ cn(A), sempre existe e ¢ um inteiro. Daremos uma maneira explicita
de calcular este expoente. Usaremos a teoria de representacoes do grupo simétrico para

obtermos os resultados.



Abstract

Let A be an associative algebra over a field F' of characteristic zero satisfying a
polynomial identity (PI-algebra), and {c,(A)} be the sequence of codimensions of the A.
In this paper we study the behavior of these sequences. Regev showed that a sequence
is exponentially codimensions limited. Our main goal is to show the results obtained
by A. Giambruno and M. Zaicev in [4], where they prove that the Pl-exponent of A,
denoted by exp(A) = nh_)rgo v/ ¢n(A), exists and is an integer. We will give an explicit way
to calculate this exponent. We use the representation theory of the symetric group to

obtain the results.
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Introducao

Sejam F' um corpo de caracteristica zero e F'(X) a algebra associativa livre de posto
enumeravel no conjunto X = {x1,xs,...}. Consideraremos F(X) nao unitaria e todas
as algebra do texto associativas e ndo comutativas (exceto mencao contraria) . Diremos
que uma F-algebra A é uma Pl-dlgebra se existe um polinémio nao nulo f (xy,...,x,) €
F(X) tal que, f(ai,...,a,) =0, para quaisquer ay, ...,a, € A. Denotaremos por Id(A)
o conjunto de todas identidades polinomiais de A. Chamaremos um ideal I de F(X) de
T-ideal, se I é invariante por Endp (F(X)). Para cada T-ideal I, existe algebra A tal
que I = Id(A). Denotaremos por var (I) ou var (A) o conjunto de todas as éalgebras

associativas que tem [/ como identidades polinomiais.

Seja G um grupo qualquer. Uma algebra A é dita G-graduada, se A pode ser escrita
como soma direta de subespacos A :—i—geg A9 tais que para todo g, h € G, A9 AN C
AWM Dentre as algebras G-graduadas consideradas no texto, enfatizaremos as algebras
Zy-graduadas, também chamadas de superalgebras. Entao, uma algebra A é chamada de
superalgebra com graduagio (A®, AW) se A = A® 4+ AW ¢ soma direta de subespagos
A AW e gatisfaz: AQDAD 4 ADAO € A ¢ AOAO) 1 AW AL C A Observe
que toda algebra admite uma graduacao trivial, onde A© = A, AM = 0. Um exemplo
importante de superalgebra é a algebra de Grassmann G = G(© + G de dimensdo
infinita gerada pelo conjunto {e;, e, ...| e;e; = —ejei, 4,5 = 1,2,...}, onde G® e GY
sao os subespagos gerados pelos mondémios em e; de comprimento par e os monomios de
comprimento impar, respectivamente. A superalgebra G (A) = G @ A® + G @ AW

é chamada envolvente de Grassmann da algebra A, em que A é uma superalgebra.

E bem conhecido que, se A é uma superalgebra simples de dimensao finita sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero , entao A ¢ isomorfa a uma das

seguintes superalgebras: My(F), M(F + cF) e My,(F), em que ¢> = 1. E toda supe-
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ralgebra A de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero & escrita como A = A, ... ® A, + J(A), em que J = J (A) & o radical de Jacobson

de Ae Ay, ..., A, sao superalgebras simples.

Uma algebra A é dita verbalmente prima se para quaisquer T-ideais I e Iy de F'(X)
tais que I1ls C [ implica que I; C I ou Iy C I, onde I é um T-ideal primo de F(X).
A. R. Kemer caracterizou todas as algebras verbalmente primas sobre um corpo de
caracteristica zero: F, F(X), My (F), My (G), My, (G) (k > 1), em que G = Gy + G é
a algebra de Grassmann; My (F) e My, (G) sao as algebras de matrizes k x k sobre F e

G respectivamente e

wo-{( 9)

Outro fato conhecido é que, sobre corpos de caracteristica zero, todo polinémio

P e Mk<G0),Q € kal(Gl),R € Mlxk<G1) eS¢ MZ<G0)}

nao-nulo f € F(X) ¢ equivalente a um conjunto finito de polindomios multilineares.
Denotaremos por P, o F-espaco vetorial dos polindmios multilineares de grau n. Existe
um isomorfismo de F'S,-modulos & esquerda entre P, e a algebra F'S,,, em que S, é o
grupo simétrico sobre o conjunto {1,...,n}. Assim, o quociente P,/P, N Id(A) tem
uma estrutura de F'S,-mo6dulo a esquerda. Definimos a n-ésima codimensao de A por
¢n (A) =dimp (P,/P, N 1d(A)). Se A for uma Pl-algebra, entdo ¢, (A) < n! para algum

n. Se A for nilpotente, entao ¢, (A) = 0, a partir de um certo ng..

Em [6] A. Regev em 1972, provou que se A é uma PI-4lgebra, entdo existem cons-
tantes a, (3 tais que ¢, (A) < af", ou seja, a sequéncia de codimensdes de A é exponen-

cialmente limitada.

Se A é uma Pl-algebra, o seu Pl-expoente é definido como exp (A) = lim /¢, (A).
n—oo
Na década de 1980, S. A. Amitsur conjecturou que o Pl-expoente de uma PI-algebra

existe e € um inteiro nao negativo.

Este trabalho foi baseado em [3| e [4], tendo com objetivo principal apresentar re-
sultados demonstrados por A. Giambruno e M. Zaicev, onde eles deram uma resposta
positiva para a conjectura de Amitsur, provando que se A é uma PI-algebra sobre um
corpo de caracteristica zero, o PIl-expoente de A, sempre existe e ¢ um inteiro nao
negativo. Além disso, eles dao uma maneira explicita de calcular este expoente, mais
precisamente, por um teorema bem conhecido de Kemer, dada qualquer PI-algebra A
existe uma superalgebra de dimensao finita B, cuja sua envolvente de Grassmann G(B)
satisfaz as mesmas identidades de A. Entdo exp(A) = exp(G(B)) = dim(C© + CcM),
onde C© 4+ CM & uma subélgebra Z,-graduada semissimples maximal de B. Para de-

monstrar estes resultados recorremos a Teoria de Young de representacoes do grupo
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simétrico e a PI-teoria.

O Pl-expoente das algebras verbalmente primas, tem os seguintes valores: exp (M, (F)) =
k2, exp (M (G)) = 2k? e exp (M, (G)) = (k +1)°.

Este trabalho esta estruturado em quatro Capitulos. No Capitulo 1 apresentare-
mos alguns conceitos, exemplos e resultados da teoria de Pl-algebras sobre um corpo
de caracteristica zero e da teoria de mo6dulos e anéis que servirao como base para os

Capitulos seguintes. Falaremos de anéis, algebras simples e semissimples.

No Capitulo 2 apresentaremos alguns resultados principais da teoria de represen-
tacoes de grupos finitos. Falaremos da teoria de Young de representacoes do grupo

simétrico.

No Capitulo 3 estudaremos o comportamento exponencial da sequéncia de codimen-
soes ¢,(A) de uma Pl-algebra A sobre um corpo de caracteristica zero. Falaremos de
algebras graduadas, algebras verbalmente primas, envolvente de Grassmann e daremos

algumas propriedades importantes destas algebras.

No Capitulo 4 definiremos o Pl-expoente de uma PI[-algebra sobre um corpo F
de caracteristica zero. Em seguida mostraremos os resultados demonstrados por A.

Giambruno e M. Zaicev em [3] e [4], que é nosso objetivo.



Identidades Polinomiais e Pl-Algebra

Neste Capitulo daremos alguns conceitos basicos e resultados importantes da teoria
de &lgebras que satisfazem identidades polinomiais (PI-algebras). Falaremos de T-
ideais, variedades de algebras, polindémios homogéneos e multilineares. Daremos alguns
resultados importantes de identidades polinomiais de algebras sobre um corpo base F'.
Apresentaremos conceitos e resultados de anéis e algebras simples e semissimples. Du-
rante todo Capitulo, vamos considerar algebras associativas e ndo comutativas (exceto

mengao contraria) e F um corpo de caracteristica zero.

1.1 Algebras

Definicao 1.1. Sejam F um corpo e A um F-espaco vetorial no qual é definido um
produto bilinear sobre F'. Suponha que para todo ¢ € F e quaisquer x,y,z € A, tem-se:
1. (z+y)z=xz + yz
2. 2(zty)=zx + 2y

3. (cx)y= c(zy)= x(cy).

Entao A € uma F-dlgebra.
Observacao 1.2. Toda dlgebra com relagao & soma e ao produto é um anel.
A dimensao da F-algebra é a sua dimensao como F-espago. Se a dimensao é finita,

A chama-se algebra de dimensao finita.

A seguir daremos alguns exemplos de algebras.
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Exemplo 1.3. Seja M, (F) o espago vetorial das matrizes n X n com entradas em F.
Munido do produto usual de matrizes M, (F') € uma dlgebra com unidade, que € exata-
mente a malriz identidade I, ,. Destacaremos nesta dlgebra as maltrizes unitdrias E;;,
com 1 <1i,7 <n, onde E;; € a matriz cuja inica entrada nao nula € na i-ésima linha e
j-éstma coluna. Nao é dificil verificar que as matrizes unitdrias formam uma base para
M, (F), donde dimM,(F) = n?.

Generalizando, se A € uma F-dlgebra e se considerarmos o espago vetorial M,(A) de
todas as matrizes n X n _com entradas em A, definindo um produto em M,(A) andlogo

ao produto usual em M, (F'), obtemos assim uma estrutura de F-dlgebra em M, (A).

Exemplo 1.4. Seja V um F-espago vetorial. Entao Endg(V'), o conjunto das transfor-
macoes F'-lineares de V- munido da composicao de funcgoes, é uma F'-dlgebra com unidade

(operador identidade).

Exemplo 1.5. Um corpo F possui naturalmente uma estrutura de espaco vetorial sobre
st mesmo. Seja K uma extensao do corpo F, entao K também possui uma estrutura
de F-espaco vetorial. Nao € dificil ver que, visto desta forma, F e K sdao F-dlgebras
comutativas, com unidade, cujos produtos sao exatamente os produtos dos corpos F e K,

respectivamente.

Exemplo 1.6. Sejam G um grupo e F' um corpo. Denotamos por FG = F[G] o conjunto

de todas as somas formais finitas deG ag9,0a4 € I, FG possui a estrutura de anel com

+: (Z ayg) + (Z Beg) = Z(Oég + By)g

respeito a

geG geG geG
0="> 0g
geG
Qo ag9)-(Q_Buh) = D (agBu)gh =l
geqG heG g,heG le@
)‘(Z agg) = Z(/\ag)g'
geG geG

Assim munido destas operacoes temos que FG € uma F-dlgebra associativa, unitdria
com unidade 1plg, onde G (visto em FG) forma uma base para FG. Disto, seque que
dimpFG = |G|. A dlgebra FG € dita de dlgebra de grupo sobre F'. A dlgebra FG é

comutativa se, e somente se, G € comutativo.

A algebra F'S,, construida a partir de S,,, o grupo das permutacoes de n elementos,

serd bastante util para nosso trabalho.
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Exemplo 1.7. O F-espaco vetorial:

onde P,Q, R, S sao matrizes k X k, k x [,1 x k e [ X [, respectivamente com k > [ > 0, é
uma F-algebra associativa, unitaria, nao comutativa de dimensao (k + )%, com produto

usual de matriz em bloco.

Exemplo 1.8. Seja G um grupo de ordem 2 gerado por c. O F-espago vetorial M, (F +

cF) com entradas na dlgebra de grupo F + cF é uma F-dlgebra de dimensdo 2n?.

Definicao 1.9. Um subespaco B da dlgebra A é chamado subdlgebra se é fechado com
respeito a multiplicacao, ou seja, by - by € B para quaisquer by, by € B. Dizemos também
que um subespago I de A é um ideal & esquerda (a direita) de A, se ax € I (xa € 1)
para quaisquer x € I e a € A respectivamente. Se I é um ideal & esquerda e & direita

simultaneamente, dizemos que I € um ideal bilateral de A.

Exemplo 1.10. (Centro de uma Algebra) Seja A uma dlgebra. O conjunto Z(A) =
{a € A | ax = za,Vox € A} € uma subdlgebra de A que chamamos de centro de A.
Sabemos da dlgebra linear que, fizado n € N as unicas matrizes que comutam com todas

as matrizes, sio as matrizes escalares. Temos entao que Z(M,(F)) = { A Lxn | A € F}.

Definicao 1.11. Sejam Ay e Ay F-dlgebras. Uma transformacao linear ® : Ay — Ay é

um homomorfismo de F-dlgebras se:

®(ab) = ®(a)P(b), Va,b € A;.

Diremos que ® ¢ um isomorfismo de F-algebras se ® ¢ um homomorfismo bijetivo
de F-algebras, neste caso, também dizemos que A; e A, sdao algebras isomorfas. Se

®: A — A; é um homomorfismo, dizemos que ® é um endomorfismo.

Exemplo 1.12. Seja A uma F-dlgebra. Entio M, (F)® A = M, (A) como dlgebras. De

fato, a transformacao linear assim definida

o: M(F)®@A — M,(A)
Eij ®a — all;;

é um isomorfismo de dlgebras, onde {E;;, i,j = 1,...,n} sdo as matrizes elementares

que formam uma base para o espago vetorial M,(F) e a € A.
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Observacao 1.13. Assim como na teoria de grupos e de anéis o teorema do homomor-
fismo também € wvdlido para dlgebras, ou seja, para um homomorfismo ® : Ay — A,
temos

Ker(®) ={a; € A1, ®(a1) = 0},

€mos que 0 quocienie == € 1S0Torjo a 1magem 1L = a)l ac Ayg.
t ente gl € ' Im(®) = {® A

Ay

Note que a algebra quociente Ker(3)

bilateral de A;.

estd bem definida, pois Ker(®) é um ideal

Definicao 1.14. Seja A uma dlgebra sobre F'.

(i) A é assoctativa se (ab)c = a(bc) para todo a,b e c € A.

(ii)) A é comutativa se ab = ba, para todo a,b € A.

(i11) A é unitdria se A tem unidade, ou seja, se existe 1 € A tal que la = al = a,

Va € A.

Definicao 1.15. Seja A uma F-dlgebra. Dizemos que:

(i) Um elemento a € A chama-se nil (ou nilpotente) se existe n € N tal que o™ = 0. Se
todos elementos de A sdao nilpotentes, dizemos que A € nil. Se existe n € N tal que para
todo a € A, tem-se a™ = 0, entao A chama-se nil de grau limitado. O menor natural n
com esta propriedade é chamado de nil expoente de A.

(1) Uma dlgebra A chama-se nilpotente, se existe n € N tal que a; .. .a, = 0 para todo
ai,...,a, € A. Neste caso, dizemos que o menor natural n com esta propriedade € o

indice (ou grau) de nilpoténcia de A.

Definicao 1.16. Seja ¥ uma classe de F-dlgebras e A € 9 uma F-dlgebra gerada por
um conjunto X. A F-dlgebra A é chamada uma F-dlgebra livre na classe ¥ livremente
gerada pelo conjunto X, se para qualquer dlgebra B € ¥, qualquer aplicacao ¢ : X — B
pode ser estendida a um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B. A cardinalidade | X| do

conjunto X € chamado posto de A.

Exemplo 1.17. Para qualquer conjunto X a dlgebra polinomial F[X] é livre na classe

de todas dlgebras associativas, comutativas e unitdrias.

Exemplo 1.18. Seja X = {x1,...,%n,...} um conjunto infinito enumerdvel. Cha-
maremos os elementos de X de varidveis ou indeterminadas. Uma palavra de
X ¢ uma sequéncia x; ---x;, comn € N. A palavra x;, ---xz;,, em que s = 0, é
a palavra vazia que denotaremos por 1. Geralmente, iremos considerar s > 1 (salvo
meng¢ao contrdria). Chamaremos de mondémios o produto de um escalar por uma

palavra em X, ou seja, ax; ---x;, onde o € F' e x;,...,x; € X. Diremos que

n

dois monomios ox;, ---x;, = Px; ---x;. Sse, e somente se, « = [ € F, n = m e

m
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1y = Ji, para todo t. O produto de dois mondmios é dado por justaposicao definida por
(@i« T, ) (@ - @,) = Ty Ty Ty 0 T, Ty, Ty, € X

O F-espago vetorial F(X) = {3 ;) qizi, ... x| oy € F, n > 1} € uma F-dlgebra,
nao comutativa, associativa e sem unidade. Os elementos de F(X) sdo chamados

de polinémios, ou seja, somas formais de mondmios. Se f € F(X), escreveremos
n

f= flz,...,z,) = E a;w; para indicar que xi,...,r, € X sao as unicas inde-
A i=1
terminadas que aparecem em f, em que oy € F e w; sao palavras que dependem de

T1yeoeyTp.

De agora em diante vamos considerar a algebra livre F'(X) associativa, ndo comu-
tativa, ndo unitaria de posto enumeréavel no conjunto X = {zy,xs,...} (salvo mengao

contraria).

Observacao 1.19. No caso em que considerarmos a palavra vazia, entao vamos obter
a dlgebra livre associativa, nao comutativa, unitdiria, cuja identidade € a palavra vazia

(mondémio de comprimento nulo).

1.2 Identidades Polinomiais

Nesta secao daremos algumas defini¢oes e exemplos de dlgebras que satisfazem iden-

tidades polinomiais.

Defini¢ao 1.20. Seja A uma F-dlgebra e f = f(z1,...,2,) € F(X). Dizemos que f =0

¢ uma identidade polinomial de A se f(ay,...,a,) =0 para todos ay, ..., a, € A.

Vamos denotar por Id(A) o conjunto de todas identidades polinomiais de uma F-

algebra A.

Definicao 1.21. Se A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial f = 0, dizemos

que A é uma PI-dlgebra.

Definicao 1.22. Duas Pl-dlgebras A e B sao ditas Pl-equivalentes se Id(A) = Id(B).

Sejam A uma élgebra e a,b € A definimos [a, b] = ab — ba o comutador de Lie de a
e b. De um modo geral, definimos o comutador de comprimento n [ay,...,a, 1, a,] =
[lai,...,an_1],a,] para a; € A.

A seguir daremos alguns exemplos de PI-algebras.
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Exemplo 1.23. Se A ¢ uma dlgebra comutativa, entdo A é uma Pl-dlgebra que satisfaz

a identidade [z,y] = 0.

Exemplo 1.24. Qualquer dlgebra nilpotente ¢ uma Pl-dlgebra. De fato temos que A™ =

0, para algum n > 1, entao x1...x, =0 é uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.25. Seja A uma dlgebra nil de grau limitado, ou seja, existe um inteiro
n > 1 tal que a™ = 0, para todo a € A. Entao o polinémio x™ = 0 é uma identidade

polinomial de A.

Exemplo 1.26. Seja A uma dlgebra associativa de dimensao finita e seja dimA < n.

Entao A satisfaz o identidade Standard de posto n

Stp(x1,...,2,) = Z (sign o) To1) - Tom) =0
UESn
onde S, € o grupo simétrico de grau n. A dlgebra A também satisfaz a identidade de

Capelly de posto n

Capp (1, .o Ty Y1y ey Yna1) = Z (sign o) WTe)Y2 - - - YnTo(m)Ynt1 = 0.
oc€Sn

A seguir daremos um exemplo de Pl-algebra que serd importante para os nossos

estudos adiante.

Exemplo 1.27. Seja G a dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) ndo unitdria em
um espaco vetorial de dimensdo enumerdvel sobre um corpo de charF # 2. A dlgebra
G pode ser construida da sequinte forma. Seja F(X) a dlgebra livre associativa de posto
enumerdvel em X = {x1,x9,...}. Se I éum ideal bilateral de F(X) gerado pelo conjunto
de polinomios {x;x; + xjx;|i,j > 1}, entdo G = @ E escrevemos e; = x; +1 € G

para cada i = 1,2,.... Como charF # 2 temos que €2 = 0. Entdo G € gerado por:
G = (e1,e2,...|leie; = —eje;, Vi, j>1).

Nao € dificil verificar que o conjunto B = {e;, ...e; |1 < iy < --- < 4, } € uma
F-base para a dlgebra de Grassmann nao unitdria. E conveniente escrever G como soma

direta dos sequintes subespagos vetoriais:

GO = span{e;, ... ey, |1 < iy < - -+ <oy, k> 0}

G(l) = span{eil . "€i2k+1‘1 << < i2k+1,]€ > 0}
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onde G é o espaco gerado por todos mondmios de comprimento par e G1) é o es-
pago gerado por todos os mondmios de comprimento impar. Seque de e;e; = —eje; que
(eiy-.-ein)(ej . e) = (=)™ (e;, ... €j,).(es ... €,) para quaisquer m,k € N. Pode-
mos concluir que ax = xa para quaisquer a € GO e x € G e bc = —cb para quaisquer
b,ce GW,

Agora faremos consideragoes importantes acerca desta dlgebra:

1. GOGO L LG c GO

2. GOGL + Lo c g

3. GO = Z(G)

4. O primeiro e terceiro item, nos dio que G©) é uma subdlgebra de G.

5. G satisfaz a identidade polinomial [x,y, 2] = [[z,9],2] = 0. De fato como G =
Z(Q), € claro que qualquer comutador de dois elementos de G pertence a GO,

ou seja, € uma combinacao linear de mondmios e;s de comprimento par. Assim

G, G|, Gl =0.

Note que propriedades importantes de algebras sao expressas em linguagem de iden-
tidades polinomiais. Nos exemplos dados acima podemos perceber isto. De fato, vimos
por exemplo que uma algebra A é nil de grau limitado, se existe um n € N tal que

™ =0 é uma identidade para A.

1.3 T-ideais e Variedades de Algebras

Nesta se¢ao introduzimos os conceitos de T-ideal e de variedade de dlgebras. Vamos
mostrar que o conjunto de identidades polinomiais Id(A) é um T-ideal. Além disso exi-
bimos algumas propriedades importantes de algebras que serao utilizadas ao longo do
texto.

Uma identidade de uma algebra A pode ainda ser uma identidade para outras alge-
bras diferentes. Por isso, dado um conjunto de polinomios S, vamos considerar a classe
de todas algebras que satisfazem as identidades de S. Isto leva a nogao de variedades de

algebras.

Proposicao 1.28. Dada uma dlgebra A, considere Id(A) = {f € F(X) | f =0 em A}
o congunto de identidades polinomiais de A. O conjunto I1d(A) é um ideal bilateral de
F(X) e € fechado sob todos endomorfismos de F(X).
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Demonstragao: Nao é dificil ver que o conjunto Id(A) é um ideal bilateral de F({X).
Além disso, Id(A) é fechado sob endomorfismos de F'(X). De fato, sejam
f=flxy,...,z,) € Id(A), g1,...,9, € F(X) e p € End(F(X)), tal que

o F(X) — F(X)

x; =g
Segue que
o(f(21,. . xn)) = fle(),.. . @(@n)) = fgr,- - 9n) =
= flor(@iys @)ooy Gn(Tiyy ooy 1,))-
Note que f(g1(ziy,- -2, ), s gn(Tiy, ... 25,)) = 0 em A, pois para quaisquer

ai,...,ay, € A, temos g;(ay,...,an) € A, ¥Yi = 1,...,m e como f € Id(A), entdo
flg1s---,9n) € Id(A). Portanto ¢(Id(A)) C Id(A). 0O

Temos que um ideal com esta propriedade é chamado de T-ideal.
Defini¢ao 1.29. Um ideal I de F(X) é um T-ideal se o(I) C I para todo endomorfismo
@ de F(X).

Disto, segue que o conjunto Id(A) é um T-ideal de F(X). Por outro lado nao é

dificil verificar que todo T-ideal de F'(X) é de fato deste tipo.

Lema 1. Seja I um T-ideal. Entdo I = Id(w).

Demonstracao:(C) Seja f(z1,...,x,) € I. Considere n elementos quaisquer g1, g, . .., gn €
@. Temos f(Gi,G2,---,Gn) = f(g1,---,9n) = 0, pois f(g1,...,g,) € I. Logo f €
1d(F0),

(D) Seja f(x1,...,2,) € Id(w). Como @1,...,T, € %X% temos 0 = f(&1,...,%,) =
flzy,...,x,). Entdo f(z1,...,2,) € L. 0O

Definicao 1.30. Seja A uma dlgebra e S C A. O ideal gerado por S é o menor ideal de

A que contém S.

Observe que o ideal gerado por S existe, pois ¢ a intersecao de todos os ideais de A

que contém S.

Definicao 1.31. Seja S C F(X). O T-ideal gerado por S é o menor T-ideal que contém

S. Denotaremos ele por (S)T.
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Definicao 1.32. Seja S um conjunto de polinomios em F(X) e f € F(X). Dizemos
que f € uma consequéncia dos polinomios em S, se f € (S)T, ou seja, f pertence ao

T-ideal gerado pelo conjunto S.
Exemplo 1.33. Se A ¢ uma F-dlgebra comutativa e unitdria, entao Id(A) = ([x1, zo])7T.

Exemplo 1.34. Seja G a dlgebra de Grassmann sobre um corpo F de char # 2. Entao
Id(G) = ([x1, 22, x3))T. Ver [7].

Definigao 1.35. Dois conjuntos de polindmios sao equivalentes se eles geram o mesmo
T-ideal.

Vimos que qualquer algebra A determina um T-ideal de F/(X). Por outro lado varias

algebras podem corresponder a um mesmo T-ideal, como o ideal de suas identidades.

Defini¢ao 1.36. Dado um conjunto nao vazio S C F(X), a classe de todas as dlgebras
A tais que f =0 em A para todo f € S € chamada de variedade v = v(S) determinada
por S.

Diremos que v é uma variedade trivial se /d(v) = (0). Uma variedade v é chamada
nao trivial se S # 0 e v ¢é dita prépria se ela nao ¢ trivial e contém uma algebra nao-
nula.

Note que se v ¢ a variedade determinada pelo conjunto S e (S) é o T-ideal de F(X)
gerado por S, entao v(S) = v((S)T) e (S)T = Naec, Id(A). Sendo assim escrevemos
()T = Id(v). Quando existe uma algebra A tal que Id(A) = Id(v), denotaremos por

v =wvar(A), e diremos que v é a variedade gerada pela algebra A.
Definicao 1.37. A variedade v é chamada de subvariedade de v se v C v.

Exemplo 1.38. A classe de todas as dlgebras comutativas formam uma variedade pro-

pria, com S = {[z,y]}.

Exemplo 1.39. A classe de todas as dlgebras nil de grau limitado por n, formam uma

variedade propria com S = {a"}.
Exemplo 1.40. A classe de todas as dlgebras associativas € também uma variedade

definida pelo polinémio nulo.

O teorema abaixo mostra que ha uma correspondéncia biunivoca entre T-ideais e

variedades.
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Teorema 1.41. Eriste uma correspondéncia bijetiva ¢ entre T-ideais de F(X) e varie-

dades de dalgebras. Para quaisquer dois T-ideais I, I a inclusao I, C Iy € equivalente a
e(h) D (1)

Demonstragao: Para cada T-ideal I, seja V = ¢(I) a variedade determinada pelo
conjunto de polinomios I. E 6bvio que ¢ é sobrejetiva, pela propria definicio. Agora
sejam Iy # Iy e p(I;) = V;,i = 1,2. Entao existe um polinémio f = f(zq,...,x,) que
estd em I1\Iy (ou em Io\I;). Suponha que f € I)\Iy, entdo f(xy,...,x,) = 0 é uma
identidade polinomial para V; e nao ¢ uma identidade para a algebra relativamente livre
%‘f) € V;, pois [d(%‘;q) = I5. segue que V; # V5. Logo ¢ é injetiva. E assim mostramos
que ¢ é bijetiva. Agora veja que, V; D V5 se, e somente se, toda identidade polinomial
de V4 é também uma identidade para V5, isto é, Id(Vy) C I1d(V3). 0O

1.4 Polindmios Homogéneos e Multilineares

O estudo das identidades polinomiais de uma dada algebra sobre um corpo base F
infinito, pode ser reduzido ao estudo de polinémios homogéneos ou polinémios multili-

neares no caso em que o corpo base é de caracteristica zero.

Seja F,, = F(xy,...,x,) uma algebra livre de posto n > 1 sobre F. Tal &lgebra pode
ser decomposta como:
F,=FYaF?qg...

onde, para todo £ > 1, F,(Lk) ¢ o subsespaco gerado por todos monoémios de grau k.
Desde de que FORY - F,(fﬂ), para todo 7,7 > 1, dizemos que F), é graduada pelo grau
ou que ela tem estrutura de algebra graduada. As FY sio chamadas de componentes
homogéneas de F),. Similarmente, introduzimos uma multigraduacao em F,,, segue que

para todo k > 1 escrevemos:
Fék) - @il_i_m_i_in:kﬁ;(jlw-,in)

onde E{) & ¢ subespaco gerado pelos polinémios de grau i; em x1,...,4, em o,.

Além disso F{in) plitein) ¢ plictineintin o dizemos que F),, é multigraduada.

Definicao 1.42. Um polinomio [ pertencente a Fék) para algum k > 1, é chamado
homogéneo de grau k. Se [ pertence a algum El) ele ¢ chamado multithomogéneo
de multigraw (iy,...,i,). Também dizemos que o polinémio [ € homogéneo na varidvel

x;, se x; aparece com o mesmo grau em todo mondmio de f.
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Exemplo 1.43. O polinémio
flxy, xo,x3) = xlxgxg + x%xlxg + xgxlxg

¢ multihomogéneo de multigrau (1,2,1).

Exemplo 1.44. O polinémio
f(l’l, .7)2) = :z:lxg + o1

€ homogéneo em x; com deg,, = 1.

Se f € F(X), podemos sempre escrever

ceey

onde fliin) ¢ i) ¢ uma combinacgao linear de todos monémios em f onde x;
aparece com grau i, ..., T, aparece com grau i,. Os polinémios f(1+) que sdo nao

nulos, sao chamados de componentes multihomogéneas de f com multigrau (iq, . .., ,).

Exemplo 1.45.

f(z1,m5) = xy29 + 2321 + D207y

= 129 + O9xox1 + x%xl
—_— <~

Observacao 1.46. Uma propriedade importante de T-ideais é que se F' é um corpo

infinito, eles sao homogéneos com respeito a multigraduacao acima.

Teorema 1.47. Seja F' um corpo infinito. Se f = 0 é um identidade polinomial para
uma dlgebra A, entdo toda componente multihomogénea de f € ainda uma identidade

polinomial para A.

Demonstracao: Note que para toda variavel x;, 1 < t < n, podemos decompor f =
>, [i, onde f; é uma combinagao linear de todos monomios de f em que z; aparece
com grau i e m = deg,, f.

Como F' ¢ um corpo infinito, existem m + 1 elementos distintos em F: «y,...,a,,. Por

outro lado, como f; ¢ homogéneo em 1, temos f;(axy,...,z,) = o' fi(xy,...,z,), Va €
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F. Entao f(axy,...,z,) Za filz1, ... xy).

Como f é uma 1dent1dade para A, temos que

m
flajzy, ... xy) :Zaéfi(xl,...,in) =0 (1.1)
i=0
em A, para todoi=0,....,mej=1,...,n+ 1.
Assim obtemos um sistema homogéneo com m + 1 variaveis fo, ..., f,,. Agora vamos
escrever a matriz de Vandermonde associada a este sistema
1 1. 1
A ap Qi
agt oyt o
Vamos denotar fi(ay,...,a,) = f; para todo ai,...,a, € A, entdo de 1.1 temos que
(fo---fk)A:()
Como o determinante det(A) = [[;<; ;< (@ — ;) ¢ diferente de zero, pois escolhemos
todos /s distintos, entdao A admite inversa. Segue que fo =0, ..., f,, = 0sao identidades
de A.

Por um argumento de inducao sobre t, mostramos que para toda variavel x;, f; =
0 para todo ¢ > 0. Portanto toda componente multihomogénea de f é ainda uma

identidade polinomial para A. 0O

Corolario 1.48. Sobre um corpo infinito todo T-ideal é gerado por seus polindmios

multithomogéneos.
Defini¢ao 1.49. Se um polinomio f(x1,...,x,) é multihomogéneo com multigrau (1,...,1)
dizemos que f € multilinear de grau n nas varidveis xq, ..., T,.

Exemplo 1.50. Os polinomios Standard e Capelli de posto n
Stp(xy, ... x,) = Zaesn(—l)a To(1) " To(n)

Capn<x17 s Ty Yty e ayn+1) = Z (—1)0 Y1To1)Y2 " YnTo(n)Yn+1
O‘ES’n

respectivamente, sao multilineares de grau n.
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Denote por P, o espaco de todos polindmios multilineares de grau n nas variaveis

x1,...,T,. Uma base para P, é o conjunto das palavras

{:Bg(l)flfg(g) - To(n) | (S Sn}.

Logo, a dimensao de P, é n!.
Desde que em um polinémio multilinear f(z,...,z,) € P, cada variavel aparece em

cada mondémio com grau 1, fica claro que tal polinémio é sempre da forma

flzy,... x,) = Z QoTo(1) - - - Lo(n)

UGSn
,onde a, € F' e S, é o grupo simétrico em {1,...,n}.
Observagao 1.51. Se f(x1,...,x,) € linear em uma varidvel, digamos x1, entdo

k k
f(z Y1, X2, . .. ,fl’n) = Z Oéz'f(yz‘,xm ce ,%)
i=1 i=1

onde o; € F, y;,x; € X.

Proposicao 1.52. Seja A uma F-dlgebra gerada como espaco vetorial pelo conjunto B
sobre F', e seja f € P,. Entao, f € uma identidade de A se, e somente se, f(by,...,b,) =

0 para qualquer sequéncia de elementos by,...,b, € B.

Demonstragao:(=) Como f é uma identidade de A, entdo f(ai,...,a,) = 0 para
quaisquer aq, ..., a, € A. Em particular, para os elementos de B.

(<) Temos que qualquer elemento de A pode ser escrito como combinacao linear finita
de elementos de B. Sejam a; = Z;Zl ag-j)uji elementos de A, onde 04;»? € F,u;, € B
com i = 1,...,n. Entdo, desde que f = f(z1,...,x,) é linear em cada variavel, pela
Observacao 1.51

t1 tn
1 n
f(aly"-;an) - f(z aél)ujlﬂ"'7 Zagn)uer)

J1=1 In=1
t1 tn
_ (1) (n)
= Zozjl oy [, uy,)
Jj1=1 Jn=1
t1y.stn
= z : ajl'..ajnozo
j17~'~7jn:1

Portanto, f ¢ uma identidade de A. 0O
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Teorema 1.53. Se charF = 0, todo polinémio nao nulo f € F(X) é equivalente a um

conjunto finito de polindmios multilineares.
Demonstragao: Ver |2] se¢do 1.3, pagina 8. 0O

Corolario 1.54. Se charF =0, todo T-ideal é gerado por polinémios multilineares.

1.5 Tipos Especiais de Identidades Polinomiais

Nesta secao vamos caracterizar, expor resultados e dar exemplos de polinémios e
identidades polinomiais que nos darao suporte para provarmos resultados importantes
nos Capitulos adiante.

Vamos considerar F' um corpo de caracteristica zero.

Sejam A uma F-algebra e C' uma F-élgebra comutativa e considere a F-algebra
A®p C. Algumas das identidades polinomiais de A podem ainda ser identidades para
A®prC.

Proposicao 1.55. Sejam A uma F'-dlgebra, C uma F-dlgebra comutativa nao nilpotente
e I um corpo de caracteristica zero. Entdo Id(A ®p C) = Id(A).

Demonstragao:(C) Seja f um polinomio multilinear em Id(A ®p C'). Como C é uma
algebra comutativa nao nilpotente, existem cy,...,c, € C tais que ¢; - - - ¢, # 0. Entao,

para quaisquer ag, ..., a, € A temos

0 = flaa®ecyy... 04, @0¢,) = Zaa(m@cl)-n(an@cn)

oESy

= Zaa(a1-~-an)®(cl---cn):f(al,...,an)@)cl...cn.

O’ESn

Segue que f € Id(A). Portanto Id(A @ C) C Id(A).
(D) Considere as bases By e Be para A e C respectivamente. Entdo B = {a® ¢, a €
Ba,c € Bo} é uma base para A®pC. Agora, seja f um polinémio multilinear em Id(A).

Se ay,...,a, € Byecy,...,c, € Be, temos
flaz®cy, .. a,®¢,) = flag,...,a,)Rc1- ¢, =0®¢p ¢, =0.

Segue que f € Id(A® C). Portanto Id(A) C Id(A ®@F C) 0O
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Corolario 1.56. Sejam F' um corpo de caracteristica zero e K uma extensao do corpo
F. Entao as identidades polinomiais de A coincidem com as identidades da F-dlgebra

A®p K consideradas sobre o corpo F'.

Mas do que isso, também podemos assumir que em algum sentido que, as identidades
polinomiais de A sobre F' coincidem com as identidades de A ® K consideradas sobre
K.

Sejam F um corpo de caracteristica zero, K uma extensao de F' e A uma F-algebra.
Note que definindo o seguinte produto A(a ® k) := a ® (Ak), VA€ K,a € Aek € K,
podemos dar a A = A ®p K uma estrutura de K-algebra.

Proposicao 1.57. Sejam A uma Pl-dlgebra sobre um corpo F' e FF C K uma extensdo
do corpo. FEntao
Id"(A) @p K = Id* (A ®p K),

onde Id¥ (A) € o ideal das identidades de A consideradas sobre o corpo F e [dX (A®r K)

€ 0 ideal das identidades de A @ K consideradas sobre o corpo K.

Demonstragio: Nao ¢ dificil verificar que Id(A)" @p K C Id¥(A ®p K). Seja agora
floe, ... xm) = Y i_kiM; € Id(A ®p K) onde os M/s sao monomios distintos no
alfabeto X e k; € K. Seja by,...,b,,... uma base do espacgo vetorial K sobre I’ e seja
ki = Yay;bj, a;; € F para todo i =1,...,7r. Entao

f(xl, Ce ,l’m) = Z Z OéijbjMi = Z(Z OéijMZ‘) X bj.
i=1 j=1 j=1 i=1
Para quaisquer aq,...,a,, € A temos
0=fla®1,...,an®1) =Y () aMiay,...,an)) ®b;.
j=1 i=1

Desde que os b;s sao linearmente independentes sobre F', segue que Y, a;;M; ¢ uma
identidade polinomial para A para todo j = 1,...,n. Consequentemente Id% (A®pK) C
Id"(A) ® K. O

Agora vamos definir polinémio alternado e descrever algumas de suas propriedades.

Definigao 1.58. Seja f = f(xy1, ..., Tn, 41, .-, yt) € F(X) linear nas varidveis x, . .., x,.

Dizemos que f € alternado em x4, ..., x,, se para todos 1 < i < j < n,

f@r, @iy gy T, Y ) = — (@1, Ty Ty T, YTy ).
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Segue diretamente da definicao que, se f = f(z1,...,Zn, Y1,...,¥y:) ¢ um polindémio
linear em cada uma das variaveis x1,...,x, € alternado nestas variaveis, entao para

quaisquer 1 <7 < j <n, o polinéomio f torna-se nulo quando substituirmos x; por x;.

Observacao 1.59. Além disso escrevendo qualquer permutacao o de S, como o produto

de transposicoes temos que, se f(x1,...,Tn,Y1,...,Ys) € alternado em x4, ..., x,, entdo,

F@oys - Toy, Y15 - y) = (1) (@, T Y1, - )

De fato, se f = f(x1,...,Tn, Y1, .., Yt) € um polinémio linear em cada varidvel x4, .. ., x,

e alternado nestas varidveis, tomando um mondmio ax;, ... T;, ... %;, ... %;, em f, entao

k" n

0 MONOMI0 Xjy ... T4, ... T4y - .. Ty, aparece em f com coeficiente —a. Assim, por um pro-

cesso de indugao, para qualquer o € S, 0 MONOMIO U1 T (1) U2To(2) * * * UnTo(n)Un+1 APATECE
em f com coeficiente (—1)%a, onde « € o coeficiente do mondémio uiT ULy -+ UpTply i1

e u; € F(X) sao monomios em yi, ...,y possivelmente vazios.
No caso em que f é alternado em n variaveis dizemos que f é n-alternado, e se f é
alternado em todas variaveis, dizemos simplesmente que f é alternado.

Proposicao 1.60. Seja f = f(x1,...,Tn, Y1, -, Yt) um polindmio alternado em x1, ..., x,
e seja A uma F-dlgebra. Seaq, ..., a, € A sao elementos linearmentes dependentes sobre
F, entao f(ay,...,an,by,...,b) =0 para todos by, ..., b € A.

Demonstracao: Pela hipdtese, um dos a;s, digamos a; pode ser escrito como combina-

¢ao linear dos outros, a; = Y., a,a;,; € F. Entao,
n
f(al,...,an,bl,...,bt) = f(Zaiai,ag,...,an,bl,...,bt)
=2
n
= Zaif(ai,ag,...,an,bl,...,bt) = 0.
=2

Desde que f é alternado em xy,...,z, e em cada termo f(a;,as,...,an,b1,...,b;) duas

varidveis coincidem, dai segue o resultado. 0O
Corolario 1.61. Seja A uma F-dlgebra com dimA <n e f um polinémio alternado em
T1,...,T,. Entao f =0 € uma identidade em A.

Exemplo 1.62. Os polinémios Cap,(x1, ..., T Y1, .-, Ynt1) € Stu(x1, ..., x,) definidos

no Fxemplo 1.26, sao alternados em x+, ..., x,.
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Vamos mostrar adiante que todo polinomio que é alternado em x4,...,z,, pode
ser escrito como combinacao linear de polindmios obtidos por substituicoes dos ;s no
polindémio Capelli.

Nas seguintes definigdo e proposi¢ao vamos considerar que a algebra livre F'(X) seja

unitaria, ou seja, vamos também considerar o monoémio vazio.

Definicao 1.63. Uma dlgebra A satisfaz a identidade Capelli de posto n, se A satisfaz

todo polinémio obtido de

Capn(xlv s T Y1y - - 7yTL+1)

substituindo as varidveis y; por 1 de todas as maneiras possiveis.

Assim, note que existem 2""! polinomios.

Proposicao 1.64. Se f € F(X) é um polinémio alternado em x4, ..., x,, enldo

f= E Qoo m CUPR (T4, oo Ty W, - W)
Wi, Wn+1
¢ uma combinacao linear de polinomios Capelli, onde wy, ..., w,11 sao adequados mono-

mios (possivelmente vazios) em F(X).

Demonstragao: Tome um monoémio qualquer Sfwixiwexs . .. x,w,1 de f, onde os w;s
sao monomios obtidos das variaveis restantes que aparecem em f. pela Observacao 1.59,
para toda permutagao o € Sy, 0 MONOMIO W1 T(1)W2Tg(2) - - - To(n)Wnt1 aparece em f com
coeficiente (—1)75. Segue que Cap,(x1,...,Ty;w1,...,W,t1) € um somando de f com

coeficiente £ e f é uma combinacao linear de tais polinomios. 0O

Pela proposicao acima, se uma algebra A satisfaz a identidade Capelli de posto n,

entao ela satisfaz todo polinémio alternado em n variaveis.

O polinémio Cap,, (1, ...,z,;1, ..., 1) obtido substituindo todos os y;s por 1 nos da
o polindmio Standard, e este tém algumas propriedades importantes. A seguir vamos
dar algumas destas propriedades.

Primeiro vamos denotar por f(x1, ..., %, ..., x,) = f(@1, ..., T 1, Ti1, -, Tp)-

Proposicao 1.65. 1. Se f(z1,...,x,) € um polinémio alternado de grau n, entdo

f=aSt,(x1,...,2,) para algum o« € F.
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2. Stpir(21,. . 1) = S (1) St (w1, ..o, @4y oo Tnga). Por isso se St, =
0 ¢ uma identidade para uma dlgebra A, St, 1 =0 é também uma identidade para

A.
Demonstragao: Ver 2], Secao 1.5, pagina 14. 0O

1.6 Mobdulos, Anéis Semissimples e Radical de Jacob-

son

Nesta secao apresentaremos definicoes, exemplos e resultados importantes sobre R-
modulos (modulo sobre um anel R), anéis e dlgebras simples e semissimples e radical de
Jacobson. Vamos considerar em todo trabalho R-mo6dulos a esquerda, lembrando que

todos resultados sao validos para R-modulos a direita.
Definicao 1.66. Seja R um anel. Um conjunto (M, +) com operagdo bindria + definida
nele, chama-se R-mddulo a esquerda (mddulo sobre R) se:

1. (M,+) € um grupo abeliano;

2. para quaisquer m € M e r € R existe um unico rm € M;

3. (r1 4+ ro)m = rim + rom para quaisquer m € M e 1,19 € R;

4. r(my +mg) = rmy + rmy para quaisquer my,mg € M er € R;

5. (rira)m = ri(rom) para quaisquer m € M e ri,r9 € R.

Se R é um anel unitario, entao um R- mo6dulo chama-se unitario com unidade 1g,

se 1gm = m para qualquer m € M.

Exemplo 1.67. Se R = F ¢ um corpo, a definicao de R-modulo unitdrio coincide com

a definicao de espago vetorial. Assim uma F-dlgebra é um F-mddulo.

Exemplo 1.68. Sejam V = V(n, F) (espago vetorial sobre o corpo F' de dimensdo n)
e R = Mat(n, F) (anel das matrizes quadradas n X n sobre o corpo F'). Defina uma
multiplicagao R XV — V da sequinte maneira: B-v € V', para todo B € R = Mat(n, F)

e para todo v € V.. Assim, temos que V é um Mat(n, F')-mddulo & esquerda.

Observacao 1.69. Temos que Mat(n, F) = Endp(V(n, F)).
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Definicao 1.70. Seja M um R-mddulo. Um submodulo N de M ¢é um subgrupo de M
tal que r-n € N, para todor € R en € N.

Definicao 1.71. Sejam R um anel e M, N R-mddulos a esquerda. Entao a aplicacdao
¢ : M — N chama-se homomorfismo de R-mddulos a esquerda se:

1. ¢ é homomorfismo de grupos abelianos;

2. o(r-m) =re(m), para quaisquer m € M er € R.
Exemplo 1.72. Sejam V e W F-espacos vetoriais. Temos que homomorfismos de F -
modulos sao transformacgoes lineares de V- em W.

Note que todo anel (algebra) R ¢ um R-modulo sobre si mesmo. Chamaremos tal

modulo de médulo regular 4 esquerda, o qual denotaremos por g R-moédulo.

Definicao 1.73. Um R-modulo a esquerda M # 0 diz-se stmples se nao possui submo-

dulos proprios (submddulos diferentes de 0 e M ).

Exemplo 1.74. Seja R = Mat(n, F) o anel de matrizes. Note que My = M1 (F) e

My = Myy,(F) sao R-mddulos simples & esquerda e a direita, respectivamente.

Observacao 1.75. Um subconjunto I C R de um anel é um R-mddulo reqular a esquerda
se, e somente se, I é um ideal o esquerda de R. Além disso, um ideal & esquerda é

minimal se, e somente se, ele é simples como R-maodulo reqular & esquerda.
A partir de agora, vamos considerar somente R-modulos & esquerda. Portanto, omi-
tiremos a palavra a esquerda, ficando assim subentendido.

Definicao 1.76. Um R-mddulo é semissimples se ele é uma soma direta finita de

R-modulos simples.

Exemplo 1.77. Seja V' um espa¢o vetorial (F-mddulo). Entao, para qualquer subespago
U de 'V, existe um subespaco W de V' tal que V =U @ W. Portanto, V é um F-modulo
semissimples.

Note que todo moédulo simples é semissimples.

Definicao 1.78. Um anel R chama-se simples se ndo possui ideais bilaterais proprios.

Definicao 1.79. Um anel R é semissimples a esquerda se ele é semissimples como

R-mddulo regular a esquerda.
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Exemplo 1.80. Seja D # 0 um anel (dlgebra) de divisao. Temos que D é simples e
M, (D) é simples.

Proposicao 1.81. Seja R um anel unitdario. R é semissimples o esquerda se, e somente
se, R € semissimples a direita.

Demonstragao:Ver [10], Secao 8.3, pagina 563. 0

Definicao 1.82. Sejam R um anel e M um R-mddulo. O anulador de M em R ¢é
dado por Anng(M)={r € R|rm=0,Ym € M}.
Diremos que M ¢é um R-mddulo fiel se Anng(M) = (0).

Nao é dificil verificar que Anng(M) é um ideal bilateral de R.
Definicao 1.83. O radical de Jacobson, o qual denotaremos por J, de um anel R é
a intersecao dos anuladores de todos os R-modulos simples.

Sabemos que intersecao de ideias é um ideal. Logo o radical de Jacobson J é um

ideal bilateral de R. Se R for unitario entdo J(R) # R.

Observacao 1.84. O radical de Jacobson de uma dlgebra A coincide com o radical de

Jacobson de A como anel.
Teorema 1.85. Se A € uma dlgebra de dimensao finita, entao o radical de Jacobson de
A € o maior ideal nilpotente de A.

Demonstragao: Ver [10], Secao 8.3, pagina 546. 0O

Teorema 1.86. Um anel R é semissimples se, e somente se, ele é artiniano & esquerda

e J(R)=0.

Demonstragao:Ver [10], Secio 8.3, pagina 555. 0O

Agora, vamos expor alguns resultados importantes sobre modulos e anéis semissim-
ples. A maioria das demonstracoes serda omitida. O leitor interessado podera consultar
[10].

Proposicao 1.87. 1. Todo submaodulo e todo mddulo quociente de um mddulo M se-

missimples € semissimples.
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2. Se R é um anel semissimples, entao todo R-modulo M é um mddulo semissimples.

3. Se I é um ideal bilateral em um anel semissimples R, entdo o anel quociente R/

€ também um anel semissimples.
Demonstragao:Ver [10], Secao 8.3, pagina 553. 0

Corolario 1.88. 1. Um R-mddulo finitamente gerado semissimples € uma soma di-
reta finita de modulos simples. Em particular, um anel semissimples R € uma soma

direta de um numero finito de ideais minimais a esquerda.

2. Uma soma direta R = Ry ® --- @& R, de anéis semissimples Ry, ..., R, € também

um anel semissimples.

Demonstragao:Ver [10], Se¢ao 8.3,pagina 554. 0O

Vimos que se R é um anel semissimples, entao R ¢ uma soma direta de ideais mini-

mais, ou seja, R = @7_,I; em que [; sdo ideais a esquerda minimais de R.

Teorema 1.89. (Wedderburn-Artin) Se R é um anel semissimples entdo R € iso-
morfo a uma soma direta de um niumero finito de anéis de matrizes sobre anéis de
divisao, ou seja,

R~ @leMni(Di%

onde cada D; é um anel de divisao. Alem disso, M,,(D;) = @;L;lMij onde M;; sdo
ideais minimais & esquerda de R. A colegao de pares (n;, D;) e o nimero k sao definidos
unicamente por R (salvo permutacao e isomorfismo). O anel R tem exatamente k ideais

simples a esquerda nao isomorfos.

Demonstragao:Ver [10], Secao 8.3, pagina 562. 0

Pelo Teorema acima, segue que todo anel semissimples é soma direta finita de ideais
minimais bilaterais, onde estes sao simples e semissimples como anéis, pois sao isomorfos
a M,,(D;).

Definicao 1.90. Uma dlgebra A € simples se nao possui ideias bilaterais proprios e

A2 £ 0.

Definicao 1.91. Uma dlgebra A é semissimples a esquerda se ela € uma soma direta

de ideais a esquerda minimazis.
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Exemplo 1.92. As dlgebras M,(F) e M (F) sdo simples, pois nao possuem ideais

bilaterais proprios.

Definicao 1.93. Seja R um anel, um elemento e # 0 em R diz-se idempotente se

e” =e.
Exemplo 1.94. Se R é um anel unitdrio, entao 1r € idempotente.

Observacao 1.95. Se R é um anel semissimples entao todo ideal I a esquerda de R é

da forma I = Re, onde e ¢ idempotente.

Teorema 1.96. Seja M um R-mddulo semissimples e seja pp = {M; | i € I} um conjunto
completo de representantes das classes de isomorfismos dos submddulos simples de M.

Seja M = @je P, onde P sao submodulos simples. Entao definimos componente de
Wedderburn

A; = ©pjng, P,

para todo i € 1. Assim, temos que:

1. M = @i A

2. Vi € I,A; € um submodulo de M, onde A; é uma soma de todos os submddulos

stmples de M isomorfos a M;.
Demonstracao:

1. Como M = @jeJPj7 entao M = @iEIAi~

2. Pela forma que M foi definido, é facil ver que A; é um submoédulo de M. Vamos
provar que todo submodulo @ isomorfo a M; esta contido em A; = ©p,~ny, P
Note que Q < M = Qje P = A @ M, onde M = @1 A;, com [ # i. Entdo todo
g € () pode ser escrito como ¢ = Zjerj7 onde p; € P;.

Vamos considerar a projecao

T o Q— P

q— pj

para todo j € J tal que P; € A;. Como @ = M; e P; 2 M,;, pois P; £ A;, entao

Q # P;. Temos que @) e P; sao modulos simples, e 7; nao é um isomorfismo, entao
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7; = 0. Isso significa que p; = 0 para todo j € J tal que P; € A;.
Seja

T Q— M

q—= ij.

jeJ
P;ZA;

Assim 7 = Z m; = 0. Logo @ < A;.

jeJ
P;ZA;

Portanto a soma de todos submoédulos simples isomorfos a M; esta contido em
A;.

Teorema 1.97. Seja R um anel semissimples e seja {A; | i € I} conjunto de compo-

nentes de Wedderburn de rR (mddulo reqular o esquerda), entao:

1. |[I|l=k<ooeR=0d A,
2. Todo A; é um ideal bilateral de R.
3. Se ’il 7é ig entao AilAig == {O}

4. Todo A; € um anel artiniano simples.
Demonstracao:Ver [10], Secio 8.3, pagina 565. 0
Existe uma ligacao entre o teorema acima e o Teorema 1.89. Note que, se considerar-

mos g R-modulo regular & esquerda, entdo pelo Teorema 1.89, segue que A; = M, (D;).

O teorema a seguir é fundamental para a teoria de representagao de grupos que seré

apresentada no proximo Capitulo.

Teorema 1.98. Maschke Sejam G um grupo finito e F' um corpo cuja caracteristica

nao diwide a ordem de G. Entao FG ¢é semissimples.

Demonstragao: Ver [9], Capitulo 1, pagina 4. 0O
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Neste Capitulo vamos expor alguns resultados da teoria de representacoes de grupo,
no qual restringiremos ao grupo simétrico S,,. Na terceira se¢ao vamos introduzir uma
acao do grupo simétrico no espaco dos polindémios multiliniares em n varidveis, que sera
denotado por P,. Desta acao obtemos um isomorfismo de F'S,-médulos a esquerda entre
a algebra de grupo F'S, e P,. Na tultima secao provaremos alguns resultados técnicos
sobre a estrutura de polinomios do tipo er, f, onde f € P,, A é uma particao de n e T)
¢ uma tabela de Young do tipo A\. Em todo Capitulo F' serd um corpo de caracteristica

zero, G um grupo finito e A uma &lgebra unitéria.

2.1 Representacoes de Grupos

Iremos recordar nesta secao algumas definicoes basicas e resultados da teoria de

representacoes de grupos finitos sobre um corpo F'.

Definicao 2.1. Sejam A uma F-dlgebra unitdria com unidade 14 e V' um espaco vetorial

sobre F'. Entao uma F-representacao de A é um homomorfismo de F-dlgebras:

¢ : A= Endp(V)

1. p(a+0b) =p(a) +p(b)
2. p(ab) = ¢(a)p(b)
3. (p(lA) =1id

4. p(Aa) = Ap(a), A € F,a € A.
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Se dimp (V) = n € finita, dizemos que n € o grau da F-representacao .

Definigao 2.2. Sejam G um grupo, V. um F-espago vetorial. Vamos denotar por GL(V)
o grupo das transformacoes lineares invertiveis de V. Um homomorfismo de grupos
Y : G — GL(V) é chamado de uma F-representacgdo de G com espaco de representacdao
V.

Se dimp(V) = n < oo, dizemos que n é o grau da F-representagao 1.

Defini¢ao 2.3. Seja A uma F-dlgebra. Duas representacoes ¢ : A — Endp(V) e
Y A— Endp(W) em que VW sdo F-espagos vetoriais, dizem-se equivalentes, se
existe um isomorfismo de F-espacos T :V — W tal que Ya € A, temos ¥(a)T = T¢(a).
, ou seja, P(a) = Tp(a)T™, para todo a € A.

Definicao 2.4. Sejam f: G — GL(V) e h: G — GL(W) duas representacdes de um
grupo G. Elas dizem-se equivalentes se existe um isomorfismo de F-espacos 7 :V —
W tal que Vg € G, h(g)T =7f(9).

Como espagos de mesma dimensao sao isomorfos, entao para um espaco V com
dimp(V) =n < oo, vamos denotar GL(V') = GL(n, F).

Vamos considerar a algebra de grupo F'G definida anteriormente. Existe uma bijecao

natural entre as representagoes do grupo G e as representacoes da algebra F'G.

Seja ¢ : G — GL(V) uma F-representacao de G, podemos estender ¢ & F'G. Vamos
obter
Y FG = Endp(V),

pondo @b(z agg) = Zaggp(g), entao ¢ é uma F-representacao de F'G.
geG geqG
Reciprocamente, se ¢ : FG — Endp(V) é uma F-representagao de F'G, podemos
restringir ¢ a G pela aplicagao ¢ : G — GL(V) de tal modo que ¢(g) = ¢(1rg), onde g €
G.

2.2 Representacoes e FG-médulos

Seja M um F'G-mo6dulo. Podemos ver M como F-modulo, ou seja, um F-espaco

vetorial. Primeiro note que VA € F,VYm € M Am = (Alg)m, com 1g € G. Agora para



Sy,-Representagoes 29

todo ¢ € F'GG, definimos a aplicagao

Pe - M — M

m — &m.

Entao ¢ € Endp(M). De fato, para A € F temos pg(Am) = pe((Alg)m) = (EX\1g)m =
A(Em) = Ape(m), e a aplicacao

¢: FG — Endp(M)
§ = e

¢ um homomorfismo de F-algebras, ou seja, ¢ é uma representacao de F'G com espacgo

de representagao M.

Portanto, cada F'G-modulo M é associado a uma representacao de F'G. Por outro
lado, dado ¢ : FG — Endg(M) uma representacao de F'G com espago de representagao

M, podemos dar a M uma estrutura de F'G-modulo, definindo para quaisquer m € M,

§ € FG, &m = (p(§))(m).

Observacao 2.5. Temos as sequintes correspondéncias:

FG-maodulos <+ representacao de F'G < representacao de G.

Assim quando o corpo F' é fixo, vamos denotar F'G-modulos também por G-médulos.

Observacao 2.6. Seja G um grupo. Duas representacoes f : G — GL(V) e
h : G — GL(W) em que V,W sdo F-espacos vetoriais, sao equivalentes, ou seja,

f ~ g se, e somente se, V e W sao isomorfos como FG-mddulos.

Exemplo 2.7. Sejam FG a dlgebra de grupo e o FG-mddulo reqular M = poF'G, a
F-representac¢ao o de G (ou de FG) subordinado a M ¢é a seguinte:

Vo € G, J(J})(Z ayg) = x(z ayg) = Zag(xg), ou seja,

geG geG geG

o(z): M — M

A aplicagio o é chamada de F-representacio regular (G esquerda).

Considerando a hipotese do teorema de Maschke, podemos aplicar todos os resulta-
dos que sabemos para a algebra semissimples F'G. Em particular, seguem as seguintes

afirmagoes:
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(1) Todo FG-modulo é semissimples, ou seja, € uma soma direta de F'G-modulos simples,
onde todo F'G-moédulo simples é isomorfo a um ideal & esquerda minimal de FG.

(2) Seja {Mj,..., My} um conjunto completo de representantes das classes de isomor-
k

fismo de F'G-moédulos simples. Entao F'G = EB A;, onde Als sdo as componentes
i=1
de Wedderburn definidas no Capitulo anterior, ou seja, A; = @ Pii=1,... k.
Definicao 2.8. Seja M um FG-mddulo e seja f: G — GL(M) F-representagio asso-
ciada a M.

o Se M ¢ semissimples, f diz-se completamente redutivel;
o Se M ¢é simples, [ diz-se irredutivel;

o Se M nao € simples, f diz-se redutivel.

Como consequéncia do teorema de Wedderburn e sob a hipotese do teorema de Mas-
chke, segue que
FG = M, (DY) @--- & M,, (DW)

onde DU ... D% s3o algebras de divisdo de dimenséo finita sobre um corpo F. Acerca
deste resultado, podemos classificar todas as representagoes irredutiveis de G: M é um
G- moédulo irredutivel se, e somente se, M é um M, (D®)-médulo irredutivel, para
algum i. Por outro lado M,,(D™), a menos de isomorfismo, tem apenas um moédulo

irredutivel isomorfo a 27:1 D(i)eﬂ. Lembrando que A; = M, (D;) parai=1,... k.

Observacao 2.9. Visto isto, toda F'-representacao de G é completamente redutivel e
o numero de F-representacoes irredutiveis nao equivalentes de G € igual ao nimero de

componentes simples na decomposicao de Wedderburn da dlgebra de grupo FG.

A decomposicao de F'G pode ser formulada em termos de representacoes por meio da
representacao regular. Da decomposicao de F'G dada acima, segue que a representagao
regular tem a seguinte decomposi¢ao, que também é uma decomposicao da algebra de
grupo FG:

FG=ZniM & ... 350, M,

onde n;Mi = M;®...® M, (n; vezes), n; é chamado de multiplicidade de M; em FG, e
M; =370 DWe;y, 6 um ideal a esquerda minimal de M, (D). Note que n; = dimM;

¢ o grau da representacao M.
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Observacao 2.10. Vimos que todo ideal unilateral de F'G €é gerado por um elemento
idempotente. Além disso, todo ideal bilateral € gerado por um idempotente central. Di-
zemos que um idempotente é minimal (central) se ele gera um ideal minimal (bilateral),

respectivamente.

Proposicao 2.11. ( [2], proposi¢io 2.1.7) Se M é uma representacao irredutivel de G,
entdo M = M;, um ideal minimal & esquerda de M,,(DW), para algum i =1,... k. Por

1880, existe um elemento idempotente minimal e € F'G tal que M = FGe.

Definicao 2.12. Um corpo F' é um corpo de decomposi¢cao ou split de um grupo G

finito se a dlgebra de grupo FG é isomorfo a uma soma direta de anéis de matrizes sobre
F,isto é, FG =~ @®F M, (F) .
De agora em diante vamos considerar a algebra de grupo F'G split.

Teorema 2.13. Sejam G um grupo finito e F' um corpo tal que FG seja semissimples
e split. Seja = {My,..., My} um conjunto completo das classes de isomorfismos de

FG-mddulos simples. Ponha-se n; = dimpM;. Entao:

k
1) 1G] =) ni;
i=1

2) Todo M; aparece como fator de decomposicao do mddulo reqular pgF'G com multipli-

cidade n;;

3) k = numero das classes de conjugacao de G.

Demonstragao: A demonstragao pode ser encontrada em [10]. 0

Segue do teorema acima nas condi¢oes consideradas, que o nimero de representagoes

irredutiveis nao equivalentes de G é igual ao nimero de classes de conjugacao de G.

Definigao 2.14. Seja ¢ : G — GL(V) uma representacio de G de grau finito. A func¢do

X : G—=F

9= Xo(9) =tre(g)

¢ chamada de caracter de ¢ e dimV = degx,, € chamado o grau do caracter x..

Se ¢ for uma representacao irredutivel dizemos que x, ¢ um caracter irredutivel de

G.
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Exemplo 2.15. Se ¢ : G — F* é uma representagao linear (de grau 1). Entio x,(g) =
v(9),Vg € G.

Lema 2.16. 1) Sejam f, g representagoes equivalentes de G. Entdo x, = Xy-

2) Caracteres sao constantes nas classes de conjugagao do grupo.
Demonstracao:

1) Se ¢, 1 sao representacoes equivalentes de G, existe P € GL(n,F) tal que:
o(a) = P~ (a)P,V a € G. Entao, usando o fato que tr(AB) = tr(BA) e cha-
mando A = P!, B =« (a)P, temos que

tr(p(a)) = tr(P~'¢(a) P) = tr(Y(a) PP™") = tr(¥(a)).

Portanto os caracteres sao iguais.

2) Seja ¢ uma representagao de G. Como ¢ é um homomorfismo de grupo, segue que
o(h™tgh) = p(h"Yp(g)e(h), Yg,h € G. Logo por um raciocinio anilogo ao que

fizemos na demonstracao acima, temos

tr(p(h~'gh)) = tr(e(h™)e(g)p(h)) = tr(p(g)p(h)e(h1)) = tr(e(g)).

Portanto, caracteres sao constantes nas classes de conjugacao do grupo G.

U

Agora consideremos [rr(FG) = {x1,...,x-} 0 conjunto dos caracteres irredutiveis
nao equivalentes de um grupo G.

Corolério 2.17. 1. Todo caracter de FG é uma combinagao linear de Irr(FG) com

coeficientes inteiros nao-negativos.
2. Inversamente, toda combinacdo linear de Irr(FG) com coeficientes inteiros nao-

negativos nao todos nulos € um caracter de F'G.

Demonstragao: A demonstragao pode ser encontrada em [10]. 0

Pelo Teorema 2.13, para um grupo GG, a ordem do conjunto Irr(G) é igual ao nimero

das classes de conjugacdo de G e Z x(1)? =| G |, onde x(1) é o grau do caracter x.
x€Ilrr(G)
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Exemplo 2.18. O grupo simétrico S35 tem exatamente trés classes de conjugacao e

|S3| = 6. Assim, temos trés caracteres irredutiveis de graus 1, 1 e 2. Logo,

12412 +22=6= |5

Definicao 2.19. Uma funcao de classe sobre um grupo G é uma funcio f : G — F
que € constante sobre as classes de conjugacio de G, ou seja, g ~ g1 = f(g9) = f(q1).

Denotamos por CF(G) o conjunto das fungoes de classes de G.

Vimos que os caracteres sao constantes nas classes de conjugacao de um grupo,
entdao pertencem a CF(G). Podemos definir um produto em CF(G) do tipo, (x,¢) =
‘—é' dec x(9)¥(g™1) para x,v € CF(G). Uma proporiedade bésica deste produto ¢ que

os caracteres irredutiveis do grupo G formam uma base ortonormal de CF(G).
Teorema 2.20. Sejam M e M’ dois R-mddulos e x e X seus respectivos caracteres. Se
M = M’ entao x = x'.

Demonstragao:Ver [9], pagina 17, Capitulo 2. 0

Pelo teorema de Maschke temos que F'G é semissimples, ou seja, F'G = ®F_, FGe;
em que e; é um idempotente minimal central ortogonal. O teorema seguinte nos mostra

como determinar e;.

Teorema 2.21.

€ = é ZXi(lG)Xi<g_1)g

geG

em que x; € um caracter irredutivel.

Demonstracao:Ver [9], pagina 19, Capitulo 2. 0O

Na proposicao seguinte daremos propriedades basicas dos caracteres de um grupo G.

Proposigao 2.22. Seja F' um corpo algebricamente fechado tal que charF = 0 e seja p =

{M; ... My} um conjunto completo de representagoes irredutiveis nao-equivalentes de G

com caracteres X1, ..., Xk, respectivamente. Seja p : G — GL(M) uma representacio de
G e escreva M = mM; @ ... D mp M, com m; > 0.
Entao:

k
(1) xp = Zmz'Xi;
i=1
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(2) (Xp»xi) =mi, Vi=1,...k;
k

(3) (Xps Xp) = Zm?;

=1

(4) x, € irredutivel se, e somente se, (xp, Xp) = 1;

(5) Se p' € outra F-representacdo de G, entao p' ~ p < X, = Xp-

Demonstragao:A demonstra¢ao pode ser encontrada em |9]. 0

2.3 S,-representacoes e Tabelas de Young

Nesta secao vamos descrever a teoria de representacao do grupo simétrico S, so-
bre um corpo F' de caracteristica zero. Vamos também estabelecer alguns conceitos
importantes da teoria de Young. Por um resultado classico, temos que Q é um corpo
de decomposicao para S,, entao qualquer corpo de caracteristica zero é corpo de de-
composicao para S, ver [8]. Assim, a algebra de grupo F'S,, tem uma decomposi¢ao
em componentes simples, que sao algebras de matrizes sobre F. Em toda secao vamos

considerar o corpo F sendo o corpo dos racionais Q.

Definicao 2.23. Seja n > 1 um inteiro. Uma particao \ de n é uma sequéncia finita

T

de inteiros X = (A,...,\;) tais que Ay > ... > A\ > 0 e Z/\i = n. Neste caso,
i=1

escrevemos A\ n e |\ =r.

Antes de enunciar o proximo resultado, vamos relembrar alguns fatos basicos sobre
permutacoes. Sabemos que as classes de conjugacao de .S, sao indexadas pelas particoes
de n. Se o € 5, decompomos ¢ em produto de ciclos disjuntos, incluindo 1-ciclo. Esta
decomposi¢ao é lnica se exigirmos que ¢ = MMy ...T,, onde m,..., 7, sao ciclos de
comprimentos A\; > ... > A\, > 1, respectivamente. Entdo a particdo A = (A,..., \,)
determina unicamente a classe de conjugacao de o, pois duas permutacoes sao conjugadas

em 95, se, e somente se, possuem a mesma estrutura ciclica.

Desta maneira, os caracteres irredutiveis de S,, sao indexados pelas particoes de n,
j& que sao funcoes de classes. Sendo assim, denote por x, o S,-caracter irredutivel

correspondente & particdo A - n. Usamos a notacdo dy = xx(1) para o grau de y,.

Definicao 2.24. Dizemos que um elemento e ¢ idempotente essencial se ele satisfaz

e? = ve, para algum v € Q, v # 0.
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No préximo resultado determinamos um elemento idempotente essencial central

usando o Teorema 2.21.

Lema 2.25. O elemento ey = Y .o xa(0)o € um idempotente essencial central da

dlgebra F'S,,.

Demonstragio: Note que x\(c7') = xa(c) para todo 0 € S, e A\ n, poisc e o !

sdo conjugados em S,. Considere e = & Y es, XaloTHo = 4 Y ves, Xalo)o = Ly, 0

elemento idempotente visto no teorema 2.21, em que dy é o grau do caracter irredutivel

X associado a particao A F n. Logo

e’ =e= ()%} = (=)ex = e = —
n!

Portanto o elemento ey é um idempotente essencial. Agora resta mostrar que é central.

Para isto é suficiente verificar que e, comuta com todos elementos de S,,. Seja 7 € S,

um elemento qualquer da base de F'S,,

Tex = T Z xa(o)o = Z xr(o)To = Z xa(o)ror 7

UESn O'ESn UESn

= Z ()T = Z XA(m)mT = ey,

TESR TESR

1

ja que xA(77'mT) = xa(7). Portanto e, é idempotente essencial central. 0O

Proposicao 2.26. ( [2],proposi¢iao 2.2.2) Seja F' um corpo de caracteristica zero en > 1.
Entao existe uma correspondéncia bijetiva entre S, -caracteres irredutiveis e particoes de
n. Seja {xr | A F n} um conjunto completo de caracteres irredutiveis de S,, e seja dy o

grau de xx, AFn. Entao

FS, =@ L= M, (F),

AFn AFn
onde I = F'Spex, ex =) cg Xa(0)a € o elemento unidade de I\ = My, (r).

Definicao 2.27. Se A = (A\,...,\.) F n, o diagrama de Young associado & X\ € o

subconjunto finito de 7 x Z definido como

Dy={(,j) €eZxZli=1,....r;5=1,..., AN}

Em outras palavras, o diagrama de Young D, consiste de n boxes distribuidos em

r linhas, de modo que a primeira coordenada i (linha indexada) aumenta de cima para
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baixo e a segunda coordenada j (coluna indexada) aumenta da esquerda para a direita

e o nimero de boxes na i-ésima linha é exatamente \;.

Exemplo 2.28. Seja A\ = (4,2,2,1) particao de n = 9. Entao

Do) =

em que D(472’271) = D(472271).

Definicao 2.29. Para uma particio A F n, vamos denotar por X' a particao conjugada

de \. Entao N = (\|,...,\,) € a particdo tal que N|,...,\,, sdo os comprimentos das

J R4

colunas de Dy, com s = \y.

Observe que o diagrama D), é obtido de D, trocando as linhas pelas colunas.

Exemplo 2.30. Pelo exemplo anterior temos X' = (4,3,1,1). Entao Dy seria:

Dz =

em que Dy31,1) = D(4,3712)‘

Definicao 2.31. Seja A - n. Uma tabela de Young T, do diagrama D, é um pre-
enchimento dos bores de Dy com os inteiros 1, ..., n. Dizemos também que T\ € uma

tabela do tipo X\. Vamos escrever T\ = Dy(a;;) onde a;; € o inteiro no box (i, j).

Note que existem n! tabelas distintas do tipo A.

Definicao 2.32. Uma tabela T\ do tipo X é standard, se os inteiros em cada linha

e em cada coluna de Ty aumentam da esquerda para a direita e de cima para baizo,

respectivamente.
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Exemplo 2.33. Considere as sequintes tabelas

nao € uma tabela standard. Enquanto que a tabela

Tuan= | 3| 5| 8| 9

¢ standard. Em que Ty 41y = T2 1).

Existe uma relacao entre tabelas standard e o grau dos S,-caracteres irredutiveis.
Teorema 2.34. ( [2],teorema 2.2.6) Dada uma particao A F n, o nimero de tabelas

standard do tipo X € igual a dy, o grau de xy, o cardter irredutivel correspondente a .

O inteiro d) pode ser calculado pela conhecida féormula do gancho. A fim de
explicita-la introduziremos mais algumas definicoes. Dado um diagrama D), A F n,

identificamos um box de D) com o correspondente ponto (i, 7).
Exemplo 2.35. O terceiro box da primeira linha tem coordenada (1,3).

Defini¢ao 2.36. Para qualquer boz (i,7) € D, definimos o nimero de gancho com

extremidades em (i,7) como
onde N = (N|,...,\)) € a particao conjugada de \.

Note que h;; conta com os nimeros dos boxes no "gancho"com extremidades em
(,7), ou seja, os boxes & direita e abaixo de (4, 7) junto com o box (7, j). No exemplo
seguinte temos uma tabela de Young com os boxes preenchidos com seus respectivos

niimeros de gancho.
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Exemplo 2.37. Considere a sequinte tabela, cujo preenchimento dos bozxes sao os seus

respectivos numeros de gancho.

T(4’371) - 4 2 1

Proposicao 2.38. (Formiila do Gancho)

n!
dy = ——
IT hi
(4,)€DA
onde o produto percorre todos 0s boxes de D).
Vale destacar que, conforme mencionamos anteriormente d, é exatamente o nimero

de tabelas standard do tipo A.

Definicao 2.39. O estabilizador de linhas de T) é

RT)\ = S,\l(a/ll,CLlQ, e 7a1)\1) X X SAr(arlva'r%' o 7a/7")\7«)7

onde Sy, (a1, aza, . .., a;,) denota o grupo simétrico agindo nos inteiros a;1, , - . ., Ay,
Por isso, Ry, € um subgrupo de S,, consistindo de todas as permutagoes estabilizando as
linhas de T).

Definicao 2.40. O estabilizador de colunas de T) é
CT)\ - S)‘ll (alh a21, """ 7a>\'11) X X S)\g (alsa OTPRR 7a)\’58)7

onde N = (N},...,\)) € uma particao conjugada de X\ e \y = s. Por isso, Cp, é um

subgrupo de S, consistindo de todas as permutacoes estabilizando as colunas de T.

Exemplo 2.41. Dada a seguinte tabela standard T(y )

T(Q’l) - ]. 2
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Obtemos os respectivos estabilizadores de linhas e colunas:
Ry, ., = 52(1,2) x S1(3) = {(1)(2)(3), (12)(3)}

Cripyy = $2(1,3) x 51(2) = {(1)(3)(2), (13)(2)}

Fixando uma particao A - n e uma tabela de Young 7T, podemos usar estes subgru-

pos para definir o seguinte elemento de F'S,,.

Definigao 2.42. Para qualquer Ty, definimos o elemento idempotente essencial corres-

er, = Z Z (=17 o,

U‘ERTA TECT)\

pondente por

onde (—1)" é o sinal da permutacao .

n!
dy

2 _ _
Pode-se mostrar que ez, = aer,, onde a =

Exemplo 2.43. Pelo Fxemplo 2.1, temos

€Ty = Z Z (=1)7) o

CTERT(2Y1> TECT<2’1)

= ()(2)B)+ (12)
1)(2)(3) + (

(13) — (12)(13)
= (D2)E)+(12) - (13

(13) — (132).

Exemplo 2.44. Seja A\ = (1) F n. Para X obtemos somente uma tabela standard. Pelo

Teorema 2.34, dy = 1. Temos também que Cr, = S,(1,2,...,n) e Rp, =€, em que &,
¢ a identidade de S,. E isto implica que er, = Z (=D)")r = Z (=1)7)r.
TECTA TESK

Dada uma particao A - n, o grupo simétrico .S,, age no conjunto de tabelas de Young do

tipo A da seguinte maneira: se o € S,, e T\ = Dy (a;;), entdo 0Ty = Dy(o(ai;)).

Exemplo 2.45. Considere a sequinte tabela:

1 3 2
6

observe que T\ nao € standard. Tome o = (23456) € Sg, entdo
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1 4 3
O'T(37271) = 6 5
2

Esta acao tem algumas propriedades:

_ ~1.
1. RO’T)\ = O'RT)\O' 5
_ ~1.
2. Copy, =0Cp0™ 7

3. O€T>\U_1 = €,T, -

Agora vamos apresentar alguns resultados importantes acerca deste elemento er, .

Proposicao 2.46. ( /2], proposi¢ao 2.2.13) Para toda tabela de Young Ty do tipo A+ n,
o elemento er, € um idempotente essencial minimal de F'S, e FSyer, € um ideal a
esquerda minimal de F'S,, com caracter x». Se T\ e T sao tabelas de Young de mesmo
tipo A, entao er, € er; sao conjugados em FS, para algum o € S,, ou seja, eyr, =

aeTAa_l = éry-

A proposicao acima nos diz que para quaisquer duas tabelas T\, T} do mesmo tipo
A, temos que F'Sper, = FS,er;, ou seja, os F'S,-modulos minimais gerados por er, e
er; $ao isomorfos.

Observe que, se 0 € Ry, N Cp, entdo e,r, = e, € FSyeor, = FSyer,. Além disso,
cada tabela standard T} corresponde ao F'S,-modulo simples 'Sy, er,. Se Ty e T} sao duas
tabelas standard distintas, entao os médulos simples correspondentes F'Syer, = F'S,er;,
mas nao coincidem. Agora, se A\ # p entdo F'S,er, ¥ FS,er,. As tabelas standard
fornecem uma lista completa de somandos diretos simples de componentes 1.

~_ery, .
Note que se 62TA = aer,, entao —2 ¢ um elemento idempotente que gera o mesmo

e
ideal & esquerda F'S,ep, = FSnﬂ.
a

Proposicao 2.47. ( /2], proposicao 2.2.14) Se Ty, ..., T,

do tipo A\, entao Iy, o ideal bilateral de F'S,, correspondente a X, tem a sequinte decom-

. sao todas tabelas standard

POSICQO

dx
[)\ = @ FSneTi.
i=1
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A seguir daremos dois resultados importantes, que servirao de ferramenta para a
demonstracao de resultados que utilizaremos na prova do teorema principal, no Capitulo
4.

No préximo teorema, damos uma decomposicao em S, ;-modulos irredutiveis de
qualquer S,-moédulo induzido até S(,41). Note que o grupo S,, pode ser imerso em S, 11,
ou seja, ele pode ser visto como o subgrupo de todas as permutacoes fixando o inteiro
n+ 1. Sendo assim, denote por M, um S,,-moddulo irredutivel correspondente a particao
A F n. Denotamos por My 1 S,1 a inducao de M, em S, ;. Entao M, é considerado
como S, 1-mdbdulo.

Agora, seja M, um S, ;,-modulo irredutivel correspondente a particao pbFn+1, e
seja S, < Sp41. Denotamos por M, | S, arestricao de M, a S,,. Entao M, ¢ considerado

como S,-modulo.

Teorema 2.48 (Branching rule). ( /2], teorema 2.5.1) Considere o grupo S, imerso

em Spi1 como o subgrupo fizando o inteiro n+ 1. Entao:

1) Se A+ n, entao
M)\ TSn-‘rl = Z Mu

HENT
onde AT € o conjunto de todas as particoes de n + 1 cujo diagrama é obtido de D,

adictonando um box;

2) Se ukn+1, entao
M,u\lr‘sng ZMA

A€u~

onde = € o conjunto de todas as parti¢oes de n cujo diagrama é obtido de D, reti-

rando um bozx.

Observacao 2.49. Note que podemos imergir o grupo S, X Sy, em S, definindo uma
agao de S, em {n+1,...,n+ m}. Lembre-se que, se M é um S,-mddulo e N é um

S-modulo, entao M Qpr N tem uma estrutura de S,, X S,,-mddulo.

Definigao 2.50. Se M ¢é um S,-modulo e N um S,,-mddulo, entao o produto tensorial

externo de M e N ¢ definido como
M&N = (M @ N) 1 Spim.

Considere as seguintes particoes A Fn, u = m e v+ n 4+ m. Agora vamos exibir um

algoritmo chamado de Regra de Littlewood-Richardson. O algoritmo mostra como



Sy,-Representagoes 42

obter o diagrama associado & particdo v = A\@u. O diagrama da particio v é construido
a partir dos diagramas correspondentes as particoes A e pu. A regra de Littlewood-

Richardson é a seguinte: considere T}, = D, (a;;) em que os a;;'s sao simbolos. Entao

1. Adicione para D), todos os boxes com os simbolos a;;. Apés a adi¢do, nenhuma

linha da nova tabela pode ter mais boxes que a linha anterior.

2. Em seguida, adicione todos os boxes com os simbolos asy;, de acordo com a mesma

regra, e assim por diante, até todos os boxes com os simbolos serem adicionados.

3. Esses acréscimos devem ser tais que para todos 7, se y < j, entao a;, aparece em
uma coluna posterior que a;;, e para todo j, se x < 7, entao a,; aparece em uma

linha anterior a de a;;.

2.4 S,-acao em Polindmios Multilineares

Nesta se¢ao vamos dar alguns resultados importantes sobre S,-modulos irredutiveis.
Também introduzimos a acao do grupo simétrico .S,, no espaco dos polindémios multiline-
ares P, em n variaveis fixadas. Assim, obtemos um isomorfismo de F'S,-modulos entre

a algebra de grupo F'S, e P,.

Lema 2.51. Seja M um S, -mddulo irredutivel com caracter x(M) = xx, A+ n. Entao
M pode ser gerado como um S,,-mddulo por um elemento do tipo er, f para algum f € M
e alguma tabela de Young T\ do tipo \. Além disso, para qualquer tabela de Young T
do tipo A, existe f' € M tal que M = FSper; ['.

Demonstracao: Considere F'S,, = @ I,,, onde I, = F'S,e, é¢ um ideal bilateral de F'S,,
pukn
correspondente a particao p, em que e, é um elemento idempotente central. Vimos pela

Proposigao 2.47 que [, = F'S,e, = @fﬁlFSneTi, onde T1,...,T), sao tabelas standard do
tipo p.

Como os elementos idempotentes sao ortogonais, temos eye, = 0 para A # p. Assim,
0+# M= FS,M = &,,1,M. Por hipotese M ¢é irredutivel com caracter x(M) = xa,
entao M = (M = @filFSneTiM. Pela irredutibilidade de M, existe uma tinica tabela
standard T tal que M = F'S,ep, M. Se 0 # er, f € M, novamente pela irredutibilidade
de M, segue que F'S,ep, f = M.

Agora suponha que Ty é outra tabela de Young do mesmo tipo A, vimos pela Pro-
posicao 2.46, que ep, = oeT;a‘l para algum o € S,. Tomando f = o~ 'f, segue que
M = FSyer, f = FSpoerso~' f = FSpoer f = FSuer; f . 0
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O lema anterior diz que, dada uma particao A = n e uma tabela de Young do tipo A,
qualquer S,,-modulo irredutivel M tal que x(M) = x, pode ser gerado por um elemento
do tipo ep, f para algum f € M.

Pela definicao de Ry, para qualquer o € Ry, temos que oer, f = eq, f, ou seja, er, f

¢ invariante pela Rrp,-acao. De fato, tome o € Ry, entao

oer, f=o( Y (=1)767)f = () (~1)7057)f.

&ERT/\ &ERTA
TECTA TECT)\

Como o, ¢ € Ry, entao 06 € Ry, pois Rp, < S,,. Tome 06 = 8 € Rp,,

oer, [ = ( Z <_1)Tﬁ7—>f =er f.
BERT,
TGCT)\
Observacao 2.52. O elemento idempotente essencial ey, € invariante por multiplicagao

de qualquer o € Ry, .

A partir de agora vamos considerar A uma PI-algebra e Id(A) seu T-ideal de iden-
tidades. Sabemos que se F' é um corpo de caracteristica zero, o conjunto Id(A) é deter-
minado por seus polinémios multilineares.

Vimos na Secao 1.4 que P, é o espaco de todos os polinomios multilineares de grau

n nas variaveis i, ..., T,, cuja base ¢ dada pelo conjunto das palavras
{xg(l)xg(g) - To(n) ‘ o c Sn}.

Observacao 2.53. P, é um F'S,,-mddulo & esquerda ou simplesmente S,-mddulo a es-

querda. Vamos considerar o sequinte produto bilinear

S, x P, — P,
(0,f) = of
onde o f(x1,...,2n) = f(Zoq1),- .., Tom)) Para toda o € S, e para todo f € P,. Assim,

P, munido deste produto é um F S, -mddulo.

Vamos considerar a seguinte aplicacao:

S — P,

: FS,,
Z a0 Z AgTo(1) - - - To(n)

O’GSn O'ESn

¥



Sy,-Representagoes 44

tal que p(a) = a(z, - --x,), para todo a € F'S,. E possivel verificar que ¢ é um isomor-
fismo de F'S,-moédulo a esquerda. Assim, temos uma correspondéncia biunivoca entre
F'S, e P,. Diante deste isomorfismo podemos tratar os elementos de F'S,, como polino-
mios em P, e vice-versa.

Além disso, como T-ideais sdo invariantes por permutacoes de varidveis temos
of(x1, T2, ..., 2n) = f(To): To@), - - To,) € Py N Id(A),

para todo f € P, N Id(A) e para toda o € S,,. Logo, P, N Id(A) é um S,,-submoédulo a

esquerda de P,. E assim o quociente P, (A) é um S,-moddulo & esquerda.

~ PN Id(A)
Se F(X) é uma algebra livre de posto enumeravel em X = {z1,2,...}, entdo P,(A) é

o espago dos elementos multilineares nas n primeiras variaveis da algebra relativamente

F(X
livre ]d<(A>)' Neste caso para V = var(A) também escrevemos P, (V') = P,(A).
Definicio 2.54. O S ter de P,(A) B ¢ thamado d ter d
efinicao 2.54. - W(A) = ——— cocaracter
c caracter de B, A 1d(A) é chamado de e

A, e é denotado por x,(A), paran > 1 .

Vamos decompor o cocaracter de A em caracteres irredutiveis

Xa(A) = maxa,
AFn
onde x, é o S,-caracter irredutivel associado & particao A = n e my > 0 é a correspon-
dente multiplicidade. Escrevendo P, (A) como soma direta de submoddulos irredutiveis,

m, é exatamente o nimero de submodulos isomorfos & M), nesta decomposicao.

Teorema 2.55. Seja A uma Pl-dlgebra com cocaracter x,(A). Para uma parti¢io
1= n, a multiplicidade m,, € igual a zero se, e somente se, para qualquer tabela de
Young T,, do tipo p e para qualquer polinomio f = f(xy1,...,2,) € P,, a dlgebra A

satisfaz a identidade e, f = 0.

Demonstracao: Considere a seguinte decomposicao de F'S,,,

L

AFn

onde I, = F'S, e, & um ideal bilateral de F'S,,.

P,
Considere P, = Q& J, onde Q = P, NId(A) e J =

P,N1d(A)
= n. Seja M, um F'S,-moédulo irredutivel correspondente a particao p. Segue que

. Fixe uma particao

n

m, = 0 se, e somente se, M, nao aparece na decomposicao de J & ——,
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Para a decomposicao do médulo J temos a seguinte afirmacao, J C F'S,e1 & --- P
FS,é,, onde ¢;, com i =1,..., v, sao elementos idempotentes minimais centrais corres-

pondentes a algumas particoes A # u, definidos no Lema 2.25.

Seja I, = F'Spe,, onde ¢, é idempotente minimal central. Entao
1,J CFSye,(FSe1® - @ FSue,) =FSye, FSye1 - FSye, FS,e, =0,

pois os elementos idempotentes sao ortogonais, ou seja, e,e; = 0 para todo i =1,...,v.

Logo m, = 0 se, e somente se, [,,J = 0.

P
Como I,,J = 0, entao I, (m) = (0), ou seja, I,P, C P, NId(A) = Q. Pela
dy

Proposigao 2.47, temos I, EBFS er;, ), entao ( @FSnGTi,M)Pn C @. Portanto,

er, f € Q para qualquer f € P, e para qualquer tabela T

Teorema 2.56. Para qualquer polinémio multilinear f € P,, existe um conjunto finito

de polinémios g1, ...,q9. € P, e particoes A1, ..., \. de n tais que

FSnf = FSn€T191 + -+ FSneTTgT.

Demonstracao: Escreva M = F'S,f. Como pelo teorema de Maschke todo FS,-
modulo é semissimples, vamos decompor M = M; & ... & M, em uma soma de F'S,-
modulos irredutiveis. Pelo Lema 2.51 existe g3 € My,..., g, € M, e tabelas de Young
Ty,...,T, tais que, F'S,f = FSper,g1 ® --- & FSper, gy. 0O

2.5 S,-Representacoes e Ganchos

Nesta secao mostraremos como obter polindomios simétricos e alternados através de
tabelas de Young contidas em ganchos. Mas antes disto relembraremos algumas defini-
¢oes e daremos mais alguns resultados tteis.

Sejam A F n e D, o correspondente diagrama de Young. Para A = (A, Ay, ..., \x) F n
e = (p1,p2, ..., 1) B m, dizemos que X > u se, e somente se, k >t e \; > pu;, Vi
Portanto se A\ > p significa que D, é um subdiagrama de D). Temos que se \ =
(A1, A2y ..., Ap) F nentdao h(A\) = k é a altura de X e [(A\) = A\; é o comprimento de .
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Sejam T uma tabela de Young e

er, = Z (=1)Tor = Z o Z (=177

UERT/\ UERT)\ TGCTA
TGCTA

o correspondente elemento idempotente essencial de F'S,,, onde Ry, é um subgrupo de

Sy, que estabiliza as linhas de T e Cp, é um subgrupo que estabiliza as colunas de 7).

Lema 2.57. Sejam H um subgrupo de Cr,, M um F'S,-moddulo e ep,u # 0 para algum

u € M. Entao
(Z(—l)aa) en,u # 0.
o€eH
Demonstracao: Escreva Cp, = a;HUasHU---Ua,H, onde a; =1, ay,...,a, sdo re-

presentantes em um tranversal a esquerda de H em C7,. Denotaremosr =) __ . (—1)70.

Se rep,u = 0 entao a;,rep,u = 0 em M para todo ¢ = 1,..., m. Consequentemente,

eru = Z T Z (—1)%0 | enyu

TGRTA UECT)\

= Z 7| (arepu £ -+ £ amrep,u) =0,

TERTA
uma contradicao, desde que 62TA = verp, para algum inteiro v # 0 e ep,u # 0. 0O
De modo anélogo e fazendo algumas modificacdes do argumento anterior provamos
o seguinte lema.

Lema 2.58. Sejam H um subgrupo de Ry, M um F'S,-modulo e ep,u # 0 para algum
u € M. Entao,

(Z O') Z (=17 | epu # 0.

oceH ’I'GCTA

De agora em diante vamos considerar A - n e T\ uma tabela associada a A.

Defini¢ao 2.59. Dizemos que um polinomio multilinear f = f(xq,...,x,) corresponde

a Ty, se f =er fo para algum polindmio multilinear f, € P,.

Observacao 2.60. Se f # 0 é um polinémio correspondente a tabela Ty entdo F'S,f €

um Sy,-modulo irredutivel. Temos que F'Syer, é um F'S,-modulo irredutivel.
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Definigao 2.61. Dados os inteiros [, d,t > 0 definimos a particao

Wd 1, 8) = (44, L0, 0).
—_—

d t

O diagrama associado a particao h(d,[,t) é dado pelo gancho abaixo

f

d

}

- t—

——

Defini¢ao 2.62. Definimos o gancho infinito H(d,l) da sequinte forma:

H(d,1) = Jh(d.1,1)

t>1

Assim, o gancho infinito pode ser dado como o conjunto de todos diagramas cuja

forma encontra-se na regiao em forma de gancho, dado na figura abaixo.

4—&——*

O inteiro d é chamado de brago e [ de pé do gancho. Dizemos que uma particao
A = (\,...,\) encontra-se no gancho H(d,l) e escrevemos A € H(d, 1), se o diagrama
de Young D, correspondente esta contido em H(d,l), o que significa que Mgy < [

Analogamente, para M um S,-médulo com caracter x(M) = kaxk, escrevemos
AFn

X(M) C H(d,l) quando X € H(d,!) para toda particdo A tal que my # 0.
Os dois lemas seguintes apresentam propriedades importantes dos ganchos. Eles nos
mostram como obter polinémios simétricos e alternados em certas variaveis a partir de

tabelas de Young.
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Lema 2.63. Seja A - n tal que X > h(d,l,t) para alguns l,d,t, e seja f(x1,...,x,) um
polindomio multilinear correspondente & uma tabela Ty. FEntao existe r € F'S, tal que

rf #0 e um subconjunto Y de {xy,...,x,} tal que:

1. Y =Y, U---UYy, rf ésimétrico em cada conjunto de varidveis V;, j =1,...,d, e
Y| =t+1;

2. rf pode ser decomposto em uma soma de polinomios multilineares rf = f; + fo +
-+ fi. tais que para todo f; existe uma particio Y = Y] U- - -UY;’H com |Y; | = d,

e f; ¢ alternado em cada conjunto de varidveis Y/, i=1,...,t+d.

Demonstracao: Por hipdtese, a tabela T contém uma tabela retangular 7 com d
linhas e ¢ + 1 colunas. Sejam N;, (j = 1,...,d) o conjunto dos inteiros na j-ésima
linha de Ty, N;,

N =N U---UN,. Sejam H = {0 € Rp,| 0(i) = ¢ paratodo i ¢ N}, o conjunto que

(¢t =1,...,t +1), o conjunto dos inteiros na i-ésima coluna de Tj e

permuta somente os elementos das linhas de Tj, e

ro = Z (=), r= (Z U) ro.
TECTX occH
Sejam Y; = {x,| s € N;} e Z; = {x,| s € N;}.
Pode se mostrar que o elemento g = rf é simétrico nas varidveis de Y; para cada j.
De fato, tome € H

Bg=prf=p <Za> rof = (Zﬂa) rof = (Zr> rof =rf=g.
ceH oceH TEH

Denotamos por 7 = So € H, para toda permutacao o € H.

Por outro lado, para cada 8 € Crp, temos

Brof) =81 Y (~0rf | = Y (07 Brf =07 | Y (-1P3f | = (—17 (rof),

’TEC’TA TGCT}\ BECTA

em que 01 = 3. Entdo o polinomio rof € alternado nas variaveis de cada Z;. Logo para
todo ¢ € H o elemento oryf é alternado nas variaveis de cada Y; = o(Z;) para todo
1 =1,...,t+ 1. Portanto, rf é o polinémio desejado e pelo Lema 4.10, obtemos que 7 f

¢ nao-nulo. 0O
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Lema 2.64. Seja f(xy,...,x,) um polinémio multilinear correspondente & tabela de
Young Ty e suponha que A\ > h(d,l,t). Entao para algum r € FS,,rf # 0 e existe um

subconjunto Y de {x1,...,x,} tal que:

1. Y =Y,U---UY,, rf € alternado em cada conjunto de varidveis Y;,j =1,...,1, ¢
Y| =t+d;

2. rf pode ser decomposto em uma soma de polindmios multilineares rf = fi+-- -+ fi
tal que para todo f; eviste uma particio Y =Y, U---U Yt:rd, com |Y/|=1 e f;
€ simétrico em cada conjunto de varidveis Y;', 1=1,...,t+1.

Demonstracao: Como no lema anterior, 7) contém uma tabela retangular Ty com
d + t linhas e [ colunas. Sejam N;, (j = 1,...,1) um conjunto de inteiros na j-ésima
coluna de Ty, NZ-/,

N = N;U---UN,. Denote por H= {0 € Cp,| 0(i) =14, paratodo i ¢ N}, o conjunto

(1t = 1,...,t +d), o conjunto de inteiros na i-ésima linha de T} e

que permuta somente os elementos das colunas de T e

r= (Z(—l)”a) :

Sejam Y; = {x,| s € N;} e Z; = {x,|s € N,}. pela Observacio 2.52, o elemento f = er, fo
com fy € P,, é simétrico nas variaveis de Z;. consequentemente, para todo o € H o
polinémio o f é simétrico nas varidveis de Y; = o(Z;). Isto implica a segunda parte do

lema. Além disto, o polinémio r f é nao-nulo pelo Lema 4.9, é alternado nas variaveis de

Y; paratodo j =1,...,1[. 0
Observacao 2.65. Seja Y = {y1,...,yn} um conjunto de varidveis. Observe que se f
é um polindmio multilinear alternado nas varidveis y;, i = 1,...,n, entao multiplicando

f por Z o, onde S,, age em pelo menos duas varidveis do conjunto Y, obtemos que
TESm

(Z o)f € nulo. De forma andloga, se f é siméltrico nas varidveis do conjunto Y, e se

gESm

multiplicarmos f por Z (—=1)?0, entao (Z (—=1)%0)f € nulo.

gESH 0ESM



Sequéncia de Codimensdes de Algebras e Algebras
Graduadas

Neste capitulo falaremos de algebras graduadas, algebras verbalmente primas, en-
volvente de Grassmann e daremos algumas propriedades importantes destas algebras.
Vamos também estudar o comportamento da sequéncia de codimensoes ¢,(A) de A. Em

todo Capitulo F' denotara um corpo de caracteristica zero e A uma PI-algebra.

3.1 Codimensoes de uma Algebra

Considere P, o conjunto de todos os polinémios multilineares de F'(X) nas variaveis
T1,...,T,. Como vimos na Se¢ao 2.4, o conjunto {x,1)Ts(2) - - - Tom)|o € Sp} é uma base
de P, como espaco vetorial. Assim dimP, = n!. Se A é uma &lgebra sobre um corpo de
caracteristica zero, vimos que o estudo de Id(A) é equivalente ao estudo de P, N Id(A)
para todo n > 1. Vimos ainda, como P, e P, N Id(A) sao FS,-mo6dulos entao Pm’%’zl(m
também é um F'S,-modulo, a partir de agora o denotaremos por P, (A).

Definicao 3.1. O inteiro nao-negativo

P,

A) = dimP,(A) = dim—————
cn(A) = dimP,(A) dsznﬂId(A)

€ chamado a n-ésima codimensdo da dlgebra A. Se v € uma variedade de dlgebras e
v =wvar(A), entao definimos c,(v) = c,(A).
Temos que ¢, (A) =n! — dim(P, N Id(A)) < nl.

Observacgao 3.2. A € uma Pl-dlgebra se, e somente se, para algum n € N, dim(P, N
Id(A)) > 1.
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Observe que se ¢, (A) < m!, para algum m € N, entdo existe 0 # f(x1,...,z,) €
P,NId(A), e assim, f(x1,...,Tn)Tme1 - Ty € P,NId(A). Logo c,(A) < n! para todo

n>m.

Exemplo 3.3. Seja A uma dlgebra nilpotente de grau m. Assim ai---a,, = 0 para
quaisquer ay, . ..,a, € A. Seque que 1 ---x,, € Id(A), e assim x1---x, € Id(A) para
todo n > m. Portanto P, N Id(A) = P, e dai c¢,(A) = 0 para todo n > m.

Sejam F um corpo de caracteristica zero, K uma extensao de F' e A uma F-algebra.
Na Se¢ao 1.5 vimos que, definindo o seguinte produto M(a ® k) := a® (A\k), VA € K,a €
Aek € K, podemos dar a A = A ®r K uma estrutura de K-algebra. Temos pela
Proposi¢ao 1.57 que Id(A)" @r K = Id¥(A®F K), e assim podemos considerar algebras
sobre corpos algebricamente fechados, pois é suficiente tomar K o fecho algébrico de F

e como vimos as identidades serao as mesmas.

O teorema seguinte nos diz que a sequéncia de codimensoes de A sobre F' coincide

com a sequéncia de codimensoes de A sobre K.

Teorema 3.4. Se A é uma F-dlgebra ¢ K € uma extensao de F', entdo

(A =c(A), n=1,2,...

n

Demonstragao: Ver [2], se¢do 4.1, pagina 93. 0O

Para finalizar esta se¢ao apresentaremos alguns conceitos e resultados fundamentais
para demonstrar o teorema de Regev, que nos mostra que se A é uma PI-algebra entao

sua sequéncia de codimensoes é exponencialmente limitada.

Definicao 3.5. Sejam d,n € N tais que 2 < d < n. Uma permutacao o € S, € d-ruim
se existe 1 < iy < -+ < ig < n tal que o(iy) > --- > o(ig). No caso em que o ndao
€ d-ruim dizemos que o € d-boa. Chamamos um monomio To(1)Te(2) " * Ton) de d-ruim

(respectivamente de d-bom) se o € uma permutacdo d-ruim (respectivamente d-boa).
Exemplo 3.6. A permutacao identidade € d-boa para d =2 e todo n > 2.

Lema 3.7. O numero total de d-boas permutagies em S,, naio excede (d — 1)?".
Demonstragao: Ver [2], se¢ao 4.2, pagina 94. 0

Teorema 3.8. (Regev) Se uma dlgebra A satisfaz uma identidade de grau d > 1, entdo
cn(A) < (d—1)*.
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Demonstracao: Podemos assumir que A satisfaz uma identidade multilinear de grau d

da forma
Ty Tg — Z QgTo(1) " To(@) = 0. (3.1)
€Sy, 0#£1
Afirmamos que o espago &OPTZ(A) ¢ gerado por monomios d-bons Ty - - - Tr(n). Suponha
por absurdo, que existe um monoémio T, - Tyr) = f multilinear d-ruim que nao é

combinacao linear modulo (P,NId(A)) de monoémios d-bons em P,, sendo este, minimal
na ordem lexicografica. Como p é uma permutacao d-ruim, existem 1 < j; <--- < jg < n
tais que p(j1) > --- > p(ja). Agora vamos denotar por ag = i) Tp(j—1), A1 =
Tp(j1) *  Tp(ja—1)s - -+»> Ad = Tp(jy) " ** Tp(n)- Entdo a; > -+ > aq pela ordem lexicogréfica
de monomios, e assim,

Aolg(1) "+ Ag(d) < Qo1 -~ aq = f

para qualquer o € Sy, 0 # 1. Pela minimalidade de f, segue que qualquer mondémio
AoUs(1) * * - Ag(q) COM o # 1 & uma combinacao linear médulo (P, N Id(A)) de monémios

d-bons 1) -+ Trn). Mas entao, desde que

f=apa;---aq= Z QeQ0lo(1) -~ Go(a) (modP, N 1d(A)),

o€Sy, 0#£1

obtemos que f é uma combinagdo linear moédulo (P, N Id(A)) de monoémios d-bons, o

2 r o~ Pn
que é uma contradicao. Portanto temos que o espaco Panld(A)

d-bons. Pelo Lema 3.7, ¢,(A) ¢ limitada por (d — 1)%". 0O

é gerado por mondémios

3.2 Algebras G-Graduadas

Nesta secao falaremos de algebras graduadas por um grupo qualquer e daremos

alguns exemplos. Vamos considerar A uma F-algebra e G um grupo qualquer.

Definicao 3.9. A dlgebra A é G-graduada se A pode ser escrita como soma direta de
subespacos A = @QEQA(9)7 tais que para todo g, h € G, AW AN C Algh),

Pela definicao é claro que, qualquer a € A pode ser escrito unicamente como uma
soma finita a = dec ag com a, € AW Os subespacos A9 sdo chamados de componen-
tes homogéneas de A. Um elemento a € A é homogéneo se a € AY para algum g € G.
Um subespago B C A é graduado ou homogéneo se B = @ (B ﬂA(9>). Por outro lado,
B é graduado se para qualquer b € B, b = ZQGG b, implica que b, € B,V g € G.
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Exemplo 3.10. Qualquer dlgebra A pode ser graduada por um grupo G definindo A©) =
A e AY =0 para qualquer g # e, onde e denota o elemento neutro de G. Tal graduagdo

¢ chamada graduacao trivial.

Exemplo 3.11. Seja A = F(X) a dlgebra associativa livre, nao unitdria gerada por X.
Defina A™ =0 sen <0 e A™ = spanp{m € F(X);m é monomio de grau total n}, se
n > 0. Entio A= ez A™ € uma Z-graduacio de F(X).

Se Xy = {z1,...,x,} é um conjunto finito, entdo A = F(X}), a algebra associativa
livre de posto k, pode ser graduada pelo grupo Z¥ = Z @ --- @ Z definindo A7) =
{f € F(X}) | degp,f =nsi=1,... k}. Assim f € A™»-m) ¢ multihomogéneo.

Exemplo 3.12. A dlgebra de grupo A = F'G ¢é naturalmente graduada por G definindo
AW = span{g}.

Sejam G um grupo finito e X um conjunto infinito e enumeravel. Se X = Uzeq X,
¢ uma decomposi¢ao de X como uma uniao disjunta, onde X, = {argg),xég), ...}, di-
zemos que as indeterminadas de X, possuem grau homogéneo g. O grau homogéneo
de um monoémio xﬁfl) . .ngt) € F(X) é definido por g;...g;. Denote por F(X)¥ o
subespaco de F(X) gerado por todos monoémios com grau homogéneo g. Note que
F(X)OF(X)? C F(X)9h) Vg h € G. Assim, F(X) = @yecF(X)9 determina uma
G-graduagao em F(X). Esta algebra é denotada por F(X)9" e denominada a algebra
livre G-graduada de posto enumeravel sobre F'. Temos também que os elementos de

F(X)9" sao chamados de polinémios G-graduados.

Definicao 3.13. Sejam A = @AY e B = ©,eqBY dlgebras G-graduadas. Dizemos
que a aplicagio v : A — B é homomorfismo de dlgebras G-graduadas se 1 (AY)) C B
para todo g € G.

Observacao 3.14. Um isomorfismo de dlgebras G-graduadas é um homomorfimo de

dlgebras G-graduadas bijetivo.

A &lgebra F(X)9 tém a seguinte proporiedade universal: se A ¢ uma algebra G-
graduada e ¢ : X — A ¢ uma aplicacio satisfazendo p(X,) C A¥ para todo g € G,
entdo ¢ pode ser extendida unicamente até um homomorfismo ¢ : F(X)9 — A de

algebras G-graduadas.

Definicao 3.15. Seja A = @gEgA(g) uma dlgebra G-graduada.

1. Dizemos que um polinémio G-graduado f(z\”,... 29"y € F(X)9 ¢ uma identi-
dade G-graduada de A, se f(a\?”,...,a¥)) = 0 para todo a\™ € AW ... ¥ €

Aln) - Assim, escrevemos f =0 em A.
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2. O conjunto Id9")(A) = {f € F(X)|f = 0 em A} é dito o ideal de identidades
G-graduadas de A.

Observacao 3.16. As identidades polinomiais ordindrias nao graduadas podem ser con-
sideradas como graduadas. Assim I[d(A) C Id9"(A).

Agora vamos denotar por End (F(X)) o conjunto de todos endomorfismos G-
graduados ¢ de F(X)9, ou seja, endomorfismos ¢ de F(X)9" tais que ¢(F(X)9)) C
F(X)@ para todo g € G.

Definicao 3.17. Dizemos que um ideal I da dlgebra livre G-graduada F(X)9" é um Tg-
ideal, se ¢(I) C I, para todo ¢ € End’ (F(X)), ou seja, I é um ideal invariante sob

todos os endomorfimos ¢ de F(X)9" que preservam a G-graduacdo.

Note que, fixada uma algebra G-graduada A = ®gegA(9), temos que 1d9")(A) é um
Te-ideal de A.

3.3 Superalgebra e Envolvente de Grassmann

Dentre as algebras G-graduadas se destacam as Zs-graduadas, também denominadas

superalgebras.

Defini¢ao 3.18. Uma F-dlgebra A € dita superalgebra (ou dlgebra Zo-graduada) se
A= A0 £ AW ¢ yma soma direta de subespacos tais que, os subespacos A e AW

satisfazem

A A0 4 AW AM c A©O) e ADAM 4 AD QO c A4D),

Note que A©® ¢ uma F-subélgebra. Os subespacos A e A1) sio chamados de
componentes par e impar, respectivamente. Os elementos de A©® siao homogéneos de

grau 0 e os elementos de A sio homogéneos de grau 1.
Exemplo 3.19. Toda dlgebra admite uma Zs-graduacao trivial.

Exemplo 3.20. A dlgebra de Grassmann definida no Exemplo 1.27 é uma superalgebra

com graduacdo candnica, dada por G = GO + GO,

Exemplo 3.21. A dlgebra A = M, (F) é Zy-graduada, com graduacdo trivial A = A©) =
M,(F), AW =0,
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Exemplo 3.22. Considere A = M, (F) e k > 1 > 0 dois inteiros tais que k + 1 = n,
podemos definir em A uma Zo-graduacio A = AQ + AW dada por

qo_ (PO 4w [0@)
0 S R 0

Onde P € Mi(F), Q € My (F), R € M (F), S € M(F). A dlgebra de matrizes
M, (F) dotada desta graduagio é chamada de dlgebra de matrizes My (F).

Exemplo 3.23. Considere G um grupo de ordem 2 e ¢ o seu gerador, onde G = Z,. A

dlgebra de grupo F'G é uma superalgebra com a seguinte Zo-graduacao:
(F,cF).

Exemplo 3.24. A dlgebra A = M,(F + cF) ¢é Zy-graduada com graduacio A® =
M,(F), AWM = cM,(F).

As superalgebras M,,(F'), M, (F) e M,(F @ cF') sao particularmente muito impor-
tantes para o nosso trabalho. No Capitulo 4 vamos determinar o Pl-expoente destas

algebras.

Definicao 3.25. Uma superalgebra A é dita simples se nao possui ideais graduados nao
triviais e A% # 0.

Observacao 3.26. Se A é simples como dlgebra, entao A € simples como superalgebra.

Exemplo 3.27. Como dlgebras de matrizes sao simples, entao as superalgebras M, (F)

e My, (F) sao simples.
Exemplo 3.28. A dlgebra M, (F + cF') é uma dlgebra semissimples e uma superalgebra
simples.

Os teoremas seguintes nos dao uma descricao das superalgebras simples de dimensao

finita sobre um corpo algebricamente fechado F' de caracteristica zero.

Teorema 3.29. Seja A uma superalgebra simples de dimensao finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado F de caracteristica zero.  Entao A € isomorfo a wma das
superalgebras M, (F), My,(F), e M,(F + cF), ¢ =1.

Demonstragao: Ver [2], se¢ao 3.5, pagina 75. 0
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Note que as superalgebras simples de dimensao finita sao unitarias e a unidade
pertence & parte par da graduacao. Consequentemente, as algebras semissimples de

dimensao finita sao unitarias.

Teorema 3.30. Sejam A uma superalgebra de dimensao finita sobre um corpo algebri-
camente fechado F de caracteristica zero e J(A) seu radical de Jacobson. FEntao existe
uma F-subdlgebra graduada semissimples mazimal B C A tal que A= B + J(A). Além
disso B € uma soma direta finita de superalgebras simples isomorfas a uma das sequintes
superalgebras: My(F) ou My, (F) com k>1>0 ou M,(F + cF), ¢* = 1.

Demonstragao: Ver [2], se¢ao 3.5, pagina 77. 0

A subalgebra graduada semissimples B da superalgebra A é maximal quando nao
existe uma subalgebra graduada semissimples B de A tal que B é maior que B, isto é,
B 2 B. Assim, para alguma subéalgebra graduada semissimples maximal B, temos que

B + J(A) coincide com toda superalgebra A de dimensdo finita.

Vamos considerar a seguinte aplicacao:

p: A — A

ag+ay — ag— ap,

onde ag € A e q; € AW,

Observe que ¢ é um homomorfismo de algebras em que A = A©® + AM & uma

algebra Zy-graduada, e ¢* = ¢. Entdo ¢ é um automorfismo da algebra A de ordem 2.

Vamos mostrar que o radical de Jacobson J(A) de uma superalgebra A de dimensao
finita sobre um corpo de caracteristica zero é Zs-graduado. Para isso, vamos considerar

o automorfismo definido acima.

Proposigao 3.31. O radical de Jacobson J(A) é Zy-graduado se, e somente se, o(J(A)) C
J(A).

Demonstragao: Suponha que J(A) é Zy-graduado. Entao para todo elemento a € J(A)
temos a = ag + a1, onde os elementos homogéneos ag,a; € J(A). Logo ag — a; =
(ag + a1) € J(A) e, assim, temos que ¢(J(A)) C J(A).

Suponha agora que ¢(J(A)) C J(A). Segue que p(a) =ay—a; € J(A) ea=ap+a; €
J(A). Entéoaoz%wEJ(A)ealz%@EJ(A). 0O
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Proposicao 3.32. O radical de Jacobson J(A) é Zy-graduado.

Demonstragao: Como ¢ é um automorfismo e J(A) é um ideal bilateral de A, temos
que p(J(A)) é¢ um ideal bilateral de A. Para uma superalgebra A de dimensao finita,
o J(A) é o maior ideal nilpotente. Logo, ¢(J(A)) também ¢é nilpotente. Portanto
©(J(A)) C J(A). Pela proposigao 3.32, segue que J(A) é Zy-graduado. 0

Seja X =Y U Z a uniao de dois conjuntos disjuntos enumeraveis de indeterminadas
Y = {y1,902,...} ¢ Z = {2z1,20,...}. A édlgebra associativa livrte F(X) = F(Y,Z)
sobre F' tem uma Zo-graduacdo natural F(Y, Z)® @ F(Y, Z)) onde F(Y, Z)© (resp.
F({Y,Z)M) é o subespaco de F(Y,Z) gerado por todos os monémios nas variaveis X

tendo um ntimero par (resp. impar) de variaveis Z.

Definicao 3.33. F(Y,Z) ¢ chamada superalgebra livre em Y e Z sobre F.

Lembremos que um polinémio f(y1,...,Yn, 21,---,2m) € F(Y,Z) é um identidade
Zy-graduada da superalgebra A se f(ai,...,an,b1,...,b,) = 0 para todo ay,...,a, €
AO by by, € AD),

Definicio 3.34. Um ideal graduado I = I @ IV de F(Y,Z) é chamado de Ty-ideal
se p(I) C I para todo endomorfismo graduado ¢ de F(Y,Z).

Note que Id?"(A) é um Tyr-ideal de F(Y,Z), isto é, um ideal fechado por todos

endomorfismos de F(Y, Z) que preservam a Zs-graduacao.

Agora vamos denotar P, o espaco dos polinomios multilineares graduados em

1,12
Yly -y Yngs 215« - -5 Znp-  OS grupos simétricos S,, e S,, agem independentemente sobre
P, ny, isto &, .5, age sobre yy,...,y,, €Sy, age sobre z1,..., 2,,.

Sejam M; um S,,-moédulo irredutivel e My um 5,,-modulo irredutivel, pela Obse-
ravacao 2.49, temos que M; ® Ms é um S,, X S,,-moédulo irredutivel. Pela definicao de
produto externo 2.50, temos que M @M, = (M; & Ms) 1 Spy1n,. Entdo, considerando os
polinomios multilineares graduados que dependem das variaveis yi,...,Un,s 215-- -, 2ny

de grau n, temos que eles formam um subespacgo em FP,,.
Definicao 3.35. Dado um conjunto nao vazio S = SOuUSWH S0 C F(Y, Z>(0), S C
F{Y,Z)Y, a classe de todas as superalgebras A®) + AW tais que f =0 em A para todo

f €8 é chamado de supervariedade determinada por S.

Analogamente ao que ocorre com PI-algebras, o estudo das identidades Z,-graduadas
de uma superalgebra A sobre um corpo de caracteristica zero se reduz ao estudo das iden-

tidades multilineares Z,-graduadas. Da mesma forma podemos obter todos resultados
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feitos no Capitulo 1 sobre polinémios multilineares relativos a algebra associativa livre
F(X) para a algebra F(Y, 7).

Observacao 3.36. Dada qualquer superalgebra A pode-se formar uma nova superalgebra

com a ajuda da dlgebra de Grassmann G definida no primeiro Capitulo G = GO + GO,

Definicao 3.37. Seja A = A© + AW yma superalgebra e G a dlgebra de Grassmann. A
dlgebra G(A) = (A® @ GO) 4 (AD @ GW) ¢ chamada a envolvente de Grassmann
de A.

Observe que a envolvente de Grassamann C' = G(A) tem uma Zy-graduagao natural,
onde C© = A0 & GO ¢ 0V = A g GO,
Se A possui uma graduacio trivial, temos que G(A) = A®@ G, Neste caso, [d(A) =

Id(A® G©), ja que G ¢ uma algebra comutativa e ndo nilpotente.

Exemplo 3.38. Vimos que M, (F) possui graduacao trivial, entéo G(M,(F)) = M,(F)®
GO = M, (GO),

Exemplo 3.39. G(M,(F + cF)) = G @ M,(F) + GY @ cM,(F) 2 My(G) como
dlgebras (onde ¢* = 1).

Definicao 3.40. A dlgebra de matrizes My, (G) € definida por

k [
GO

Exemplo 3.41. G(My(F)) = GO @ M (F)© + GY @ M, (F)Y = M,,(G) como

dalgebras.

Os resultados seguintes mostram a importancia da envolvente de Grassmann de
superélgebras.

Seja V' uma variedade de algebras. Denote por VV* a classe de todas superalgebras
A= A9 § AW tal que G(A) € V.

Teorema 3.42. Para qualquer variedade de dlgebras V' a classe V* é uma supervarie-
dade.

Demonstragao: Ver [2], se¢ao 3.7, pagina 82. 0O

O teorema seguinte é fundamental para a teoria de Pl-algebras. Este resultado sera

atil para calcular o Pl-expoente de uma PI-algebra qualquer, como veremos no Capitulo

/.
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Teorema 3.43. (Kemer) Para qualquer variedade propria v eziste uma superalgebra

de dimensao finita A = A® + AW tal que v = var(G(A)).

Demonstragao: Ver [5]. 0



O Pl-expoente de uma algebra

Neste Capitulo vamos definir o Pl-expoente de uma PI-4lgebra A sobre um corpo
de caracteristica zero. Provaremos a conjectura de Amitsur que diz, que para qualquer
Pl-algebra o PI-expoente, o qual denotaremos por exp(A), existe e é um inteiro nao
negativo. Este inteiro vai ser definido na Secao 4.2, pela estrutura de algumas superal-
gebras de dimensao finita relacionadas a A. Apresentaremos uma maneira explicita de
calcular este expoente e calcularemos o PI-expoente de algumas algebras. Em todo
o Capitulo vamos considerar G sendo a algebra de Grassmann e G(B) a envolvente
de Grassmann de uma superalgebra B sobre um corpo F' de caracteritica zero. Todas

dimensoes e bases consideradas de agora em diante serao sobre um corpo base F'.

4.1 Pl-expoente

Seja A uma PI-algebra sobre um corpo F' de caracteristica zero e seja {c,(A)}n>1
sua sequéncia de codimensoes. Vimos que se A é uma algebra nilpotente, ou seja,
x1---xy = 0 é uma identidade polinomial de A para algum N > 1, entdo ¢,(A) = 0
para qualquer n > N. Mas se A ndo é uma algebra nilpotente entao c,(A) # 0 para
todo n > 1 e pelo Teorema 3.8, temos que c¢,(A) é exponencialmente limitada, ou
seja, 1 < ¢,(A) < a™ para alguma constante a. Por isso a sequéncia da n-ésima raiz
Ven(A)yn = 1,2,..., é limitada e assim podemos considerar seus limites inferior e

superior.

Definicao 4.1. Seja A uma Pl-dlgebra. Entao

exp(A) = liminf {/c,(A)

- n—oo
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€ chamado de expoente inferior de A, e

exp(A) = limsup {/¢,(A)

n—oo

¢ chamado de expoente superior de A.

Para uma sequéncia limitada arbitraria os seus limites inferior e superior podem
nao coincidir. No caso em que estes limites coincidem, podemos definir o expoente ou

Pl-expoente de A. A partir de agora diremos simplesmente o expoente de A.

Definicao 4.2. Seja A uma Pl-dlgebra. Entao o expoente de A €

exp(A) = lim {/c,(A).

n—oo

Se o expoente eriste entdo exp(A) = exp(A). No caso em que V = Var(A) é uma
variedade de dlgebras gerada por A, escrevemos exp(V') = exp(A) e chamamos exp(A)

o expoente da variedade V.

Teorema 4.3. Seja A uma dlgebra de dimensao finita dimA = d. Entao c,(A) < d".
Demonstracao: Ver |2], se¢do 6.1, pagina 145. 0O

Como consequéncia do Teorema 4.3 para uma algebra associativa temos o seguinte co-

rolario.

Corolario 4.4. Se dimA = d < oo, entdao exp(A) < d.

Demonstragao: Pelo teorema acima {/c,(A) < d para todon > 1. Aplicando o lim sup

em ambos os lados desta desigualdade temos

limsup v/¢,(A) < limsupd

n—oo n—o0

erp(A) < d.
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4.2 Um candidato para Pl-expoente

A partir de agora vamos considerar F' um corpo algebricamente fechado de carac-
teristica zero e A = A® + AW uma superalgebra, isto é, uma algebra Z,-graduada
de dimensao finita sobre F'. Ao longo desta secdo vamos definir um inteiro relacionado
a estrutura de A. Nas secOes seguintes vamos provar que este inteiro coincide com o

expoente de uma Pl-algebra A qualquer sobre um corpo de caracteristica zero.

Seja A uma superalgebra de dimensao finita sobre F. Pelo Teorema 3.30, A =
B + J onde B é uma subalgebra maximal semissimples Z,-graduada de A, ou seja,
B=A & ---®A, em que Ay, ..., A, sao subalgebras simples homogéneas Z,-graduadas
de Aeparacadat=1,...,r, A; = AEO) + Agl), e J = J(A) é o radical de Jacobson de
A que também ¢é Zs-graduado, como vimos na Proposicao 3.32. Vamos fixar as seguintes
notagoes m = dimA e q é o grau de nilpoténcia de J, ou seja, J? = 0.

Consideremos todos os produtos do tipo
ByJBsyJ ... By # 0, (4.1)

onde By, ..., By sao distintas subalgebras retiradas do conjunto {Ay,..., A, }. E sejam

Agora denotaremos por p o valor maximo de p® + p() onde By, ..., By satisfaz (4.1).
Lema 4.5. Sejam By, ..., B; subdlgebras nao necessariamente distintas do conjunto
{A17 N 7Ar}- Se

ByJByJ...JB; #0 (4.2)

entao a dim(BfO) +- 4 BISO)) + dim(BP +-F Bt(l)) < p.

Demonstragao: Se no produto (4.2) alguma subélgebra B; aparece mais do que uma
vez, e como JB;J C J, pois J é um ideal bilateral de A, entdo podemos reduzir este
produto até obter um produto nao nulo do tipo (4.2) com todos B;s distintos. Mas
entao, como p ¢ o maximo das dimensoes de todas somas diretas das subalgebras B;s
distintas retiradas do conjunto {4, ..., A}, onde o produto (4.2) é satisfeito, obtemos

o resultado desejado. 0

O lema seguinte nos da condi¢des para que um polindomio multilinear associado a
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uma tabela de Young seja uma identidade para a envolvente de Grassmann G(A) =
(GO @ A @ (GM @ AM) de uma superalgebra A.

Lema 4.6. Seja f um polindomio multilinear correspondente a tabela T, e seja C' uma
Pl-dlgebra. Entao f € 1d(C) se, e somente se, af € 1d(C) para um elemento arbitrdrio
a € FS, tal que af # 0.

Demonstracio: (=) E imediato.

(<) Suponha que af € Id(C) para algum a € F'S,, com af # 0. Entao (0) # FS,af C
FS,fe FSyaf C Id(C). Como FS,f é FS,-modulo irredutivel entdo F'S,af = FS,f.
Logo f € Id(C). 0

Lema 4.7. Seja A > h(d,l,t) onded+1>p et > (d+1)m+q. Se f é um polinémio
multilinear correspondente o tabela Ty, entio f € Id(G(A)).

Demonstracao: Vamos considerar uma superalgebra D; = P, + J de A, onde P, =
B, @@ By tais que By,..., B, € {Ay,..., A}, e P = Pl(o) &) Pl(l) ¢ uma superalge-
bra semissimples que satisfaz a seguinte condic¢ao: dimPl(O) < d — 1. Pelo Lema 2.63,
existe r; € F'S, e um conjunto de variaveis ¥ = Y; U --- U Yy, tal que o polinémio
r1f # 0 é simétrico em cada conjunto Y; para qualquer j, e ha também uma decompo-
sicao r1f = fi + fo+ ..., onde fi, fo,... sao polindémios alternados em subconjuntos
disjuntos adequados de Y. Suponha que existe alguma substituicao em r;f dando um
valor nao nulo em G(A). Entao pelo menos um dos somandos f; deve ter uma avaliagao
nao nula. Suponha que seja f;, entao pelo Lema 2.63, o conjunto Y pode ser particionado

/ / / L, ., . .
como Y =Y, U---UY,,, com |Y;| =de f; éalternado nas varidveis de cada conjunto
Y,

7

/

1 =1,...,t + 1. Segue que, se para duas variaveis yll,y'2 de algum Y;’ definimos
y=c®qg ey, =c®g, onde ¢ € P g1,9, € GO. Como os elementos de G(©
comutam com todos os elementos de G, e f; é alternado em ¥, e y,, obtemos que f; sera
nulo nestas substituicoes.

Por outro lado, como a dz’mPl(O) < d—1, a fim de obter um valor nao nulo em 7y f,
precisamos substituir no maximo d — 1 elementos do tipo ¢ ® g,¢ € Pl(o),g € GO em
cada conjunto de varidveis Y. Isto significa que para obtermos um valor diferente de zero
precisamos substituir em 71 f ao menos t + [ elementos do tipo c® g,c € Pl(l),g e GW
ou ¢ € J,g € G nas variaveis de Y, pois temos t + [ conjuntos de ordem d, em que f;
é alternado nas variaveis de cada conjunto. Mas J? = 0. Por isso, devemos substituir
ao menos | +t—(¢q—1) =1+t —qg+1 > dm elementos do tipo ¢ ® g com ¢ € Pl(l)
e g € GM. A desigualdade acima é obtida usando a hipotese do teorema. Logo, para

algum 1 < ¢ < d, vamos substituir mais que m varidveis em Y; com elementos c® g, onde
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c € um elemento da base de Pl(l), e g € G'. Desde que m > dz’ngl) > dz’mPl(l), entao
existem ao menos duas variaveis y;,y» € Y; tomando valores ¢ ® g1 e ¢ ® g, respectiva-
mente, onde ¢ € Pfl),gl,gg e G, Mas como 7, f é simétrico em y;, s, e 0s elementos
de G anticomutam entre si, obtemos que o valor correspondente a essas substituicoes
deve ser nulo. Concluimos que 71 f € Id(G(D1)) e pelo Lema 4.6, f € Id(G(Dy)).

Agora vamos considerar outra subalgebra Dy = P, +.J de A, onde P, = B1®---® By,
tais que By, ..., B € {Ay,..., A}, e P = PQ(O) & PQ(I) ¢ uma superalgebra semissimples
que satisfaz a seguinte condic¢ao: dimPg(l) < [ — 1. Pelo Lema 2.64, existe 5 € F'S,, e
um conjunto de variaveis Y para rof, tais que Y =Y, U---UY], rof é alternado em
cada Vj,j=1,...,1, e rof = fi + fo+ ..., onde para qualquer f; existe uma partigao
Y =Y, U---UY,,, em subconjuntos simétricos de ordem [. Por um raciocinio analogo
ao que fizemos acima, se f; # 0 para alguma substitui¢do, entao devemos substituir nao
menos que t +d — g+ 1 > Im varidveis de Y por alguns ¢ ® g,c € Pz(o),g e GO,

Desde que m > dimDéO) > dimPQ(O), entao existe ao menos duas variaveis i, yo
do mesmo conjunto Y; que serao substituidas pelos elementos ¢ ® g1,c ® g» respecti-
vamente, onde ¢1,¢g2 € G© e ¢ & um elemento da base de P2(0). Como rof é alter-
nado em Y}, segue que rof deve ser nulo nestas substitui¢oes. E assim concluimos que
rof € Id(G(D2)) e novamente pelo Lema 4.6, temos f € Id(G(D3)). Assim, mostramos
que f € Id(G(Dy)) N 1d(G(D2)).

Queremos mostrar que f € Id(G(A)). Para isso fixe uma base homogénea C' =
COUC®, que é uma unido disjunta de bases homogéneas de B e de J respectivamente,
onde B =A; @--- @ A,. Agora para mostrar que f ¢ uma identidade de G(A) é su-
ficiente mostrar que f se anula em todos os elementos do tipo ¢ ® g,¢ ® ¢ ,c € CO,
ceCW geGO ¢ eaqW,

Sejam cq,...,c, elementos distintos da base de C' N B e considere s > p. Entao,
qualquer produto de elementos de A contendo todos os ¢q,...,cs e talvez outros ele-
mentos de A é igual a zero, como resulta do Lema 4.5. De fato, podemos tomar
C1,...,Cs € By, ..., Bsrespectivamente, onde By, ..., Bs € {A;,..., A} ndo sdo necessa-
riamente distintas. Assim dim(B;+---+Bs) > s > p, e com isso obtemos um produto do
tipo (4.2) nulo. Por isso, se substituirmos ¢; @ g1, . . ., ¢; ® g5 em vez de algumas variaveis
em f, o resultado da avaliagdo de f em G(A) sera nulo. Portanto, dada qualquer subél-
gebra Z,-graduada semissimples P = P + P de A com dimP© +dimPM < p, é sufi-
ciente provar que f se anula nos elementos do tipo ¢;®¢gy,...,cs®Rgs,e1@h1,e0@hg, ...,
onde ci,...,cs sao elementos da base de C' N P, e ey, ex--- € J,g;,h; € G, sao todos
elementos homogéneos. Mas, por hipotese temos que dimP© + dimP®" < p < 1 +d
entdo dimP© < d —1 ou dimP® <[ — 1. Vamos analisar os dois casos.

Note que se ocorre o primeiro caso, ou seja, que dimP®) < d—1, entdo a subalgebra
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P =P+ Jde Aédo tipo Dy e pelo que vimos f ¢ nulo nestas substituicoes. Agora se
ocorre que dimP®) < [ — 1, entdo temos uma substituicdo de uma subalgebra do tipo

Ds, que por sinal f também se anula nestas substituicoes. Portanto em todos os casos

f e 1d(G(A)). O

Recordemos a decomposicao P, = F'S,, = @&y, I\ da algebra de grupo F'S, em seus

ideais bilaterais minimais /. Pelo lema acima temos o seguinte corolario.

Corolario 4.8. Sejam | +d =p+1 et =2(m+ 1)m + 1 onde m = dimA. FEntaio
Drsnanndn € 1d(G(A)).

Demonstragao: Seja A > h(d,[,t). Desde que 2m +1>2p+1>p+1e ¢ < m onde
J?=0, temos t = 2m+1)m—+m+1> 2m+1)m+q > (p+1)m+q = (I+d)m+q. Pelo
Lema 4.7, para qualquer tabela Ty, F'Syer, C Id(G(A)). Segue que I = F'S,er, F'S,, C
Id(G(A)). Portanto @xspaunly C Id(G(A)). 0O

A seguir daremos dois resultados importantes, que serao fundamentais para demons-
trarmos adiante que ¢,(G(A)) é limitada superiormente.

Lembre-se que para toda particdo A F n,dy = xa(1) é o grau do S,-caracter irre-
dutivel associado a A. O préximo resultado segue da formula do gancho para dy e do
Teorema 2.48.

Lema 4.9. Seja A\Fn, ut n/, tal que p < \. Sen — n' < ¢ entdo d, < dy <nd,.

Demonstracao: Primeiro note que é suficiente mostrarmos para ¢ = 1, de fato, note
que se tivermosn' =n—1, n" =n—2eXbFn, ubkn enkn’ temos d, <dy, d, <d,
entao d, < d, < dy. Agora veja que dy < nd, < ndy e d, < dy < nd,. Da formula do

gancho temos
n!

Hi,j hij

onde h;; é o comprimento do (7, j)-gancho de D.

dy =

Como vimos ¢ suficiente provar o lema para o caso ¢ = 1, por isso podemos assumir

que n' =n — 1 entdo:
(n—1)!

Hi,j h/ij

onde os h;js sao os nimeros dos ganchos de D,,. Desde que i@ < A segue que [ ] h;j < IThi;

d, =

1 5 1
e w7, > Tho Logo,

n! n! n(n —1)!

_ L L /
Hhij Hhij Hhij

d,\ = ndu
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Portanto uma das desigualdades é satisfeita.

Para obtermos a outra desigualdade, vamos usar a segunda condicao da regra de
Branching do Teorema 2.48. Vamos mostrar que d,, < d,.

Seja S,,_1 < 5, e tome Y, o caracter irredutivel de S, associado a particao A F n.

Considere a restricao de x» a S,—1, entao xx ls, = g ¢,, onde ¢, sao todos os
HEAT
caracteres irredutiveis associados as particoes u=n—1, e A\~ é o conjunto das particoes

de n — 1 cujo diagrama é obtido a partir de D, retirando um box. Agora tome o grau

destes caracteres, entao

dsa s (1) = ) u(1)

HENT
dy = d,+...
dy = Y d,.
HENT

E assim obtemos que d, < d) para toda particao p € A7, ou seja, para toda parti¢ao

pwhEn—1 u <A Logo, a outra desigualdade é satisfeita. 0O

Lema 4.10. Para algumas constantes C,r > 0 vale a sequinte desigualdade

> dy<On(d+1D).

AbEn
NEH (d,l)

Além disso, para algumas constantes a,b temos a sequinte iqualdade assintdtica
dn(dik) “n—soo Cmb(d +0)"

onde h(d,l, k) F n.

Demonstragao: Ver [2], se¢do 6.2, pagina 149. 0O
Proposicao 4.11. Seja A uma superalgebra de dimensio finita e seja p = max(p®+p™M)
como definido anteriormente em (4.2) no Lema 4.5. Entao existem constantes Cy,r1 >0

dependendo apenas da dim A tais que ¢,(G(A)) < Cin"p™.

Demonstracao: Considere a decomposicao do n-ésimo cocaracter

Xn(G(A)) = ZmAXA- (4.3)
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Suponha que A+ n é tal que A > h(d,l,t) coml+d=p+1et=2(m+ 1)m+ 1 onde
m = dimA. Entao pelo Corolario 4.8, my = 0 para este A, entao I, C Id(G(A)). Segue
que qualquer diagrama D, com my # 0 em (4.3) encontra-se na uniao de alguns ganchos
infinitos H(d, ), com [+d = p e um quadrado S x S onde S = 2(m+1)m+1+m =t+m

¢ uma constante que nao depende de n, (veja a figura abaixo).

p S,

5 I

De fato, seja A = (A1, Ag, ...) e suponha primeiro que \; > ¢+ m para algum i. Seja
d o maior inteiro tal que Ay >t +m. Se d > p entdo A > h(p + 1,0,¢) e temos uma
contradigao pelo Corolario 4.8, poisd+1l=p+1+0=p+1et=2(m+1)m+ 1 entdo
my = 0, o que é um absurdo, pois estamos supondo m) # 0. Portanto d < p.

Se Mym+41 = p —d+ 1 entdo o diagrama D), contém um subdiagrama D,,, onde

p=t+m+1,...;t+m+1,p—d+1,...,p—d+1)

~
d t+m+1—d

Desde que t+m+1—(p—d+1) et+m+1—d>tnao é dificil verificar
que g > h(d,p —d + 1,t), entao D,

num absurdo, poisd+p—d+1=p+1et =2(m+ 1)m+ 1 entdo my = 0. Logo

>t
2 Dpdp-dsi,), € pelo Corolario 4.8 chegamos

Atmi1 < p—d+1 < p—dentdo A esta contido em H(d,p—d)U (S x .S) como desejado.

Agora suponha que nao existe maior inteiro d tal que Ay > t +m. Assim podemos
assumir que \; < t + m. Agora observe que Ay 11 < p, pois caso contrario terfamos
A > h(0,p+1,t) e novamente pelo Corolario 4.8 temos uma contradi¢do, pois d+1 = p+1
et=2(m+ 1)m+1 entdo my = 0. Logo Aymi1 < p, e isto nos diz que A esta contido
no gancho H(0,p) US x S e segue o desejado.

A propriedade acima provada diz que se my # 0, entao o diagrama D, contém um
subdiagrama D, tal que D, C H(d,p —d) e, se A\ = n, u n e pu < )\ temos que
n—n' <T =52 Pelo Lema 4.9 dy < n”d,. Denote por P o conjunto de todas particdes

A n tais que my # 0 em (4.3). Temos ainda que A. Berele e A. Regev em [1] mostraram
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que my é polinomialmente limitado, ou seja, existe k > 0 tal que my < n* para toda

particao A € P, A - n. Usando os Lemas 4.9 e 4.10, obtemos

a(G(A) = Zm,\d,\<n Zd <nknTZZ Z d,

AFn AFn =0 5/ = ukn
AeP ueH(zp i)
< k+T § : E :C 7 n < nk+T0nrpnn(p+ 1)
1=0 p'=1

Entao ¢,(G(A)) < Cin™p” onde Cy = (p+1)C, m = k+T +r+ 1. Logo ¢,(G(A)) ¢é

limitada superiormente. 0O

4.3 Identidades e Identidades Graduadas

Nesta secao vamos explorar as relacoes entre as identidades multilineares graduadas
de uma superalgebra A e de sua envolvente de Grassmann G(A).

Vamos considerar a algebra livre Zy-graduada F'(X) definida no Capitulo 3, onde o
conjunto X =YUZ,em que Y = {y1,y2,...} e Z = {21, 22, ... } sdo conjuntos disjuntos
enumerdveis. Considere F(Y, Z)(© o subespaco de F(Y, Z) gerado por todos os monomios
em X de grau par nas varidveis de Z e F(Y,Z)") ¢ o subespaco gerado por todos os
monomios de grau fmpar nas varidveis de Z. Entdo F(X) = F(Y, 2)© + F({y, Z)".

Seja P,

nas varidveis yi, ..., Yn,, 21, - - -, Znp- A intersecdo P, n, N Id9(A) consiste de todas

Lnas M1, > 0 0 espaco de todos os polinémios multilineares de F (Y, Z)

identidades multilineares graduadas da superalgebra A, tendo grau n; nas variaveis pares

e grau no nas variaveis impares. Definimos o seguinte isomorfismo de espacos vetoriais,
. Pnhnz — Pn1,n2

pela regra: Seja f € P,, ,, e escreva f como

com W = (wg, wy, ..., wWy,,), onde wpy, wi, . .., Ww,, s80 mondmios possivelmente vazios em
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Yy Uny € Qe € F. Entao

f: Z (=) aow WoZe (1)W1 - -« Wny—1Z0(ny) Wny -

a€Sn2
w

Os grupos simétricos S,, e S,, agem de forma independente a esquerda sobre o
espaco P, n,, onde S, permuta as varidveis yi,...,Y,, € Sp, permuta as variaveis
21y 2n,. Assim, sejam Ry = F'S,,, Ry = FS,, as algebras de grupos correspon-
dentes. Consideremos M; um S,,-modulo irredutivel e My um S,,-méddulo irredutivel.

Para b = Zaes@ B,0 escrevemos b = Zaesw (=1)7Bs0.

Lema 4.12. Sejam a € Ry,b € Ry, f € Py, ,. Entao:

1. f =0 é uma identidade graduada de G(A) se, e somente se, fE 0 € uma identidade

graduada de A;

9 0f=bf af =af. b=b, f = f:

3. € alternado em algumas varidveis zy, ..., z, Se, e somente se € simétrico em
g ) Y 2 2
Zlyeeey’m-
Demonstracao:
1. Sejam wuy,...,u,, € AQ vy, ... v, € AV elementos arbitrarios homogéneos de
Aegr,...,gn, €GO hy, ... h,, € GY elementos arbitrarios de G. Fixemos um

monomio pertencente a P, p,

W =wo(Y1,- - Yny)Z0(1) - - Zony Wny (Y15 - - Yny)
e calculemos seu valor nos elementos, u; ® g1,...,Un, & Gny, V1 @ hy,y...,Upy, @
hn, de G(A). Desde que os elementos g, ..., ¢g,, encontram-se no centro de G e
hi,..., h,, € GY) anti-comutam entre si, obtemos

w(ur ® g1, .., Uny @ hpy) =
wo(ul, R ,um)va(l) .. .va(m)wm(ul, ce. ,um) ®gr-- .gnlha(l) cee ha(nz) =

(=1)7wo w1y - -+ s Upy JVo(1) - - - Vor(na)Win (W15 -+ - 3 Uy ) @ G1 v Gnyha o Py

Desta igualdade e pelo isomorfismo visto acima, segue que

fur ® g1,y Uny @ Gy, V1 Q@ By, Uy @ hyy) =

Flur, .o Uny, U1, Uny) @ G1 v Gyha o By, =0
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se, e somente se, f(u,...,Up,,V1,...,0U,) = 0, pois podemos escolher g1, h; € G
tais que gy ...gn, Ry ... Ay, # 0. Portanto concluimos que f ¢ uma identidade de
G(A) se, e somente se, ]75 0 em A.

. Vamos considerar f = g QoW WoZa (1)W1 ** * Why—120(ng)Wny

0ESny

w
eb= ZT65n2 B.7 € Ry. Entao

bf = E BT E QoW WoZe(1)W1 * * * Wiy —1Zg(ny) Wy
TESny TESny
w

= E CYO',Wﬂ‘r WoRra(1)W1 - - - wng—lzra(ng)wnga
G,TESn2
w

bf = Z (=)™ oW Br WoZro(1)W1 - - - Wiy 1270 (ny) Wy

cf,‘rESn2
w

= Z (_1)7(_1)UQJ,W/BT wOZTU(l)wl ce . wnz—lz‘ra'(ng)wnz

0, TESny
w

= Z (=1)7(=1)7 ow Br T (WoZe(1)W1 - - . Wiy—1Ze(ny)Wny )
0, TESngy
w

= Z (=1)7"B.7 | x Z (—=1)7 o Wo2e(1)W1 - - - Why—1Z0(ng)Wny | = bF.

TESny 0ESny
w

Note ainda que

f = Z (=) (=1)7 o, WoZe(1)W1 - - - Wny—1Zo(ng) Wny

UESnQ

w
= E QoW WoZa(1)W1 - - - Wny—1Z0(ng)Wny = [

O'ESn2
w

As outras afirmagoes no item (2) seguem de forma analoga.

. Para demonstrar a dltima parte do lema observamos que, se f é alternado nas va-
riaveis z1, ..., Zm, temos 7(f(z1,. .., Zm,...)) = (=1)"f(z1,. .+, 2m, ... ), para toda
T € S, Sejam 7 € S, uma permutacdo que age nas variaveis zi,...,zp,, e

7T € Sy, tais que 7(z;) = 7(2;) para todo ¢ = 1,...,m e 7(z;) = z; para todo
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j=m+1,...,ny Assim, (—=1)" = (—1)7. Note que

TF(Z1, oy Zms Zmads -« s Zngs Yls e+ s Yny ) =
F(2r(1)s - Zr(m)s Zmtts -« s Zngs Yls - -1 Uny) =
f(zi—(l)a--'72?(m)727~'(m+1)7"'7Z‘F(n2)>y17"'7yn1) =
TF(Z1, s Zms Zmds -+ s Zngs Yls « -+ > Yny)
Considere f = Z QoW WoZe(1)W1 * * * Wny—1Zg(ny)Wny- Aplicando 7 em f e
065n2

observando que 7f = 7f e 7f = (—1)7 f, temos

Tf = E O, WoZia(1)W1 ** * Why—1 250 (nz) Wne

w
= g Ar—15 W WoZs(1)W1 * * * Wny—125(ng) Wny

7*156571,2
w

7’:
= E (—1) AW WoZs(1)W1 * * - Wny—126(ng) Wny,
5€S7L2
w

1

tals que 70 = 0 e 0 = 7 0. Assim, obtemos que os coeficientes az-15

(—=1)"azw, para toda & € S,,.

Seja f = E (—=1)7 Qo WoZa(1)W1 - - - Wny—1Ze(ny) Wny- ENtAO
GESnQ
w

Tf = Z (—=1)7 oW Wo2z0 (1)W1 * * * Why—1270(ng) Wny

_1-
g
Qr-15 W WoZs(1)W1 * * * Wny—125(ng) Wny

I
|
—_
~—
Rl

= Z (_1)%71(_1)6(_1)%04&,W WoZ (1)W1 * * - Wny—125(ng) Wno

&GSnQ
w

= Z (—1)7 Qs WoZa(1)W1 * * * Wny—125(ny)Wny = [

&ESnQ
w
Portanto f é simétrico em 21, ..., z.
Analogamente, se f é simétrico nas variaveis zi, ..., z,,, entdo f é alternado

nas variaveis zi, ..., Zm.
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No lema seguinte construimos polindomios multilineares associados a tabelas de Young
que nao sao identidades para a envolvente de Grassmann de alguma superalgebra sobre

um corpo F.

Lema 4.13. Seja B = B©) + BW yma dlgebra Zy-graduada sobre F e d = dimB©),
| = dimBW. Seja s Yar, 21, - -+ 215) € Parys um polindmio que € alternado em r
subconjuntos disjuntos de varidveis {yt,...,y"} C {y1,..-,var}, 1 < i <7, e simétrico
em s subconjuntos disjuntos de varidveis {z%,... 21} C{z1,...,ys}, 1 <i<s. Se f ¢
Id"(G(B)), entdo existem elementos idempotentes er, € F'Sy, e er, € FS, associados
as particoes X = (), p = (I°) respectivamente, tais que er,er, f ¢ 1d(G(B)), onde er,
age sobre yi,...,yar € er, age sobre z1,. .., 2.

Demonstracao: Sejam n; = dr e ny = ls tais que f € P, Considere o F'S,,,-
modulo a esquerda gerado por f € P, ,, e sua decomposi¢ao em soma direta de F'S,,-
submodulos irredutiveis. Desde que f ¢ 1d9" (G(B)), existe uma tabela de Young Ty, A -

ni, tal que er, f # 0 em G(B). Vamos considerar a acao de ep, sobre as variaveis

1,12

Yty 3 Yny- o€ Ay > 1+ 1 entdo ep, f é simétrico em pelo menos r 4 1 varidveis entre

, . .. ., . i ~
Y1, ---,Yar- Mas f é alternado em r subconjuntos disjuntos das variaveis y,s. Entao

erf = [ D ol DY 0rlf=| > o|f

O'ERTA 7'€CVTA O'EIQTA
onde f' = Z (—=1)"7 | f. Pelo Teorema 2.63 temos que o polindmio f = fi+-- -+ fi,
TGCTA
onde cada f;, i = 1,...,k é alternado nas variaveis y,...,yq em r conjuntos disjuntos,

mas entao

= ZU f= ZU (St + fr)

o€RT, o€RT,
= E ofi+-+ E o fr
G'ERTA JERTA

Note que pela Observacao 2.65 cada parcela Z of; € nula. Portanto o polindémio
O'GRT)\

er,f =0em F(Y,Z). O que é uma contradigdo, pois er, f # 0 em G(B).
Vamos assumir agora que h(7y) > d + 1, onde h(T)) é altura do diagrama de .
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J— — J— T
Neste caso escrevemos ey, = ejey, onde e; = ZO’GRT/\ 0,6y = ZTGCTA(—l) 7. Desde que
LIPN . 2 ., . / ~ . N .
o polindmio ey f é alternado em algumas d + 1 varidveis y;s, entao também o polinémio
eof & alternado nas mesmas variaveis. Visto que dimB®) = d, segue que ey f € 1d9"(B).

Conseq@tementg er, f =0 ¢é também uma identidade graduada de B. Pelo Lema 4.12,
temos eTAf = eTAf: er, f =0, é uma indentidade graduada de G(B).

Como ny = dr, concluimos que er, f ¢ 1d9 (G(B)) apenas se D) o diagrama corres-
pondente & A é um retangulo de d linhas e r colunas, isto &, A = (r?).

Agora, considere o F'S,,,-submodulo a esquerda de P,, ,,, gerado por f. De forma ana-
loga ao que fizemos acima, existe uma tabela de Young T}, com pu - ny tal que eg, f # 0
em G(B). Vamos considerar a agao de er, em f sobre as varidveis zy, ..., Zn,.

Suponha primeiro que h(7,) > s+ 1 e escreva, como antes, ey, = ejep onde
ep = ZoeRTH 0,69 = ZTGCT‘L(_l)TT' Neste caso a acao de e; em f € P, ,, nos da
um polinémio alternado em pelo menos s + 1 variaveis z;s. Mas todas as variaveis
{z1,...,2n,} em f sdo divididas em s subconjuntos simétricos disjuntos. Novamente
pela Observacao 2.65, temos que o polinémio ex f = 0 em F(Y, Z) e er, f também ¢é nulo.

Se por outro lado I(7},) > [+1, entdo g = er, f ¢ simétrico em [+ 1 varidveis z;s. Pelo
Lema 4.12, § é alternado nas mesmas [ + 1 variaveis impares. Desde que dimB® = [,
temos que § € 1d"(B) entao G=g= er,f € 1d7(G(B)), ¢ uma identidade graduada,
de G(B).

Logo, ep, f ¢ 1d9"(G(B)) somente se D, é um retangulo com s linhas e [ colunas,
isto &, u = (I°). Provamos que se f ¢ Id"(G(B)) implica eper, f ¢ 1d(G(B)), onde

Dy e D, sao dois retangulos de tamanho r x d e [ X s respectivamente. 0

4.4 superalgebras simples e suas envolventes de Gras-

SImannmn

Nesta secao vamos exibir condi¢oes para que a envolvente de Grassmann de uma
superalgebra simples sobre um corpo algebricamente fechado nao satisfaca identidades

correspondentes & tabelas de Young.

Lema 4.14. Seja B = B + BW uma superalgebra simples sobre um corpo algebrica-
mente fechado F, onde d = dimB©,1 = dimBW. Entdo para qualquer inteiro positivo t
existe uma particao X\ tal que h(d, 1,2t —s) < X < h(d,l,2t),s = dimB, e uma tabela de
Young T\ tal que G(B) nao satisfaz uma identidade f = 0 correspondente a Ty (isto é:

Iy € 1d(G(B))).
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Demonstragao: Pelo Teorema 3.29, B é isomorfa a M, ,,(F) com n > m > 0 ou a
M, (F + cF) onde ¢* = 1.

Suponha primeiro que B = M, ,,(F). Por hipétese temos d = dimB©, | = dimBW,
entdo dimB = (n+m)? = [+d. Desde que B ¢é a dlgebra de (n+m) X (n+m)-matrizes so-

: POy P _ 1 1 2t 2t
bre F', para todo ¢t > 1 existe um polinémio multilinear f = f(zy,..., 25, ..., 27", ..., 27},)
em 2t(d + 1) variaveis tal que f é alternado nas varidveis a,..., 2z, para todo i =

1,...,2t e f ¢ Id(B) (ver [2], teorema 5.7.4). Esta referéncia nos mostra que existe
um polinémio central de M, ,,,(F'), que nio ¢ uma identidade polinomial com 2(n + m)?
variaveis. Seja F uma base homogénea da algebra Z,-gradauada B. Entao |E| = d + 1
e, para todo i, precisamos substituir todos os elementos de F nas variaveis x?, . .. ,xQH,
a fim de obter um valor nao-nulo para f. As variaveis x; comj=1,...,d+1[, devem ser
substituidas por elementos diferentes. Vamos considerar as variaveis que serao substitui-
das por elementos pares (impares) de E como variaveis pares (impares) respectivamente.
Isto significa que ap6s reordenarmos e renomearmos todas as variaveis de f, podemos
dizer que

_ 1 1 2t 2% 1 1 2% 2
F =YL Ugy o YT s e s Ug s Zne ey Zlree s 21y ey 210)

nio ¢ uma identidade graduada de B onde 3! sio variaveis pares e 2/ sdo variaveis
impares. Pelo Lema 4.12, f ndo é uma identidade graduada de G(B). Além disso para
cada i =1,...,2t, desde que f é alternado em y%,... 95 e em zi,... 2, o polinomio f
é alternado nas varidveis v}, ..., vy} e simétrico nas variaveis 2!, ..., z/.

Sejam n; = 2td, ny = 2tl. Entao f € P, n, € pelo Lema 4.13 existem er, € R, =
FS,,,er, € Ry = FSp,, A= ((20)9), i = (I2') tais que g = eTxeTﬂf # 0 em G(B).

Se l = 0 entao g = eTxf = er, [ ¢ ando-identidade desejada, desde que A= (2t)) =
h(d,0,2t). Portanto, podemos assumir que [ > 0.

Seja M o Ry ® Ry submodulo de F,, ,,, gerado por g. Entao M é isomorfo ao produto
tensorial M; ® M, onde M, = RleTX, My = RQGTﬂ. Se escrevermos n = ny + ng, entao

Py, n, € P,. Vamos considerar M o FS,-submédulo de P, gerado por M. Seja

sua decomposicdo em FS,-moédulos irredutiveis. Além disso M = (M} ® M) 1 FS,, =
M,®M,. Usando analise combinatéria e aplicando a regra de Littlewood-Richardson
(ver [1]), podemos obter que todo M; é associado ao diagrama de Young D, tal que
h(d,1,2t —s) < X\ < h(d,[,2t), onde s = max(l,d). Portanto, A\ > h(d,[,2t — s) para
s = dimB. Uma vez que M nio esta contido no T-ideal de identidades ordinarias (ndo
graduadas) de G(B), segue que para algum polinémio multilinear u € M e alguma tabela

T, devemos ter er,u Z 0 em G(B). Assim completamos a prova do lema para o caso



O Pl-expoente de uma dlgebra 75

B = M, ,(F).

O proximo caso vamos considerar B = M, (F + cF), BO) = M, (F), BY = cM,(F)
onde ¢ = 1. Entao | = d = n* = dimM,(F), e dimB = 2n*> = 2d. Como no caso
anterior seja,

fo:fo(m%,...,xé,...,x%t,...,xflt)

um polinémio multilinear que é alternado nas variaveis z¢,..., 25,1 = 1,...,2t e fy ¢

Id(M,(F)). Além disso fy ¢ um polinémio central. Se definirmos,

f:fo(y%,...,ycll,...,yft,...,yflt)fo(z%,...,zll,...,zft,...,zft),

obtemos que f nao é uma identidade graduada de B. Portanto f nao é uma identidade
de G(B). Utilizando os mesmos argumentos para o polinémio f como no caso anterior

completamos a prova. 0

Lema 4.15. Seja B = B© + BW uma superalgebra simples de dimensio finita so-
bre um corpo algebricamente fechado F. Se B = M, ,,(F), entao para qualquer elemento
homogéneo nao-nulo b € B e para qualquer matriz unitdria E;j, existem elementos homo-
géneos ay,dy € B tais que aybdy = Eyj. Se B = M, (F + cF), ¢* =1, podemos encontar
elementos homogéneos ay,as,dy,dy € B = M, (F + cF) tais que a1bdy = E;; € BO ¢
asbdy = cE;j € BW,

Demonstracdo: Primeiro suponha que B = M, ,,(F), tome b € B, b # 0, entdo

b=> " _ YorE,r # 0, ou seja, existem «,  tais que 7,5 # 0. Considere os elementos

o,m=1

a; = Ei‘;, dy = Eg; € B, veja que

VYo

Eia -
albdl = (Z 'YJTEJT> Eﬁj

’Y(X’B o,7=1

& Eia
- Z ,YO'T_EO'TEﬂj - EZj
o,r=1 af

Para o caso em que B = M, (F + cF), podemos determinar elementos a;,d; €
Mn(F + CF) tais que albdl = Ez]

Tome b € B, com b # 0, entao b = Z (057 + ¢Yor)Eyr # 0. Observamos que se b é
o,7=1
homogéneo entdo para alguns o, (3 temos 025 — 725 # 0.



O Pl-expoente de uma dlgebra 76

Eiq (5046*07@5

Considerando os seguintes elementos a; = P ), dy = Eg;, obtemos
af af3

Eia 5a — Ca a
ajbd; = ;2 2 er 5) Z (507' + C"YUT)EJTEBJ'
af 7046

o,7=1
Zn (Gag — ¢Yap)

= 52 — 2 (607' + C/YUT)EiO!EO'TEBj
o,7=1 af 70‘5

n

(535 - 725)
= Z —EiaEUTE,Bj

Py (535 - ’Yig)
= Y EiEoEy = Ey.
o,7=1

E consequentemente, podemos determinar elementos as,ds € M, (F + cF') tais que

asbdy = cE;j, onde ay = a; e dy = cd;.

O
Observacao 4.16. Temos que o conjunto {E;; | i, = 1,...,n+ m} forma uma base
para a superalgebra B = M, ,,,(F') e o conjunto {E;;, cEi; | 1,7 =1,...,n} forma uma

base para a superalgebra B = M, (F + cF).

Se A é uma algebra Z,-graduada de dimensao finita sobre F', entdao A = B + J,
B=A&---® A, onde Ay,..., A, sdo subalgebras Z,-graduadas simples de Ae J é o

radical de Jacobson de A. Como vimos antes, consideremos um produto nao-nulo
B1JByJ...JB, #0 (4.4)

onde By, ..., By sdo subélgebras distintas do conjunto {Ay,..., A }.

Lema 4.17. Seja A uma dlgebra Zs-graduada de dimensao finita sobre um corpo al-
gebricamente fechado F. Suponha que B1JBsJ...JB, # 0. Sejam fi,..., fr polino-
mios multilineares em conjuntos distintos de varidveis tais que para todo 1 = 1,... k,
fi & 1d(G(By;)). Entdao o polinomio multilinear

Uy frorwy ug fovaws . . Wiy Uk fr Uk

onde uy, vy, Wy, . .., Wg_1, Uk, Vk SG0 novas varidveis, nao € um identidade de G(A).
Demonstragao: Por (4.4) existem elementos homogéneos by € By, ..., by € By, e1,...,€,1 €
J tais que:

b1€1b2€2 Ce €k,1bk 7£ 0. (45)
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em A. Como as algebras B;, i = 1,...,k sdo superalgebras simples de dimensao finita,
entdo pelo Teorema 3.29 estas algebras sao tais que B; = M, (F), B; = M, ,,(F) ou
B; = M, ,(F + ¢F). Entao podemos escolher os elementos b.s como sendo as matri-
zes elementares E;; no caso em que B = M,(F) ou B = M,(F), e E;; ou cE;; no
caso em que B = M,(F + cF), que por sua vez formam uma base para estas alge-
bras. Para todo i = 1,...,k, escreva f; = fi(z},... ,:Bf%) Uma vez que f; nao é uma
identidade de G(B;), existem elementos homogéneos T,...,T
filzi®g, ... 7, ®g,) #0.

j
variavel impar no caso em que 573 € Bi(l). A partir do polindémio f; vamos obter assim

v, € Bi, g5 € G tais que

n

. ., A . i 0 ; .
Suponha que z seja uma variavel par no polindomio f; se T} € Bf ) e T seja uma
o polindémio graduado correspondente a cada uma substituicao. Recordando a defini¢ao
de f;, temos

@ @1, T, @ ) = i@, 30,) @ g1 g,

Desde que f; ¢ 1d(G(B;)) segue que f;(z%,...,7% ) = b; # 0, para algum b; € B;. Temos
que b; é um elemento homogéneo com respeito a Zy-graduacio. Pelo Lema 4.15, pode-
mos escolher elementos homogéneos a;,d; € B; tais que a;b;d; = b;. Assim o polinémio
u; fiv; assume o valor b; avaliando u;, 2, . . . ,xh v em a;, T, . .., T, d;, respectivamente.
Sejam h;, h; t; elementos de G de mesmo grau homogéneo que a;, d;, e; na Zo-graduacao,

respectivamente. Entao parai=1,...,k — 1, obtemos

(a; @ h) fi(B @ gi,. ... % @ g )(d; @ Iy)(e; @ t;) =
(@ @ ha) (i@, -, 75,) @ g1 gh ) (ds @ Iy (e @ t;) =

P
b;

De forma analoga para ¢ = k obtemos

(ax @ h) fu(@E @ gb, ... 38 @ gk Vdp @ hy) =
apfr(T5, . T )y @higt . gh = b ® hegl . gk by

-~

by

Como G é a algebra de Grassmann de posto infinito, podemos escolher elementos

homogéneos h;, h;,ti,gf € (G tais que
higi .. .g}tlh;tlhggf . .gfwh;tg ot hegt .gﬁkh; # 0. (4.6)

Consequentemente, por (4.5) e (4.6) o polindmio u; fiv1wiusg fovows . . . Wwx_1uy frv) as-

~ / ] _9 ] .
sume um valor nao-nulo em u; = a; ® hy, v; = d; @ h;, w; = ¢; @ t;, x] = T ® g, pois
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depois da substituicao obtemos o seguinte produto:

blelbgeg Ce ek—lbk (29 hlgi . gvlLlhlltthQ% o .g?nh;tg .. .tk_lhkglf e gﬁkhk

que é nao-nulo. E assim completamos a prova. 0

4.5 Colando tabelas de Young

Sejam A\ F nqy, Ay F no, ..., A\ F ng particoes dadas e suponha que elas satisfazem

as seguintes condigoes

h(d“ liati — Si) S )\7, S h(d“ li,ti), 7 = 1, Ce ,k’, (47)

e
ti—Si 2ti+1+li+1, ti+1—|—di+1, 1= 1,,k—1 (48)
Sejam Dy = Dy,, Dy = D,,,..., Dy = D,, os correspondentes diagramas de Young.

Por (4.7), o comprimento das primeiras d; linhas de D; é maior que [; + t; — s; € menor
que l; 4+ t;. De modo andlogo, o comprimento das primeiras /; colunas (se [; > 0) é maior
que d; + t; — s; e ndo maior que d; + t;. A desigualdade (4.8) significa que se colarmos
as primeiras linhas de D;;; a (d; + 1)-ésima linha de D; e a segunda linha de D;y; a
(d; + 2)-ésima linha de D; e assim por diante, entdo vamos obter como resultado um
novo diagrama de Young D;% D;,1 com n; + n; ;1 boxes.

Considere o diagrama D, = Di%Dy% ... %Dy obtido pela "colagem"dos
Dy, Dy, ..., Dy como segue abaixo (veja a figura). Note que, A < h(d,l,t) onde

[ = l1+"'+lk, d = d1++dk etZ t1+l1—l, t1+d1—d. Por outro lado,
/\Zh(d,l,tk—sk).
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Seja agora 17, ..., T, quaisquer tabelas de Young associadas a Ay, ..., \; respectiva-
mente. Se Ap,..., \; satisfazem (4.7) e (4.8) acima, podemos colar as tabelas de uma
forma semelhante: se a,, é a entrada aparecendo na posi¢do (u,v) de T;, escrevemos
T; = D;(auy). Para todo i = 2,...,k adicionamos agora n; + --- 4+ n,_; a todas as
entradas de T}, obtendo desta maneira uma nova tabela D;(au, +ny + -+ n;_1). Se
Ty = Di(aw), To = Do(Bu), - - - Tk = Dr(Yuw), definimos entao

Ty = TikTyk ... KT}
- Dl(auv)*D2(ﬁuv + nl)* cee *Dkz(rYuU + ni + -+ nk—l)-

E evidente que a tabela assim obtida tem como entradas os ntimeros distintos
1,2,....,n,onde n =ny + -+ + ng.

Defina Ny ={1,...,ny}epara2 <i <k, Ny={nmi+...nj1+1,...,n1+---+n;}.
Assim, N = {1,...,n} é a unido disjunta N = N;U---UN. Parai =1,..., k, tomamos
Sp, como o grupo de permutacao agindo sobre o conjunto N;, de modo que podemos con-
siderar as algebras de grupo F'S,,, ..., F'S,, imersas em F'S,, F'S,, ®---QFS,, C FS,.

Precisamos relacionar o elemento idempotente essencial er, a er,,...,er,, isto sera

feito no lema seguinte.

Lema 4.18. Suponha que \i,..., )\, satisfazem as condicoes (4.7) e (4.8) e sejam
Ty, ..., Ty as tabelas de Young correspondentes. Se Ty = Ti% ... %1}, entdao

€T)\:6T1"'6Tk+b

onde b é uma combinacdo linear de elementos o € S, tais que o(N;) € N; para algum
1<i<k.

Demonstragao: Seja F = {0 € S,| o(N;) C N, para todo i = 1,...,k}. Claro que

E=S,, x---x8,., S, age sobre N; para todo 7 = 1,...,n;. Precisamos verificar que
er, —€er ...er, = E a0 para adequados a, € F. Recordamos que
c€SK\E

er, = Z (=1)7or, (4.9)

UERTA
TECTA

onde Ry, é um subgrupo de S, das permutagdes nas linhas de T\ e Cr, é o subgrupo
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das permutacoes nas colunas de 7). Denote por R= Ry, NE, C=Cp, NE e

R, = {o€ Ry o(x)=x, Vx € N\N;},
C; = {oeCpnl|o(x)=1 Y € N\N,}.

Podemos dividir a soma (4.9) em duas partes, ey, = u + w, onde

u=>Y (~1)7or = (Z a) (Z(—UTT)

oER oER TeC
Tel

e w contém todos os termos restantes do lado direito de (4.9). Vamos mostrar que
u=er ...er, € w ¢ uma combinagao linear de o ¢ E.

Primeiramente note que qualquer ¢ € R tem uma decomposicao tinica ¢ = oy ...0%
ondeo; € R;, i =1,... k.

Por outro lado, se oq,...,0, sao algumas permutacoes de Ry,..., Ry respectiva-
mente, entao o = oy ...0, encontra-se em R. De fato, o; € Ry, paratodoi=1,... kK,
como Ry, é um subgrupo, entao o = 0;...0 € Ry, e é claro que 0 € E. Consequente-
mente,

ZO': Z 01...0k:<201>...(z O'k).
g€R 01€R1,...,0,ERy, o1€R; orERy

De modo anélogo,

d(-1r = o )T = Y (=D)L ()T

TeC m1€CT,...,TECY 71€C1,...,T€CE

— ( > (_1)ﬂﬁ> < > (—1)Tk¢k) .
m1€CT T,ECYK

Desde que, se a; € F'Sy,, e a; € F'S,,;, entao a;a; = aja;, para quaisquer 1 <, 5 < k tais

que i # j, segue que

(&) (o)
)zl ) (o)
o)) (o)
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Vamos considerar

w=| > o) | Y ]+ DY o (Z(—n%).

O’ERTA TECT/\ \E oERT, \E TeC

Tome 7 € Cn,\E e 0 € Rr,. Entao para este 7 existe i tal que 7(x) € N; para algum
x € N;, com j < i. Suponha que x encontra-se na m-ésima linha de 7). Entao como
7 € Cp,, 7(z) fica na mesma coluna que z, entao 7(z) encontra-se em uma linha superior
(digamos n-ésima linha) de T), desde que 7(z) € N; e j < i. Pela construcao de Ty
todas as entradas da ¢-ésima linha pertencem N; U--- U N;. Assim o7(x) = o(7(x)) €
NyU---UN;, entdo o7(z) ¢ N; para todo o € Ry,. Logo o7 ¢ E.

Por outro lado, se 7 € Cp, N E e 0 € Ry \E, entdo o7 ¢ E visto que F é um
subgrupo de S, e 7 € E. Deste modo, temos w = ZEI%E a0 e assim completamos a

prova. 0

4.6 Calculando o limite inferior da c¢,(G(A)).

Nesta secao vamos determinar um limite inferior para a sequéncia de codimensoes
da envolvente de Grassmann G(A) de uma superalgebra A de dimensao finita sobre
um corpo algebricamente fechado F' de caracteristica zero. Como antes, vamos assumir
sempre que quando o grupo simétrico S, age sobre um polinémio multilinear em m > n

variaveis, ele age apenas nas primeiras n variaveis.

Lema 4.19. Seja A uma dlgebra Zo-graduada de dimensao finita sobre um corpo F
algebricamente fechado com radical de Jacobson J. Sejam By, . .., By distintas subdlgebras
Zy-graduadas simples de A tais que B1JBs ... JBy # 0 e sejam d = dz’m(BEO)EB- . ~69B,(€0)),
[ = dim(BEl) - - -EBB,ED). Entao, para qualquer inteiro positivo t > 2 dimA existe \Fn
tal que h(d,1,2t —s) < A < h(d,l,2t), s = 4 dimA, e para alguma tabela Ty, er, [ ¢
Id(G(A)) para algum polinémio multilinear f com n < degf < n+ 3 dimA.

Demonstracao: Denotemos por d; = dimBZ-(o), l; = dimBi(l), parat = 1,...,k. Entao
d=dy+---+dp,l =11+ - -+ [;. Pelo Lema 4.14, temos que, para qualquer inteiro
t;, existem uma particdo A; tal que h(d;,l;,2t; — s;) < N\ < h(d;,[;,2t;), onde d;,l; <
s; = dimB;, e uma tabela T; correspondente a \;, tal que g; ¢ Id(G(B;)) para algum
polinémio multilinear g; correspondente a T;, com 7 = 1,... k.

Escolhemos t1, ..., t; pela seguinte regra. Seja t; =t > 2 dimA arbitrario. Denote
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¢ = si1 +mazx {l;,d;},i=2,...,k esejaq, =q seqépareq =q+1seq éimpar.
Entao defina 2t;,, = 2t; — q;H, t=1,...,k—1. Segue que

Qti — §; = 2ti+1 + (];+1 — 8§ > 2ti+1 + max{liﬂ, di-i—l}'

Pelas escolhas feitas acima, vejamos que Aq,..., A, satisfazem as desigualdades (4.7) e
(4.8) com ty, ..., t; substituidos por 2t;, ..., 2t;, respectivamente.
Agora colamos as tabelas Ti,...,T; correspondentes as particoes A, ..., Ay res-

pectivamente, como mostrado na secao anterior. Obtemos assim uma tabela T\, =
Ti% ... %71} associada a particdo A, satisfazendo h(d,l,2t; — s;) < XA < h(d,[,u) para
todo u > 2ty + 1y — [, 2t; + d; — d. Podemos agora calcular

E

—1 k—1
200 — 2t = (2t; — 2ti41) Z Qi) < b+ Z Giy1 < k+ Z Si + Sit1)
=1 =1 =1 =1

< k+2dim(B, @ - @® By) < 3dimA.

Por isso, 2t — sp > 2t — 3 dimA — s, > 2t — 4 dimA. Entao, \ satisfaz as desigualdades
h(l,d,2t — 4 dimA) < X\ < h(d,l,2t), pois 2t > 2t; + 11 —l e 2t > 2t; + dy — d, j& que
Lh<l,dy<det=t.

Para todo i = 1,...,k, seja T; a tabela correspondente a \; tal que g; ¢ Id(G(B;)),
para algum polinémio multilinear correspondente a T; (ver Lema 4.14) e seja n; = deg g;.
Escrevan = ny+---+ng eseja{1,...,n} = NyU---UNy, onde os NZ-/S sao definidos como
na secao anterior. Para todo ¢ = 1,..., k, denotemos por f; o polindémio multilinear g;
escrito nas novas variaveis do conjunto {z;| j € N;}, ou seja, f1 = g1(z1,...,Zpn,), fo=

92(xn1+17 s axn1+n2)7 R fk? = gk(xn1+~--+nT,1+1a s axn1+-~~+nr71+nk)~

Agora construimos o seguinte polinomio multilinear

[ = wi frowyug fovaws . . We_1 Uk frVk,

obtido pela colagem das tabelas T;, onde w;, v;, w; sao novas varidveis. Pelo Lema 4.17
f ¢ Id(G(A)), segue que f & ndo-nulo em algumas substitui¢oes 0(w;) = w;, O(u;) = u;,
0(v;) = v;, 0(z;) = z; onde wy, ..., w1 € JOG,u;, v; € B;®wGex; € B;oGseje N,
Tal que 6(f) # 0. Note que degf =n+ 3k —1 < n+ 3 dimA, e assim obtemos o grau
desejado.

Para completar a prova do lema devemos mostrar que ep, f ¢ Id(G(A)). De fato,

considere para o polindémio er, f a mesma substituicao ¢. Entao pelo Lema 4.18

eT)\f - <6T1 s eka) + (bf)
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e assim,

O(er, f) =0(er, ---eqn, f) +0(bf),

onde b é uma combinagao linear de elementos o € S, que "embaralham"os conjuntos
Ny, ..., Ni. Desde que e, ¢ um elemento idempotente essencial, isto ¢é, e%_ = per, para
algum p; € Q, p; # 0 e como f; é um polindmio multilinear correspondente a T;, entao
fi=en f; para algum fi' € P,. Assim obtemos er, f; = e% fi' = uer, f; = u;f;- Como
cada er, age independentemente em f;, segue que O(ep, ...er f) = w1 -+ ugf(f) # 0,
pois p; # 0 paratodoi=1,... ke 0(f) #0.

Por outro lado, precisamos mostrar que o elemento 6(bf) é igual a zero em G(A).
Seja o € S, tal que o(V;) ¢ N; para algum 1 < i < k. Entdo o(j) € N, para algum
J € N;,q # i. Isto significa que 0(o f;) pertence & G(B,). Temos que

Q(O'f) = I_ng(O'fl)@lU_)l tee 0(0’fk>’(_]k == 0,

desde que w;0(c f;) € G(B;)G(B,) C B;B,®G =0, i # q. Portanto, (bf) = 0 em G(A)

e assim completamos a prova. 0

Como resultado do lema anterior temos a seguinte proposicao. Vamos mostrar que
cn(G(A)) de uma élgebra A de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado

¢ limitada inferiormente.

Proposicao 4.20. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero. Seja p = maz (p© + p) como definido em (4.1).
Entao existem constantes Co, 19 > 0 dependendo somente da dimA tais que ¢, (G(A)) >

Con™p™, para n suficientemente grande.

Demonstracao: Recorde que A=A, ®---® A, + J onde Ay, ..., A, sdo superalgebras
simples, e p = max dimp(By @ -+ @ By), onde By, ..., By sao superalgebras distintas
do conjunto {A,..., A} com ByJByJ ... By # 0. Sejam

d=dim(B" & ---@B") 1 =dim(B" & .- o B")

e m = dimA. Para qualquer N > 5m? 4 3m, ao dividir N — dl — 3m por 2p obtemos
N =2tp+dl+3m+r, para algum t > 2m e 0 < r < 2p, onde t é o quociente e r é 0 resto

da divisao. Notemos que de fato ocorre t > 2m, pois N —dl —3m > N —m? —3m > 4m?

N—dl—3m > 4m?

el = 2p 2m

= 2m, ja que 2p < 2m entao 2ip > ﬁ
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Considere as particoes

h(d,1,26) = (1+2t, ..., 1+2t1,...,1),

~
d 2t

do namero |h(d,1,2t)| = d(l +2t) + 2tl = dl + 2t(d + ) = dl + 2tp, e h(d,[,2t — 4m) do
namero |h(d, 1,2t — 4m)| = 2tp + dl — 4mp.

Pelo Lema 4.19, existem n com 2tp+ dl — 4mp < n < 2tp+dl, e uma particao A\ - n
com h(d,l,2t —4m) < XA < h(d,l,2t), tal que ep, f ¢ Id(G(A)), para alguma tabela T
e um polinémio multilinear f com n < degf = ¢ < n + 3m. Temos que ¢ < N, pois
c<n+3m<2tp+dl+3m=N—-r <N, (r>0).

Agora construimos o polinémio f’ = fxeyq1 - xn, onde Topq, ..., Ty SA0 NOVAs varid-
veis distintas em f. Pelo prova do Lema 4.17 e pelo Lema 4.19, existe uma substituicao
em er, f tal que f(er, f) =a®g, com a € B1JByJ...JB, #0e 0 # g € G. Vamos
considerar as mesmas substituicoes ¢ para varidveis xi,...,z. do polindémio f, e para
Ter1 = 1R Geat, .-, N = 1R gn, gi € G, Esta substituicdo para o polinémio eTAf'

nos da o resultado

’

Oler, f) = 0(er, f)O(Ter1- - an) = (a®9)(1RGer1) - (1®gN) = a®gger1 -+ gn # 0,

pois podemos escolher g; de forma que gg..1---gy # 0. Assim, temos que ep, [ ¢
1d(G(A)). Entdo FS,er, f € Id(G(A)). Pelo Teorema 2.48 Branching rule, temos

FSyer,f CE@IL.f".

uEN
2N

onde I, & o ideal bilateral de F'Sy correspondente a y. Por isso, existe 4 > A e uma

tabela T}, tal que FSyer, f ¢ Id(G(A)). Se d,, denota o grau do caracter x,,, segue que

en(G(A)) = Z myudy, > dy > dpa2t—am),

puEN

pois temos u = N , A nep>X> h(d, 1,2t —4m), consequentemente d,, > dp(q,1,2t—4m)-
Note que, N— | h(d,l,2t — 4m) |= 2tp + dl + 3m + r — (2tp — 4mp + dl) = 4mp +
3m +r < 4m? + 3m + 2p < 4m? + 3m + 2m = 4m? + 5m. Como h(d, 1,2t —4m) < p e
N — |h(d, 1,2t — 4m)| < 4m?* + 5m, pelo Lema 4.9

4m2+5
dniagot—am) < dy < Ny 10t am).-
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E pelo Lema 4.10 obtemos a seguinte igualdade assintoética,
An(d)2t—am) “N—oo aN*(d + 1)V = aN"p"

para algumas constantes a,b. Agora relacionando estes dois resultados, temos que a

partir de um N suficientemente grande

CN(G(A)) = Z mudu > du > dh(d,l,2t74m)

uEN
~ aN°".

Portanto cy(G(A)) > CyN™pY | para algumas constantes Cy, ro dependendo de m,
onde Cy =a, ry = b. 0

Observacao 4.21. No Lema 4.5 mostramos que ¢,(G(A)) € limitada superiormente e

no Lema 4.20 que € limitada inferiormente.

4.7 Resultado principal. Existéncia do Pl-expoente.

Nesta secao vamos provar o resultado principal do trabalho. Provaremos que o expo-
ente de qualquer PI-dgebra sobre um corpo de caracteristica zero coincide com o inteiro

definido em (4.2), e vamos calcular o expoente de algumas algebras importantes.

Teorema 4.22. Seja A uma Pl-dlgebra sobre qualquer corpo F de caracteristica zero.

Entao exp(A) eziste e é um inteiro.

Demonstragao: Se K é uma extensdo do corpo F, pelo Teorema 3.4 temos c¢,(A) =
c¥(A ®@r K). Portanto podemos assumir sem perda de generalidade que F é um corpo
algebricamente fechado, pois assim teremos ¢,(A) = ¢f(A ®p F), onde F é o fecho
algébrico de F'. pelo Teorema 3.43 existe uma superalgebra de dimensao finita B sobre
F tal que Id(A) = Id(G(B)). Entao c¢,(A) = ¢,(G(B)) para todo n > 1. pelas
Proposigoes 4.11 e 4.20 temos que ¢,(G(B)) é limitada inferiormente e superiormente,
ou seja, existem constantes C4,Cy, 1,79 que dependem somente da dimensao de B tais
que Con™p" < ¢,(G(B)) < Cyn"p™. Agora, aplicando em ambos lados das desigualdade
¢/ € depois calculando lim , obtemos nlggo Ve (G(B)) = p. Mas isto corresponde ao

n—oo
Pl-expoente de G(B). Portanto o expoente de A existe e ¢ um inteiro. 0O
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Observe que expoente da envolvente de Grassmann de uma algebra de dimensao
finita sobre um corpo algebricamente fechado é igual ao inteiro definido em 4.1.

A seguir vamos calcular o expoente para algumas algebras importantes.

Uma algebra A é dita verbalmente prima, se ela gera uma variedade prima, isto é, se
Id(A) é verbalmente primo, ou seja, para quaisquer T-ideais Iy, I o fato I;1s C Id(A)
implica que I, C Id(A) ou I, C Id(A). E conhecido que as algebras F (X), M, (F),
My (G) e My (G), I,k > 0 sao verbalmentes primas.

A.R.Kemer em [5], caracterizou os T-ideais verbalmente primos sobre um corpo
de caracteristica zero, e provou que o estudo de T-ideais verbalmente primos pode ser

reduzido a T-ideais de identidades das 4lgebras verbalmente primas definidas acima.

Observagao 4.23. 1. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre F. Entao A pode

ser considerada como uma dlgebra com Zs-graduacao trivial. Neste caso
GA)=A4A0GY 100GV = A2 GO,

Entio Id(A) = Id(G(A)), uma vez que G = Z(G) é uma dlgebra comutativa,
nao nilpotente sobre F. Seque que c,(A) = ¢, (G(A)) = exp(A) = exp(G(A)).

2. Se A=A @ - D A, € uma superalgebra semissimples de dimensao finita entao
J(A) =0, onde Ay,..., A, sao superalgebras simples. Para que a equacdo (4.1)

seja setisfeita, temos que r = 1. Assim exp(A) = max <<, {dimpA;}.

3. Se A é uma superalgebra simples de dimensao finita, o Pl-expoente exp(G(A)) =
dszA

Vamos calcular o Pl-expoente das algebras verbalmentes primas.

Exemplo 4.24. exp(M(F)) = exp(G(My(F))) = exp(My(G®)) = dim(M(F)) = k?,

onde My(F) é uma superalgebra simples.

Exemplo 4.25. M, (G) = Mi(F)®G® +M,(F)®GY € a envolvente de Grassmann da
superalgebra M, (F + cF), com ¢ = 1. Assim, exp(My(G)) = dim(M},(F) + cMy(F)) =
2k2.

Exemplo 4.26. Particularmente no Exemplo 4.25, para o caso em que k = 1, temos
exp(Mi(G)) = exp(G) = 2.

Exemplo 4.27. M ,(G) = M,EOZ)(F) ® GO + M,gll)(F) ® GWY ¢ a envolvente de Gras-
smann da superalgebra simples My, (F) com graduacao (M,ES)(F), M,ill)(F)) Assim,
exp(My,(G)) = dz’mM,i?l)(F) + dimM,Sl)(F) = (k+1)?, pois My, (F) é uma superalgebra

simples.
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Exemplo 4.28. Seja

Mg, (F) Bz -+ Bin
UT (dy, ... dp) = ! MdQ_(F) B
0 0 M,, (F)
em que
ai; G2 - Q4 \
By — Q21 G2 -+ Q24 ’
L aq;1 Qq;2 " Qdyd;

J
em que ap € F para qualquer k = 1,...,d;, t = 1,...,dj e i < j. A dlgebra
UT (dy,...,dn) é uma subdlgebra de My (F), em que d =dy + ...+ dp,. Observe ainda
que

B=Biy+...4 Bim+ B+ ...+ Ba + ... + Bi—1)m
é um ideal bilateral e nilpotente de UT (dy, ..., dp,).

Corolario 4.29. exp (UT (dy,...,d,,)) =d? + ...+ d2,.

Demonstragdo: B = UT (dy,...,d,) = My, (F)®...® Mg, (F) + J(B). Considere

¢ = dy + ...+ d; e observe que o seguinte produto:

€a1,01€q1,01+1€q1+1,02€q2,q2+1 " " " Cqm—1,qm—-1+1Cqm_14+1,qm 7é 0

¢ ndo nulo, em que g4, € My, (F), €41 € J, Vi=1....m—1 ¢4 414 €
My, (F), Vi=1,...,m. Logo,

A2+ ... +dn:=dimp (Mg, (F)®...® My, (F))=exp(B).
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