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Resumo

Sejam {cn(Sti)}, {cn(Capr)} e {cn(Ef )} as sequéncias de codimensoes dos T-ideais gerados pelos
polinémios standard de grau k, o k-ésimo de Capelli e o polinémio tipo Amitsur-Capelli, respectivamente.
a
Recorde que duas sequéncias {a,} e {b,} sdo assintoticamente iguais se lim — = 1, e escreva a,, =~ by,.
n—oo

n
Nosso principal objetivo é apresentar os resultados demonstrados por F. Benanti e 1. Sviridova e por A.
Giambruno e M. Zaicev, onde mostraram que ¢, (M, (G)) ~ ¢, (E’Z2 kQ), cn My (G)) ~ ¢y (Ezg_m QkZ)

e ¢ (Mg (F)) =~ ¢, (EI:2,0> ~ ¢, (Stag) =~ ¢ (Cappzyq), e (Mpgxor (F) & Mogxk (F)) ~ cn (Stogt1)
respectivamente, em que G é a algebra de Grassmann, My, (F') a adlgebra de matrizes (k+1) x (k +1)
que possui todas as linhas maiores ou iguais (k+1)-ésima linha e todas as colunas maiores ou iguais a ([+1)-
ésimas colunas nulas e My, (G), M, (F'), My, (G) sao as algebras verbalmente primas, caracterizadas por
A. R. Kemer sobre corpos de caracteristica zero. Para obtencao desses resultados recorremos a teoria de

representacoes do grupo simétrico.



Abstract

Let {cn (Str)}, {cn (Capi)} and {cn (E,’;l)} be the sequences of codimensions of the T-ideals
generated by the standard polynomial of degree k, k-th Capelli polynomial and Amitsur’s Capelli-type
polynomials, respectively. We recall that two sequences {a,} e {b,} are asymptotically equal, if and
only if lim In _ 1, and we write a, ~ b,. Our main goal is to show the results proven by F. Be-

n—oo

nanti and I. Sviridova and by A. Giambruno and M. Zaicev, where they show that ¢, (My (G)) =~
Cn <E227k2), Cn (M (G)) =~ ¢ (EZQHQ’Zkl) and ¢, (M (F)) ~ ¢, <EZQ7O> >~ ¢ (Stor) =~ cn (Capyzq),
cn (Mpgxak (F) & Mok (F)) = ¢, (Stag+1) respectively, where G is the Grassmann algebra, M. (F)
the algebra of (k 4 1) x (k 4 I) matrices having the last k rows and last [ columns equal to zero and
My (G), My (F), My, (G) are the verbally prime algebras classified by A. R. Kemer over a field F' of

characteristic zero. To obtain these results we resort to the representation theory of the symmetric group.
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Introducao

Sejam F' um corpo de caracteristica zero e F'(X) a algebra associativa livre de posto enumerével
no conjunto X = {xi,...,z,,...}. Consideraremos (exceto mencao contraria) F'(X) nao unitaria e todas
as algebra do texto associativas e nao comutativas. Diremos que uma F-algebras A é uma PI-algebra
se existe um polindmio nao nulo f(z1,...,z,) € F(X) tal que, para quaisquer aq,...,a, € A, vale
f(a1,...,a,) = 0, e denotaremos o conjunto de todos esses polindémios por Id(A). Chamaremos um
ideal I de F(X) de T-ideal, se I é invariante por Endp (F(X)). Para cada T-ideal I, existe algebra A
tal que I = Id(A). Denotaremos por var (I) ou var (A) todas as algebras associativas que tem I como

identidades polinomiais.

Uma é&lgebra A é dita verbalmente prima se para quaisquer T-ideais [ e Iy de F(X) tal que I1 I C
I'implica que I1 C I ou I, C I. A. R. Kemer em [13] caracterizou todas as algebras verbalmente primas so-
bre corpos de caracteristica zero: F, F(X), My (F), My (G), My, (G) (k > 1), em que G = Go + G; é a 4l-
gebra de Grassmann de dimensao infinita gerada pelo conjunto enumeravel {e1, e2, .. .| e;e; = —eje;, i,j =
1,2,...}; Go e Gp sdo os subespagos gerados pelos mondmios de comprimento par e os mondmios de
comprimento impar respectivamente; My, (F') e My, (G) sao as algebras de matrizes k x k sobre F' e G res-

P Q
pectivamente e My ; (G) =
ki (G) {(R S>

Pe Mk(Go),Q S kal(Gﬂ,R € Mlxk(Gl) el e Ml(Go)}.

Uma algebra A ¢ dita superalgebra com graduagao (Ag, A1), se A = Ag + A; é soma direta de
seus subespacos Ao, A; e satisfaz: AgA; + A1Ag C A1 e AgAg + A1 A1 C Ay. Observe que toda algebra
admite uma graduagao trivial Ag = A, A1 =0, e que a algebra de Grassmann G é uma superalgebra. A
seguinte superalgebra G (4) = Go ® Ay + G1 ® A; é chamada envolvente de Grassmann da algebra A,

em que A é uma superalgebra.

Pelo Teorema de Wedderburn-Malcev, toda superalgebra A de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero é escrita como A = A1 ®...® A, + J (A), em que J = J (A)
¢ o radical de Jacobson de A e Ay, ..., A, sao superalgebras simples. E bem conhecido que J é um ideal
bilateral graduado de A e que uma superélgebra simple de dimensao finita, sobre um corpo de caracteristica
zero e algebricamente fechado, é isomorfa a umas das seguintes algebras: My(F), Mg(F + cF) e My (F),

em que ¢ =1 .

Outro fato conhecido é que, sobre corpo de caracteristica zero cada T-ideal é equivalente a um
conjunto de polinémios multilineares. Denotaremos o espaco de polindmios multilineares por P, =
SPanp(Ta(1) - - To(n) | 0 € Sp). H& um isomorfismo de F'S,-moédulos & esquerda entre P, e a alge-

bra F'S,, em que S,, é o grupo simétrico em {1,...,n}. Com isso, o quociente P, /P, N Id(A) tem uma
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estrutura de F'S,-modulo a esquerda. Chamaremos a sequéncia ¢, (A) = dimp (P,,/P, N Id (A)) de codi-
mensoes da algebra A. Se A for uma PI-algebra, entao ¢, (4) < n! e se A for nilpotente, entao ¢, (4) =0,

a partir de um certo ny.

Em 1972, A. Regev provou que se A satisfaz alguma identidade ndo nula, entao existem constantes

a, f tais que ¢, (A) < afp™.

Se A é uma Pl-algebra, o seu Pl-expoente é definido como exp (A) = lim {/¢, (A). Na década de

n—oo
1980, S. A. Amitsur conjecturou que o Pl-expoente de uma PI-algebra existe e é um inteiro ndo negativo.
Apenas em 1999, A. Giambruno e M. Zaicev provaram a conjectura para Pl-algebras sobre um corpo

de caracteristica zero. Por exemplo, o Pl-expoente das algebras verbalmente primas, tem os seguintes
valores: exp (My, (F)) = k2, exp (My, (Q)) = 2k ¢ exp (Mg, (Q)) = (k +1)%.

Se f € F(X) denotaremos por (f)r o T-ideal gerado pelo polinémio f. Recorde que

Stp (x1,...,2n) = Z 591 (0) To(1) - - - T (n)
0ESh

é o polinémio standard de posto n e

Capp (X1, Tpi Y1y e ey Yno1) = Z $gn (0) To(1)Y1 - - - Yn—1Tg (n)
o€Sn
¢ o polinomio de Capelli de posto n, onde sgn(o) é o sinal da permutacio . E interessante observamos
que o polindémio standard pertence ao T-ideal gerado pelo polinémio de Capelli, mas esses dois polinémios
nao sao Pl-equivalentes (no caso de algebra livre unitaria). Sejam L, M dois naturais, n = (L + 1) (M + 1)
ep=(L+ 1)M+1 F n particao de n. Em 1982, S. A. Amitsur e A. Regev introduziram o polinémio tipo
Amitsur-Capelli:

67\4,1: = Z Xu () To(1)Y1 -+ - Yn—1T5(n)
ocESh

em que X, € o caracter irredutivel correspondente & particao p. Note que se L = 0 obtemos o polinémio
de Capelli.

O polinémio tipo Amitsur-Capelli generaliza o polinémio de Capelli no sentido que caracteriza
todas as algebras que tem cocaracter contido em uma gancho e um tira. Mais precisamente, dado inteiros
d,l > 0, denotaremos por H (d,l) = U {A=(A1,22,...) Fn| Agy1 <1} o gancho infinito de brago d e

n>1
perna [.

Em 1979, A. Regev provou que uma &lgebra A satisfaz o polinémio de Capelli de posto k se, e
somente se, 0 seu n-ésimo cocaracter estd contido em uma tira de altitude k. Em 1982, A. Regev e S.
A. Amitsur generalizaram esse resultado provando que uma algebra A satisfaz o polinémio tipo Amitsur-
Capelli 67\/17 1, se, e somente se, 0 seu n-ésimo cocaracter esté contido no gancho infinito H (d, [). E provado

que as algebras verbalmente primas satisfazem essas identidades para um dado posto.

Denotaremos EJ; o conjunto dos polindémios gerado pelo polinémio ej, ;, incluindo os polinémios

obtidos de e} ; ao substituir y; = 1 de todas as possiveis maneiras. A. Berele e A. Regev mostram em



Introducao iii

[3] que exp (EZQ kg) = 2k2, exp (EZQHQ le) = (k+l)2 e exp (EZQ 0) = k2. Assim, exp (EZ2 k2> =
exp (My, (@), exp (s o) = ean (M1 (G)) e eap (B ) = exp (My (F)).
F. Benanti e I. Sviridova em [1] e A. Giambruno e M. Zaicev em [9] deram uma relacao entre as

codimensoes das algebras verbalmente primas e as codimensées do T-ideal gerado pelos polinémios tipo

Amitsur-Capelli.

Este trabalho foi baseado em [1] e [9], tendo como objetivo principal apresentar a igualdade
assintdtica entre as codimensoes das algebras verbalmente primas e as codimensoes do T-ideal gerado

pelos polindmios tipo Amitsur-Capelli. Esses resultados foram demonstrados em [1] e [9].

No Capitulo 1 apresentaremos alguns conceitos, exemplos e resultados da teoria de Pl-algebras
sobre um corpo de caracteristica zero e modulos que servirao como base para os capitulos seguintes. O

leitor que tiver interesse em um maior aprofundamento no assunto, citaremos [6] e [7].

No Capitulo 2 iremos trazer algumas propriedades, caracteristicas e exemplos dos polinémios
alternados e polindmios simétricos. Serdo dados também exemplos de algebras que satisfazem esses

polinémios como identidade.

No Capitulo 3 apresentaremos um pouco sobre a teoria de representagoes de grupos finitos, depois
passaremos a teoria de representagdes do grupo simétrico. Definiremos o elemento quase idempotente

central e o quase idempotente e o polinémio tipo Amitsur-Capelli.

O Capitulo 4, sera destinado a mostrar que as superalgebras My, (F) , My, (G) , My, (G) isomorfas
a Envolvente de Gassamann das superédlgebras simples sdo verbalmente primas. Calcularemos o PI-

expoente das algebras verbalmente primas.

No Capitulo 5 iremos analizar o caso de uma superalgebra reduzida do tipo especial. Em seguida

mostraremos os resultados demonstrados em [1] e [9], que é nosso objetivo.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos e resultados que serao necessarios para a compre-
ensao do nosso trabalho. Mais especificamente, comecaremos fazendo uma apresentacao de algebras,
como por exemplo as dlgebras de matrizes. Depois falaremos dos polinomios, identidades polinomiais,
T-ideais e variedades. Apresentaremos, rapidamente, alguns conceitos de médulos sobre um anel, simples

e semissimples. Neste trabalho, F' sempre ser4 um corpo de caracteristica zero.

1.1 Algebras

Definigao 1.1.1. Sejam F um corpo e A um espago vetorial sobre F' com uma operagao bilinear * em A.
Em outras palavras, o par (A,x*) é chamado F-algebra (ou uma dlgebra sobre F'), se x : Ax A— A

satisfaz:

1.ax(b+c)=axb+axc;
2. (a+b)xc=axc+bx*c;

3. (Aa) xb=ax (Ab) = A(axb),
para quaisquer a,b,c € A e A€ F.

A operacao * é chamada de multiplicacao ou produto. Por simplicidade, denotaremos a *x b = ab

e chamaremos A de algebra em vez de F-algebra.

Definicao 1.1.2. Diremos que a dlgebra A é:

1. associativa, se (ab) ¢ = a (bc) para quaisquer a,b,c € A;
2. comutativa, se ab = ba para quaisquer a,b € A e

8. unitaria, se o produto de A possui elemento neutro, isto €, existe 1 € A tal que la = al = a para
todo a € A.
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Todas as élgebras deste texto (salvo mengao contraria) serao associativas, possivelmente nao co-

mutativas e sem unidade.

A dimensao de uma F-algebra é a sua dimensdo como espago vetorial.

Exemplo 1.1.1. A dlgebra M, (F) das matrizes n x n com entradas em F munido com o produto usual

de matrizes € uma F-dlgebra associativa, unitdria, ndo comutativa de dimensdao n?.

Exemplo 1.1.2. Sejam G um grupo finito e F' um corpo. Denotaremos

FG = spanp{g; | gi € G).

Com as seguintes operagoes:

Zagg+Zng:Z(ag+ﬁg)g €

geG geqG geG
A agg (Z m) =| > Mygngh |,
geG heG g,heG

em que Ygn = Qg e A € F, temos que F'G é uma F-dlgebra e G € uma base para FG. Assim,
dimpFG = |G|. Diremos que FG ¢é a algebra de grupo de G sobre F. Em geral, FG é uma F-

dlgebra associativa e com identidade 1plg. A dlgebra FG € comutativa se, e somente se, G € comutativo.

Exemplo 1.1.3. UT, (F) as matrizes triangulares superior n x n com entradas em F é uma F-dlgebra

associativa, nao comutativa com identidade, para todo n > 1.

Exemplo 1.1.4. O F-espago vetorial:

wn-{(19)

P . . o ~ . . . 2 .
é F-dlgebra associativa, unitdria, nao comutativa de dimensao (k + 1), com produto usual de matriz em

Pe Mk(F),Q S kal(F),R S Mlxk(F) eS e MZ(F)}

bloco.

Exemplo 1.1.5. Seja G um grupo de ordem 2 gerado por c. O F-espago vetorial M, (F + cF), com

entradas na dlgebra F + c¢F, € uma dlgebra de dimensdo 2n?.

Exemplo 1.1.6. Sejam A e B F-espagos vetoriais. O produto tensorial de A e B € definido como
sendo o espago vetorial gerado livremente pelo conjunto {v@w | v € A e w € B}, em que {v} € base para

A e {w} € base para B, com as sequintes propriedades:

1. (v +v2) @w=v] @ W+ v2 @ W;
2. v® (w1 +w2) =v@w; + v wsy;
3. (W) @w=v® (M) =X(v®w), para quaisquer A\ € F, v,v1,v9 € A, w,wy,we € B e

4. vQw#0<=v#0ew#N0.
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Se A e B sio F-dlgebras associativas, entao o produto tensorial AQ B também é uma F-dlgebra associativa,
com multiplicacao:

('U/ ®w/) (v// ®w//) — (v/v// ®w/w//) ,
em que v',v" € Aew' w" € B.

Exemplo 1.1.7. Seja X = {z1,...,2Zpn,...} um conjunto infinito enumerdvel. Chamaremos os ele-
mentos de X de variaveis. Uma palavra em X € uma sequéncia x;, ...x;,, comn € N. A palavra

Ty ...x;, em que, s = 0 serd a palavra vazia que denotaremos por 1. Geralmente, iremos conside-

s

rar s > 1 (salvo mengao contrdria). Chamaremos de mondémios o produto de um escalar por uma

palavra em X, isto €, ax;, ...x;, onde o € F e xy,...,x;,, € X. Diremos que dois mondmios

n n

axg, ..., = P ...z, se, e somente se, a =B € F, n=m ei; = j.

n

O F-espago vetorial F(X) = {Z %y . Ty, | oy €F o on > 1} , munido com a multiplicacao
(@)
usual por justaposicao, € uma F'-dlgebra, nao comutativa, associativa e sem unidade.

Os elementos de F'(X) sao chamados de polinémios, isto é, a soma de monomios. Se f € F(X),
m

escreveremos [ = f(x1,...,2,) = E a;w;, para indicar que z1,...,T, sao as Unicas variaveis que
i=1
aparecem em f, em que o; € F e w; sdo palavras que dependem de x1, ..., Ty,.

Definigao 1.1.3. Sejam A e B F-dlgebras. Uma transformacao linear ¢: A — B ¢é dita um homo-

morfismo de F-algebras se:
¢ (ab) = ¢ (a) ¢ (b) Va,be A.

Diremos que ¢ é um isomorfismo de F-algebras se ¢ é um homomorfismo bijetivo de F-algebras.
Neste caso diremos que A e B sdo isomorfas e denotaremos por A = B. Um homomorfismo de A em A

é chamado um endomorfismo.

Além disso, ¢ é injetora se, e somente se, Ker (¢) = {0}. Se Ker(¢) = {0}, entao
p(a) = ¢ (b) == pla—b) € Ker(p).

Logo, ¢ ¢é injetora. Reciprocamente, se ¢ é injetora, entdo o tnico a € A tal que ¢(a) =0 é a = 0. Logo,
Ker (p) = {0}.

Exemplo 1.1.8. Sejam M, (F') e A uma dlgebra sobre F. Entao, M, (F)® A = M, (A) como dlgebras.

De fato, considere a aplicagdo linear

v M, (F)® A — M, (A4)
€ij Xa —  ae;;j 7
em que {e;; | i, =1,...,n} sao as matrizes elementares que formam uma base para My (F), e a € A.

E possivel mostrar que ¢ estd bem definido e é um isomorfismo de F-dlgebras.

Definigao 1.1.4. Sejam B uma classe de F-dlgebras e A € B uma F-dlgebra gerada por um conjunto

X. A F-dlgebra A é chamada uma F-algebra livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto X, se
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para qualquer dlgebra R € B, qualquer aplicagao ¢ : X — R pode ser estendida a um homomorfismo de

dalgebras ¢ : A — R. A cardinalidade | X| do conjunto X é chamada posto de A.
Exemplo 1.1.9. A F-dlgebra F(X) ¢é livre na classe de todas as dlgebras associativas.

Definigao 1.1.5. Um subespaco S de A é chamado uma subdalgebra se S é fechado com respeito ao

produto, isto €, para quaisquer si,So € S implica que s159 € S.
Exemplo 1.1.10. UT,, (F) é uma subdlgebra de M, (F).
Exemplo 1.1.11. F(X,,) é uma subdlgebra de F(X), em que X,, = {x1,...,2,} C X ={x1,29,....}

Defini¢ao 1.1.6. Uma subdlgebra I de A é chamado um ideal & esquerda (a direita) se, AI C I (IA C
I), isto é, para cadar € A ei € I ocorre: ri € I (ir € I). Se I € um ideal a esquerda e a direita, entdo

diremos que I € um ideal bilateral.

Exemplo 1.1.12. I = (0) e I = A sao ideais bilaterais de A, e sao chamados de ideais triviais.

Diremos que um ideal I é proprio se, I # (0) e [ # A.

Exemplo 1.1.13. I = {(ayj) | ij € F, ajp =0, Vi=1,...,n} € um ideal a esquerda de M, (F).

nxn

Exemplo 1.1.14. J = {(ay;) | iy €F, anj =0, Vj=1,...,n} éum ideal a direita de M, (F).

nxn

Exemplo 1.1.15. M, (F') nao possui ideais bilaterais proprios.

Demonstragao. Seja I um ideal bilateral de M,, (F'). Vamos considerar X = {(i,j) | (i,7) € nxXn}, em que
n={1,...,n}. E para cada (i,7) o ideal bilateral de F, J; ; = {x € F' | 3 (aij)nxn € I tal que a;; = z},
isto é, A possui o elemento x na i-ésima linha e j-ésima coluna.

Como F' ¢é corpo, nao possui ideais bilaterais proprios, entdo J; ; = (0) para cada (i,7) € X e,
neste caso, I = (0), ou existe (ig,jo) € X tal que J;,j, = F. Sendo F corpo, existe B € I tal que
biyjo = 1. Como I ¢ um ideal bilateral, temos que e;, j, = €;y.ioBe€jy j, €, COMO €er; = €x i€ jo€jo,l € 1
para quaisquer k,l = 1,...,n, temos que e;; € I. J& que as matrizes elementares formam uma base para

M, (F) como espago vetorial, temos que I = M, (F). Assim, concluimos a demonstragao.

Em particular, M}, ; (F') ndo possui ideais bilaterais proprios. O

Assim como para grupos e anéis, para algebras também é vélido o teorema do homomorfismo. Isto
é, pode se provar que a imagem homomoérfica de uma F-algebra é isomorfa a um quociente, cujo ideal no

denominador coincide com o ntcleo do homomorfismo em questao.
Destacaremos agora alguns tipos especiais de 4lgebras.

Definigao 1.1.7. Seja A uma dlgebra.

1. A é nilpotente se eziste n € N — {0} tal que, para quaisquer ay,...,a, € A, tem-se aj ...a, = 0.

O menor natural n com essa propriedade é chamado de expoente de A ou grau de nilpoténcia.

2. A énil de grau limitado se existe n € N — {0} tal que para todo a € A, tem-se a" = 0. O menor

natural n com essa propriedade € chamado de expoente de nil de A.

Note que toda algebra nilpotente é nil. E toda algebra unitaria é nao nilpotente.
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1.2 Polinémios e Identidades Polinomiais

m
Seja f(x1,...,2n) = Zaiwi € F(X), em que a;w; sao todos mondmios.
=1

Definigao 1.2.1. Seja wy = axy, ... x;, um mondémio e f (x1,...,x,) um polinomio de F(X).

s

1. Se z; € X, entao o grau de x; em wy, denotaremos por degy,we, € o nimero de ocorréncias de x;

em wy.

2. O grau de wy, denotaremos por deg (wy), € o nimero total n de varidveis presentes no monémio

wy, considerando também multiplicidades de cada varidvel.
3. O grau de f, denotaremos por deg (f), € o maior grau obtido entre seus mondémios.

4. O grau de z; em f, denotaremos por degy,; (f) € 0 maz; <4<, degs, we.

m
Seja f(z1,...,xp) = Zaiwi. Se deg(wy) = ... = deg(wy,), diremos que f é um polindmio
i=1
homogéneo.
m
Definigao 1.2.2. Seja f (z1,...,2,) = Zaiwi, se degg, (w1) = ... = degy, (wp,), diremos que f € um
i=1

polindémio homogéneo em x;. Quando f € um polinémio homogéneo em todas as varidveis, diremos que f

€ um polinémio multi-homogéneo.

Para um poliné6mio multi-homogéneo nas varidveis x1, ..., x, existe a denominacao de multigrau:

uma n-ipla cuja i-ésima entrada é o ntimero de vezes que x; aparece em um monoémio de f.

Exemplo 1.2.1.

2 2 2
[ (z1, 22, x3) = xixom3 + ToTTX3 + T3T{T2

é um polinomio multi-homogéneo de multigrau (2,1,1).

Seja f = f(z1,...,2,) € F(X) um polinémio. Uma componente multi-homogénea de f ¢é
a soma de todos os monomios de f com o mesmo multigrau. O leitor deve ter percebido que com essa
definigdo f é multi-homogéneo se, e somente se, possui uma tunica componente multi-homogénea. Observe

ainda que todo polinémio é escrito como soma de suas componentes multi-homogéneas.

Definigao 1.2.3. Um polinémio f = f (x1,...,x,) € linear na varidvel x;, se x; ocorre com grau 1 em
cada monoémio de f. Um polindmio que € multi-homogéneo e linear em cada uma de suas varidveis €

chamado de multilinear, isto €, f é multilinear se f é multi-homogéneo de multigrau (1,...,1).

Observacao 1.2.1. Como em um polindémio multilinear cada varidvel aparece em cada mondémio de
f=f(z1,...,2n) com grau 1, entio f € da sequinte forma: f = E AoZg(1) - - To(n), €M que ag € F.
O'ESn
Os polinémios multilineares sao de grande importancia para T-ideais em corpos de caracteristica

ZEero.
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Observagao 1.2.2. Se f(x1,...,x,) € linear em uma varidvel, digamos x1, entdo

t t
f<zaiyiax27-"7xn> :Zaif(yi7x27"'axn)a
=1 =1

para o € F, y; € X.

De modo geral, se f(x1,...,x,) € multilinear, entao aplicando o mesmo processo para cada x;,

obtemos

t1 tn t1 tn
f (Z Qg Yiqgy e ooy Z ainyin> = Z iy - vt Z ainf(yila" . 7yzn) .

=1 in=1 =1 in=1
Definigao 1.2.4. Um polinémio f = f(x1,...,z,) € F(X) é dito uma identidade da dlgebra A, se
para quaisquer ai, . ..,a, € A, ocorre:

f(ala"'aan)zo'

Definigao 1.2.5. Seja Id(A) ={f € F(X) | f =0 em A} o conjunto de todas as identidades de A. Se
Id(A) # (0), entao diremos que A é uma PI-algebra.

Pode se mostrar que Id (A) é um ideal bilateral de F'(X). Além disso, Id (A) é fechado por endo-
morfismos de F(X). De fato, sejam f (z1,...,2,) € Id(A),91,...,9n € F(X) e um ¢ € Endp (F(X))

o F(X) — F(X)

Assim,

@(f(x:L?’xn)) :f(go('%j)”SO(xn)) :f(gl77gn) :f(gl (x11’7x2m)77gn(x2177m'57’n))

Note que f (g1 (@iyy--eyZipy)s-vvsGn (Tiyy.-.,Ti,)) = 0 em A, pois para quaisquer ai,...,am € A, te-
mos que g; (ay,...,ay) € A, para todo i = 1,...,n. Logo, f(g1,...,9n) € Id(A). Concluimos que
p(Id(A)) CId(A).

Definigao 1.2.6. Um ideal I de F(X) é um T-ideal se ¢ (I) C I, para todo ¢ € End(F(X)).

Note que se B é uma subéalgebra de A, entao Id (A) C Id(B).

Proposicao 1.2.3. Seja I um T'-ideal de F(X). Entao, I = Id(F(X)/I).

Demonstragao. Seja A = F(X)/I a algebra quociente.

(©) Seja f (z1,...,2,) € I. Vamos mostrar que f € Id(A). Como I é T-ideal, para quaisquer
91s---,9n € F(X), temos que f(g1,...,9n) € I. Assim, se g1 +I,...,g, + I € A, entdo

fla+I,....90+1)=f(91,-..,9n) +1=1=0.

Logo, concluimos que I C Id(A).
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(D) Reciprocamente, seja f € Id(A). Como
[,z +I=f(mi+1,...,2,+1)=0=1

temos que f € I. Portanto, I = Id (A). O

Proposigao 1.2.4. Seja A uma dlgebra gerada como espago vetorial por um conjunto B e seja f =
f(x1,...,2y) € F(X) um polindmio multilinear. Entao, f € uma identidade para dlgebra A se, e somente

se, f(b1,...,bn) =0 para qualquer sequéncia de elementos (by,...,b,) € B.

Demonstrag¢ao. (=) Como f é uma identidade da algebra A, entdao f (ai,...,a,) = 0 para quaisquer

ai,...,a, € A. Em particular, para os elementos de B.

(<) Qualquer elemento a € A ¢é escrito como combinacao linear finita de elementos de B. Sejam
t;

a; = Z ozg-?wji, onde ag) €F, wj,eBei=1,...,n.
Ji=1
Dai, como f é multilinear, pela Observagao 1.2.2, temos que

t1 tn
f(al,...,an) - f Z ag})wjlvv Z ag:)wjn

i1=1 Jn=1
i1 tn
_ (1) (n) , A
= E o’ E o " f (wyy, .. wj,)
Jji=1 Jn=1
t1,...5tn
= E Oéjl-“OéjnO:O.
jl""7jn:1
Portanto, f é uma identidade de A. O

1.3 Variedades

Definigao 1.3.1. Dado um conjunto nao-vazio S C F(X), a classe de todas as F-dlgebras A tal que
f=0em A para todo f €S, é chamado de variedade V = var (S) determinada por S.

Além disso, se (S)p é o T-ideal de F(X) gerado por S, entdao V = wvar(S) = wvar ({(S)r) e

(S)r = ﬂ Id(A) e diremos que Id (V) = (S)r. Quando existe uma algebra A tal que Id (A) = Id(V),
AeV
denotaremos por V = var (A) e diremos que V ¢ a variedade gerada pela algebra A.

Diremos que V é trivial se V é gerada pela algebra trivial {0}, e é dita total se ela é gerada por F(X).
Definicao 1.3.2. A variedade D é chamada de subvariedade de V se D C V.
Proposicao 1.3.1. I é um T-ideal de F(X) <= existe alguma dlgebra associativa B tal que Id(B) =

{feF(X)| f=0em B} éigual al.

Demonstragao. (=) Pela Proposigao 1.2.3, tomando B = F(X)/I, tem-se Id (B) = 1.

(<) Mostramos logo apos a Definigao 1.2.5. O
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Proposicao 1.3.2. Se V = V(S) é uma variedade de dlgebras, entao existe uma dlgebra A tal que
V=V(A).
Demonstragao. Seja o T-ideal (S)r = I. Considerando A = F(X)/I, temos var (A) = V. O

Exemplo 1.3.1. A classe de todas as dlgebras comutativas forma uma variedade propria Vi (S1), com

S1 = {lz, yl}-

Exemplo 1.3.2. A classe de todas as dlgebras nil de expoente n forma uma variedade Vs (S2), com

Sy = {a"}.

Exemplo 1.3.3. A classe de todas as dlgebras nilpotentes de expoente n forma uma variedade, com

Sz ={x1...x2,}. Note que, V3(S3) C Va2 (S52).

1.4 Polindmios Multilineares

Definigao 1.4.1. Seja S um conjunto de polindmios em F(X) e f € F(X). Diremos que f é uma
consequéncia dos polindmios em S (ou seque dos polinémios em S) se f € (S)p, o T-ideal gerado

pelo conjunto S.
Definicao 1.4.2. Dois conjuntos de polindmios sao equivalentes se eles geram o mesmo T-ideal.
Definicao 1.4.3. Duas PI-dlgebras A e B sao PI-equivalentes se Id(A) = Id(B).

Teorema 1.4.1. Sejam F' um corpo infinito, e f (x1,...,x,) uma identidade para uma dlgebra A. Entao
cada componente multi-homogénea de f também é uma identidade de A. Consequentemente, todo T-ideal

sobre um corpo infinito € gerado por seus polinémios multi-homogéneos.

m
Demonstragao. Seja degy, f = m, observe que podemos decompor f (z1,...,%,) = Z fj, em que cada
=0
fj € a parcela de f que tem grau j em relacao a variavel x.
Como F' ¢ infinito, existem distintos elementos «p, ..., o, € F. Por outro lado, como f; é homogéneo
em x1, obtemos que fj (az1,...,2,) = o fj (x1,...,2,), para todo o € F. Assim,

m
flazy, ...,z ... xpn) = Zajfj (T1,...,Tp).
j=0
Como f é uma identidade de A, temos que, para quaisquer Z1,...,T, € A, a € F

m
flazy,...,Ty) :Oizajfj (T1,...,2Tn) = 0.
=0
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Assim, obtemos um sistema de equagdes com m + 1 variaveis, fo, ..., fin:
fo + afi + ..+ af'fm =
fo + afi + ... + a'f;m =
fo + amfi + ... + agpfm = 0.

Vamos analisar se o sistema homogéneo tem solucao néao trivial, isto é, vamos verificar se o deter-

minante da matriz C abaixo é nulo:

1 ay of ag’

1 g o ... o

C=|1 ar o} ay’

1 am a2 o
Sabemos que C' é nao singular se detC # 0. Como detC = detC! = H (a; — ), j& que escolhemos

0<i<j<m
os s todos distintos, temos que detC # 0. Assim, concluimos que fo, ..., f, sdo identidades da &lgebra
A.

Agora, paracada j =1,...,m; t =1,2,..., tomemos fj; a componente homogénea de x2 de grau

t em f;. Aplicando os mesmos argumentos anteriores, obtemos que fj; ¢ uma identidade para A. Fazendo
este processo para cada variavel x;, 1 < ¢ < n, obtemos que cada componente multi-homogénea de f é uma

identidade para A, isto é, fr € (f)7, em que f, Vk, é componente multi-homogénea de f. Por outro lado,

ja que podemos escrever f como soma de suas componentes multi-homogéneas, temos f € (fi,..., fu)T.
De onde concluimos que todo T-ideal é consequéncia de seus polindmios multi-homogéneos. O
Seja f = f(x1,...,2,) um polinémio multi-homogéneo e degs, f = a;, para todo i = 1,...,n.

Seja o polinémio obtido de f,

a1
h(xll,..‘,l‘lal,l‘g,...,:En) = f(IL'H + ... —}—xlal,:cg,...,xn) — Zf(:ﬂli,xg,...,l’n).
=1
As componentes multi-homogéneas de h sao chamadas linearizagoes parciais proprias com respeito a
variavel x1. Entre eles existe linearizagao parcial que é linear em todas as variaveis x11,...,%1q,. LEste
processo pode ser feito em relacao a cada uma das varidveis, e vamos conseguir a linearizagao de f que é
um polindémio multilinear. Ela chama-se linearizagao completa (componente multilinear) do polinémio

f(xll+...+$1a1,...,$n1—i—...—l—$nan).

Exemplo 1.4.1. Multilinearizagao do polinomio f (z) = z™ é

h(wl,...,mn) = Z xg(l) ...xg(n).
O'ESTL
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Exemplo 1.4.2. Multilinearizacio do polinomio f (v1,x9) = x3w9 €

h (y1, 92, T2) = y1y2x2 + Yoy172.

Teorema 1.4.2. Se a caracteristica de F € zero, todo polinémio nao nulo f € F(X) é equivalente a um

congunto finito de polindmios multilineares.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.4.1, podemos supor que f = f (21, ..., xy,) € polindmio multi-homogéneo.
Suponha que f é multi-homogéneo de deg,, f = a;, para todoi=1,...,n.
Seja h (11, -y Tlayy T2y - -« T2agy -« s Tnly - - - 5 Tna, ) & linearizacado completa de f. Pelo Teorema 1.4.1,

temos que (h)7 C (f)r. Agora vamos substituir x;1, ..., s, por x; no polinémio h. Obtemos

Ry, @1, T2,y T2y ooy Ty ey ) = aglag! - an! f (21, .., 20) .

Como a caracteristica de F' é zero, temos que ajlas!---a,! # 0. Logo, (f)r C (h)r. Portanto, (f)r =
(h)T. O

Este teorema nos diz que sobre um corpo de caracteritica zero, se um polinémio f é uma identidade
de alguma &lgebra, entdo podemos supor f multilinear. Pois caso nao seja, podemos multilineariza-lo e o

polinémio multilinear obtido de f gera o mesmo T-ideal que f.

Proposicao 1.4.3. Sejam A e C duas F-dlgebras, onde F' € corpo de caracteristica zero. Se C' € dlgebra

comutativa nao nilpotente, entao, Id(A® C) = Id(A).

Demonstracao. (C) Seja f(x1,...,2,) = Z QoTg(1) " " To(n) Um polinémio multilinear em Id (A ® C').

oESy
Como C' é nao nilpotente, existem ¢;,,...,c;,, € C tais que ¢;, ---¢;,, # 0. Assim, para quaisquer
ai,...,ay € A, temos
O0=fla1®ciy,...,an®¢c,) = Z o (Ag(1) @ Ciyyy)  (Ag(n) @ Ciyy)
€Sy
= D 000y o) @ (Cigqy* Ciyg)
O'ESn

= f(ar,...,an)®ciy ¢, .

Logo, f € Id(A). Pelo Teorema 1.4.2 segue que Id (A® C) C Id(A).

(D) Se B4 e B¢ sao bases para A e C respectivamente, sabemos que B = {a®b |a € Ba e b€ Bc}
é base para A ® C. Seja f(z1,...,2,) um polindmio multilinear em Id(A4). Se ai,...,a, € By e

Cl,-..,Cn € Beo, temos
flar®eci,...,an®cp) = flar,...,an) @ fle1,...,cn) =0®¢j, - ¢, = 0.

Pela Proposigao 1.2.4, temos f € Id(A ® C) e portanto, Id(A) C Id(A® C). O
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O simbolo ” @ ” denota no texto, a soma direta de algebras e o simbolo ” + 7 a soma direta de

subespacos vetoriais.

Lema 1.4.4. Sejam A e B dlgebras sobre F. Entao, Id (A& B) = Id(A)N1d(B).

Demonstragao. Seja f (x1,...,x,) um polindmio multilinear tal que f € Id (A) NId(B). Para quaisquer
a1 +b1,...,an+b, € A®B,emque ay,...,a, € Aeby,..., b, € B, temos que f (a1 + b1,...,an + by) =
flai,...;an) + f(b1,...,b,) =040 =0, pois A @ B é soma direta de algebras e f € Id(A) N Id(B).
Logo, Id(A)NId(B) CId(A® B).

Id(A® B) CId(A)NId(B), pois A,BC A® B e assim, Id (A® B) C Id(A), Id(B). Portanto,

concluimos a afirmacao. O

Note ainda que se A, B sao Pl-algebras tais que A = B, entao Id(A) = Id(B).

1.5 Anéis e Mo6dulos

A maioria das demonstracoes desta se¢ido nao fazem parte do objetivo principal do trabalho; assim,

muitas dessas demonstracoes serao omitidas. O leitor interessado pode consultar |14].
Definigao 1.5.1. Seja R um anel. Um conjunto (M,+) com operagao bindria definida nele, chama-se
R-mo6dulo (médulo sobre R) a esquerda, se:

1. (M,+) € grupo abeliano;

2. Para qualquer m € M er € R tem-se rm € M;

3. (r1 +1r2) m =rim+ rem, para quaisquer m € M,ri,r9 € R;

4. r(my +mg) = rmy + rmg, para quaisquer my,mg € M,r € R;

5. (rire) m = ry (ram), para quaisquer m € M,ry,r2 € R.

A definicao de R-moédulo a direita é analogo, mas agora R age em M pelo lado direito.

Um R-modulo & esquerda M chama-se unitario se satisfaz 1pm = m, para todo m € M (se R é
unitario).

Observe que se R = F' é um corpo, entdo um R-mé6dulo é um espago vetorial. Assim, uma algebra

é¢ um F-modulo.

Note que todo anel (algebra) R é um modulo sobre si mesmo. Chamaremos tal moédulo de médulo

regular a esquerda (a direita respectivamente).

Exemplo 1.5.1. Seja R = M,, (F) o anel de matrizes. Note que My = Myx1 (F) e Mo = My (F) sao

R-mddulos a esquerda e a direita respectivamente.

Definicao 1.5.2. Um subconjunto N < M de um R-mddulo M €é um submddulo se N é um R-mddulo

com as operacoes induzidas de M.
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Consideraremos R-modulos a esquerda e omitiremos o nome a esquerda, mas tudo pode ser feito

para R-modulos a direita.

Definigao 1.5.3. Seja R um anel unitdrio. Um R-mddulo M chama-se semissimples se todo submddulo
de M € um somando direto: para todo N < M, 3 P<M: M =N & P.

Definigao 1.5.4. Um R-mddulo M # (0) chama-se simples se nao possui submddulos proprio.

Note que todo médulo simples é semissimples.

Proposigao 1.5.1. Sejam R um anel e M um R-mddulo. M ¢é semissimples se, e somente se, M é soma

direta de submddulos simples.

Demonstragao. Ver [14], Proposic¢ao 8.42. O

Definigcao 1.5.5. Seja R um anel unitdrio. Diremos que R é semissimples se R € semissimples como

R-mddulo.

Pela Proposicao 1.5.1, se R é um anel semissimples, entdo R é uma soma direta finita de ideais

a esquerda minimais, ou seja , R = @;-L:l] j, em que I; sao ideais a esquerda minimais de R.

Proposigao 1.5.2. Seja R um anel unitdrio semissimples. Entao, R= B1&®...® B, em que By, ..., B

sao ideais minimais bilaterais de R.

Demonstragao. Ver [14], Lema 8.61. O

Proposigao 1.5.3. Seja R um anel unitdrio. Se R € anel semissimples, entdao todo R-mddulo é semis-

simples.

Demonstragao. Ver [14], Corolario 8.4.3. O
Definigao 1.5.6. Uma dlgebra A diz-se simples se naio possui ideais bilaterais proprios e A% # {0}.

Exemplo 1.5.2. As dlgebras My, (F') e My (F) sao simples, pois pelo Exemplo 1.1.15, ndo possuem

ideais bilaterais proprios.

Toda &lgebra simples é semissimples. Pela proposigao anterior, qualquer moédulo sobre M, (F') é

semissimples, este resultado sera usado no Capitulo 5.

Proposicao 1.5.4. [Teorema de Mascke| Sejam F um corpo de caracteristica zero e G um grupo finito.

Entao, FG € semissimples.
Demonstragao. Ver [11], Teorema 1.9. O

O Teorema de Mascke sera de grande importancia no Capitulo 3, em que apresentaremos alguns
resultados sobre a algebra de grupo F'S,,, pois como F é de caracteristica zero, teremos que F'S,, é

semissimples, ou seja, é escrita como soma direta finita de ideais minimais bilaterais.



Capitulo 2

Polinomios Alternados e Simétricos

Neste capitulo, apresentaremos caracterizacoes e exemplos de dois polindémios que nos darao su-
porte para trabalhar com o polinémio tipo Amitsur-Capelli. Mostraremos também algumas identidades

que sdo satisfeitas por algebras de dimensao finita, principalmente as 4lgebras de matrizes.

2.1 Polindbmios Alternados

Definigao 2.1.1. Seja f = f (z1,...,2n, Y1, ..., yt) € F(X). Diremos que f é alternado em z1,...,z,

se, para cada o € S,, ocorre f(ma(l),...,xa(n),yl,...,yt) = sgn (o) f(x1,...,Tn,Y1,--.,Yt), em que

sgn (o) € o sinal da permutagao o.

A proposicao a seguir caracteriza os polindémios alternados.

Proposicao 2.1.1. Seja f = f(x1,...,Zn,¥1,---,49) € F(X). Entao f € alternado em x1,...,x, se,

e somente se, f(T1,...,Tn,Y1s---,Yt) = Z sgn(7)g (357(1)7 e () YL s yt) para algum polinémio
TESn
g € F(X).

Demonstragao. (<) Seja

f(xla'°'7xn7y17"‘7yt) - Z Sgn(T)g(xT(l)”"’xT(n)vylv'”vyt)v
TGSn

para algum polinémio g € F(X). Mostraremos que f é alternado. De fato, para qualquer o € S,

f (wg(l)v' : '7xa(n)>y17"'>yt) = Z sgn (T)g (wU(T(l))a" '7x0'(’r(n))7y1>"'7yt)>
TES’,L

consideraremos m = o7, quando T percorre S, teremos que m também percorre S,. Assim,

F @y Toy s ye) = sgn(07) Y sgn(m) g (Ta(1)ys - Tn(uys Y, - -5 Ye)
TESH

= sgn(o) f(x1, ., Tny Y1y, Yt) -
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Portanto, f é alternado em z1,...,x,.

(=) Reciprocamente, suponha que f seja alternado em z1,...,z,, e consideremos o seguinte po-

linémio

1
g(xlv"'a$n7y17"'7yt) = Ef(xlv"'al‘n)yl"")yt)'

Temos
2
Z Sgn(T)g(w(T(l))v"'737(T(n))7y17"'7yt) = % Z Sgn(T) f(mlr"?xnayla"'ayt)
TESn TESn
= f(xl)"'amnvylu"'vyt)‘
Portanto, segue o resultado. O
Corolario 2.1.2. Se f (z1,...,Zn,Y1,...,Y) € alternado em x1, ..., x, entdo, quando substituirmos x; =

xj, f setorna um polindmio nulo.

Demonstrag¢ao. Primeiro observe que, para qualquer transposi¢ao (i j) de S,, tem-se que o conjunto
de permutagoes impares A/ é igual a (i j)A,, em que A, é o grupo alternado. Além disso pode-se
decompor S,, da seguinte forma, S, = A}, U A,,. Seja f(x1,...,Zn,y1,...,y:) alternado em x1,...,2,.

Pela proposigao anterior,

f($1)'"7$i>"'7xj7"'7$n7y1)"'7yt) = Z Sgn(T)g(xT(l)v"'7$T(i)7"'7$’r(j)a"">$T(n)ay17"'ayt)7

TGSn
para algum polindmio g € F(X). Assim,
o, @iy Ty Ty Y1, ) = Z sgn(T)g(xT(l),...,xi,...,xj,...,xT(n),yl,...,yt)
TESK
- Z sgn(’]_—)g(x'T'(l)M-'axiw"7xj7"'7xf(n)ay17'"ayt)
FEA,
+ Zsgn(T')g(a;T/(l),...,a:i,...,a:j,...,xT/(n),yl,...,yt)
T'eA],
- Z Sgn(%)g(:U?(l))"'71‘2'7'")J:j?"wx?(n)ﬂyl)’"7yt)
€A
- Z Sgn(%)g($?(1)7'"a:Ej’"-7xi7'-'7$7_'(n)’y17'"ayt)
TEA,
= f(xlv <y L, y Ly 7xn) =0
E segue o resultado. O

Observagao 2.1.3. A reciproca do Corolario 2.1.2 é verdadeira se f = f(x1,...,%n,Y1,...,Y) for

linear em cada x;, t=1,...,n.

Observagao 2.1.4. Seja f = f(x1,...,%n, Y1, ---,Yt) um polindémio linear em cada x1, . .., T, € alternado

nessas varidveis. Se oy, - iy -+ iy -+ - Ti, € um mondmio em f, ent@o o monomio x;, - Ty, - Tiy - Ty

n
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aparece em f, com coeficiente —a. Assim, por um processo de induc¢do, para qualquer o € S, 0 monémio

o) Ligy ** Tigy " Lig(n) GPATECE EM f com coeficiente sgn (o) a.

Definigao 2.1.2. O polinémio Capm, (T1,. .., Tm; Y1y« s Ym—1) = Z sgn(0) To)Y1T0(2) " * Ym—1To(m)
UGSm
€ chamado o polindmio de Capelli de posto m ou o m-ésimo polin6mio de Capelli.

Consideraremos (Capj)r o T-ideal gerado pelo polinémio de Capelli e por todos os polinémios
obtidos de Capy, ao substituir em cada conjunto de variaveis y; igual a 1. Note que existem 2! tais

polinomios. Se A é unitaria, entao (Capy)r = (Cap) .

Definigao 2.1.3. O polinomio Sty (z1,...,Tm) = Z 89N (0) Ty(1) "+ To(m) € chamado polinémio
O’ES’m

standard de posto m.

Exemplo 2.1.1. Pela Proposigao 2.1.1, os polinomios Capy, (1, .., Tm; Y1y - -« Ym—1) € Stm (T1, ..., Tm)

sao alternados em x1,...,%Tpm.

Para as duas proposigoes seguintes vamos supor que a algebra livre F(X) seja unitéria, isto é,

vamos considerar o mondmio vazio.

Proposicao 2.1.5. Se f € F(X) € um polinémio alternado em x1,...,%y, e linear em cada x1,. .., Ty,
entao
f= Z Qg wm WoC AP (T1, ..o, T W, .o, Win—1) Wy
WO - ey Wi,
€ uma combinagao linear do polinomio de Capelli, em que wg, ..., Wy, SGo convenientes mondmios em
F(X).
Demonstragao. Seja BwoTi, WiTi, - .. Wyp—1%;,, Wy Uum mondémio em f, em que 8 € F e wo,...,Wn, sS40

adequados monémios em F'(X) obtidos das variaveis restantes que aparecem em f, podendo ser até mesmo

triviais. Pela Observagao 2.1.4, para qualquer o € S;, 0 monoémMio WeZ;, (1)W1Ti,(2) - - - Win—1Ti, (m)Wm

aparece em f com coeficiente sgn (o) B. Entao, woCapy, (1, ..., Tm, W1, ..., Wn—1) Wy, ¢ um somando de
f com coeficiente 3. Portanto, f é combinacdo linear de polinémios desta forma. O
O leitor deve ter percebido que, pela proposicao anterior, se f é alternado em 1, ..., 2 e linear

em cada uma dessas variaveis, entdo f € (Cap})r, mesmo a algebra nao sendo unitaria. Note também
que Sty € (Capy)r. Mas mostraremos no capitulo seguinte que se A satisfaz o polindmio standard nao

necessariamente satisfaz o polinémio de Capelli do mesmo posto.

Proposicao 2.1.6. Seja f (x1,...,2y,) € F(X).
1. Se f(x1,...,2m) € um polinémio alternado em x1,...,x,, e multilinear de grau m, entao
f=aStn (x1,...,2m),

para algum o € F.
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2.
m—+1 '
Stm+1 (1, Tmt1) = Z(—l)HlxiStm(xl,...,i:i,...,:cm_,_l), em que
=1
Stm(ibl,...,i'i,...,merl) = S’tm(xl,...,xi,l,le,...,meﬂ).

Portanto, se St,, é uma identidade para uma dlgebra A, entdo St,,4+1 também é uma identidade

para A.

Demonstragao. O item 1 é um caso particular da proposi¢ao anterior, em que w;s sao triviais.

Primeiro observe que podemos decompor Sy,11 por S{US,U...US; |, em que

Si={r(1ii—1...2) |7€8,(1,2,...;i—1i+1,....om+1) =5} C Spp1, Vi=1,...,m+ 1.
Dali,

Stimt1 (.1‘1, s ,l’m+1) = Z sgn (U> Lo(1) " Lo(m+1)
oESm+1
m—+1
= Z Z sgn (Ul) Loi(1) """ Loy (m+1)
i=1 o,e8
m—+1
= Z sgn (m;) z; Z sgn (Ti)!ET,-a) T =D T (1) T Try(mA41)
i=1 -
m+1 .
= Z (—1)2—1—1 xiStm (:Ul,...,@i,...,xm+1),
i=1
emquem=(lii—1 ... 2)eo0; =mrm. dJ
Proposicao 2.1.7. Sejam f (z1,...,Tnt1,Y1,--.,Yt) um polinémio alternado em x1,. .., Tpy1, linear em
cada x1,...,Tpy1. Se A é uma dlgebra de dimpA= n, entdo A satisfaz o polinémio f.
Demonstragao. Sejam C' = {ay,...,ant+1} € A um conjunto qualquer sobre F, e by ...b; € A. Como C é
n+1
linearmente dependente sobre F', suponhamos que a; = Z o;a;, em que o € F. Assim,
i=2

n+1 n+1 n+1
f Zaiai,ag,...,an+1,b1,...,bt = Zaif(ai,ag...anﬂ,bl,...,bt) = ZO = 0,
=2 =2 ]

a primeira igualdade segue de f ser multilinear em x1,...,Z,11, € a segunda igualdade segue de f ser

alternado em z1,...,x,4+1. Logo, A satistaz f. O

2.2 Polindbmios Simétricos

Definigao 2.2.1. Seja f = f(x1,...,Zn,y1,---,4t) € F(X). Diremos que f € simétrico em z1,...,z,

se, para cada o € Sy, ocorre f (:cg(l),...,a;g(n),yl,...,yt) = f(x1,. o, Tny Y1y Yt).

O seguinte resultado caracteriza todos os polinémios simétricos.
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Proposicao 2.2.1. Seja f = f(z1,...,&n,y1,...,yt) € F(X). Entao f é simétrico em x1,...,x, Se, e

somente se, f(T1,...,Tn, Y1,y---,Yt) = Z g (:UT(l), s D) YLy - - - ,yt) para algum polinémio g € F(X).
TESH

Demonstragao. (<) Seja

f(xla"wxn?ylw"?yt) = Z g(':UT(l)?'"7x7'(n)7y17"'7yt)7
TESn

para algum polinomio g € F(X). Mostraremos que f é simétrico. De fato, V o € S,,,

F(Toqys s Ta(n)y, Yis -5 Yt) = Z 9 (Zo(r(1))s - To(r(n)» Yis - Yt),
TESK

consideraremos m = o7, quando T percorre Sy, teremos que 7w também percorre S,. Assim,

f(’:UO'(l)?'"7$U(n)7y17“‘7yt) = Z g(xﬂ(l)v"'7x7r(n)7y17"'7yt) = f(xlw"axnvylv"'?yt)'
TESy

Portanto, f é simétrico em x1, ..., xy,.

(=) Suponhamos que f seja simétrico em x1, ..., z,. Consideremos

1
g(xlv"'amn,ylw"’yt) = Ef(xla"'a'xn,yla“')yt)'

Temos
Z.g(xT(l):"'?xT(n)vyl?'"ayt) = % Zf(x'r(l)a"'7$T(n)ayl7"'7yt)
TESY TESH
= f(xla"wxnayl?"'ayt)'
Concluimos o resultado. O

Exemplo 2.2.1. Pela Proposigao 2.2.1, o polinémio f (z1,...,z,) = Z To(1) " To(n) € um polindmio
gESy
multilinear e simétrico em x1,...,Ty.

2.3 Exemplos de Identidades Matriciais

Exemplo 2.3.1. A dlgebra de matrizes M,, (F') satisfaz Cap,2,1 e St,21.

Demonstragio. E consequéncia da Proposigao 2.1.7, pois dimM,, (F) = n?. O

Proposicao 2.3.1. Cap,2 nao é uma identidade para M, (F'), mas € satisfeito por qualquer subdlgebra
propria de My, (F).

Demonstracao. Considere a seguinte substituigao:

T1 =€11y+--,Tn = €ln, Tntl = €21,---,L2n = €20, --.,Tp2 = Epn,
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todas distintas. Como y; estd entre as varidveis z; e w11, se T; = e € Tiy1 = €1y, entao considere
y; = eg¢. Observe que, para qualquer o € S, e 0 # ¢, em que € é a identidade de S),, temos pelo menos

um produto do tipo e; je;; =0, t# j. Assim, o Ginico termo nao nulo sera o

€1,1€1,1€1,2€2/1 * * * € k€k,i€ik+1 """ Enn = €ln-

)

Dai,

Cappz (e1,1,€12, -+, Enns €1,1,€21,---,€n1) = €l n.

Logo, M,, (F') nao é uma identidade para Cap,2. Por outro lado, qualquer subalgebra propria de M,, (F')
possui dimensdo menor que n?. Assim, pela Proposicao 2.1.7, qualquer subalgebra propria de M, (F)

satisfaz a identidade de Capelli de posto n?. O

Proposicao 2.3.2. My (F) nao satisfaz qualquer identidade de grau < 2k.

Demonstracao. Seja f um polindmio de grau menor que 2k. Como a caracteristica de F' é zero, suponha f
multilinear e também f = f (z1,...,2o,—1); assim, é suficiente fazer as substituigoes apenas nos elementos
da base de My, (F'). Seja

[, wop1) = Z QoTa(1) """ To(2k—1)

0€Sok_1

com a1 # 0. Fazendo a seguinte substitui¢do matricial

T1=€11,. .., T2 = €41, T241 = €p4141, t=1,...,k — 1.

Substituindo em f, obtem-se

f(e11,e12,e22, ..., ep_1kekk) = crery # 0.
Portanto, f nao é uma identidade para My, (F'). O]
Teorema 2.3.3. [Amitsur-Levitzki] A dlgebra My, (F') satisfaz a identidade standard Stoy.

Demonstracao. Faremos a demonstragdao no Capitulo 4. O

Pela Proposicao 2.3.1, My (F) nao satisfaz a identidade de Capelli de posto 2k. Portanto, o

polinémio de Capelli e o polinémio standard do mesmo posto nao sao Pl-equivalentes.

Exemplo 2.3.2. Seja

Mg, (F) Bia Bim
0 M, (F Bom
UT (dla . 7dm) = d2.( ) 2 )
0 0 My, (F)
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em que
air a1z - Qld;
Q21 Q22 - A24;

Bij = ;
ad;1 ad;2 - Qdd;

em que ag; € F para qualquer k = 1,....d;, t =1,...,d; ei < j. A dlgebra UT (di,...,dn) € uma
subdlgebra de My (F), em que d =dy + ...+ dy,. Observe ainda que

B:Blg++Blm+ng++B2m+—l—B(m_l)m

é um ideal bilateral e nilpotente de UT (dy, ..., dp).

Lema 2.3.4. A dlgebra de matriz triangular superior A = UT (dy,...,dy) satisfaz a identidade St =
0= k>2(di+...+dp)

Demonstracao. Pelo Teorema de Amitsur-Levitzki, A satisfaz a identidade Stoq, em que ¢ = di +. ..+ d,
pois A é subélgebra de M, (F). Mostraremos que A nao satisfaz a identidade Sta,—1. De fato, A contém
as matrizes elementares, e1,1,€1,2,€22,€23, ..., €9—1,4;€q,q de My (F'). Assim, ao substituirmos, obtemos
Stog—1(€1,1,€1,2,€22,€23,€33,...,€9-14,€qq9) = €14 7 0. Portanto, A nao satisfaz identidade St, para

p < 2q. O



Capitulo 3

Representacoes de S, e as Tabelas de

Young

Neste capitulo, falaremos rapidamente sobre a Teoria de representacoes de grupos finitos, depois
nos restringiremos ao grupo simétrico. Apresentaremos, um pouco, a teoria desenvolvida por Young
através dos diagramas. Ja vista as representagoes de .S, prosseguiremos definindo o polinémio tipo
Amitsur-Capelli e caracterizando as algebras que satisfazem tal polindmio. As demonstragoes omitidas
neste capitulo podem ser encontradas em |[7], [11] e [12]. Iremos considerar F, de caracteristica zero e

algebricamente fechado.

3.1 Representagoes de Grupos Finitos

Consideraremos nesta se¢ao apenas algebras unitarias e modulos & esquerda.

Definicao 3.1.1. Sejam A uma F-dlgebra e V' um F-espacgo vetorial. Um homomorfismo de F-dlgebras
p: A — Endp (V) tal que ¢ (14) = 1gnap(v) € chamado de uma representacgao de A sobre F' com

espago de representacao V.

Se dimp (V) = n, n diz-se o grau da representagao .

Definigao 3.1.2. Sejam G um grupo finito, V. um F-espaco vetorial e denote por GL (V) o grupo das
transformagoes lineares invertiveis. Um homomorfismo de grupos f: G — GL (V) é chamado de uma

representagao de G com espaco de representacao V.

Se dimp (V) = n, n diz-se o grau da representagao f.

Definigao 3.1.3. Seja A uma dlgebra sobre F. Duas representacoes p: A — Endp (V) e ¢p: A —
Endp (W), em que W,V sao F-espagos vetoriais, chamam-se equivalentes, se V e W sao isomorfos

como A-mddulos.

Definigao 3.1.4. Seja G um grupo finito. Duas representacoes f: G — GL(V) e h: G — GL (W)

em que W,V sao F-espacos vetoriais dizem-se equivalentes, se V e W sao isomorfos como FG-maddulos.
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Seja f: G — GL (V) uma representacao de G. Podemos estender f para F'G pondo

© FG — Endp(V)

Zagg — Zagf(g) .

geG geG

Note que ¢ é uma representacao de F'G.

Reciprocamente, se ¢: FG — Endp (V) é representacao de F'G, podemos definir

f: G — GL(V)
g — o(lpg)

que é uma representacao do grupo G.

Seja M um F'G-mo6dulo. Podemos ver M como um F-moédulo, ou seja, um F-espaco vetorial. De
fato, primeiro note que, para cada m € M e X € F, temos que Am = (Alg)m € M. Agora, para cada

€ € F'G, definimos a aplicagao
Ye: M — M

)
m = €m

em que ¢, € Endp (M). Assim, a aplicagao

¢: FG —» Endp (M)

€ +— Ve
é um homomorfismo de F-algebras, ou seja, ¢ é uma representagdo de F'G com espago de representagao
M.

Isto nos diz que cada F'G-mo6dulo M dé origem a uma representacao de F'G. Por outro lado, se
¢ : FG — Endp (M) é uma representagao de FG com espago de representacao M, podemos dar a M
uma estrutura de F'G-moédulo, definindo para quaisquer m € M, € € FG: em := (¢ (€)) (m).

Definigao 3.1.5. Uma representacdo f do grupo finito G com espaco de representac¢ao M diz-se com-

pletamente redutivel se M ¢é FG-mddulo semissimples. FE chama-se irredutivel se M ¢é simples.

Considere V um FG-modulo de dimensao finita sobre F'. Sabe-se que GL (V') é isomorfo ao grupo

de matrizes nao singulares n x n sobre F'. Isso induz a seguinte definigao.
Definigao 3.1.6. Sejam G um grupo, V um F-espago vetorial de dimensao n e ¢: G — GL (V) uma
representacio de G. A funcdo definida por

x: G — F
g — tr(¢(9))

€ chamada de caracter da representacdo ¢ en é chamado de grau do caracter x.

Recorde que o trago de matriz tem as seguintes propriedades: tr(A+ B) = tr (A) + tr(B) ,
tr (AB) =tr (BA) e tr (AA) = AXtr (A), VA E F.
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Vamos mostrar que y nao depende da escolha da base de V. Sejam B = {v1,...,v,} e C =

{wy, ..., w,} duas bases para V.

Sejam ¢: G — GL (V) uma representagao e A,Y as matrizes associadas ao operador linear ¢ (g)
na base B e na base C' respectivamente. Recordemos que existe uma tnica matriz de passagem P tal
que Y = P7YAP. Assim, tr (A) = tr (PYP_l) =tr (P_lPY) = tr (Y). Logo, caracter nao depende da
escolha da base de V.

Diremos que x é um caracter irredutivel se ¢ for uma representacao irredutivel.

Definigao 3.1.7. Uma fungao de classe sobre um grupo G € uma fungao f: G — F que € constante
sobre as classes de conjugagao: se g ~ g1 = f(g) = f(g1). Denotaremos por CF (G) o conjunto das

funcoes de classe de G.

Como vimos acima, os caracteres sdo invariantes por conjugacao. Logo, pertencem a CF (G).

Pelo Teorema de Mascke, F'G é semissimples, isto é, FG = @,FGe;, em que e; é um idempo-
tente minimal central ortogonal, que gera um ideal bilateral minimal. O seguinte teorema nos permite

determinar e;.

Proposicao 3.1.1. O idempotente minimal central ortogonal é dado por:

e = |G|Z><@ 16)xi(97") 9,

geG

em que x; € um caracter irredutivel.

Demonstragao. Ver [11]|, Teorema 2.12. O

Proposigao 3.1.2. [Primeira relagio de ortogonalidade| Sejam x;,x; € Irr (G).

sz g) =0y,

g€G

em que Irr(G) sao os caracteres irredutiveis do grupo G.
Demonstragao. Ver [11], Corolario 2.14. O

O que sugere a seguinte definigao.

Definigao 3.1.8. Sejam ¢, p € CF (G). Definimos o produto interno:

b, ¢ ‘G|Z¢>

geG

Essa defini¢ao, juntamente com a Proposigao 3.1.2, nos diz que se dois caracteres irredutiveis

sao ortogonais, entdao o produto interno deles é nulo.
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Proposicao 3.1.3. Suponha que F seja um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero e
My, ..., My € lista completa de representacoes irredutiveis de G nao equivalente com caracteres X1, - .-, Xk,
respectivamente. Seja ¢ : G —» GL (M) uma representac¢io de G e escreva M = miMy @ ... ® mp My,

com m; > 0. Entao:

k
1oXp =Y mixi;
=1

2. (X¢,Xi) =m; ¥ i;

k

3. (XorXo) = > _mi;

=1

4. Xg¢ € irredutivel se, e somente se, (x¢,X¢) = 1;
5. seja ¢ outra representacao de G, entao ¢ € equivalente a ¢’ se, e somenente se, Xy = Xo/;

6. |Irr (G)| € igual ao nimero de classes de conjugacao do grupo G, em que Irr (G) sao os caracteres

irredutiveis de G;

7. seja G' o subgrupo derivado do grupo G. O nimero de caracteres lineares de G, isto €, caracteres

de grau 1, € igual a |G : G'|.

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [11]. O

Exemplo 3.1.1. Seja G = S,,. Recorde que G' = A,; assim, |S, : Ap| = 2. Considere os sequintes

homomorfismos de grupos

v: Sy, — GL(C) v: S, — GL(C)

o — sgn(o)l T — 1
Ambas sdo representagoes lineares. Logo, pela Proposicao 3.1.3, sdo as tinicas.

Exemplo 3.1.2. Pelo exemplo anterior, x, (o) = sgn (o) 1lc e x4 (o) = 1¢, 0 € S, sdo os caracteres

correspondentes a @ e 7y respectivamente. Além disso, sao os unicos caracteres lineares de S, .

3.2 O Grupo Simétrico S5,, e as Tabelas de Young.

Os conceitos apresentados nesta segdo podem ser vistos em [7]| (na Se¢ao 2.2 e Secao 2.3).

Definigao 3.2.1. Seja n > 1 um inteiro. Uma sequéncia de inteiros nao-negativos, A = (A1,...,A\g), €

uma particao de n se, e somente se, satisfaz:

1A =2 Aiy1, Vi1
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Denotamos por A+ n e h(\) = k.

Se k = 1, entdo A\; = n e denotaremos a particado A = (n). Se A\; = ... = Ay = d, denotaremos
A = (d¥), em que n = kd.

Denotaremos por P (n) o conjunto de parti¢oes de n, e por C = {Ci,...,C,} o conjunto das classes
de conjugacao de S,. Recordemos que dois elementos de .S, estdo na mesma classe de conjugacao se, e

somente se, eles possuem o mesmo tipo ciclico.

Lema 3.2.1. Hd uma bije¢ao entre C e P (n).

Demonstragao. Seja m € S,. Recorde que qualquer elemento de S, pode ser representado por produto

de ciclos disjuntos de S,,, isto é , m = (zjlL .. zlll) (z% . 1122

) .. (zﬁ .. ift), em que 7, sdo todos nimeros
naturais entre 1,...,n, distintos. A decomposi¢dao é tnica a menos de ordem dos fatores. Vamos pedir

que o comprimento de cada ciclo obedeca I, > lx4+1, 1 <k <t — 1. Dessa forma, podemos definir

f: ¢ — P(n)
Ty — (ll,...,lt)’

em que m; = (z% ... zlll) (z% e 2122) - (z’i e zft) , 1 < j <r érepresentante da classe de conjugacao C;
t

tal que satisfaca I > lp11, 1 <k <t—1. Se Z l; < m, entao completamos 7; com ciclos de comprimento
1

t
um, isto é, m; = (z% z}l) (z% 2122) (ztl zft) (s1)-..(8y), Sy # iz, até obter Zli +v = n, caso
i=1
contrario, deixe 7; da forma inicial.

Como dois elementos de S, que estao em uma mesma classe de conjugacao possuem o mesmo
tipo ciclico, temos que f estd bem definida. Vamos mostrar que f é bijecdo. Sejam « e 3 os respectivos

representantes das classes de conjugagao C; e C;. Suponha que

fla)=f(B) =, 1)

Isso significa que o e § tem o mesmo tipo ciclico, mas duas partigbes que tem o mesmo tipo ciclico sao

conjugadas, isto é, pertencem a mesma classe de conjugagao; assim, j = i. Logo, f é injetiva.

Vamos mostrar que f é sobrejetiva. Seja A = (I1,...,l,) € P(n), considere
r=02...0h)hL+1...b+k)...(h+l+...+ L 0+1...h+...4+1) € Sp.
Assim, f (m) = A. Logo, f é sobrejetiva. Portanto, f é bijetiva. O]

Recorde, pela teoria de representacdes de grupos finitos, que o nimero de caracteres irredutiveis
de um grupo é a ordem do conjunto de classes de conjugacao desse grupo. Como em S,, o nimero de
classes de conjugacgao ¢ igual ao nimero de particdes de n, temos, por consequéncia, que existe uma

correspondéncia bijetiva entre os Sy,-caracter irredutiveis e as parti¢oes de n.
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Denotaremos por x) o Sy-caracter irredutivel correspondente a particdo A - n e por dy = x (1)

O seu grau.

Lema 3.2.2. ¢) = Z X (0) 0 é um quase idempotente central da dlgebra F'S,,.
0ESH

d . -
Demonstracao. Seja e = % Z XA (a_l) o= n—);e)\ o idempotente ortogonal da Proposigao 3.1.1, em
0ESh )
que dy é o grau do caracter irredutivel y) associado & particdo A - n. Note que (o~ 1) = x\(0), para

1

todo 0 € S, e AF n, pois 0 e 07" sdo conjugados em S,. Entao

Portanto, ey é um quase idempotente.

Agora mostraremos que é central. E suficiente verificarmos que e, comuta com os elementos da

base de F'S,,. Seja m € S, entao

Tey = Z xx(0)o = Z X (0) ror 'm = Z X\ (7T_17"/T) T

€S oc€Sn TESK
= Z X (T) T = ey
TESK
Portanto, ey é quase idempotente central. O

Proposicao 3.2.3. [[7], Proposi¢ao 2.2.2.] Sejam F um corpo de caracteristica zero e n > 1. Entdo

FS, =P =P M., (F),

AFn AFn

em que Iy = exF'S, = Mgy, (F) € ideal minimal bilateral de FS, e ey = Z X (0)o € um escalar
O'ES'!L

multiplicado pela unidade de Iy.

Definigao 3.2.2. Seja A = (M\1,...,A\x) F n. O diagrama de Young associado a A é o subconjunto
finito de Z x Z definido como Dy = {(i,j) € ZxZ |i=1,...,k, j=1,...,\}. O diagrama de Young
associado a X\, € constituido de n boxes distribuidos de modo que se tenha k linhas de boxes dispostos

lado a lado, os primeiros boxes a esquerda de cada linha sejam colocados um abaizo do outro para cada

t=1,...,k e o numero de boxes da i-ésima linha seja \;.
)\1 bozes
)\2 bozes
D, =
Ak boxes
Para cada parti¢ao A, denotaremos por A = (X\],...,\.) a particdo conjugada de X\ tal que

Yy..., AL sdo os comprimentos das colunas de D). Logo, Dy é obtido de D) através de reflexdo de D)
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em relacao a diagonal principal.

Exemplo 3.2.1. Se A = (2,2,1), entdo N = (3,2) e Dy é:

Dy =

Definigao 3.2.3. Seja A - n. Uma tabela de Young T\ do diagrama Dy é um preenchimento dos boxes

de Dy com inteiros 1,2,...,n. Diremos também que Ty € uma tabela de tipo .

Note que existem n! tabelas distintas do tipo A.

Definicao 3.2.4. Uma tabela T, do tipo \ € standard se os inteiros em cada linha e em cada coluna de

Ty crescem da esquerda para direita e de cima para bairo, respectivamente.

Exemplo 3.2.2. Seja A = (3,2,1,1,1). A seguinte tabela é standard.

T

BEOOE

O seguinte teorema mostra uma relagao entre as tabelas standard e o grau dos S),-caracteres

irredutiveis.

Teorema 3.2.4. [[7], Teorema 2.2.6] Seja A+ n. O nimero de tabelas standard do tipo X € igual ao grau

do caracter irredutivel correspondente a A, x .

Dado um diagrama Dy, A b n, identificaremos um box de Dy como o correspondente ponto (i, 7).

Por exemplo, o segundo box da primeira coluna tem coordenada (2,1).

Dada qualquer tabela T do tipo A F n, denotaremos Ty = D) (a;j), em que a;; é o inteiro no box
(i,7). Entao,

Definigao 3.2.5. O estabilizador-linha de T) €
RTA - S)q (ally aiz, ... 7a1/\1) X ... X S)\k (akhaka ce. ,akkk) )

em que Sy, (i1, @2, - .., ai,) denota o grupo simétrico que age nos inteiros a1, a2, - . ., a;y,;. Logo, Rr, €

o subgrupo de S, constituido de todas as permutacoes que deixa invariante as linhas de T).

Definicao 3.2.6. O estabilizador-coluna de T) é

Cry, = Sy, (a11,a21,---,ax11> X ...X Sy (a1A1702A1,---,a,\;A1) )

em que N = (N|,..., X)) € a particao conjugada de . Crp, é o subgrupo de Sy constituido de todas as

permutacoes que deiza invariante as colunas de T,.
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Exemplo 3.2.3. Para as sequintes tabelas standard

T)\l = e T)\Q =

Obtemos os respectivos estabilizadores de colunas e linhas:

-
>
[int

I
A

—~

—

w
—~

[\
~
—~~

—_

)B)2)} e Ry ={(12)(3),(1)(2)B)};
)2)B)} e Ry, ={(13)(2),(1)B3)2)}-

$
>
M)
I
—~
—_
[\
~— ~—
—
w
~—
—
—_

Definicao 3.2.7. Para uma dada tabela T, definimos o quase idempotente correspondente a A\ = n

er, = Z Z (sgnt)oT.

O'ERTA TECT)\

por

Lema 3.2.5. 62TA = er,, em que y = % .
Demonstragao. Ver [12]|, pagina 106. O

Seja m € Rr,, entao

e, = Z Z (sgnt) moT = Z Z (sgnT) o't = er,.

O'GRTA TECTA O'/GRT)\ TECT)\

Isso significa que er, ¢é simétrico em respeito a cada conjunto de indices correspondentes as linhas de T'.

Similarmente, para cada m € Cr,, obtemos que

/ /
™ E SgnT TeT, = Sgnm E SgNT T €Ty,
TECTA T”ECTX

ou seja, E sgnT Ter, € alternado em respeito a cada conjunto de indices correspondentes as colunas
TECTA
de T)\.

Exemplo 3.2.4. No exemplo anterior temos,
ery, =e+(12)—(13)—(132) e er,, =e+(13)—(12)—(123),
em que € € a identidade de Ss.

Sejam A Fn, m € Sp,. A agdo de S, na tabela Ty = D) (a;;) é a seguinte: 7Ty = Dy (7 (aij)).

Definicao 3.2.8. Sejam T\ e Ty tabelas de Young do mesmo tipo X. Diremos que T e Ty sao linhas
equivalentes se, e somente se, eriste m € Ry, tal que Ty = 7T, e denotaremos por T ~ TY. De
forma similar, diremos que T e Ty sao colunas equivalentes se, e somente se, existe T € Cr, tal que

T':\k :TT)\.
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Exemplo 3.2.5. Considere a sequinte tabela

Ty =

As tabelas:

sao linhas e coluna equivalentes a Ty respectivamente.

Denotaremos por {7} o conjunto de todas as tabelas linhas equivalentes a T do tipo A - n.

Exemplo 3.2.6. Considere a sequinte tabela de Young associada a particao \ = (2,2)

T\ =

2

O conjunto de todas as tabelas linhas equivalentes a Ty é:

118 3| 1 118 3| 1
{T/\}:{ 5 5 0 }
ol Tal2l4l2l]4]2

Lema 3.2.6. Seja T\ uma tabela do tipo A F n. Entdo, para todo o € Sy, temos:

—1.
1. Ry, = 0oRp,07";
—1.
2. Cory = 0Cp 07,

3. €sT\ = aeTAJ*I.

Demonstra¢ao. Faremos a demonstragao do item 7. A demonstracido do item 2 é similar ao item 7 e o

item 3 é consequéncia dos itens 1 e 2.

Sejam {T)} o conjunto de todos as tabelas linhas equivalentes a Ty do tipo A - n, e m € S,,. Assim,

T € Ror, <= w{oT\} = {0} <= no{T\} = o{Th} = o lno{T\} = {I\} <= o 'wo € Ry,

<~ meoRpo L

Logo, concluimos a afirmacao. O

O algoritmo chamado de regra de Littlewood-Richardson mostra como obter o diagrama da
particio v = A®u, em que ® é o produto de particdes chamado de produto externo, A - n, u+ m e

v Fn+m. O diagrama dessa operagao é construido a partir dos diagramas correspondentes a A e .

O algoritmo para determinar a decomposicao da regra de Littlewood-Richardson é o seguinte:

! s sao simbolos. Entao:

Sejam A +n e put m. Considere T), = D), (a;j) em que os a;;
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1. Adicione para D) todos os boxes com os simbolos a’ljs. Apos a adicdo, nenhuma linha da nova

tabela pode ter mais boxes que a linha anterior.

2. Em seguida, adicione todos os boxes com os simbolos a’zjs, de acordo com a mesma regra, e assim

por diante, até todos os boxes com os sfmbolos serem adicionados.

3. Esses acréscimos devem ser tais que para todo 4, se y < j, entao a;, vai em uma coluna posterior a

de a;j, e para todo j, se x < i, entao a,; vai em uma linha anterior a de a;;.

Exemplo 3.2.7. Sejam A= (3,2), u=(2,1) e

ail| a2
T, = )
a21

vamos determinar o produto dessas particdes através do algoritmo acima. Por simplicidade, vamos denotar

o diagrama correspondente a A por

X | X | X
X | X

Sequiremos o0s passos do algoritmo: adicionaremos os boxes da primeira linha de p.

X1 X | X |an X | X | X X | X | X
X X X X all X X
a1o aio a12| ail

X X X alz2| ail X X X all

X | x X | X |an|

Agora adicionaremos os boxes da sequnda linha de :

X X X a1 | ail X X X ail X X X ail
X | X X | X | an X | X
a2 a12 a12| ai12
X | X | X |an X | X | X X |1 X | X
X X X X all X X
a2 a12 a12| ail
a21 azy a21
X | X | X | a1a]| ann X X X | an
X | X |an X | X | a12| ann
X | X | X X | X | X |ann
X | X | ann X | X | a2
aiz2| a21 ai
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Assim,

(3,2)®(2, 1) = (5,3)+(5, 2, )+ (4, ) +2(4, 3, )+ (4,2, 2)+ (4, 2, 1, 1)+ (3, 3, 2)
+ (3,3, 1, 1)+(3, 2 2, 1).

Observagao 3.2.7. Em [12], pode ser encontrado que se x e x,, sdo caracteres, em que A\ n e ptm,
entdo x = X)@’Xu = Z m~ X~ também € caracter, onde ASp = Z M7y
yEn+m YEn+m
A proposigao seguinte nos diz que o elemento quase idempotente e, gera um F'S,-moédulo a
esquerda minimal, e se duas tabelas standard T3 e T s@o do mesmo tipo, entdao os F'S,-modulos minimais

gerados por ep, e e, sao isomorfos.

Proposicao 3.2.8. [ [7], Proposi¢ao 2.2.13] Para cada tabela de Young Ty do tipo A+ n, o elemento e,
€ um quase idempotente minimal de F'S,, e F'Sper, € um ideal a esquerda minimal de F'S, com caracter
xx. SeT eT* sao tabelas de Young do mesmo tipo X\, entdo ep e epx sao conjugados em F'Sy,, ou seja,

existe o € Sy, tal que cero™! = eyp-.

Proposicao 3.2.9. [ [7], Proposicao 2.2.14] Se Ty, ..., Ty, sao tabelas standard do mesmo tipo \, entao

A

Iy, o ideal bilateral de F'S,, correspondente a A, tem a sequinte decomposi¢c@o:

dx
I =P FSner,.
=1

Observagao 3.2.10. Seja A = (1™) - n. Para A\, obtemos apenas uma tabela standard:

1]
T\ =
n
Pelo Teorema 3.2.4, dy = 1. Temos também que Cr, = S, (1,2,...,n) e Ry, = e, 0 que implica
er, = Z sgn(T)T = Z sgn(T)T.
TECH TESH

Recorde que x, € irredutivel (do Exemplo 3.1.2) e x, (0) = sgn (o), para cada o € S,,. Assim, obtemos

que

e\ = Z sgn (o) o = er,.

0ESh
Proposicao 3.2.11. Seja M um FS,-mddulo & esquerda irredutivel com caracter x (M) = xa, A F n.
Entao, M € gerado como um F'Sy,-mddulo por um elemento da forma er, f, para algum f € M e alguma
tabela standard de Young Ty do tipo X. Além disso, para qualquer tabela T standard do tipo X\, existe
f € M tal que M = FSper; f'.

d,
w

Demonstra¢ao. Primeiro recorde que F'S,, = GB I, em que I, = FSpe, = @FSneTi, eTy,..., Tdu’
whn =1
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sao tabelas standard do tipo p/. Recorde ainda que eye, = 0 se A # p, pois os caracteres irredutiveis sao

ortogonais. Como 0 # M = F S, M = EB I, M e por hipétese M ¢é irredutivel com caracter x (M) = xa,
w'n
dx
temos que M = )M = GB FSyer, M. Assim, existe um tabela standard T) tal que M = F'S,er, M, pois

i=1
M é irredutivel. Dai se 0 # er, f € M, temos que F'Syer, f = M pela irredutibilidade de M.
Suponha que Ty é outra tabela de Young do tipo A. Sabe-se que ep, = aeTisa_l para algum o € S,
entdo considere f' = o~1f. Logo, FSper, = FSper; f'. O

3.3 Codimensées e Cocaracteres de uma Algebra

Defini¢ao 3.3.1. Denotaremos por Pn, = spanp(Tg(1)-.-To@n) | 0 € Sp) o espago vetorial de todos os

polindémios multilineares em F(X) de grau n.

Observe que dimpP,, = n!.
Sejam Z QrTr(1) Ty = f(T1,...,2n) € Py e 0 € Sy, Definimos a agdo a esquerda de S,

TESK
em P, por

of (1, 2n) = f (To(1)s - s Ton)) = Z QrTor(1) " Tor(n) = Z BrZr(1) * Tr(n) € Pn,

TESn TI'GSn

em que m =0orT.

Lema 3.3.1. Seja P, o espaco vetorial de todos os polinémios multilineares de grau m. Entdo, P, €

isomorfo a F'S, como FSyp-mddulo & esquerda.

Demonstracdo. Considere a aplicagao

p: FS, — P,
Z Qg0 Z QeTg(1) " Lo(n) ’
O'ESn UGSn

em que a, € F. Sem dificuldades é possivel mostrar que ¢ é isomorfismo de F-espagos vetoriais.

Sejam o € S, e 0 monémio My (T1,...,%n) = Tg(1) - Te(n).- Considere y; = x,(;), para cada

T € Sy, temos

M, (m‘r(l)7 R m‘r(n)) = M, (yla <o 7yn) =Yo(1) """ Yo(n) = Tro(1) """ Lra(n) = M, (IL’l, ERE xn) .

Assim, considere o isomorfismo definido acima ¢, e seja f (z1,...,2z,) € P,. Temos

¥ (71-9071 (f)) =¥ <7T Z a00> = (Z O‘UT‘-O’> = Z CoZro(1) " Lro(n) = f(xﬂ'(l)’ s 75677(71,))’

chSn UESn G'GSn

para qualquer m € S,,. Logo P, é F'S,, sao isomorfos como F'S,-médulo a esquerda. O
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Seja A uma PI-algebra, considere Id (A) o conjunto das identidades polinomiais de A. Como P, é
um F'S,-modulo & esquerda, temos que P, N Id(A), o conjunto de todas as identidades multilineares de
grau n de A, e o quociente anpfm também sdo F'S,-modulos a esquerda, ja que Id (A) é fechado por

permutacoes das varidveis.

Definigao 3.3.2. O ndo- negativo inteiro

é chamado a n-ésima codimensao da dlgebra A. Se V € uma variedade de dlgebras e V = var (A), entao
definimos ¢, (V) = cp (A). Temos:

dim (W) = dim (P,) — dim (P, N Id (A)) = dim (P, N Id (A)) = n! — ¢, (A) .

Exemplo 3.3.1. Seja A uma dlgebra. Entao, A é uma Pl-dlgebra se, e somente se, ¢, (A) < nl.
Pois se A é uma Pl-algebra, entao Id (A) N P, # (0). Logo, dim (P, NId(A)) # 0.
Exemplo 3.3.2. Seja A uma dlgebra nilpotente de grau m. Entao, ¢, (A) = 0 para todo n > m.

Pois, para qualquer n > m, pela defini¢cdo de nilpotente, a; - - - a,, = 0, para quaisquer ai,...,a, €
A. Assim,
dim (P, /P, NId(A)) =dim (P,) —dim (P, NId(A)) =n!—n!=0.

Proposicao 3.3.2. Sejam A e B Pl-dlgebras sobre o mesmo corpo F. Considere I = Id(A), Id(B) = J.
1. Se I C J, entdo ¢, (B) < ¢y, (A).
2.SelICJecy,(A)=c,(B) Vn>1, entao I =J.
Demonstracao. Seja I C J, entao
PonICP.NJ = dimp(Pynl) < dimp (PynJ)
= —dimp (P, NI) > —dimp (P,NJ) = c,(4) >c,(B), Vn>1.

2. Temos que P, NI C P, NJ. Como ¢, (A) = ¢, (B), para todo n > 1, segue que
dimp (P, NI)=dimp (P,NJ)=P,NI=PFP,NJ, Vn>1.
Portanto, A é Pl-equivalente a B.
0

Sejam F um corpo de caracteristica zero, A uma F-algebra e K uma extensdao de F. Note que
podemos dar a A uma estrutura de K-algebra através do produto tensorial A = A @p K, definindo:
AMa®k)=a® (M), VAe K, ac A, ke K.
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O seguinte teorema nos diz que a sequéncia de codimensdes de A sobre F' é igual & sequéncia de

codimensoes de A sobre K.

Teorema 3.3.3. Se A ¢ uma F-dlgebra e K € uma extensao de F', entao
' (A) =& (A), Vn=1,2,...
Demonstragao. Ver [7]|, Teorema 4.1.9. O
A partir de agora, vamos assumir que o corpo F' é algebricamente fechado.
Proposicao 3.3.4. Se A e B sao PI-dlgebras, entio ¢, (A),cn (B) < cn (A® B) <cp(A) +cn(B).
Demonstrag¢ao. Como Id(A),Id(B) 2 Id(A® B) = Id(A)NId(B) entao pela Proposig¢ao 3.3.2,

n(A),en(B)<c,(A®B), Vn>1.

Por outro lado, a aplicagao

Py D Py,
P,nId(A) Y P,Nn1d(B)

a — (a+P,NId(A),a+ P,NId(B))

p: P, —

¢ um homomorfismo de F'S,-modulos e kerp = P,NId(A)NId(B). Como Id (A& B) =1d(A)NId(B),

temos que kerp = P,NId (A @ B) e, pelo teorema do homomorfismo, obtemos que Pm%(ﬁ%%’) é isomorfo
P

o A P P, x Py P,
a um submodulo de anﬁi(A) ® an?i(B). Entao, podemos ver and("A@B) imerso em anﬂl(A) a5 anzl(B).

Assim, ¢, (A® B) < ¢, (4) + ¢, (B) . Logo, concluimos a afirmagao. O

O seguinte teorema, demonstrado por A. Regev, mostrou que se A é uma Pl-algebra, entdao sua

sequéncia de codimensoes é limitada por funcao exponencial de n.

Teorema 3.3.5. Se a dlgebra A satisfaz uma identidade de grau d > 1, entio ¢, (A) < (d — 1)*".

Demonstragao. Ver [7|, Teorema 4.2.4. O

Definicao 3.3.3. Paran > 1, o S,-caracter de PPin(A) € chamado o n-ésimo cocaracter de A, e o

NId
denotaremos por xn, (A).

Sabemos que qualquer caracter x é escrito como combinagao linear dos caracteres irredutiveis, em

que os coeficientes sao as multiplicidades do caracteres irredutiveis. Assim, x,, (A) = Z m;x;. Como ha

7
uma correspondéncia bijetiva entre os caracteres irredutiveis de S), e as parti¢coes de n, podemos decompor

0 n-ésimo cocaracter como

Xn (A) =D maxa,

AFn

em que X é Sp-caracter irredutivel que corresponde & particdo A e my > 0 é a correspondente multipli-
cidade.
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O seguinte teorema foi demonstrado por A. Berele e A. Regev. Eles deram uma regra para calcular

0 n-ésimo cocaracter do produto de T-ideais, através da regra de Littlewood-Richardson.

Teorema 3.3.6. Sejam A, Ay e Ay Pl-dlgebras com identidades Id(Aj) = I; C F(X), j=12ce
Id(A) = IiI. Seja {xn (A)} a sequéncia de cocaracteres de A. Entao,

n—1

Xn (A) = x18xn-1 (A2) + D x5 (A1) ® [x18xn—j—1 (A2) — Xn—j (A2)],
=1
em que X1 significa adicionar um bozx ao diagrama correspondente a i, € ® denota o produto externo de

caracter.

Demonstragao. Ver [3]|, Teorema 1.1. O

Definicao 3.3.4. Diremos que um polinémio f € P, corresponde a tabela Ty se f = er, fo para algum

fOePn-

Observe que neste caso

er, f = ener, fo=er, fo=7f, 7€ Q.

1

Portanto, f =~y "er, f.

Daremos alguns exemplos de polindmios correspondentes as tabelas standard para fo(x1,...,z,) =

xl...xn.

Exemplo 3.3.3. Sejam n =3 e AF 3.

1. Para A1 = (3,0,0), temos apenas uma tabela standard:

1, =[2[2]7]

Assim,
Ry, =2 53(1,2,3) e Cy, =es,

em que €3 € a identidade de Ss. Logo, o polinémio correspondente a Ty, € :

fry, = Z Ty(1)To(2)Lo(3)

UER>\1

¢ sistema completo de linearizacdo de 23. Pelo Teorema 3.2.4, dimFngTAl = 33—2 =1.

2. Para A2 = (2,1,0), temos duas tabelas standard que sao:

12 L 1113
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Para essas tabelas temos:

RI)\Q gSQ (1,2) e C;Q gSQ (1,3);
Ry =S (1,3) e Cf =55(1,2).

Seus respectivos polindmios correspondentes:

fT’A2 = E E 39”(7)%7(1)%7(2)%7(3) = 2122X3 + T2XT1T3 — T3T2T1 — T2T3T]

g€ER) TEC&Q
fT”M - Z Sgn(T)xUT(l)xar(Z)xar(:’,) = T1T2T3 — T2T1X3 + X3T2T1 — T2T3T1
o€RY, TeCY
, 3! . 3!
erLFngT/A2 =371° 2 e dszS?)fT"AQ =357 " 9.

3. Para A3 = (1,1,1), temos apenas um tabela standard:

Tem-se:

R)\3 = 3 € 53 (1,2,3) = C)\B.

Seu polinémio correspondente é:

fry, = Z SgN(T)Tr(1)Tr(2)Tr(3) = Stz (71,2, 73)
TECA3
. 3!
dlmFngTAS = 371 =
Exemplo 3.3.4. Para particio A = (n) e sua conjugada X' = (1"), temos apenas uma tabela de Young

standard :

T=|1|..|n|=fn=> Toq)  Towm
O'GSn
1
Ty =| i |= fr, = Y sgn(T)Te()r@)Tr@)Tr(a) - Tr(n) = Sto (1., 2n) .
’TES’,L
n

Proposicao 3.3.7. Para qualquer polindmio multilinear f € P,, existe um conjunto finito de polino-
mios gi,...,9r € Py e particoes A(1),...,\(r) de n (nao necessariamente diferentes) tais que F'S,f =

aneTMl)gl +...+ FSneTA(T)gT.

Demonstracao. Seja M = F'S,, f. Pelo Teorema de Mascke, todo F'S,-modulo é completamente redutivel.

Decompondo M em soma de submoédulos irredutiveis M = M, & ... & M,, segue da Proposigcao 3.2.11
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que M; = FSyper, , gi, para algum g; € Py, ¢ =1,...,7 e alguma tabela standard T)(;) do tipo A (i) F n.
Portanto, F'S,, f = FSneTm)gl +...+ FSneTA(r)gr. O

Exemplo 3.3.5. Seja f = f(x1,22,23) = r12023. O FS3-mddulo a esquerda, F'Ssf = spanp(of | o €
S3) tem como base o conjunto {Ty(1)Te(2)Te(3) | 0 € S3}. Logo, Py = FS3f = FS3f1 ® F'S3fo® FS3f3®
FSsfy, em que fi, fa, f3, fa sdo os polindmios do Exemplo 3.3.3.

Exemplo 3.3.6. f = f(z1,22) = [z1,22]. O FSy-mddulo a esquerda,
FSof = spanp<[3:(,(1),:vg(2)] | 0 € Sa) = spanp([r1,x2], [r2,21]) = spanp( [r2,x1]),
pois [x1,T2] = — [v2,x1]. Assim, fo = [x1,22] € FSaof e fi = 122 + xow1 &€ FSof. Logo, FSaf = FSafs

edimFSyfi =1, em que f1, fa sao os polinémios correspondentes as tabelas standard do tipo (2,0) e (1,1).

Definigao 3.3.5. Definimos o gancho infinito H (d,l) como

H(d,1)=[J{A=xe ) b n | Agp <13

n>0

O gancho infinito H (d,!) pode ser dado como o conjunto de todos os diagramas cuja forma esta

na regiao em forma de gancho dado na figura abaixo.

O inteiro d é chamado o braco e [, o pé do gancho.

Diremos que a parti¢do A estd no gancho H (d, 1) se o correspondente diagrama de Young D) esté
contido em H (d, 1), e escreveremos A € H (d, ).

Analogamente, seja V um F'S,-modulo com caracter x, (V) = Z maXx- Diremos que x, (V) C

AFn
H (d,l) se A € H(d,l), para toda partigao A - n tal que my # 0.

Para A = (A,...,\)) Fnep=(m,...,uy) F m vamos dizer que A > p se, e s6 se, p > q e

Ai > i, Vi=1,...,p. Portanto, A > p significa que D, é subdiagrama de D).

Lema 3.3.8. Sejam A, Ay e As dlgebras tais que Id(A) = Id (A1) Id(Az2). Se {xn (A1)} C H (d1,l1) e
{Xn (A2)} C H (da,ls), entao {xn (A)} C H (di +d2, 11 +l2) @x1.
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Demonstragao. Sejam A\ € H (di,l1) e (p1,...,1z) = p € H (da,l2), em que A Fn e pu = m. Considere 7
a particao de n + u1, obtida de A e p por adicionar ao diagrama D) apenas os boxes da primeira linha de

D,, segundo a regra de Littlewood-Richardson. Assim, pela regra de Littlewood-Richardson,

712)\12’722A22"'27d12)\d1 Z'Yd1+12)\d1+12’7d1+22---27n+p,17

pois nao pode ter dois boxes da mesma linha de D, na mesma coluna de D.. Pela desigualdade anterior,
tem-se que

Yay+2 < l1,

pois Ag,+1 < l1. Prosseguindo com este algoritmo, seja v% particdo de n 4 p1 + ... + pg,, obtida de X
e p por adicionar ao diagrama D) os boxes das pui-linha,..., pg,-linha de D,. Pelo mesmo argumento
anterior, obtem-se que

do __ do do—1 do do do—1 do do

da
= Vdy+do+1 <l

. da—1
pois vy g, < .

Seja o a partigao de m + p1 + ... + pg,+1, obtida de v e Hd,+1 por adicionar ao diagrama Dde
apenas os boxes da ji4,11 de D,. Conseguimos para a uma desigualdade similar as anteriores, ou seja,

ao adicionar ji4,+1 boxes em 7d2, tem-se que ag, 44,41 < 7322+d1+1 + 1y <11 + 1.

Agora, ao adicionar os boxes de pg4,+i, @ = 2,...,t tal que dy +t = 2, ao diagrama D,,, devido ao
novo diagrama a ser obtido D, os indices correspondentes aos boxes devem ser monoétonos crescentes ao
longo de cada linha e estritamente crescentes ao longo das colunas, obtem-se que o niimero maximo de

boxes na (di + dy + 1)-linha de D, nao ultrapassa 'Véli;rch 4+l <y +1s.

Se acaso colocar todos os boxes da (ftg,+1)-linha de D, na (ds + di + 1)-linha de D,, ndo pode

adicionar mais nenhum box das linhas dy +i de Dy, i =2,...,t, na (da + dy + 1)-linha D,.

Observe que, para que possa adicionar os boxes da (dp + ¢)-linha de Dy, i = 2,...,¢, na linha
(di +dy + 1) de D, deve-se diminur o nimero de boxes da (dz + 1)—linha de D,,, a ser adicionados na
(dg + dy + 1)-linha de D a,. Mas, pelo mesmo motivo acima, do diagrama ser monétono crescente ao
longo de cada linha e estritamente crescente ao longo das colunas nao deve ultrapassar l; + ls. Assim,

segue o resultado. O

Como consequéncia do lema anterior e Teorema 3.3.6, obtemos que se Aq,..., Ay, A sdo PI-
algebras com Id (A) = I;...1;, em que I; = Id (A;) é tal que {x, (A;)} C H (d;,1;) paracadai =1,...,t,
entao

O (A} CH(dy+do+ .. 4 di i+l + .+ 1) &Y, v > 1
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3.4 Polinbmios de Amitsur

Sejam L e M dois ntimeros naturais, n = (L+1) (M +1) e p = ((L + 1)M+1) uma particao de
n. Consideremos x, o caracter irredutivel associado a particao p e o elemento da édlgebra do grupo S,

ey = Z Xp (0) 0. O polindémio multilinear
o€Sn

e (Z,9) = e (@1, Tni Y1, Yn—1) Z Xpu () To()Y1T0(2) * * Yn—1T g (n)
oESH

é chamado polinémio tipo Amitsur-Capelli ou polinémio de Amitsur.

Observe que, para L = 0, temos p = ((0 + 1)M+1) = ()M = (1)". Vimos anteriormente que
Xu(0) =sgn (o), ¥V o € Sy. Dessa forma,

6ML z,9y) Z Xu (0 DYLT5(2) ** Yn—1Tg(n) = Z Sgn(U)%(l)yll“a(Q)"'yn—1$a(n)7
ocESH ocESnh

coincide com o polinémio de Capelli de posto n.

Suponha que o polinémio tipo Amitsur-Capelli é uma identidade para alguma &algebra A. Re-

corde que ey gera o ideal bilateral I, = FSpe, e I, (x1y1- - Yn—1%n) = FSpey (x1y1 - Yn—12n) =
FSye}y 1. onde Sy, age nas varidveis 1, ..., z,. Ja que e}, € Id (A), temos que I, (z1y1 - Yn—12Tn) =
dy
FSpen (x1y1 -+ yn—175) = FSpe}y, , € Id (A), pois Id (A) é um T-ideal. Por outro lado, I, = @ er;, em
i=1
que T;, para todo i = 1,...,d, sao tabelas standard. Assim,
dy
efalpsheTk(xlyl"'yn—lxn)::]p(xlyl"'yn—lxn)::lrsnezﬂL - Id(fn-
i=1
Logo, er, (x1y1 - - Yyn—12n) € Id(A), para todo i = 1,...,d,. Dessa forma, se ey ¢ uma identidade

para A, temos que os polindmios correspondentes as tabelas standard do tipo g com fo = x1y1 -+ Yn—1Tn

também sao identidades para a algebra A.

Reciprocamente, se para qualquer tabela standard do tipo p F n, o polindémio correspondente para
tabela standard f, = er, fo ¢ uma identidade para algebra A, entao IS, f, C Id(A). Assim, temos que

ey, também ¢ uma identidade para A.

* . * N . . *
Denotaremos por Ej; o conjunto gerado por €q € por todos os polinémios obtidos de €q A0
substituir as varidveis y; = 1 de todas as possiveis maneiras. Chamaremos os elementos de E}; de

polinémios tipo Amitsur-Capelli ou polin6mios de Amitsur.

Os polinémios tipo Amitsur-Capelli generalizam o polinomio de Capelli no sentido que o polinémio
de Capelli caracteriza as algebras que tém o cocaracter contido em uma dada tira e o polinomio de Amitsur

caracteriza as algebras que tém o cocaracter contido em um dado gancho.

O seguinte teorema caracteriza as algebras que satisfazem os polinémios tipo Amitsur-Capelli.
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Teorema 3.4.1. Sejam A uma PI-dlgebra e Xy, (A) = Zm)\)@ 0 seu n-ésimo cocaracter. Entao,

AFn
A satisfaz as identidades de Amitsur, 5, =0 < my =0 quando A & H (d,1).

Demonstragao. Ver [7], Teorema 4.7.2 . O

O seguinte resultado caracteriza todas as algebras que satisfazem o polinomio de Capelli.

Corolario 3.4.2. [Teorema da Tira] Sejam A wma PI-dlgebra e xn(A) = ZmAXA 0 seu n-€simo

AFn
cocaracter. Entio, A satisfaz Capj, < my =0 quando h (X) > k, em que h(\) € a altitude do diagrama.

Demonstracao. Como vimos anteriormente, se [ = 0, obtemos

62,0 (£7 g) = Z 39”(0)$a(1)y1$a(2) U Yn—1To(n) = Capy, (3_77 27) .
oESy

Logo, Cap;, = E},. Pelo Teorema 3.4.1, segue o resultado. O

Corolario 3.4.3. Seja A uma dlgebra de dimpA = k. Entdo, para qualquer n > 1,

Xn(A)= > mx,

AFn; (AN <k

isto €, o n-ésimo cocaracter de A estd em uma tira de altitude k.

Demonstracao. Como dimpA = k, entdo A satisfaz o polinomio de Capelli de posto k& + 1. Dai, pelo

Corolario 3.4.2, temos que my = 0 se h(A) > k+ 1, ou seja, o n-ésimo cocaracter de A é decomposto

como
(A= > ma,
AFn; h(N)<k
isto é, o n-ésimo cocaracter de A estd em uma tira de altitude k. O

E importante o leitor observar que, pelo Corolario 3.4.3, o n-ésimo cocaracter de Mj, (F) esta

em uma tira de altitude k2.



Capitulo 4

Algumas Algebras Concretas e o

Pl-expoente

Neste capitulo, falaremos sobre a algebra de Grassmann, superalgebras simples, algebras minimais
e reduzidas e &lgebras verbalmente primas sobre um corpo de caracteristica zero, que sao umas das
principais ferramentas do nosso trabalho. Apresentaremos algumas propriedades dessas algebras. Em

seguida, calcularemos o Pl-expoente de tais algebras.

4.1 Algebra de Grassmann

Seja F'(X) a &algebra associativa livre. Vamos considerar I o ideal bilateral de F'(X) gerado pelo
conjunto {z;x; + z;x; | i,j > 1}. Para cada i € N — {0}, definimos e; € F'(X)/I da forma e; = z; + I.
Note que

eiej = xixj +xd +x;l + 17 = iy + 1.
Por outro lado,
rix; +xjr; €1 = eej = wiwj + 1 = —wjo; + 1 = —eje;.

Definimos a F-algebra de Grassmann, G, por:
G= <€1,€2, e ‘ €i€j = —6]‘6i>.

Note que a relacao e;e; = —eje; implica que e? = 0, para qualquer 7 € N. Além disso, qualquer elemento
da algebra de Grassmann é combinagao linear de palavras da forma e;, ---€;;, j € N.
Se o € Sy, temos:

€(1)€o(2) """ €o(n) = Sgn (0) €1 - en.

Note que G é soma direta dos seguintes subespagos vetoriais:
Go = spanp(ei, - - €i,, | 1 < i1 < ... <k, k > 1) gerado pelas palavras de comprimento par;

G1 = spanp{e;, - - T | 1 <ip <...<iggs1,k > 0), gerado pelas palavras de comprimento impar.
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Esses subespagos vetoriais satisfazem as seguintes propriedades:

1. GoGo + G1G1 C Go;

2. GoG1 + G1Go C Gr;

3. Go =7 (G);
5. G =Gy + Gq;

6. 9192 = —9291, V 91,92 € G1.

O item 1 ou 3 nos da que Gy é uma subélgebra de G. Pelo itens 3 e 4, a algebra de Grassmann G é uma

P1I-algebra, pois usando os elementos da base de GG, tem-se que o polindémio
f 1,22, 23) = [[21,22] , 73] = 12273 — T2T173 — T3T1T2 + T3T2T1

é uma identidade polinomial para G.

Uma algebra que satisfaz as propriedades 1, 2 e 5 é chamada superéalgebra. Nas proximas se¢oes

iremos discutir esse conceito com mais detalhes.

Daremos, a seguir, exemplos de duas algebras que serdao de grande importancia no nosso texto.
Exemplo 4.1.1. M, (G) € uma F-dlgebra de dimensao infinita.

Exemplo 4.1.2. A dlgebra

wo-{(% )

¢ uma subdlgebra de Mpiq)x (p+q) (G)-

Pc Mk(Go),Q S kal(Gl),R S Mlxk(Gl) eS¢ Ml(Go)} ,

Daremos exemplos de polindmios que nao sao satisfeitos pela dlgebra de Grassmann.

Exemplo 4.1.3. A dlgebra de Grassmann nao satisfaz a identidade standard, Stq, ¥V q > 1.

Sejam g1, ...,94 € G1 tais que g1 --- g4 # 0 e lembre-se que para qualquer o € Sy, temos

9o(1) " Yo(q) = 891 (0) g1~ gq-

Entao,

Sty (91,---:9¢) = > 59n(0) go(i)**Goiy = D, (sgn () g1-+-94 = q' (g1~ g¢) # 0.
0€Sy o€Sy

Portanto, Stq, para qualquer ¢ > 1.
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Por consequéncia, a algebra de matriz com entradas em G também nao satisfaz a identidade

standard, pois, caso contrario, GG satisfazeria o polinémio standard.

Exemplo 4.1.4. Algebra de Grassmann ndo satisfaz o polinémio de Capelli. Como no exemplo anterior,
considere g1, ...,94 € G1 e gy,.., 9,1 € Go tais que g1+~ gq91 -+ g1 7 0 € faga a sequinte substituicdo
yi = g, € Go, para quaisquer i = 1,...,q—1, e xz; = g; € G, j = 1,...,q. Primeiro recorde que
Go=Z (G). Assim,

Capg (91,1 94: 91>+ Gy1) = >, 591(0) Gi90(1)95** Gy-190(t) = €'91 - Gagh **~ Gy1 # 0.
0ES,

Enunciaremos alguns resultados que nos darao suporte para demonstracao do Teorema de Amitsur-

Levitzka.

Lema 4.1.1. Seja C uma dlgebra comutativa sobre Q. Se a € My (C) € tal que tr (a) = tr (a*) = ... =

tr (ak), entio a® = 0.

Demonstragao. Ver [7], Lema 1.7.4. O

Lema 4.1.2. Se a,b € M}, (Gy1) , entao tr (ab) = —tr (ba).

Demonstragao. Ver [7], Lema 1.7.5. O

Corolario 4.1.3. Sejamr >1 e ay,..., a2 € My (F). Entao, tr (Sta, (a1,...,a9.)) =0.
Demonstragao. Ver [7], Lema 1.7.6. O
Agora apresentaremos a demonstracao do Teorema de Amitsur-Levitzki, Teorema 2.3.3.

Demonstragio. Mostraremos que Stop, é satisfeito por My (Q). Sejam a1, ..., a9 € My (Q), G = G1 +
2k

Gy a algebra de Grassmann sobre o corpo dos racionais e considere a = g aje; € My (G1). Temos
i=1

a? = Z sgn (o) ag(1y "+ Ag(2k)€1 - - €2k Como a,a® ' € M; (Gy), pelo Lema 4.1.2, temos que

UESQk
tr (a%) =tr (aa%_l) = —tr (a%_la) = —tr (a%) = tir (azi) = (0 para todo ¢ = 1,..., k. Pelo Lema

4.1.1, temos que a®* = 0. Logo, concluimos que Stg, = 0 em M, (Q). O

4.2 Superalgebras Simples

Definigao 4.2.1. Uma F-dlgebra A € dita superalgebra (ou dlgebra Zs-graduada) se existem dois

subespacos vetoriais Ag e A1, tais que:

1. A:Ao—i—Al;

2. AgAg + A1A1 C Ap;
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3. AoA1 + A1Ag C Ay

Note que Ap é uma F-subalgebra de A. Denotaremos a Zg-graduagao de A pelo par (Ap, 4;).
Chamaremos Ag de componente par e, A; de componente impar. Diremos que os elementos de Ay séo

homogéneos de grau 0 e os elementos de A; sdo homogéneos de grau 1.

Exemplo 4.2.1. A dlgebra de Grassmann é uma superdlgebra com graduacao (Go, G1).
Exemplo 4.2.2. Toda dlgebra admite uma graduagao trivial (Ao = A, A1 = (0)).
Exemplo 4.2.3. A dlgebra M, (F') é Zs-graduada, com graduagao trivial (M, (F),0).

Exemplo 4.2.4. A dlgebra My (F) possui graduagio ((Myy (F))q, (Mg (F)),), em que

(M (B)), = M) ¢ (Myi(F)), = ),
0 My (F) My (F) 0
Exemplo 4.2.5. Considere G um grupo de ordem 2 e c o seu gerador. A dlgebra FG € uma F-superdlgebra

com a sequinte Zo-graduagao:
(F,cF).

Exemplo 4.2.6. A F-dlgebra M, (F + cF) é Zy-graduada com graduagao (M, (F),cM, (F)).

Exemplo 4.2.7. Seja A1 P ... B A, em que Aq,..., A sdo superdlgebras, entdo A1 ®...PH A, também
€ uma superdlgebra com graduagao ((A1)o @ ... B (Am)o, (A1)1 B ... D (Am)1)-

Exemplo 4.2.8. Sejam A, B superdlgebras, entdo A ® B € superdlgebra, com umas das sequintes gradu-

agoes:

(A0®Bo-i-x41®31, A0®B1+A1®Bo> , (Ao® By + Ag® By, A1 ® By + A1 ® By,
Ay ® By + A1 ® By, Ao ® B1 + A1 ® By

Neste texto, consideraremos apenas a seguinte Zo-graduagao para o produto tensorial:
(Ao®Bo+A1®Bl, Ao @ B +A1®Bo).

Definigao 4.2.2. Diremos que uma subdlgebra B (subespago ou ideal) possui uma graduagao induzida

de A se B herda a graduagdo de A, isto é , B = @ BnNAy, em que A= @ Ay
9EL> 9EZLs

Definigcao 4.2.3. Sejam A e B duas F-superdlgebras e p: A — B um homomorfismo de F-dlgebras.
Diremos que ¢ é um homomorfismo de F-superalgebras se ¢ (Ag) C By e p (A1) C By.

A proposicao seguinte nos permite verificar se a F-algebra é uma superalgebra com Zo-graduagao

nao-trivial.

Proposigao 4.2.1. Seja A uma dlgebra. Entao, A adimite Zo-graduacgdo nao trivial se existe ¢ automor-
fismo de A de ordem 2, e € trivial se a ordem de ¢ for 1. Em particular, V, uma subdlgebra de A, possui

graduagdo induzida de A se V' for invariante por automorfismo de A.
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Demonstracio. Suponha que A seja uma F-superdlgebra. Considere o seguinte homomorfismo de F-
algebras:
v A — A

ag+a; — ag—a

em que ag € Ag e a1 € Ay. Se A possui Zy-graduagao nao trivial, é possivel ver que ¢ é um automorfismo
de A de ordem 2.

Reciprocamente, suponha que A seja algebra e existe ¢ automorfismo de ordem 2. Defina os

subespagos
AOZ{CLGA|QO(CL):CL} [§) Alz{a€A|@(a):_a}'

Notemos que se a € AgN A = a =0 e portanto, Ag N A; = {0}. Observe ainda que
AgAo + A1Ar C Ag e AgAy + A1 4p C Ay

Além disso, se a € A, existem ag € Ag e a1 € Ay tais que a = ag + a1. De fato, considere os seguintes

candidatos,

a+ela a — a
e AL

e observe que

:ao“/’@(al):w:—al-

o(a) + ¢ (a)

¢ (ag) = 5

Logo, A é uma superalgebra com Zs-graduacgao nao trivial.

Suponha que ¢ (V) = V. Para cada z € V, temos que = = x9+z1, em que z; € A;, i = 0, 1. Como

p(r) =x90—21 € Vex eV, sendo V subespaco vetorial, temos que x; = %ﬁﬁ)’ Ty = %ﬂ) eV.

Logo, V = (V N 4g) + (V N Ay).

Reciprocamente, suponha V' subespago Zs-graduado. Seja x € V, entdo x = x¢ + x1, onde
xg,x1 € V. Como V é subsepaco, temos que ¢(z) = zg —x1 € V. Temos assim que ¢ (V) C V. Ja que
ordem de ¢ ¢ 2 segue que V = % (V) C (V). Logo, ¢ (V) =V. O

Definigao 4.2.4. Sejam R um anel e M um R-mddulo. O anulador de M em R:
Annp(M)={re R|rm =0, Ym € M}.
Diremos que M ¢é um R-mddulo fiel se Anng (M) = (0).

Notemos que Annpg (M) é um ideal bilateral de R.

Definicao 4.2.5. O radical de Jacobson de um anel R € a intersecio dos anuladores de todos os

R-mdédulos simples. Denotaremos por J (R) = J.

Observe que J (R) ¢ ideal bilateral de R. Se R for unitério, temos que J (R) # R.

Observagao 4.2.2. O radical de Jacobson de uma dlgebra A coincide com o radical de Jacobson de A

como anel.



Capitulo 4. Algumas Algebras Concretas e o Pl-expoente 45

Proposigao 4.2.3. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo, o radical de Jacobson de A é o maior

ideal nilpotente de A.

Demonstragao. Ver [14], Proposigao 8.34. O

Definigao 4.2.6. Uma superalgebra A é dita simples se ndao possui ideais graduados nao triviais e

A2 £ 0.
Observe que se A é simples como &lgebra, entédo ela é simples como superalgebra.

Exemplo 4.2.9. Como M, (F) e My, (F') sao dlgebras simples, temos que sao superdlgebras simples.

Exemplo 4.2.10. M (F + cF), em que c® = 1, é uma dlgebra semissimples e wma superdlgebra simples.

Demonstracio. E semissimples, pois M, (F + cF) = %Mk (F)® %Mk (F).

Vamos mostrar que é simples como superalgebra, isto é, que os tnicos ideais nao triviais de
My, (F + cF) sdo 156 My, (F), B My, (F) e esses nao sdo graduados.

Suponha que J é um ideal de Mj (F + CF> = %Mk (F) & %LC)Mk (F'). Se z € J, entéo

r=a+b, em queaEA:@Mk(F) ebe L;C)Mk(F):B. Considere

Ji={a€cA|a+beJ paraalgumbe B} e Jy={be B|y+becJ, para algum y € A}.

Vamos mostrar que J; € ideal de A e Jo € ideal de B.

Sejam a, Ad € Jy, em que \ € I, entdo existem b,c € B taisquea+be Je Ad+ce€ J. Como J
¢ ideal, temos que a —Ad+b—c€ J,em que a — Ad € Ae b—c € B. Logo, J; ¢ F-subespago vetorial
de J.

Agora vamos mostrar que é fechado para o produto: sejam a,c € Jp, entdo existem b,d € B tais

que a + b,c+d € J. Assim,
J>(a+b)(d+c)=ad+bc+ ac+ bd = ac+ bd,

pois ad = bc = 0 o que implica ac € Jy. Portanto, J; é ideal de A. Analogamente, mostra-se que Jy é

ideal de B. Segue que J = J; & Js. Sendo J; ideal de @Mk (F'), entao ele é da forma (150) I;, em que

I é ideal de My (F'), mas My, (F) é simples, entao Iy = 0 ou I; = My, (F'). Fazemos o mesmo raciocinio

para Js, obtemos que J é igual a algum dos ideais abaixo:

Portanto, os tnicos ideais nao triviais de Mj, (F + cF) sa0 (1;‘:) My (F) e @Mk (F).

+
Note que (150)M;~C (F) e (1QLC)M;~C (F') nao sao graduados, pois %Mk (F)NeMy (F) = {0} =

£ :
%Mk (F') N My, (F). Logo, My (F + cF) é superélgebra simples. O
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Os dois seguintes teoremas nos permitem uma descrigao das algebras de dimensao finita sobre um

corpo de caracteristica zero e algebricamente fechado.

Teorema 4.2.4. [Descricao de superdlgebras simples| Seja A uma superdlgebra simples de dimensao
finita sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteristica zero. Entdo, A € uma das sequintes
superdlgebras:

1. My (F) com graduagao (M (F),0);

2. Mj, (F + CF), em que ¢* =1 com graduagio (My (F),cMy (F));

3. My, (F), com graduagdio ((Mk;,l (F))O , (M (F))l), em que

o Mk (F) 0 = 0 Myt (F)
(M (F))o = < 0 M (F) ) (M (F)), = ( Mix, (F) 0 > |

Demonstragao. Ver [7|, Teorema 3.5.3. O

Observe que as superalgebras simples de dimensao finita s@o unitarias, e a unidade pertence &

parte par da graduagao. Consequentemente, as algebras semissimples sao unitarias.

Exemplo 4.2.11. Seja A uma dlgebra simples. Como J (A) € um ideal de A, temos que J = A ou
J =(0). Nao podemos ter J = A, pois A € unitdria. Portanto, J = (0).

Exemplo 4.2.12. Se A= A; @ ... d A, é uma dlgebra semissimples, entao J (A) = (0).

Exemplo 4.2.13. J(UT (dl,,dm)) = 312 —{- —I— Blm —I— 323 —|— —l— Bgm —l— B(m—l)m € o ideal

bilateral, nilpotente maximal de expoente m do Exemplo 2.3.2.

Lema 4.2.5. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita, entdo o radical de Jacobson J herda a graduagdo

de A.

Demonstra¢ao. Como dimpA é finita, temos que J é o maior ideal nilpotente de A. Suponha que o
expoente de nilpoténcia de J seja m. Mostraremos que ¢(J) = J, pois pela Proposicao 4.2.1, J ¢é

graduado se, e somente se , ¢(J) = J.

Como A é Zs-graduado, entdo existe ¢ automorfismo de A,

p A — A

ap+ay —> ap— a1

em que ag € Ag, a1 € Aj.

(©) Considere ¢ um qualquer automorfismo de A restrito a J. Como J é subalgebra, temos que
¢ (J) também ¢é, e mais ¢ (J) é ideal bilateral de A. De fato, se para quaisquer x € ¢ (J), a,b € A, como
¢ ¢ automorfismo, entdo x = ¢(y), a = ¢(a’) e b = ¢(V'), para alguns y € J e a’,b' € A. Assim,

¢ (a'yt') = ¢p(a)p(y)p(V') = axy € ¢ (J),
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pois a’'yt’ € J (a/,b € A e x € J). Portanto, ¢ (J) é ideal bilateral de A.

Agora observe que, para quaisquer xi,...,T, € J, temos z1-- -z, = 0, pois J é nilpotente de

expoente m. Entao,

H(z1) - p(Tm) =P (21 2m) =0 (0) =0, Vz1,..., 20 € J.

Logo, ¢ (J) é nilpotente. Em particular, temos que ¢(J) é nilpotente. Ja que J é o maior ideal nilpotente

de A, temos que ¢ (J) C J.

(D) Como ¢ é automorfismo, temos que ¢! também é automorfismo. Entao,
p N CT= J=p(¢ () Ce(J).

Assim, pela Proposigao 4.2.1, segue que J é Zo-graduado. O

Teorema 4.2.6. [Teorema de Wedderburn-Malcev para superdlgebras| Seja A uma superdlgebra de dimen-
sao finita sobre um corpo F algebricamente fechado e de caracteristica zero. Entao A pode ser decomposta

como:

A=DB+J(A),

em que B é uma F-subdlgebra mazimal semissimples graduado de A, J = J (A) € o radical de Jacobson
de A. O radical de Jacobson de A, J, € um ideal bilateral graduado de A, B=A1®...®A, e Ay, ..., Ap
sao F'-subdlgebras simples com Zs-graduacao induzida de A isomorfa a uma das sequintes superdlgebras:
My (F), Mg(F + cF), My (F).

Demonstragao. Ver [7|, Teorema 3.5.4. O

4.3 Envolvente de Grassmann

Definigao 4.3.1. Sejam A = Ag + Ay uma superdlgebra e G a dlgebra de Grassmann G. A dlgebra
G (A) = (A ® Go) + (41 © G1)

€ chamada a envolvente de Grassmann da dlgebra A.

Note que G (A) possui uma Zg-graduagao natural ((4p ® Go), (41 ® G1)).

Se A possui graduagao trivial, temos que G (A) = A ® Gy. Neste caso, Id(A) = Id (G (A)), ja
que Gy é comutativa e nao nilpotente.

Sem dificuldades mostrar-se que G (A @ B) = G (A) & G (B).
Exemplo 4.3.1. Como M, (F) possui graduagao trivial, entao G (My (F)) = My, (F) ® Go = M, (Go)

como dlgebras.
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Exemplo 4.3.2. G (Mk(F + cF)) = Go® My (F) + G1 ® cMy (F) = My (G) como dlgebra (onde
=1).

Exemplo 4.3.3. G (M (F)) = Go ® (My(F))o + G1 ® (Mg (F)); = My, (G) como dlgebras.

Teorema 4.3.1. [A. R. Kemer| Toda variedade nao trivial V de dlgebras é gerada pela envolvente de
Grassmann de alguma superdlgebra de dimensdo finita A = Ag + Ay. Se uma variedade nio contém a

dalgebra de Grassmann, entao ela é gerada por alguma dlgebra de dimensao finita.
Demonstragao. Ver [13], Teorema 2.3. O

Como consequéncia do teorema anterior, temos que uma variedade V' definida pelo polinémio de

Capelli ou pelo polinémio standard é gerada por uma algebra de dimensao finita.

Teorema 4.3.2. x,, (M (G)) C H(k* +1?,2kl), ¥V n > 1.

Demonstrag¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [2]. O

Teorema 4.3.3. x,(My(GQ)) C H(k?,k?), Vn > 1.
Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [5]. OJ

Como consequéncia dos teoremas anteriores e do Teorama 3.4.1, temos que:

Corolario 4.3.4. £, CId (M, (G)).

12,2kl

Corolario 4.3.5. E}, 1, C Id (M (G)).

4.4 Algebras Verbalmente Primas

Definigao 4.4.1. Um ideal verbal de uma F-dlgebra A € o conjunto de avaliagdes em A de um T-ideal

de F(X). Em outras palavras, se T é um T-ideal de F(X), o ideal verbal de A € o conjunto

{f(ar,...;an) | f(z1,...,2p) €L, a; € A},
e denotaremos por I (A).

Sem muitas dificuldades é possivel mostrar que ideal verbal é fechado por endomorfismos.

Lema 4.4.1. Todo ideal verbal € um ideal bilateral.

Demonstragao. Seja Z (A) um ideal verbal de A e suponha que r = f(a1,...,an) € T(A) e a € A.
Considere g = g(21,. .., Tn, Tnt1) = Tny1f (T1,...,2n), 0nde f = f(z1,...,2,) € Z. Como f € Z, temos
que g € Z. Logo, ar = af(ai,...,an) = g(ay,...,an,a) € Z(A). De modo similar, mostra-se que Z (A) é

um ideal & direita e um subespaco vetorial. Portanto, Z (A) é um ideal bilateral de A. O
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Demonstragao. Seja

I (A)IQ (A) = {Zfz (ail,...,ait)gj (ajl,...,ajl) | fz (xil,...,xit) EIl,gj (.Ijl,...,le) € 1, Ay, € A},
1,J

considere
Zfl (ail,...,ait)gj (ajl,...,ajl) :h(mil,...,xit,le,...,xjt) e s
i?j
:>Zfi(ai17"~vait)gj (a’j17"'7ajl) :h(aiU"'H"'aaiwajl""’ajt) GIIIQ(A>'
i’j

LOgO, Il (A) IQ (A) Q Ilzg (A) .
(2)
AW (A) = {h(al,. . .,at) | h(ml,. . .,l‘t) eI a; € A}

Seja h € I11s, entao
h(zy,...,2) = g fi(@iy, i) g5 (g, -, 25,),
4,J

emque f; €Iy, g; €Lo e Ty, ..., Tiy, Ljy,-..,Tj € {x1,...,2}; assim
hiar,...oa) =Y fi(aiy, .. ai) g5 (aj, ... a5) € Iy (A) I (A),
i,

pois fi (ai,...,a;,) € L1 (A), g; (aj,...,a;) € Za (A). Concluimos a igualdade. O

Definigao 4.4.2. Um T-ideal I € verbalmente primo se para quaisquer T-ideais I, Is o fato, 111y C I
implica que Iy C I ou Iy C I. Diremos que uma variedade V & prima se o correspondente T-ideal €
verbalmente primo. E chamaremos uma dlgebra A de verbalmente prima se ela gera uma variedade prima,

isto é, se Id(A) € verbalmente primo.

Primeiro, observe que F(X) nao é uma Pl-algebra. De fato, suponha que f(x1,...,x,) é uma
identidade nao nula para F'(X), entdo para todo h; € F(X), temos que f (hy,...,h,) =0, em particular
para h; = x;, i =1,...,n, contradicdo. Portanto, Id (F (X)) = (0).

Temos claramente que a variedade V = var (F(X)) de todas as algebras associativas, é prima.

O teorema seguinte mostra que as algebras M, (F), My;(G) e M;(G) geram uma variedade

prima.

Teorema 4.4.2. Seja A = M, (F) ou My (G) ou M;(G). Entdo, V = var (A) € prima.

Demonstragao. Suponhamos que I't, 'y sdo T-ideais de F/(X) tais que I'1,I's € Id(A) e I'1I'y C Id (A).
Consideramos os ideais verbais de A, I'y (A) e 'y (A) correspondentes a I';, I's. Como I'; Z Id (A), temos
I'i (A) # {0}, Vi=1,2. Por outro lado, I'; (A) ¢ ideal de A.

Se A= M, (F), temos que I'; (A) = A, pois A é algebra simples. Como I''/T'y C Id (A), temos que
[y (A)Ty(A) =T1T9 (A) = 0; assim, 0 = Ty (A) Ty (A) = A%, mas A = M, (F) é algebra simples, entio
A% #£ 0, contradigdo. Logo, I'1\T'y € Id(A) .
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Agora suponhamos que A = M; (G). Entao A pode ser vista como uma algebra sobre Gy, isto é ,

se a € Gg e x = (by;) ., € Mi(G), entao

i,j=1,..
ab11 abll

ar =

abyy ... aby

Suponhamos que z € I'y (4), k=1 ou k = 2. Como I'; (A) # 0, escolhemos z # 0, entdo b;; # 0 para

algum 14, j. Consideramos os seguintes elementos de A:
Y=g1Q®es; ez2=g2®¢€jy, 92,91 € G = yxz = (g1bijga ®esy) €T (A), Vs, t=1,...,1

= (st @ 1) yxz = (as @ 1) (91bijg2 @ est) = s g1bijge @ esy € T'(A),V agy € G.

Em particular, podemos escolher os elementos g1, g2 € G tais que g1b;j92 = €;,€;, - - - €i,5, para algum N,
em que €;,, ..., €;,, sao todos distintos elementos da base de G, de forma que g1b;;g2 € Go.
De fato, seja b;; = Zﬁikeil e, em que §;, € Fe €i; sao elementos geradores de G. Su-

k
ponhamos que {e;,,...,e;,} sao elementos geradores de G tais que os momomios de b;; sejam escritos

como produto de alguns desses elementos (ou todos, pois pode haver um mondémio que dependa de to-
dos). Consideramos w o monoémio de menor comprimento que aparece em b;; e suponhamos que w seja
escrito como produto de elementos de {e;,,...,e;, } € {e;,...,e€;,}, ponhamos g1 e g2 como ey, - - ey,
€ €k, " €k, Tespectivamente, em que {eg,,...,ex, } = {€i,....€,} —{€j,... e }. Como e;e;, =0,
obtemos g1b;jg2 = giwig2. Se comprimento de g1b;;g2 for impar, ponhamos g1 = ey, - - - €;,€4, onde e, &
um elemento gerador de G tal que e, ¢ {e;,,...,€;,}. Assim, g1b;jg2 ¢ um monoémio de comprimento par,
ou seja, existe N tal que g1b;j92 = €;, - - - €4, € Go. Logo, para qualquer o € G para todo s,t, temos

que agg1bijge @ €st = €, - €iynstest € T'(A). Assim, e;, - - e, A € T'(A).

Recordamos que um ideal verbal de uma algebra é invariante por endomorfismo. Consideramos

B = {ej,e3,...} um conjunto de geradores G, e B; = {et,,..., ey} € B, j € N, definimos a aplicagao:

p; + G — G

€ip — €t,
)
ey, > €,
€q * Cq
para quaisquer p =1,...,2N e q ¢ {i1,...,%nN,t1,...,tan}, Ou s€ja, para e;, € {€j,,...,€i,n 1}, €1, € Bj

e eq ¢ Bj. Dai, estendemos ¢; até ¢; : G — G dado por

P <Z Bu,veul tet em,) = Z/Bu,v‘)@j (eu1) c Py (euv)7 Bu,v € F.
u,v u,v
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¢ € um automorfismo de GG. Note ainda que o automorfismo ¢; induz um automofismo

¢; © M (G) — M (G)

er Qest —> @j(@") X est

Dessa forma, como e;, - - - €;,, A C I' (A) e I' (4) & fechado por endomorfismo, temos GYY A C T'(A). Agora
sejam I';, 'y conforme consideramos anteriormente, mostramos que existem Ni, Ny tais que GéVlA -
I'i(A) e GéVQA CTI'y(A); assim, 0 # GéVl+N2A2 CTI1(A)T2(A) = 0, contradigao, ja que GéVl+N2 e A?
sa0 nao nulos e teremos que Gév1+N2A2 # {0}. Logo, I'1I'y Z Id (A) o que implica var (A) é prima.

Se A = My, (G), a demonstragao é similar ao caso A = M; (G). Suponhamos que z € I'(A),
e pegamos y,z € A da mesma forma como no caso anterior, em que yrz = gib;;g2 ® es;. Se 1,5 €
{1,...;k} oui,j € {k+1,...,k+ 1}, entdo bj; € Gy, se i € {1,...,k} eje {k+1,...,k+1} ou
jed{l,...;k}eie{k+1,...,k+1}, entdo b;; € Gi. Podemos escolher g1, g2 tais que g1b;jg2 é impar
ou par, corresponde & posigao (s,t).

A partir de agora a demonstragao segue de forma analoga como no caso de A = M; (G).

Portanto, var (A) é prima, em que A = M, (F) ou My, (G) ou M; (G). O
Corolario 4.4.3. As dlgebras M, (F), My, (G) e M;(G) sao verbalmente primas.

A. R. Kemer caracterizou os T-ideais verbalmente primos sobre um corpo de caracteristica zero e

afirmou que este estudo de T-ideais verbalmente primos pode ser reduzido a T-ideais de identidades das
seguintes algebras verbalmente primas: F(X), My (F), My (G), My, (G), para k,l > 0.

Teorema 4.4.4. [A. R. Kemer| Seja uma variedade nao trivial V sobre um corpo de caracteristica zero.
Entao, V € verbalmente prima se, e somente se, ¥V = var (G (A)), em que A é uma das superdlgebras

simples.

Demonstragao. Ver [13|, Teorema 1.2. O

4.5 O Pl-expoente de uma Algebra

Sejam A uma PI-algebra sobre um corpo de caracteristica zero e {c, (A4)}n>1 a sua sequéncia de

codimensoes.

Sabemos que se A é uma algebra nilpotente de expoente IV, entao a sua sequéncia de codimensoes
é ¢y (A) =0, para n > N inteiro. A. Regev provou que se A satisfaz alguma identidade de grau d > 1,
entao ¢, (A) < (d —1)*".

Dessa maneira, se A é uma Pl-dlgebra, existe uma constante a € N tal que:
0<¢,(A) <a"

Portanto, a sequéncia da n-ésima raiz {/c, (A4), n =1,2,... é limitada e podemos definir:
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Definicao 4.5.1.

exp(A) := nh_{lgo supy/cn (A)
é chamado o expoente superior de A.

Definicao 4.5.2.

exp(A) = li_>m inf/cn (A)
é chamado o expoente inferior de A.

Definigao 4.5.3. Quando exp (A) = exp (A), definimos o PI-expoente de A por:

exp (A) = lim /¢, (A).

n—oo

No caso em que V = var (A) é uma variedade de élgebras sobre F' gerada por A, escreveremos

exp (V) = exp (4)

Assumiremos F' um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Seja A = Ag + A; uma
algebra Zs-graduada de dimensao finita sobre F'. Pelo Teorema de Wedderburn-Malcev para superalgebras
de dimensao finita,

A=Ay + 1,

em que Ags = A1 D Ay B ... D A, é subalgebra maximal semissimples Zs-graduada de A, Ay, ..., A sdo
superalgebras simples, e J = J (A) é o radical de Jacobson de A, que também é graduado. Denotaremos

por m = dimpA.

Consideraremos todos os produtos do tipo

ByJBs...B,_1JB, #0 (4.1)
em que By,..., B, sao distintas subélgebras retiradas do conjunto {Ay,..., Ai}, com r < k.
Seja
q :=max{dimp (B1® ... B,)} (4.2)

em que By,..., B, satistaz (4.1).

A. Giambruno e M. Zaicev provaram que existe uma estreita conexao entre exp (G (A)) e o nimero
q definido acima. Provaram que se U é uma PI-algebra sobre um corpo qualquer de caracteristica zero,
entao exp (U) existe e é um inteiro. E mais, se incluir a hipotese de F ser algebricamente fechado e A uma
algebra de dimensao finita Zg-graduada cuja G (A) satisfaz as mesmas identidades de U, entao exp (U) =

exp (G (A)) = dimpBss, em que Bgs é uma adequada subalgebra de A Zs-graduada semissimples.

Teorema 4.5.1. Seja A uma superdlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fechado F
de caracteristica zero e ¢ > 0 o inteiro definido anteriormente . FEntao, existem constantes dependendo

apenas da dimpA, Cq,Co,1r1,79 tais que C1,Cy #0 e

Cin"q" < e, (G(A)) < Cyn™q".
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Em particular, exp (G (A)) = q.

Demonstragao. A demonstra¢ao pode ser encontrada em |[7]. O

Corolario 4.5.2. Seja U uma Pl-dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero. Entao existem constantes

C1,Co,71,72, ¢ > 0 tal que C1,C2 #0 e

Cin"q" < ¢, (U) < Con"q".

Consequentemente, exp (U) existe e € um inteiro nao negativo.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.3, 05 U) = cf? (U ® F') para todon > 1, em que F' é o fecho algébrico
de F. Entao, sem perda de generalidade, podemos supor que F' é algebricamente fechado. Considere
V =war (U). Pelo Teorema 4.3.1, existe uma superélgebra de dimensao finita A tal que V = var (U) =
var (G (A)). Por outro lado, como Id (U) = Id (G (A)), temos que ¢, (U) = ¢, (G (A)), para todo n > 1.

Assim, pelo Teorema 4.5.1, concluimos o resultado. O

Vamos considerar alguns casos particulares.

Seja A uma algebra de dimensao finita, entdo ela pode considerada como uma superalgebra com

Zo-graduacao trivial. Neste caso,
G(A)=A®Gy+0®Gy=A® Gy.

Como Id(A) = Id (A ® Gy), pois Gy coincide com o centro da algebra de Grassmann e ¢ nao nilpotente,
temos que Id (A) = Id (G (A)). Assim,

cn (G(A)) =c, (A) = exp(A) =exp(G(A)), Vn.

Se A = A @ ... d A, ¢é superalgebra semissimples, entao J(A) = 0, onde Ay,..., Ay, sdo

superélgebras simples. Para que (4.1) seja satisfeito, temos que r = 1. Assim, ¢ = mar, ;< {dimp A;}.
Se A é superalgebra simples, entao exp (G(A)) = dimpA.
Assim, é possivel calcular o Pl-expoente das algebras verbalmente prima.

Exemplo 4.5.1. exp (My (F)) = dim (M, (F)) = k* = exp (M}, (Gy)), pois My (F) € superdlgebra sim-
ples.

Exemplo 4.5.2. Recorde que G (Mk <F + cF)) = My (G) e My, (F + CF) € superalgebra simples, em
que ¢ = 1. Assim, obtemos que exp (My, (G)) = 2k? = dimp(My(F + cF)).

Exemplo 4.5.3. Como G (My; (F)) = My, (G), temos que exp (Mg (G)) = (k +1)* = dimp(Mj,,(F)),
pois My (F') € superdlgebra simples.

Corolario 4.5.3. exp (UT (d1,...,dy)) =d3 + ... +d>3,.
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Demonstragio. B =UT (dy,...,dy) = Mg, (F)®...® My, (F)+ J(B). Considere ¢; =d; +...+d; e

observe que o seguinte produto:

€q1,q1€q1,1+1€q14+1,42€¢2,q2+1 """ Cqm—1,gm-1+1€qm—1+1,gm 7é 0

é nao nulo, em que e, ¢, € My, (F), eqqr1 €, Vi=1,....m—1, eq 414 € Mg,(F), Vi=1,...,m.
Logo,
di? + ...+ dp? =dimp (Mg, (F)®...® My, (F)) =exp(B).

Proposicao 4.5.4. Sejam A, B duas Pl-dlgebras sobre F, entao exp (A @® B) = max{exp(A),exp(B)}.

Demonstragao. Pelo Corolario 4.5.2, temos que ¢, (A) < g(n)q¢l" e ¢, (B) < h(n)qy, em que

lim {/g(n)=1= lim {/h(n)= lim ¢ M:L q1 =exp(A) e gu =exp(B).

Suponhamos que g1 > ¢o2. Assim, temos ¢ > ¢4, para todo n > 1. Considere z(n) =
max{h(n),g(n)}, para todo n € N suficientemente grande. Assim, z (n) > h(n),g(n) e nh_}rgo Vz(n)=

1.

Recorde que, pela Proposicao 3.3.4,
cn(A),cn (B) <c,(A® B) <c¢p(A)+ ¢, (B).

Dali,

exp(A)=q = lim ¢, (A) <exp(A® B) = le Ven (A® B) < ILm ’\‘/g(n)q’f—kh(n)q’;g

n—o0

n—o0 n—o0

lim {/z(n)gf +2(n) g5 = lim /= () §/a7 { (”?) < lim {/z(m)a (” (Z) >:q“

n

pois lim q% = 0. Portanto,

exp(A) =exp(A D B).

Como exp (A) = max{exp(A),exp(B)}, concluimos que

exp (A ® B) = maz{exp (A),exp (B)}.
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4.6 Superalgebra Minimal

Nesta se¢ao, iremos assumir F' um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero, e A uma

superalgebra de dimensao finita.

Lema 4.6.1. Se A = Ay + A; € uma superdlgebra simples de dimensdo finita, entio existem idempotentes
ortogonais ey, . ..,e, € Ag tais que e1 + ...+ e, =1 e, para cadai=1,...,n, Ae; (respectivamente e;A)

¢ um ideal minimal graduado a esquerda de A (respectivamente a direita).

Demonstra¢do. Basta recordar que as superalgebras simples de dimensao finita possuem identidade e
sua identidade é a soma das matrizes elementares que estdao na diagonal principal e, tais matrizes sao

idempotentes ortogonais e sao homogéneos de grau 0. O

Definigao 4.6.1. Os idempotentes do lema anterior sao chamados idempotentes minimais ortogonais

graduados da superdlgebra simples A.

Se A = Ay + Ay é uma superalgebra de dimensao finita, pelo Teorema de Wedderburn-Malcev,
escrevemos A = Ay, + J, em que Ay, é uma superalgebra semissimples e J = J (A) é o radical de

Jacobson de A. Escrevemos Agss = A1 @ ... & Ay, em que Aq,..., Ay, sdo superdlgebras simples.

Definicao 4.6.2. Sejam A wma superdlgebra de dimensdo finita e A= Ay @®... DAy, + J com Ay, ..., Ay,

superdlgebras simples. Entdo, A é superalgebra minimal se:

1. existem elementos homogéneos w12, ..., Wm—1,m € JoU J1 e idempotentes minimais graduados ey €
Al, ooy Em € Am tais que ;Wi j+1 = Wi i+1€i+1 = Wi i+1, 1= 1, e ,'m—l, EW12W23 " Wm—1,m 7é 0,’
2. {wi2,..., Wm—1,m} gera J como um ideal bilateral de A.

Exemplo 4.6.1. As dlgebras M, (F), My, (F) e M, (F + cF) sao superdlgebras minimais, satisfazem

trivialmente a definicao.

Lema 4.6.2. Seja B uma superdlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fechado, de
caracteristica zero e B = Bgs + J, em que Bgs = A1 ® ... ® A, com Ay, ..., A, superdlgebras simples.
Sem <n € tal que AyJAsJ ... JA,, # 0, entao existe uma superdlgebra minimal A contida em B tal que

A =A1D...DA,.
Demonstra¢ao. Como AyJ...JA,, # 0, entdo existem a1 € Ay ,..., am € A € 1,...,Tm_1 € J, tais
que

17102 - Tm—10m 7 0. (4.3)

Para cada i, a; = a?#—a% ex; = m? +a:21, com ag € Ay, ail € A, :E? € Jo, ZL‘ZI € Ji. Substituindo

em (4.3), obtemos que

al'zl*a®? - 2P lalm £ 0, para alguns qi, ..., qm,P1,---,Pm—1 € {0,1}. (4.4)
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Vamos assumir que Ti,...,Tm—1,01,.-., 0y a0 homogeneos na Zso-graduagao.
Sejam 11, ..., 1,, as unidades das algebras Ay,..., A,,, respectivamente. Entao, podemos escrever
11 (a1z102) 12 (z2ag) 13-+ L1 (Tm—1am) 1 # 0. (4.5)

Pelo Lema 4.6.1, 1 =¢} + ...+ ¢}, em que €}'s sdo idempotentes minimais ortogonais graduados de

A;, i€ {1,...,m}. Assim, obtemos
e1 (a1z102) €2 (z2as3) €3+ em—1 (Tm—1am) em # 0, (4.6)

para alguns idempotentes minimais ortogonais graduados e; € Aq,..., e, € Ap,.

Definimos w; 2 = €1 (a1x1a2) €2, wa3 = ez (x2a3)€3,..., Wm—1m = €m—1 (Tm—10m) Em.

Observemos que wi 2, w23, - .., Wmn—1,m € J, pois J ¢ ideal bilateral de B, e que
eiwiit1 = €ie; (Tiit1) €it1 = €; (Tiit1) €it1 = Wiir1 = €; (Tiiy1) €ir1€i41 = Wiiy1€i41,

Vi=2,...,m— 1. De modo anédlogo temos ejwi2 = wi2es.

Seja A=A © Ay @ ... Ay + J(A), a algebra gerada por A1, ..., A, W12, .-, Wm—1,m sobre
F, em que J (A) é o radical de Jacobson de A gerado pelos elementos wia, ..., wWn—1,m € J (B), assim
J(A) C J(B). Portanto, A satisfaz todas as condigoes da Definigao 4.6.2. Logo, concluimos que A é

uma superalgebra minimal. O
O leitor deve ter percebido que, se B = B1 @ ...® By + J (B) é uma superalgebra minimal, entdo
exp (G(B)) =dimp{B1® ... ® Bs} = dimpBy + ...+ dimpBs,

pois satisfaz (4.1).

Lema 4.6.3. Seja V uma variedade de dlgebras sobre um corpo F algebricamente fechado e de caracteris-
tica zero. Se exp (V) > 2, entao existem uma superdlgebra minimal A com subdlgebra mazimal semissimples
Ass, tal que G(A) €V e exp (V) = dimpAss.

Demonstrag¢do. Seja B uma superdlgebra de dimensio finita tal que V = var (G (B)) e B = Bgs + J, em
que Bgs = A1 ®...8 A,, com Aq,..., A, superdlgebras simples.

Vamos considerar todos os possiveis produtos da forma

Aiyyd - T A, #0, (4.7)

io(1)

para algum o € S, e A;,,..., A4;, sao todas distintas. Entao

exp (var (G (B))) = max dimp{A4;, ®...® A4;,.}, 1 <m <n,

tais que Aj,..., A, satisfazem (4.7). Pelo Lema 4.6.2, existe uma superalgebra minimal A contida

im
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em B tal que A = Ay + J(A) = Ay @ ... @ A;,, + J(A). Portanto, dimpAss = exp(V) e como
G (A) C G(B), pois A C B, temos que G (A) € V. O

Lema 4.6.4. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado, de carac-
teristica zero F, e A = Ags + J, em que Ags = A1 & ... B A, com A; = Mg, (F), 1<i<n. Separa
algum m <n, AiJ...JA, #0, entao A contém uma subdlgebra isomorfa a UT (dy, ..., dp).

Demonstragao. Ver [7], Teorema 8.2.1. O

Teorema 4.6.5. Se A= A1 & ... A, + J € uma superdlgebra minimal, entdo
Id(G(A) =1d(G(A1))...1d(G(Ap))

Demonstragao. Ver [10], Corolario 4.4. O

Definicao 4.6.3. Seja A = A1 & ... ® A,, + J wma superdlgebra de dimensao finita com radical de
Jacobson J = J(A) e subdlgebra mazimal semissimples Ay @ ... @ An,, onde Ay, ..., A, superdlgebras

simples. Se A1J ... JAy,, # 0, chamaremos A de superalgebra reduzida.

Observe que toda algebra minimal é reduzida.

Seja A = A1 @ ... ® A,, + J uma algebra reduzida, entdo A;J...JA,, # 0. Pelo Lema
4.6.2, existe uma superalgebra minimal C = 4; @ ... ® A,, + J (C) contida em A. Pelo Lema 4.6.3,
m
exp (G (A)) = ZdimFA,- = exp (G (C)), e pelo Teorema 4.6.5, Id (G (C)) =1, ...I, é o produto de
i=1
T-ideais verbalmente primos, Z; = Id (G (A;)).
Lema 4.6.6. Seja V uma variedade propria nao nilpotente de dlgebras sobre um corpo algebricamente
fechado F de caracteristica zero. Entao, existe uwm numero finito de superdlgebras reduzidas By,...,B; e

uma superdlgebra D de dimensdo finita tais que
VYV =vwar (G(B)&®...®G(B;) ®G (D))

com

exp (G (B1))=...=exp(G(By)) =exp(V) e exp(G(D)) <exp(V).

Demonstragao. Pelo Teorema 4.3.1, existe uma superalgebra de dimensao finita A tal que V = var (G (4)),
e pelo Teorema 4.2.6, A=A, @ ... D A, + J, em que Aq,..., A, sido superalgebras simples e J é o
radical de Jacobson de A. Suponha que exp (V) = d. Entdo existem distintas superélgebras A4;,, ..., 4;,
tais que

ApJ . JA, #0edimp (A, ®...8 4;,) =d.

Considere Ly, ..., L; todos os possiveis subconjuntos de {1,...,m} da forma {ij,..., i} com a seguinte

propriedade: se por exemplo, L; = {i1,...,i}, entdo

io(1)



Capitulo 4. Algumas Algebras Concretas e o Pl-expoente 58

para algum o € S.
Defina B; = A;, ®... 0 A;, + J (A), para L;, j=1,...,t. Assim, exp (G (B;)) = d, pois satisfaz
(4.1). Logo,
exp (G (By)) = d = eap (V).
para quaisquer j = 1,...,¢.

Considere Dy, ..., D), todas as subélgebras de A do tipo Aj @ ... ® Aj, + J (A), em que
1<j1 <...<jg <m e satisfacam

Aj oyd - JAj #0 e dimp (A, © ... @A) <d, (4.9)

Jo(1)

para o € S;. Seja D = D1 & ... & Dp, entao exp (G (D)) < exp (V). Vamos mostrar que

V=var (G(B)&...6G(B;) ®&G(D)).

Como para cada i =1,...,t, G(B;), G(D)C G(A), temos que

1d (G (A)) C 1d (G (B;)),1d (G (D)), ¥i=1,....t = var (G (A)) Cvar (G(B)&...®G(B) @G (D)).

Seja f = f(1,...,7,) um polinémio multilinear tal que f € N:_,Id (G (B;)) N Id (G (D)). Ja
que f é multilinear, podemos verificar que f é identidade para G (A) apenas na base da algebra A. Seja
{b1,..., by, 71, .., 7y} uma base para A, em que {by,...,b,} ¢ base de A1 @ ... & Ay e {r1,...,7;} & base
de J. Considere as substitui¢oes x; = ¢; @ g;, em que ¢; € {b1,...,b,,71,...,75} € gi € Go UG1. Sejam
Cly... e € Ajy U...UA; UJ, onde {i1,...,is} ¢ minimal conjunto assim. Existem duas possibilidades:

A“JJA% 75 0, ou A“JJAZé =0.

No primeiro caso f (¢1 ® g1,...,¢n ® gn) = 0, pois significa que ¢ ® g1, ..., @ gn € G (B;), para
algum i ou ¢1 ® g1,...,¢, @ gn € G (D).

Suponha que o segundo caso ocorra. Primeiro observe que se ¢; € Ay e ¢j € A, tal que k # u,
entdo ¢;.c; =0, pois Ay A, = 0 (soma direta ). Ao substituir em f, ¢; ® g1,..., ¢, ® gn, obtem:

f(Cl ®g1,.--,Cn ®gn) = (Zajbjlrll . "Tluflbju +Zﬁlwl) gL Gn,

em que E Biw; ¢ uma combinagao linear de monoémios Bjw; que contém expressoes da forma by, bj,, com

bj, € Ai,bj, € Ay, i # k, pela observagao acima,

> By =0

Zajbjﬂ’ll - 'rluflbju S AnJ .. JAZS =0 = Zajbjlrll cee ,rluflbju =0.
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Assim,
fla®g,...,co@gn) = (Zajbjﬂ"ll T, g, +Zﬂlw1> ®gr g =0®g1 g =0
= feld(G(A)=n_11d(G(B;))NId(G (D)) C Id(G(A)).
Portanto, V C var (G (B1) ® ...® G (Bt) ® G (D)). Concluimos a afirmagao. O

Corolario 4.6.7. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo, existe wm nudmero finito de dlgebras

reduzidas B1, ..., By e uma dlgebra de dimensao finita D tal que
V=var(B1®...® B, & D)

exp(B1) = ... =exp(B;) =exp (V) eexp(D) <exp(V).

Demonstragao. Recorde que qualquer dlgebra admite uma Zo-graduagao trivial. Assim, temos que Id (A) =

Id (G (A)) = Id (A ® Gy). Logo, var (A) = var (G (A)). O

Pelo Lema 4.6.6, temos:
Corolario 4.6.8. exp (G (B1)® - ® G (By)) =exp(V).

Definigao 4.6.4. Diremos que duas sequéncias f (n) e g (n) sao assintoticamente iguais, se

lim f(n) =1, e denotaremos por f (n) =~ g (n).
n—oo g (n)

Corolario 4.6.9. Para qualquer variedade propria V, existe um numero finito de superdlgebras reduzidas

Bi, ..., B, tais que

cn(V)~c, (G(B1)®...0G(By)).
Demonstracao. Pelo Lema 4.6.6, existem By, ..., B; superdlgebras reduzidas tais que
V=var(G(B1)®...®G(B) &G (D)) e exp(V)=exp(G(B1)) =...=exp(G(B;)) > exp(G(D)).
Pela Proposicao 3.3.4, temos que
n(GB)@...0G(B))<cn(V)<cn(GB1)®...0G(Bt) +cn (G(D)).

Sejam k = exp (G (D)) < exp(G(B1)® ... ® G (B:)) = exp(V) = ¢, entao para N € N suficientemente

grande, temos que

Nen (G(D)) < Neny(G(B)@...®G (By)) =
en (G (D)) < eNn(G(B)®...0G(By)) =
0 < by = cN(G(CBI\igg(DG;)G(Bt)) <L
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k
Sabemos, também, que 0 < lim /by = — < 1.
N—ro00 q
Vamos mostrar que o limsup by = 0. Como by é limitada, entao liminf by e lim sup by existem.
Suponhamos que limsupby = 0, como 0 < liminfby < limsupby = 0, temos que A}im by = 0.
—00

Suponhamos que limsupby =1 > 0, entao dado € > 0, para um ndmero infinito de N; € N, ocorre
0<l—e<by, =0< Vi—e< X/by,.

. k . .

Como A}lm V/bx = — converge, entdo qualquer subsequéncia de 3/by também converge para o mesmo
—00 q

valor. Assim,

k
0<l= lim Vi—-e< lim Y/by, =~ <1
N—o0 N—o0 q

contradigao. Logo, [ = 0. Dessa forma,

lim 1< lim cn (V) < lim 14 lm e (G (D))

W S GBY e BG(BY)) Sk ke (GBN @ 6GB))

Portanto, lim ¢ V)

=1 e obtemos a igualdade assintotica:
w00 e (G (B1) @ ... @ G (By)) &

n (G(B1)®...dG(By)) ~c, (V).

O

Definicao 4.6.5. Seja V uma variedade de dlgebras. Diremos que V é minimal de expoente d > 2 se

exp (V) =d e, para cada subvariedade propria U C V), teremos exp (U) < d.

Teorema 4.6.10. Seja V uma variedade de dlgebras tal que exp (V) > 2. Entao, V é variedade minimal
se, e somente se, V = var (G (A)), para alguma superdlgebra minimal A, tal que dimAss = d, em que Asgs

€ a parte semissimples de A.
Demonstragao. Ver [7|, Teorema 8.5.6. O

Denotaremos por var (f) a variedade cujo T-ideal é (f)r, o T-ideal gerado por f.

Definigao 4.6.6. O expoente da variedade var (f) é chamado o expoente do polindmio [ e é definido

exp (f) = exp (var (f)).

Similarmente, defina o expoente de qualquer conjunto de polinémios como o expoente da variedade

correspondente.

Observagao 4.6.11. Uma outra estratégia foi dado em [7] pdagina 214, para computar o Pl-expoente de

um polindmio. Foi dado que
exp (f) = maz{exp (V) | V € uma variedade minimal que satisfaz f = 0}.

Lema 4.6.12. exp (Stan,) = exp (Stami1) = m?, Vm > 1.
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Demonstracao. Pela observacao anterior,
exp (Sty) = maz{exp (V)| V é uma variedade minimal que satisfaz St,}.

Pelo Teorema 4.6.10, var (G (A4)) = V, em que A é uma superalgebra minimal de dimensao finita.
Sabemos também que V satisfaz a identidade standard, entdo V nao pode ser gerada pela envolvente de

Grassmann de uma éalgebra que contenha My, ; (F') ou Mj, (F + cF ) como subalgebra, pois G (My,; (F')) =
M, (G)eG (Mk (F + CF)) >~ My, (G) e essas algebras nao satisfazem o polinomio standard de qualquer

posto. Assim, V é gerada pela envolvente de Grassmann de uma superalgebra minimal com graduagao

trivial. Pelo Lema 4.6.4, segue que V é gerada por uma algebra do tipo, UT (dy, ..., d,). Entao,
exp (Sty) = mazx{exp (UT (di,...,d.)) | UT (d1,...,d,) satisfaz St, =0} (4.10)

Pelo Lema 2.3.4, UT(dy,...,d,) satisfaz St; = 0 se , e somente se, ¢ > 2(d1 + ...+ d,). Outro fato é

que, exp (UT (dy,...,d,)) = d? + ...+ d2, guardemos essas informacoes.
1. Se g = 2m ¢ par, pelo Teorema de Amitsur-Levitzki, M, (F') satisfaz a identidade Stg,,, além disso,

exp (M, (F)) = m?, entdo por (4.10), exp (Stam) > m?.

Ser >2e2m > 2(dy +...+d,), temos m? > d? + ... +d?> = exp(UT (di,...,d,)); assim,

m? = exp (Stam).

2. Seq=2m+1 éimpar e UT (d,...,d,) satisfaz St,, em que r > 2. Entao,
1
2m—|—122(d1—|—...—|—dr)$m—|—§Zdl—I—...—l—d,«,
como m, dy,...,d, sdo inteiros nao negativos, temos que
m2d1+...+d7«:>m2>d%+...+d%:>m2Zemp(5t2m+1).

Como M,, (F) satisfaz o polindmio Stg,,+1, pois satisfaz Sta,,, teremos como no primeiro item que

exp (Stom) > m?. Assim, concluimos a afirmacdo.

O

Lema 4.6.13. Sed =d? + ...+ d>

m’

a dlgebra A = UT (dy,...,dy) satisfaz a identidade de Capelli de

posto d +m, mas nao satisfaz o polindomio de Capelli de posto d +m — 1.

Demonstragao. Sejam B = My, (F) @ ... ® My, (F) a parte semissimples da éalgebra A e J™ = 0, em
que J é o radical de Jacobson de A = UT (di,...,dy) = B + J.

Primeiro vamos mostrar que Capg4,, é uma identidade para A. Seja o polindémio de Capelli

Caparm (T1,. - Tarmi Vi, Yarm—1) = Y (591(0)) To()V1 - - Ydbm—1To(drm)s
O'ESd+m
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de posto d+m. Consideramos uma avaliacao (substitui¢ao) ¢ : F'(X) — A deste polindmio nos elementos

de A. Observamos que:

1. como o polinémio de Capelli é alternado em 1, ...,Z41m € linear em cada uma dessas variaveis e

dimpB = d, temos que, se existir mais que d elementos de B entre ¢ (z1),...,¢ (T41m), obtemos

que Capgr,m = 0 em A sobre esta substituigao.

2. Se ha no maximo d elementos em B, entao substituimos em x1, ..., 241y, no minimo m elementos

de J. Logo, Capgim =0 em A, ja que J™ = 0.

Portanto, Capgim, = 0 em A.

Agora vamos mostrar que A nao satisfaz C'apgym—1 = 0. Sabemos que Cap,z nao é uma iden-

tidade para My, (F'). Podemos escolher elementos todos distintos v1,...,v,2 de My, (F) e elementos

ai,...,az2_1 € Mg, (F) de forma a obtermos : viay - - - an—1vy = €5 € qualquer produto do tipo vg_ja,vg,

com p # k é nulo. Consequentemente Capy, (V1,...,Vn,a1,...,a,-1) = €5t # 0, em que n = dz.
Escrevemos

Bj = Mg, (F) = spang(er;+prj+q | 1 <p,g <dj), j=1,...,m, em que r1 = 0,7; =di + ... +dj_1.
Para cada Bj, podemos fazer como no paragrafo acima, isto ¢, escolhemos: a{ . ,aﬁ;jfl , v{ . ,v%j € B;
tais que

J_J j o _
/Ulal U a‘ZLj_lfU.ZL]‘ - 67”j+177’j+1 - Cj # 07
e para qualquer o € Sy,;, o difetente da identidade de S, obtemos
J J.. 0 J _
Vo)™ Oy =1V (n;) = O
em que n; = d? = dimpB;.
Consideramos w; = ey, ,41 € J, @ = 1,...,m — 1. Mostramos no Corolario 4.5.3 que

ClW1C2 * - Wy—1Cm 7 0. Observamos que w; € B;JJBit1; e 1g,w;liy1 = w;, em que 1; € B; ¢ a identidade.

Entao, podemos reescrever ciwics - - - Wim—1¢m 7 0, como

(Clll) w1 (126212) wg - Wm—1 (lmcm) 7é 0.

Note ainda que 1;r1;41 = 0, para todo r € BjJBjy1 tal que j#iour € By +...+ B, . Agora vamos

fazer no Capgim_1 a seguinte substituicao:

1 1 2 2 m m
Tlyee s Tmd—1 POT U, vy Up s W, VT e e s Uppo s W2y ey Wi —1U] 5« ey Uy

correspondentes, e as varidveis

1 1 2 2 m
Yls -y Ymtd—2 POT Q1, ..yl g, 11,07, 0 yap, 9,19, Lprays oo osag) .
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Obtemos um produto nao nulo:

1.1 1 1 2 2 2 2 m_.m m m
(vlal e am,lvnjll) w1 (12v1a1 SO, 1Un, 12) W« * Wip—1 (1mv1 aj -+ -anmflvnm) #0,

claro que para qualquer permutacio de vi, ... ,v,{bl,wl, v%, . ,U%Q, U U W2, W3, -, Win—1, OD-

temos uma expressao nula e afvgal,, = 0, para qualquer p # j. Logo, A néo satisfaz o polinomio de

Capelli de posto menor que d + m. O

Pelo Teorma 4.3.2, para todo n > 1, o n—ésimo cocaracter de M}, ; (G) esta contido no gancho
infinito H (k‘2 + 12, 2k:l); pelo Teorema 4.3.3, o n—ésimo cocaracter de My, (G) esta contido no gancho
infinito H (k2, kz). Mostramos que My (F) satisfaz o polinémio de Capelli de posto k? + 1, entdo pelo
Teorema 3.4.1 o n—ésimo cocaracter de M, (F') esta contido em H (k:Q, O). Baseado nesses resultados
para calcular o PI expoente do polinémio de Amitsur, A. Berele e A. Regev introduziram a defini¢ao de

gancho verbalmente primo e quadrado generalizado.

Os ganchos verbalmente primos sdo os ganchos H (k2 +1?, 2kl) , H (kz2, k:2) e H (k2, O) cor-
respondente as algebras verbalmente primas My, (G), My, (G) e My, (F') respectivamente.

Sejam k > 1 > 0, o conjunto P = {(k‘2 + 12,21431) , (k‘z, k‘z) | k,l € N} é chamado de quadrado

generalizado.
Teorema 4.6.14. Sejam k > 1> 0. Entdo, k+1—3 < exp (E;;l> <k+1.
Em particular, exp (EZJ =k +1 se, e somente se, (k,l) € P.

Demonstra¢ao. A demonstragao é encontrada em [4]. O

Assim, exp (E;;zHQ le) =(k+ 1)2 e exp (EZQ k2> = 2k2.
Note ainda que quando [ = 0, obtemos que e:rp(CapZQH) = exp(E;O) = k2, ja que o polinémio

de Amitsur coincide com o polinémio de Capelli quando p = (1™).



Capitulo 5
Igualdade Assintética

O objetivo principal deste capitulo, e de fato da dissertagao, é apresentar a igualdade assintética
da codimensao das dlgebras verbalmente primas e os polinémios tipo Amitsur-Capelli. As algebras con-
sideradas neste capitulo sao superalgebras reduzidas de dimensao finita dadas. Primeiro apresentaremos
alguns lemas que juntamente com os resultados apresentados anteriormente nos darao suporte para a

obtencgao desses resultados.

5.1 Igualdade Assintética para I}, ;. € My o (G)

Analisaremos o caso de uma superalgebra reduzida do tipo especial. Relembremos que a matriz
My, (F') denota a superalgebra simples de dimensao (k + 1)2 sobre o corpo F' com graduacao
(Mg (F))o, (M1 (F))1). Até o Teorema 5.1.5 assumiremos que A = My, (F) + J é uma superélgebra

de dimensao finita, em que J = J (A) ¢ o radical de Jacobson de A.

Lema 5.1.1. O radical de Jacobson J pode ser decomposto em soma direta de quatro My (F')-bimddulos
J = Joo + Jo1 + Jio + Ju1,

em que para p,q € {0,1}, Jp, € um mddulo & esquerda fiel ou um 0-mddulo @ esquerda de acordo com
p = 1 ou p = 0 respectivamente. Similarmente, Jpq € um modulo a direita fiel ou um 0-mddulo a direita
de acordo com q =1 ou q = 0 respectivamente. Além disso, para p,q,i,1 € {0,1}, JpgJgi C Jpi, JpgJit = 0
para q # i. B existe uma superdlgebra nilpotente de dimensdo finita N tal que Ji1 = My, (F) @p N €

isomorfismo de My (F')-bimddulos e de superdlgebras.
Demonstra¢ao. Vamos considerar F, a identidade de My (F'), e as transformagdes lineares

Lg: J — J Rg: J — J

r — Fx r — xF

Note que Lg e RE sdo operadores lineares idempotentes. Como todo operador linear idempotente

é diagonalizédvel, com autovalores Or e 1, temos que Lg e Rg, sao diagonalizéveis com autovalores O e
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17 (pode ser encontrado em [16]).

Uma outra observacao a ser feita é que, para cada x € J:

Lig (Rg(z)) = Lg (xF) = ExE = Rg (Ex) = Rg (Lg (2)) .

Consideramos os autoespagos correspondentes para cada autovalor. Sejam
Jorgp={r€J|Ex=0x=0} e Ji, ={zreJ| Ex=1pz =z},
os autoespacos correspondentes aos autovalores O = 0 e 1 = 1 respectivamente. Analogamente
Jory, ={x€J|2E=20=0} e Jig, ={zeJ|zE=2xl=ux}
Como Lg e Rg sao operadores lineares diagonalizaveis, temos que
JiLg + Jorg = J = Jirg + Jorg-
Além disso,

1. Jorp = Joo + Jo1, em que Joo = {x € J | Ex = 2E =0} e Jyy = {zx € J | Ex = 0,2E = z} sdo
F-subélgebras de J;

2. JlLE:J104—J11,emqueJ10:{x€J\Eac:x,xE:O}eJn:{xE | Ex = zF = zx} sao
F-subélgebra de J.

Assim, podemos decompor J como

J = Joo + Jo1 + Jio + J11-

Vamos mostrar que Jo; é um My (F))- modulo a direita fiel e um 0-modulo & esquerda, e para as

outras subalgebras Jyg, J19, J11, a demostragao é similar.

f: J01 XMk,l(F) — J01

(m,a) —> ma
Para cada m € Jy1 e a € My, (F), temos que ma € J, pois J ¢é ideal bilateral de A.

1. Para cadam € Jy e a € My (F), temos que E (ma) = Ema = 0a =0 e (ma) E = maFE = mEa =

ma. Portanto, ma € Jyi;
2. (m1 +ma)a = myia+ moa € Jp1, pois mya, maa € Joy e Jy1 é F-subagebra de A;
3. m(a + b) = ma + mb, mesmo argumento que o anterior;

4. mE = m, pela propria defini¢do dos elementos de Jo;.
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Claro que Jp; € um 0-modulo a esquerda, ja que para qualquer a € My ;(F) e m € Jp1, temos que am = 0.

Para verificar que é fiel & direita, vamos mostrar que
Ann (Jo1) ={a € My (F) | za =0,V z € Jo1} = {0}.

De fato, observemos que

k+l1 k+l1
075:CGJ01:>xE:x:>O7$x::UE:a:ZeM:eri,ié Jige{l,...,k+1} tal que ze;, ;, #O.
i=1 i=1

Para quaisquer ,j € {1,...,k + [} temos que we;, ;e;; # 0, isso implica que para qualquer a € My, ;(F)
existe m € Jyo tal que ma # 0 (a #0 e m # 0). Portanto, Ann (Jo1) = {0}, ou seja, Jp1 € fiel a direita.
A mesma demonstracio pode ser feito para Jig & esquerda, e para Ji; de ambos os lados.

Vamos mostrar a seguinte afirmacgao: JpqJy C Jpi € JpgJij = (0). Faremos dois casos e para os

outros a demonstragao é similar.

1. Para todo = € Jyg,y € J11, temos Exy = 2y = ayE = 2By = 0 = 2y = 0. Logo, Ji0J11 = (0);

2. Para todo = € Jo1,y € Ji1, temos Fxy = 0y = 0 e ayF = xFy = xy = xy € Jo1. Portanto,
Jo1J11 € Jor.

Assim, concluimos a primeira parte do lema.

Mostraremos que Ji1 é graduado. De fato, para qualquer x € Ji1, temos que x = xg + 1, em que
x9 € Agex1 € Aq. Assim, ExE = x = ExgE+ExE = xg+x1 = EvgE—x9 = 21— Ex1E = FExgFE = xg
e x1 = Ex1E = x¢9, 1 € J11. Portanto, J11 é graduado.

Seja {j1,...,Jjq} uma base de J1;. Podemos adimitir que todos os j,, s@o elementos homogéneos

graduados, isto é, ou par ou impar. Pois, podemos escolher uma base entre elementos jO, jl.

Como {e;j | 1 <i,j < k+1} é uma base para My (F); {ji,...,Jjd} € uma base para Ji; e Jip é
M, (F')-bimodulo fiel, temos que

Ji1 = spanp(ersjemys | ris,mt € {1,...,k+1},5 € {ji,...,Jd})-

k+1
Considere N = spanp(ds+ (§) | s,t € {1,...,k+1},5 € {j1,...,ja}), em que dgy (j Zez sjeti. Seja

S ={ds:(j) | s,t €{1,....,k+1}, j € {j1,..-,7a}}, |S] = d(k+1)%. Claro que (Z amm) (Z ﬁmz) =

meS nes

Z ampBnmn, onde ap,, 5, € F. Entado, se N é subalgebra, Z amBamn € N, se e somente se,
m,nes m,neSs
mn € N, ¥ m,n € S (N é subespago vetorial). Assim,

k+1

ds,t (jal) du v ]ag Z €i s]al €t u]ag €v,is
=1
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como jie¢j2 € Ji1, entao
d

jalet,ujaz cJn = Z'ijb-
b=1

Assim, obtemos que

k+l d d
ds,t (ja1) du v ]ag = Z Z bei,sjbev,i = Z'des,'u (]b) €N,
=1 b=1 b=1

em que v, € F, para quaisquer s,t,u,v € {1,...,k+1} e aj,as € {1,...,d}. Portanto, N é subalgebra.

Como dimpA é finita, temos que J é o maior ideal nilpotente de A. Logo, N também ¢é nilpotente
e de dimensao finita.

Note que N comuta com My, (F). De fato,

K+l ket
. . . =m . .
ermdst (J) = erm E eisjeri | = § €rm€isjeti = Erm€m,sj€tm = €rsj€tm €

=1
k+l1
. . 1=r . .
ds,t (]) €rm = g €i,sJEti | €rm = €rs)]€tr€rm = €rs]Ctm-
=1

Logo, ermdst (j) = dst (§) €rm. Segue a afirmacao.
Agora note que os elementos {e; j | 1 <14,j < k+1}, da base de My (F'), sdo graduados homogé-

neos. Basta observar que :
1. sei,j€{l,...,k}, entdo e;; € My (F),, isto ¢ homogénio de grau 0;
2.sei,je{k+1,....,k+1}, entdo e; ; € My, (F),, isto é, homogéneo de grau 0;
3.seie{l,...,k}eje{k+1,...,k+1}, entdo e; ; € My (F),, isto &, homogéneo de grau 1;
4. seic{k+1,....,k+1l}eje{l,... k}, entdo e; ; € My (F),, isto &, homogéneo de grau 1;

Para verificar esse fato, é necessario analisar o
Sao 16

Observe ainda que degz, (ersjetm) = degz, (€stjerm)-
grau dos elementos matriciais e recordar que deg (e, sjetm) = deg (ers) + deg (j) + deg (etm).

casos, faremos trés, e os outros sao verificados da mesma forma.
1. ser,s,t,m e {1,...,k}, temos que

deg (er,s) +deg (§) + deg (er,m) = deg (7) = deg (es,¢) + deg (§) + deg (erm) ;

2.ser,se{l,...;k}et,me{k+1,...,k+1}, temos

deg (ers) + deg (j) + deg (er,m) = deg (j) = deg (est) + deg (§) + deg (erm) = 1+ deg (5) + 1;
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3.sered{k+1,....k+1}es,t,me{l,... k}, temos

deg (ers) +deg (j) + deg (er.m) = 1 + deg (j) = deg (es ) + deg (§) + deg (erm) = 0+ deg (5) + 1.

Assim, deg (e;1jeri) = deg (etr) + deg (§) + deg (e;,;). Como deg (e;;) = 0, teremos

deg (eirjeri) = deg (err) + deg (j) .

k+l1

Logo, drt (j) = E eirjet,; tem grau igual ao grau de j mais o grau de e,; médulo 2, pois é a soma de
=1

elementos de mesmo grau, ou seja, é a soma de elementos que estdo na mesma componente homogénea.

Donde segue que d, ¢ (j) ¢ homogéneo, V r,t. Assim, N = Ny + Ny, em que Ny sdo todos os elementos

dst (j) com grau 0 e Np sdo todos os elementos com grau 1.

Seja My (F) ® N o produto tensorial. Defina para quaisquer a,b,c € My, (F'), n € N:
alc®n)b:= (acb®@n) € My, (F)® N.

Com essa definigao, é possivel ver que My ; (F)) @ N é My (F') —bimodulo.

Seja S uma base de N como espaco vetorial, S C S. Vamos denotar:

Q={(s,t,4) | ds,t(ji) S 5}’
S ={dss(ji) | (s, t,) € Q}.
Seja {eyp @ dst(ji) | u,v=1,...,k+1, (s,t,i) € Q} uma base de My ;(F) ® N. Vamos mostrar

que os elementos {ey sjiery | v, v =1,.... k+1, (s,t,i) € Q} = S é uma base para Ji1.

1. S ¢ linearmente independente: seja

k+1

0 = Z Z Oy, ( stzeus]zetv

u,v=1 (s,t,1)€Q
k41

= Emu E E au,v,(s,t,i)eu,sjiet,vevo,m

u,v=1 (S,t,’i) €N

k+1
= Z Z Qg v, (s,t,3) €m,sj; Ct,m = 0,
m=1 (s,t,i)€Q
para todom € {1,...,k+1}. Como S é uma base de N, temos que Qg ,vo,(s,t,i) = 0 para todo ug, vo.
2. Para quaisquer r,w,m,y=1,...,k+lec=1,...,d, mostraremos que

k+1

€rmJcCyw = § E uv (s,t,) eu sjzetva

u,v=1 (s,t,i)EN
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k+l1
pata algum Qo (sti) € F Seja dmy(jc) = Z a/(s,t7i)ds,t(ji) = Z Za/(s,m)ex,sjiet,:c €
(s,t,0)eQ (s;ti)erz=1
N, onde o/( siti) € F'. Por outro lado, também podemos escrever
k+l1
dm,y(jc) = Z ez,mjcey,x = er,mjcey,w = er,xodm,y(jc)ezo,w = Z al(syt’i)er,s]’iet,w
=1 (s,t,1)€Q

k+1

- Z Z au,v,(s,t,i)eu,s]iet,va

u,v=1 (s,t,3) €N

— — — W -
onde y y (s,t,i) = o quando r =u € W =V, € Q4 (54,4 = 0 caso contrario.

$,t,1)

Portanto, S é uma base para J;.

Vamos definir a transformacao linear

@ Mk’l(F)(X)N — J11

Ert ® ds,m (]) — er,sjem,t

e estendemos ¢ por linearidade. Como ¢ leva base em base, temos que ¢ estd bem definida e é bijecao.
Entao falta mostrar que ¢(ab) = ¢(a)¢(b), que é homomorfismo de My, ;(F')-bimoédulos e que preserva

graduagao.

Sejam e, @ dgm(j) € ey @ dyo(j') € My (F) ® N. Entao,

<e7’,t ® ds,m (j))(eu,v & dw,ac (]/)) - 5t,uer,v ® ds,m (J)dw,:v (,7/) - 6t,ue7‘,v ® ds,ac (jem,wj/) =
' ((er,t b2y ds,m(j))(eu,v @ dw,x (]/))) = 5t,u€r,sjem,wj/€x,v~

Por outro lado,

@ (er,t ® ds,m(])) 2 (eu,v ® dw,x(j/)) - (er,sjem,t)<eu,wj/ex,v) = 5t,u€7‘,sjem,wj/€x,v
@ ((ert @ dsm)((J)eup @ dw,x(j/))) .

Logo, ¢ ((er,t ® dsm)((j)eu,v ® dw,z(j/))) = (er,t Y ds,m(j)) 2 (eu,v ® dw,w(j/))-
Agora sejam, e,; ® dsm(j) € Ji1 € €pg,€xy € My (F). Se g =1 e x =1, temos que e, gy 1€y y @
ds,m(j) = ep,y & ds’m(]) ASSiHl7

Plepgerieay @ dsm(j)) = ¢ (epg ® dsm(f)) = €psiemg = epgp (ert @ dsm(j)) €xy-
Observe ainda que, se ¢ # r ou x # t, obtemos

epqlrtloy @ dsm(j) =0 = p(epgertesy @ dsm(j)) =¢(0) =0

= epgCrsiemtlsy = €pe (€rt @ dsm(d)) € y-

Logo, ¢ ¢ homomorfismo de Mj,; (F') —bimodulos.
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Para verificar que ¢ preserva a graduagao, basta recordar que
deg (er,sjem,t) deg<es m]er t) - deg (65 m) + deg( ) + deg (ert)

deg (et @ dsm (7)) = deg (ert) + deg (dsm (7)) -
Assim, temos que deg (ersjem) = deg(ert @ dsm (7)) . Portanto, deg (e, sjem:) = deg (¢ (ersjemt)),
isto é, ¢ preserva a graduacgao.

Portanto, ¢ é isomorfismo de superalgebras e Mj,; (F') —bimodulo. O

Lema 5.1.2. Sejam M = k? +1? e L = 2kl com k,l € N. Se By € Id(G(A)), entao Jio = Jo1 = (0).

Demonstragdo. Para demonstrar o lema, vamos determinar um polinémio e} (Z,y) que serd consequéncia
de E},; e utilizar oportunas substituicoes de elementos de G (A) em e (Z,7). Assim, obeteremos o

resultado.

Seja A b n = (L+1)(M+1), em que A = ((L—i— 1)M+1). Consideremos a seguinte tabela

standard de Young associado a A

1 1+(M+1) . 1+L(M+1)
2 2+(M+1) . 2+L(M+1)
Ty = ; ;
M+1 | M+1+(M+1)| ... (L+1)(M+1)
Sejam
> Y snlalpo
pERTA UGCTA
Cry=Shy1 (1,2, M+1)x - xS I+ L(M+1),...,(L+1)L(M+1)),

o quase idempotente, o estabilizador de linha e estabilizador de colunas de T) respectivamente, em que
St =8 (it LM +1) eS8t =S A+ G -D(M+1),...,(M+1)+(—1)(M+1)),
sao0 os grupos simétricos Sz11 e Sy/11 que agem sobre os conjuntos de indices {4,...,i + L(M + 1)} e
{1+G-1y)M+1),.... M+D)+(G-1)(M+1)}, i=1,...,M+1, j=1,...,L + 1 respectiva-

mente.

Definimos o polinémio

ET (jvg) = eTA Z pgTA T y em que
pERT,
L+1 M+1
91, (2,9) = H Z sgn(o;) H Y(j+(i—1)(M+1))Tor, G+ (i—1) (M+1))
i=1 \ 0ie53,,, i=1

= Z Sgn(g)ylwa(l)nya(Q) U UYUnTo(n)s

O'GCT)\
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onde S, age em {x1,...,2,} por permutagoes.

O polinémio gé}A (z,y) € alternado em cada conjunto de variaveis

Ti = {T14 1) (MA41)s -+ + s TMA 14— 1) (M+1)
para cadai=1,...,L+1, e e] (Z,y) & simétrico em cada conjunto
Tj={Tj, . Tjprm41) )
paracada j =1,..., M+1, ambos polindbmios sdo multilineares. Além disso, como eme (z,7y) éidentidade

da &lgebra G (A), entdo €7 (z,y) também ¢ uma identidade de G (A).
Sejam ST = {371,...,5T,} € 5y = {SU1,...,5Yn}, em que 57;,5y; € G(A), para todo i,j =
1,...,n. Ja que €] (Z,y) é multilinear, é suficiente substituirmos apenas nos elementos da base de G (A).

Assim, consideremos €, ..., 634, uma ordenada base de My (F'), de matrizes unitarias de grau par na

graduagao, e e%, ... ,e}:, uma ordenada base de My, (F'); de matrizes unitarias de grau impar. Faremos

as seguintes substituicoes:

L sZTi -ty = e? ® gi0+(j—1)(M+1)7 para quaisquer j = 1,..., L+ 1, ¢+ = 1,..., M, em que
9?+(j—1)(M+1) sao todos elementos distintos de Go;
2. STijmyr) = ej1 & gjl(MH), j=1,...,L, em que gjl(M+1) sao todos elementos distintos de G;

3. ST(L+1)(M+1) ‘= T10 ® g, em que rig € JinegeG.

4. Para qualquer ¢ = 2,...,n—1, 57; := ep k ®g;, onde g; € GoUG1 e epk sao fixas matrizes oportunas

de Mk,l (F)

5. Para 57, :=€;1 ® ¢}, SYp, := k11 ® g/, onde g}, g/ € Go UG1.

Observemos que todos os elementos de My, ; (F )0 que estao na i-ésima linha de T) sao iguais, a saber e?,

para cada ¢ = 1,..., M. Escolhemos os elementos e({, eg, e 76%/1 como os respectivos elementos abaixo:
€1,1,€1,2,---,€1k;,€21,---,€2k;---,€k1,---,Ckk),Ck+1k+1s---; Ck+1 k+l)- ) Ckt+lk+1,- - Ck+Lk+1;

e para os elementos ei, e%, ey ei como os respectivos elementos:

€1 k+1,€1k+2y- -+ €L k+1, €2 k4155 €2 k+1y -+ Ckk+1s- -5 Ckk+1y €k+1,15 - -+ 5 Ek+1 ks - - -5 Ek+115 - - - 5 CkH1 k3

os elementos matriciais correspondentes para sy; escolhemos da seguinte forma: por simplicidade, supo-
nhamos que 57; = et v ® g € 5Tj41 = €uz @ g, entao o elemento matricial correspondente para sy; 11 sera

ev,u- Por escolha das substitui¢oes acimas e para os elementos y; e y, podemos fazer que,

SY15T15Yo5T2 * + - STMSYMSTMA1 ** * SYnSTn = €jT10 ® g, para arbitrérios 1, j,
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em que ¢’ € Go UG e para qualquer 7 € Cr, diferente da identidade do estabilizador de colunas, temos:

SY15T7(1)5Y25T+(2) -+ STr(M)SYMSTr(M+1) * ** SYnS5Tr(n) = 0,

pois havera pelo menos um termo da forma ey, tey w com v # t e relembremos que Jig ¢ um Mj, ;-modulo

a esquerda fiel, e um 0-moddulo & direta, entao rpenk = 0, para qualquer epx € My (F). Dessa forma,

g}A (ST,SY) = Sy, ST1SY9ST2 + *  STMSYpNSTMA41 "+ SYp STy, =

ei (57,59) = Y (0)gn, (T.9) = Y (p)SYiST15Yo5Ta - SEMSYASTM 41+ 5Y, 5T
pERTA PGRTX

Como observamos acima, todos os elementos matriciais correspondentes a i-ésima linha de T},

para todo ¢, sao iguais. Assim, para qualquer permutagao o € Rr, tal que
o(i+ti(M+1)=i+ta(M+1), t1,t0=0,...,L; i=1,..., M,
teremos

SY15T5(1) " STo(M)SYMSTo(M+1) ** " SYnSTo(n) = SY15T1 "+ - STMSY M ST(M+1) " SYnST(n),

desde que Gy = Z(G). Notemos ainda que para qualquer permutacao o € Rp, tal que o (j (M + 1)) #

j (M +1), para qualquer j = 1,..., L temos que o resultado da nossa substituigdo

Seja R/TA = Siﬂ X - X Sﬁl subgrupo de Rr,, em que Spq1 (4,i+M +1,...,i+L(M+1)) =
Siipemqued=1,....MeSpi(i,i+M+1,...,i+ L(M+1)) é o grupo simétrico S1 que age
sobre o conjunto de indices {(i,i + M +1,...,i+ L(M + 1))}, observemos que cardinalidade de R7, ¢
igual a ((L 4+ 1)H)M.

Qualquer que seja o € Ry, , obtemos

SY15Tg (1) STo(M)SYMSTo(M+1) * " SYnS5To(n) = SY15T1 -+ - STMSYpSTM+1 "~ 5Y,,5Tn,
pois como G = Z (G), entdo para cada o’ € Ry, , temos

0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 —
(0'/ (91 IMIM1 914 M1 91+ M1 G I1r2(M 1) T IM (i~ 1) i(M 1) T 'gM—1+L(M+1))> 9=29

ou seja, podemos "reorganizar"os elementos de Gg U (G1 de maneira a obter o mesmo mondémio, ja que os

elementos permutados sao de Gy. Logo, obtemos

el (5z,5y) = (L + 1)!)M eijT10 ® g, para arbitrarios 7,7, em que

- 0 0 1 0 0 1 0
9=91" " IMIM1I1+M+1 " I+ (i) (M+D)i(M+1) T IM—1+L(M+1)9-
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Como ¢* (5Z,57) € Id (G (A)), temos que 0 = e} (5%,57) = (L + 1)HM ei jT10 ® g para arbitrarios
i,7, j& que g # 0, pois consideramos todos os elementos h € G de geradores distintos. Assim, r19 = 0,
para qualquer rig € Jio. Logo, concluimos o resultado. A demonstragao para Jp; = (0) é similar, em vez

de considerarmos 719 € Jig, consideramos rg; € Jy1. O

Lema 5.1.3. Sejam M = k*>+1? e L = 2kl, com k,l € N. Seja Jy; = M (F)®N, em que N = Ny + Ny,
como no Lema 5.1.1. Se Ey;; € Id(G (A)), entao Nog C Z (N) o centro de N e Ny € anticomutativo.

Demonstragao. Vamos determinar um polindmio €5 (Z, ) como no lema anterior, a diferenca ¢ que agora
teremos uma linha a mais.
Seja p Fn = (L+1)(M+2), em que p = ((L+ 1)M+2>. Consideramos a seguinte tabela

standard de Young associada a p:

Tu= MH M+1+(M+2) .(MH)*L(M*Q) |
M2 | 20M2) (L+1)(M+2)

Rp, =St (1., 1+ L(M+2)x...x SPH2(M+2,...,(L+1)(M+2))
Cr, = Shpys (1,2, . M+2)x ... x SiEL A+ L(M+2),...,(L+1)(M+2)),

em que C7, € o estabilizador de colunas de T}, e Ry, é o estabilizador de linhas de T),.

Consideramos o polinémio

6; (jja g) = Z PIT, (jv g)a em que
pERT,
91, (F.9) = Y 89n(0)U1Ta(1)Y2Tos *  YnTo(n)Yni1-
JECTIL
onde S, age em {x1,...,Tp}.
Como no lema anterior, g7, (7, %) , €3 (7, ) sdo multilineares em x1,...,Tn e y1,. .., Ynt1, 97, (T, 7)

¢ alternado em cada conjunto de variaveis para as quais os indices correspondem as colunas de T), e €3 (Z, 7))
¢ simétrico em cada conjunto de varidveis os quais os indices correspondem as linhas de 7),.

Sejam €Y, ..., 634, uma base ordenada de My, ; (F'), de matrizes unitarias de grau par na graduacao,

e uma base ordenada de My (F); de matrizes unitarias de grau impar. Vamos considerar as seguintes

substituigoes:
—_ o 0 0 . . 0 ~
L STiy-1)(My2) = €6 ® Git(-1)(M2) T = 1,...,.L+1Vi=1,...,M, em que Jit(j-1)(M+2) SO
todos elementos distintos de Go;
2. STMA1)+(-1)(M+2) = ejl ®gJ.1(M+1), j=1,...,L, em que gJ.l(M+1) sao todos elementos distintos de

Gy;

3. STjm42) = ejl ® gjl(M+2), j=1,...,L, em que gjl(M+2) sao todos elementos distintos de G;
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4. ST(M4+1)+L(M+2) ‘= d1 @ g1 € ST(L41)(M+2) ‘= d2 ® g2, em que dy,dy € No U Ny e g1,92 € Go U Gy;

5. 3Y; = ehu @ g}, em que g} € Gy U G1,eny sdo fixas matrizes unitarias oportunas de My (F),

escolhidos como no Lema 5.1.2. Para o elemento 5y,,_; := €n,_;.u,_; ®9gn—1 escolhemos g,_1 € Gp.

n—1,

Escolhemos os e; como no Lema 5.1.2, e faremos a seguinte observagao: do modo como foi definido as
substituigoes, o elemento e; correspondente para Tnpy14(j—1)(M+2) ¢ © MESMO que para Tjn42), para

qualquer j =1,..., L. Entao qualquer

o€ Ch = {6 (M+1,M+2)} x ... x {&(M+1+(L—1)L(M+2),L(M+2))} < Cr,.
o471, (ﬁ7@) 7é 0 e 79T, (ﬁaﬂ) = O’

emqueTECTM,TgéCh ><5”]%/[112(1+L(M+2),...,(L+1)(M+2))eeéaidentidadedeSn.

Decompomos C{Fu =CUD, em que C sdo as permutagoes pares de C’Tu e D sao as permutacoes

impares de C’T#, a cardinalidade de C’{Fﬂ ¢ 2L e as cardinalidade de C e D sao 2°~!. Entéo,

a1, (ﬁ> @) = Z 8971(0’)@1%0(1)@2%0(2) s ﬁU(M)@MﬂO'(M-‘FI) s @nﬁa(n)@rﬂrl
UGC}H

= Z SY15T5(1)SY25T5(2) * * STo(M)SYMSTo(M+1) " * SYnSTo(n)SYn+1

oceC
- Z SY18T5(1)SY25T5(2) ** * STo(M)SYMSTo(M+1) " * SYnSTo(n)SYny1-
oeD
Recorde que, para quaisquer g1, g2 € G1, tem-se g1ga = —gag1. Entao, quando aplicarmos uma

permutagao par de C}u €M SY1STq(1)5Y25T0(2) ** STo(M)SYMSTo(M+1) *** SYnSTa(n)SYnt1 de um lado do
produto tensorial, obtemos o mesmo valor para o produto de matrizes unitarias, ja que tais matrizes
permutadas sao as mesmas. Do outro lado do produto tensorial, obtemos o mesmo produto com sinal
de menos, pois os elementos permutados sao de (G1 e para que cada um volte & posi¢do inicial, terd que
anticomutar com os outros elementos de GG1. Para os elementos da tltima coluna, alguns irao se cancelar

restando apenas quatro. Dessa forma, obtemos a seguinte igualdade:

g1, (3T,57) = 2L+1€i7j [d1d2 ® gg1gE(L+1)(M+2))92 —dad; ® 99292(L+1)(M+2))91 J

em que g é obtido dos elementos g,s substituidos acimas. Cabe lembrar que N comuta com os elementos

My (F); assim, dieyy = euvdi.

Como no lema anterior, todos os elementos de My, ; (F), , e?, que estao na i-ésima linha sao iguais,
e os elementos g? € Go da i-ésima linha comutam com qualquer elemento de G, pois Z (G) = Gy, para

qualquer i = 1,..., M. Assim, quando aplicarmos as permutacoes o’ que pertence a:

Rp =Spa1(LI+(M+1),.. ., 1+ L(M+1)) x ... x Spyr (M, M +2(M+1),...,M+L(M+1))
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temos,

o'gr, (57,59) = g1, (57.59) = »_ ogr, (57,59) = (L + D) g1, (52,57) ,
UER,TH

pois os elementos matriciais sdo os mesmos, e os elementos comutados de G pertencem a Gy que comutam
com todos os outros elementos. Nenhum dos elementos sZ;(ar42), 7 =1,..., L e ST(arq1)4(j—1)(M+2)s T =
1,..., L das linhas com nameros (M + 2) e (M + 1) ndo pode aparecer em nenhum lugar de nenhuma
outra coluna além dele prépria, sem obter pelo menos um termo da forma, egyevw = 0, com u # v.
Portanto, para os ultimos elementos das linhas (M +2) e (M + 1) também so sobram colunas deles. Logo,

para qualquer permutagao 7 ¢ R,T,u obtemos g7, (5T, 3y) = 0. Assim,
0=e5(52,57) = ((L+ 1)) 25 e 5 [(dide) ® (9919'92 — (dodh) ® g929'g1)] (5.1)
em que g € G, Vi,jeg € Gy Vamos analisar os casos.

1. Se dy,dy € Ny, entao g1, ge € Go, temos 919£L+1)(M+2)92 = 919292L+1)(M+2) = g. Substituindo em
(5.1), obtemos

(L + M) 284 (5 5d1d2) ® g — (e 3dadi) ® g] = 0 = dida = dady,

pois todos os g; sao distintos, ja que escolhemos todos os elementos gis € Go U Gy com geradores

distintos;

2. para dy € Ny, ds € N1,g1 € Go,g2 € Gy e para ds € Ny, di € N1,92 € Go, g1 € Gy vamos obter o
resultado, pois g1 € Gy = Z (G) ou g2 € Go;

3. para dj,dy € N1,q1,92 € G1. Como g192 = —g291, substituindo em (5.1), obtemos
e (37,57) = (L + 1)!M) 25 e; 5 ((dids) ® ggige + (dadr) @ (gg1g2)] = 0
= d1d2 = —dzdl, v dl,dQ < Nl.

Concluimos o resultado. Em particular, d? = 0. O]

Lema 5.1.4. Sejam M = k*> +1? e L =2kl com k,l €N, e By C1d(G(A)). Se N# denota a dlgebra

obtida de N ao adicionar o elemento unidade, entao
1d (G(M(F) & N#)) = Id (G(Mp (F)))

Demonstragio. (C)Id (G(Mg(F) ® N#)) C Id (G(My,(F))) é trivial, pois 1 € N# e como
G (M, (F)®1) =G (Mg, (F)), obtemos o resultado.

(2) Seja f = f(z1,...,zy) um polinémio multilinear tal que f € Id (G (Mg, (F))).
Suponhamos que f ¢ Id (G(Mj(F) ® N#)), entdo existem o, ..., an € G (Mg, (F) ® N#) tais

que f(a1,...,a,) #0. Como N # & obtido de N ao adicionar o elemento unidade, temos que N# herda
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a graduacao de N. Podemos assumir que existem elementos
My € ((N#)O ® Go + (N#>1 ® Gl) U ((N#)1 ® Gy + (N#>O ® G1> e

By Bn € Mgy (F)yU M (F),

tais que
FBL@71,. - Bn ®n) # 0. (5.2)

Sejam
BiyeosBr € Mg (Fgs 71,5 € (N#)()@Go—i— ((N#)1®G1)7

Britye s B € My (F)y, Arits - sn € (N#>1 ® Go + ((N#>O ®G1> ,

€ escrevemos
'yi:n?®g?+nil®gi1, i:1,...,Te'yj:n]1~®g?+n?®g]1~, j=r+1,...,n.

Substituindo em (5.2), e aplicando as propriedades de produto tensorial e o usando fato de f ser multili-

near, temos

0 f(BLOM,.  Bn®@W) = F(Bromeod+ni®g),....0 @ (nh@g5+n)@gl))
= f(lrentedd+moni®gl,....Bhent @+ B, @nd @gl)

- Zf(ﬁl ®6?k7"'7/8'r®679k7ﬂ7‘+1®57}+1k7"'75’n®5711,k)7
k

5, € {n) @ gin} @ g}'} parai=1,...,7.
em que 1 ' - ' '
0ip €{n; ®gsn] ®g;} parai=r+1,...,n.
Entao, existe k tal que f (51 ® 5?k, ey B ® 5711k) # 0, ou seja,

f (61 & (nlll ®g{l) oo Br ® (’I’LZT ®9¥,’")>7ﬁn® (nzln ®gqun)> 7é 0, ik, Jk € {1’0}7

com jr = i, para k = 1,...,7r e jp # i, para k = r+ 1,...,n. Como f € P,, escrevemos f =
0

[z, .. xn) = Z QoTo(1) " To(n)- Pelo Lema 5.1.3, os elementos n;,
€Sy

elementos de N, e nzlls

comutam com quaisquer

sao anticomutativos entre si, usando esse fato e aplicando as propridedades de

produto tensorial, obtemos que

0#f<61®(n11®g{1)’,ﬁn®<nnn®g% )) — Zfao_ﬁa(l)ﬂo_(n)®nllnnn®g.{19il(n)
O'ESn
= bRn1- Ny g1 Gn, (5".3)

tal que j1 < ... < jn,onde 0 £ b€ My, (F)e0#ny---n,®g1---gn € N* @ G. Agora substituiremos
em (5.3), 6Qk por distintos ¢¥ € Go, parai =1,...,7, e (57;1k por gi € Gy, parai=r+1,...,n. Observe

(2
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que 6?k comutam com quaisquer elementos de N# ® G e os elementos (51.11C anticomutam. Assim, temos que

f(ﬁl®g?7"'7ﬁ7’®9797/8T+1®g7}+17"-76n®g111) =b®9?'”999%+1"‘97117507

pois b é o elemento nao nulo de (5.3) e g¥-- -gggiﬂ ~-gl # 0. Logo, f ndo é uma identidade para
G (M (F)) & My (G) . Assim, I1d (G(My(F))) C Id (G(Mg(F) ® N#)). O que completa a demons-
tracao. O

Teorema 5.1.5. [[1], Teorema 5] Sejam k,l € N. Entao, var (EZQH2 %l) = var (M, (G) ® G (D)), em
que D' ¢ wma superdglgebra de dimensao finita tal que exp (G(D')) < (k+1)2.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.6.14, temos que exp (Ezhrl?,%l) = (k+ l)2. Pelo Lema 4.6.6, existe
um numero finito de superalgebras reduzidas Bi, ..., B; e uma superalgebra de dimensao finita D, tais
que

V=var(G(B1)®...#G(B) & G(D)) e

exp(V) = exp (G (B1)) = ... =exp (G (B)) = (k+1)* > exp(G(D)).

Seja A qualquer uma das superalgebras By, ..., B;. Vamos analisar estrutura dela, A é uma superalgebra
reduzida, com

exp (G (A)) = (k+1)% e Efo,p oy C 1d(G(A)).

Como A é superalgebra de dimensao finita, entao A = A1 & ... ® A4, + J, em que Ay,... Ay
sao superalgebras simples de dimensao finita e J (A) = J, o radical de Jacobson de A. Pelo Teorema de
descrigao das superdlgebras simples, sabemos que A; = Mg, (F') ou A; = My, ;,(F) ou A; = M, (F + cF),
em que ¢ = 1. Recordemos que, G (U@ W) =G (U) ® G (W). Logo,

CA)=G(A)e..0C(A) + (Gooh+Cioh),

em que G (4;) = My, (Go), ou G (4;) = M, (G) ou G (4;) = My, ;, (G).

Pelos Lema 4.6.3 ¢ Lema 4.6.2 e o comentério feito apés a Definicao 4.6.3, existe uma
superalgebra minimal C = A; @ ... ® A, + J (C) contida em A. Assim, obtemos que G (C) C G (A) tal
que

(k+1)* =exp(G(C)) =dimp (A1 ®...® A) =dy + 11,

em que di = dimp (A1 ® ... D Ag)gely =dimp (A1 & ... D Ay),.

Pelo Teorema 4.6.5, se C' é uma algebra minimal, entao
14(G(C)) = 14 (G (A1) ... 1d(G (A,),
em que Id (G (A;)), para quaisquer ¢ = 1,...,¢q, sdo T-ideais verbalmente primos, isto é,

1d(G (Ai)) € {Id (Mg, (F)) = Id (Mag; (Go)) ; 1d (M, (G)); Id (M, 1, (G))}-
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Suponhamos que, para i € {1,...,a}, tenhamos A;, = My, (F); parai € {a+1,...,b+ a}, tenhamos

Aj, = M, (F+tF) eparai € {b+a+1,...,2+b+a}, tenhamos Aj, = My, 4, (F), coma+b+z=gq.
Assim,
b+a z+b+a b+a z+b+a
Zdjz + Z S]z + Z k]z + 12 € ll - Z 8]1 + Z 2k]zl]z
i=a+1 i=b+a+1 1=a+1 1=b+a+1

Como as algebras verbalmente primas satisfazem o polinémio de Amitsur-Capelli, entao

Xn (M, 1, (G)) € H (ki + 1%, 2kils) ;
Xn (Mg, (F)) C H (d;*,0) ;
Xn (M, (G)) C H (si%,5:°) ,

para todo i e n > 1, e pelo Lema 3.3.8, x,, (G (C)) C H (dy,11) ® (X?(qfl)). Por outro lado,

G(C) CG(A) = 1d(G(A) CId(G(C)) = Epzyp gy € 1d(G(C)).

Dessa forma pelo Teorema 3.4.1, x,, (G (C)) C H (k* + 1%, 2kl).

Vamos mostrar que di = k> +1% e [ = 2kl. Como dy +1; = k?+1%+2kl, temos trés possibilidades:

1. di =k>+ 1% el =2kl
2. d1>k2+l2611<2kl;

3.d1 <k>+1%ely > 2kl

Mostraremos que (2) e (3) ndo podem ocorrer.
Suponhamos que (3) ocorre, seja A € H (dy,11) ® (Xl (= 1)) tal que 2kl < A\g < 11 e my # 0, em que
de {k>+1*>+1,...}. Como 2kl < \g < M2pz = AN¢H (k2 +12,2kl), temos pelo Teorema 3.4.1,

my = 0, pois E C Id(G (C)), contradicao. Logo, I3 < 2Fkl.

k2412 2kl

Suponhamos que (2) ocorre, seja pu € H (dy, 1) ® (X?(q_1)> tal que pg > 2kl e my, # 0, em que
de{k®+12+1,....d1} = pn¢ H (k:2 + l2,2k:l) temos pelo Teorema 3.4.1, m, = 0, pois EkQH2 e
Id (G (C)), contradicdo. Logo, di < k? +1?. Como, dy + 11 = k% + 1% + 2kl, temos dy = k? +1% e I} = 2kl.

Assim,
H(d,11)® (X?(q‘”) = H (K2 +12,2K1) & (X?(‘?‘”) C H (K +12,2k1) UD (K + 12 + m, 2kl + m) ,

& o gancho infinito de bracos k% + 2 e pernas 2kl mais um retangulo de tamanho m = (¢ — 1)2. Vamos
mostrar que ¢ = 1. Suponhamos que existe um diagrama D,, com nao zero multiplicidade e contendo um

retangulo D), em que A = (2kl + 1)(k2+l2+q71). Entao,

Z2+z2+q—2,2k;l Z Id(G(C)) e como Eif;2+z2,2kz C Id(G(0)),
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temos que
g<1 = ¢g=1=1d(G(C)) = Id(G(A1)) = A1 € {My,(F), My, 1, (F), My, (F + tF)}.
Assim, A = A; + J. Temos que

Xn (Mk17l1 ( % —I— k‘lll) e exp (M A (G)) = k‘2 + l% + 2]{11[1;
Xn (Mk1 (@) c H (k:%, ki) e exp(My (G)) = 27427
Xn (Mkl (F)) CH (k:%O) € exp( (F))

Como o tamanho do gancho determina unicamente as constantes k, [ (ou seja, se H(s,t), em que s = k>+1?
e t = 2k, entdo k = YETLEVSHL ¢ | — VTI/sTT)

e A= My, (F)+J.

, concluimos que, Ay = My, ;, (F'). Logo, k1 = k,l; =1

Pelo Lema 5.1.1, J = Joo + Jio + Jo1 + Ji1 e, pelo Lema 5.1.2, Jig = Jo; = (0), ja que
Els oo © 1d(G(A)). Assim, A = My, (F) + (J11 + Joo). Por outro lado, Ji1 = My, (F) ® N, em que

N é uma superélgebra de dimensao finita. Dai,
A2 (M (F)®1n) + (M (F) ® N + Joo) = (M (F) @ N*) & Joo,
em que N# & uma F-algebra obtida de N ao adicionar a unidade. Pelo Lema 5.1.4,

1d (G(My(F) & N#)) = Id (G(My (F)), entio 1d (G(A)) = 1d (G(My(F))) 0 1d (G (o))

Logo, var (G (A)) = var (G (M, (F)) ® G (Joo)). Mostramos que, para cada algebra reduzida B;,
para quaisquer i = 1,...,t, temos B; = My, (F) + J (B;). Segue dai que

GB1&...8B®D)e (Mp(G)&...8 My (G) & G(D) & G(Joo(B1)) & - .. & G(Joo(Br))),

sao Pl-equivalentes.

Relembremos que Jyg (B;) é nilpotente, entao G(Joo(B;)) é nilpotente para todoi =1, ...,t. Logo,
cn (G(Joo (Bi))) =0 = exp (G(Joo (B;))) =0 =exp (G (Joo (Bi))) =0,
para n sufucientemente grande. Dessa forma:
exp (G (D) ® G (Joo (B1)) @& ... & G (Joo (Br))) = exp (G (D)) .
Como Id (M (G)& ... 8 My, (Q)) = Id (M, (G)), temos que

1d(V) = 1d (My,; (G)) N 1d (G (D)) N 1d(G (Joo (B1)) & ... & G (Joo (Bt))) -
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Consideramos G (D') = G (D) @ (G (Joo (B1)) @ ... ® G (Joo (By))). Logo, obtemos que

V =var (G (B)®...®G(By) ®G (D)) =var (Mg, (G)® G (D)) .

Corolario 5.1.6. ¢, (EZQ e %l) ~ ¢ (Mg (G)).

Demonstracao. Consequéncia direta dos Corolario 4.6.9 e do teorema anterior. O

5.2 Igualdade Assintética para E, . e M, (G)

Considere a élgebra verbalmente prima M (G),s € N. Até o Teorema 5.2.5 assumiremos que
A= M;(D) + J, em que D = F + tF (t*=1), a matriz M (D) é superalgebra simples reduzida
sobre I + tF com graduagao (M (F),tMs(F)) e J = J (A) é o radical de Jacobson da superalgebra de

dimensao finita A.

Lema 5.2.1. O radical de Jacobson J pode ser decomposto em soma direta de quatro Ms(D)-bimddulos
J = Joo + Jor + Jio + Ju1

em que, para p,q € {0,1}, Jpy € um mddulo & esquerda fiel ou um 0-mddulo & esquerda de acordo com
p =1 ou p = 0 respectivamente. Similarmente, Jpq € um modulo a direita fiel ou um 0-mddulo a direita
de acordo com q =1 ou q = 0 respectivamente. Além disso, para p,q,i,l € {0,1}, JpgJg C Jpi, JpgJit = 0,
para q # i. E existe uma superdlgebra nilpotente de dimensao finita N tal que Jy; = Mg (D) ®p N
(isomorfismo de M (D)-bimddulos e de superdlgebras).

Demonstracdo. A primeira parte do lema é similar ao Lema 5.1.1.

Podemos escolher um sistema ) de elementos homogéneos, j € Ji1, que geram Ji; como um
My (D)-bimodulo. Seja @ = Qo U Q1, em que @y contém os elementos pares e ()1 contém os elementos

impares de Q).
S
Como no Lema 5.1.1, vamos considerar os elementos dj, ,, (j) = Z €ikjem,, k,m=1,...,5, j€
=1
Q. Observe que dj, (j) tem a mesma graduagdo que j, ja que deg(e;) = 0, V i,k =1,...,5 ¢,

como no Lema 5.1.1, dj, (j) comuta com os elementos de M, (D). Ponha N = Ny + Ni, em que
No = spanp(dim (j) | j € Qo, k,m =1,...,s) e Ny = spanp(dim (j) | j € Q1, k,m =1,...,s).
Considere a natural Zs-graduagao de M, (D) ® N:

(M, (F) @ No + tM, (F) @ Ny, My (F) & Ny + tM, (F) @ No )
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Como no Lema 5.1.1, a aplicagao

2 Ms (D) QN — J11
erq @ dim (J) — €r kJ€m,q
é isomorfismo de superalgebras e M, (D)-bimodulos. O
Lema 5.2.2. Seja M = L = 52, com s € N. Se B € 1d(G(A)), entdo Jio = Jo1 = (0).

Demonstrag¢ao. Como no Lema 5.1.2 vamos construir um polindmio que seja consequéncia de E}, ;.
K

Seja AFn=(L+1)(M+1), em que A\ = ((L + l)MH) é partigao de n. Vamos considerar a

seguinte tabela standard de Young associada a A:

1 1+(M+1) 1+L(M+1)

2 24+(M+1) e 24+ L(M+1)
Th == : :

M+1 | M+1+(M+1)] ... (L+1)(M+1)

Para a nossa tabela standard de Young acima temos:

Ry, =Sp(1,...,1+4L(M+1)x...x S (M+1,...,(L+1)(M+1)),
CTA:SM+1(17277M+1)XX§M+l(1+L(M+1)77(L+1)(M+1))7

em que Cp, ¢ o estabilizador de colunas de T\ e Ry, ¢é o estabilizador de linhas de T).

Seja
i (z,y) = Y pgi, (%,9), em que
pERT,
91, (2,9) = Z sgn(O)Y1To(1)Y2 * *  YnTo(n)s
O'ECT/\

o mesmo polinémio do Lema 5.1.2.

Sejam ey, ...,e., uma base ordenada de matrizes unitarias de Mg (F'). Vamos considerar a se-
guinte substitui¢ao: parat=1,.... M, j7=1,...,L+1
—_ o 0 . .
L ST -1y mt1) = €6 D G ony sy I 7
2. STii-nyM41) = 6@ gi1+(i_1)(M+1), J =1; em que g% € Gy g5 € Gy sdo todos distintos.
3. STjM41) = 6 ® 9}(M+1)’ 1<j5<L,em que 9]1'(M+1) € (31 sao todos distintos;

4. ﬁ(L—i—l)(M—i—l) =rio®g,emque g € GoUG, rig € Jio-

Substituimos y’'s por elementos do tipo epk ® ¢°, em que enhk sao todas distintas matrizes unitarias

oportunas e ¢ € Gy, fixam posicoes iniciais de matrizes substituidos 2’s.
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Observe que qualquer permutagao que nao pertenca ao conjunto
ceC =8 (1,M+1)xS24+M+1,2(M+1))x...x Sy (L+(L—1)(M+1),L(M+1)) <Crp,

anulard gr, e, como para quaisquer gi, g2 € G1, tem-se gi1g2 = —g2g1 € Go = Z (G), entao ao substituir

(OS] elementos, STq, Sy] em gr,, obtemos
T, (ST,S8Yy) = 2% e () h
gry, (Sl‘, 3y> ij’10

pela argumentagao similar ao Lema 5.1.2 ¢ Lema 5.1.3, em que h € G ¢é obtido dos g¢s substituidos

acimas.

Como os elementos matriciais em cada linha sao iguais, exceto na (M + 1)-linha, e nestas linhas
temos apenas um elemento de G que fica exatamente na diagonal, e todos os outros elementos sao de Gy

obtemos

ogry = 94Ty,

para toda permutacao o de Ré& subgrupo de R, que fixa os elementos da (M + 1)-ésima linha e fixa os

elementos da diagonal, e qualquer permutacao 7 ¢ Riﬁ, obtemos

TgT/\ = 0.

Pois, suponhamos que o permuta os elementos da altima linha. Entdo como o ultimo elemento (119 ® g)
pode aparecer apenas no ultimo lugar, vai ser uma coluna com o nimero ¢ no qual temos dois lugares
(garantidos por substituigoes 5y;) para elementos e; ® g’ e vamos ter nessa coluna apenas um elemento
e;. Entao, um dos lugares vai ser ocupado por um elemento estranho ej, com i # j. Assim, o resultado
da substituigao sera sempre zero. Se o € Rp,, a permutagao mexe com os elementos da diagonal, entao
vamos obter uma coluna com nimero i no qual no lugar i temos o elemento ¢; ® ¢’ e na ultima linha
ei @ gh, onde ¢’ € Gy e gh € G e entre eles aparecem apenas elementos multiplicados por elementos de

G- Esses elementos comutam entre si e como eles sao alternados vai ser zero. Assim, obtemos que
PR — MaoL
€1 (57,5y) = (L)1 2%eijrio ® g = 0.

Logo, concluimos que r19 = 0, V r19 € J1p. Analogamente temos Jy; = (0). O

Lema 5.2.3. Sejam M e L, com M = L = s?>, s € N. Seja Ji; = M, (D) ® N, em que N = Ny + Ny,
como no Lema 5.2.1. Se B}, C Id (G (A)), entao No € Z (N), o centro de N, e Ny € anticomutativo.

Demonstrag¢ao. Seja p+n = (L+1)(M + 2), em que p = ((L + 1)M+2). Considere a seguinte tabela
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standard de Young associada a p:

1 1+(M+2) o | 14L(M+42)
= MH M+1+(M+2) .(M+1)+L(M+2)7
M+2 | 2(M+2) e (L+1)(M+2)

Rp, =Sp (1., 1+ L(M+1))x...x SR (M +2,...,(L+1)(M+2)),
Cr, = Shrya (1,2, . M+2)x ... x SiL A+ L(M+2),...,(L+1)(M+2)),

em que Cr, € o estabilizador de colunas de T), e Ry, é o estabilizador de linhas de T),.

E considere o polinémio

6; (jv g) = Z PIT, (537 g)’ €m que
pERT,
g1, (Z,9) = Z sgn(0)Y1To(1)Y2 * * * YnTo (n)Yn+1-
UGCTH
Sejam eq,...,e,2, uma base ordenada de matrizes unitarias de My (F'). Considere a seguinte

substituicao: parai=1,.... M +2; 5=1,...,L+1

L 3Ti(_1)(M42) = € @ g3, J F# 6

2. STiq(i—1)(M42) = € @ gk, j=1i,em que g% € Gy g}; € Gy sdo todos distintos;

3. STM414+(j-1)(M42) ‘= € @ g?(MH), 1<j <L, em que 9?(M+1) € Gy sao todos distintos;

4. STymyz) =€ ® g;(MH), em que 931(M+2) € (1 sao todos distintos;

5. ST(Mi1)(M+2) = di ® g1;

6. ST(r41)M+2) = d2 ® g2, em que dy,dy € NoU N1 g1,92 € Go UGy
E os y's por elementos do tipo epx ® gf , em que ey sao todas distintas matrizes unitarias oportunas,
9 €Gpeyn—1=en, k191

Observe que, para gr,, tem-se que qualquer permutacao de

C'=83(1,M+1,M+2) xS85(2,2(M+1),2(M+2)x...x
Sy (L4 (L—1) (M +1),L(M+1),L(M+2))x Sy (M+1+(L—1)(M+2),L(M+2)) < Cr,

nao anulard gr,. Porém alguns termos irdo se cancelar e, como é possivel reorganizar os elementos g;s,
= . L ~ / ~ A ~
entao restard apenas 2 permutagoes de €' que nao anula os monémios de gr,. Para as permutagoes das

tltimas colunas alguns irao se cancelar restando apenas quatro termos. Assim, tem-se

g1, (52,59) = 2" ey 5 (dido ® glg1gh92 — dodh ® glg20501).
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Quando aplicar as permutagoes de Rr,, observe que os elementos em cada linha sao iguais até a M-ésima
linha. Como no Lema 5.2.2 se a permutagao mexe com a diagonal até a M-linha, entao gr, ira se anular.
Qualquer permutagao das ultumas linhas também vai dar zero, a menos de uma transposicao para cada
linha (altima e pentltima) que permuta tultimo elemento com o elemento e, que pode aparecer apenas
nessa ultima posi¢ao (garantido por substituigdes de 5y;). Como os elementos de N comutam com todos

os elementos de M4(D), essas duas transposigoes vai da coeficiente quatro. Assim, obtem-se
€5 (57, 5y) = 4L 2" ey [didy © 91919592 — dadi ® g1929591] = 0 (5.3)
Analisando os casos:
1. se di,ds € Ny, entao g1, 92 € Go. Dai, ¢1g16592 = ¢1929591, substituindo em (5.3), obtemos

[(eijdida) ® 91919592 — (eijdadi) ® g1929591) = 0 = e5jdida ® g1919592 = eijdadi ® g1929501
= didy = dady,

pois todos os g; sao distintos;

2. para di € Ny,ds € N1,91 € Go,g2 € G e para dy € Ny, dy € N1, 92 € Go, g1 € G1 vamos obter o
resultado, pois g1 € Gy = Z (G) ou g2 € Go;

3. para dy,ds € N1, 91,92 € Go. Como g1g2 = —gag1, tem-se que

ey (sw,sy) = ((L)WM) 25 e [dids ® 91916592 + dodi @ glgaghgr] = 0 =
dido = —dzdl, Y dl,dg € N

O

Lema 5.2.4. Seja M =L = s%, coms €N, e By CId(G(A)). Se N# denota a dlgebra obtida de N

ao adicionar o elemento unidade, entao
Id (G(MS(D) ® N#)) = 1d (G(M,(D))).
Demonstracao. A demonstragdo é similar ao Lema 5.1.4. O

S

Teorema 5.2.5. [[1], Teorema 10] Sejam s € N, s > 0. Entao, var (E*2 32) = var (M (G) ® G(D")),

em que D' é uma superdlgebra de dimensao finita tal que exp (G(D')) < 2s2.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.6.14, temos que &rp( o 52) = 252, Pelo Lema 4.6.6, existem um

namero finito de superélgebras reduzidas By, ..., B, e uma superalgebra de dimensao finita P, tais que
V=var(G(B1)®...8G(B,) ®G(P)) e

exp (V) = exp (G (By)) = ... = exp (G (By,)) = 25> > exp (G (D)).
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Seja A umas das superélgebras reduzidas Bj, ..., B, e vamos analisar sua estrutura. Entdo, A é uma

superélgebra reduzida com
exp (G (A)) =25% e By 2 C1d(G(A)).

Seja A= A1 ®...® Ay + J, em que Ay, ..., A, superdlgebras simples de dimensdo finita e J (A) = J, o
radical de Jacobson de A. Pelo Teorema de descri¢do de superdlgebras simples, sabemos que

Ai = Mdi (F) ou Al = MkiJi (F) ou Az = Msi (D),

em que t? = 1.

Como A é reduzida, pelos Lema 4.6.2 ¢ Lema 4.6.3, existe uma superalgebra minimal C =
A1 @...® Ay + J(C) contida em A. Assim, G (C) C G (A) tal que

2% = exp ((A)) = dimp (A1 ® ... ® Ag) = dimp (A1 & ... ® Ag)y + dimp (A1 & ... ®Ay), =di + 11,

em que di = dimp (A1 @ ... D Ay), e ly = dimp (A1 ... © Ay),. Pelo Teorema 4.6.5, sendo C' uma

superélgebra minimal, ocorre
1d(G(C)) = 1d(G (A1) 1d (G (A,)).

em que Id (G (4;)), para qualquer i = 1,...,q sao T-ideais verbalmente primos.

Suponhamos que, para i € {1,...,a}, tenhamos A;, = Ma,, (F); parai € {a+1,...,b+ a},
tenhamos Aj;, = M, (D); e parat € {b+a+1,...,2+ b+ a}, tenhamos A;, = My, 1. (F'), com
a+b+z=gq. Assim,

b+a z+b+a b+a z+b+a
2
E d]l + E S]l + E k]z +l el = E S]l + E 2kjilji'
i=a-+1 i=b+a+1 i=a-+1 i=b+a+1

Sabemos que
Xn (M, (G)) € H (ki? + 1%, 2kili) s xn (Mg, (F)) € H (di®,0) s xn (Ms, (G)) € H (si%,5°) , Vi, Y > 1,

e pelo Lema 3.3.8,
¥ (G(C)) € H (dr, 1) & (7).

Por outro lado,
G(C)CG(A)=1d(G(A)) CId(G(C)) = Ep 2 CId(G(C)).
Dessa forma, pelo Teorema 3.4.1, x,, (G (C)) C H (s?, s?).

Vamos mostrar que dy = s? e [ = s2. Como dj + I; = 2s%, temos trés possibilidades:

1. di =s%el; = s
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2.d; >s%ely <52
3. di <s*ely > s>

Mostraremos que (2) e (3) nao podem ocorrer.

®(g—1)

Suponha que (3) ocorre, seja A € H (dy,11) ® <X1 ) tal que s2 < A\g < Iy e my # 0, em que d €

{s2+1,...}. Como s? < \g < A2, teremos \ ¢ H (32,32) . Pelo Teorema 3.4.1, m), = 0, pois E;’SQ C

Id (G (C)), contradicao. Logo, I; < s2. Agora suponha que (2) ocorre, seja u € H (dy,11) ® (X?(q_l)) tal
que pg > s> em, #0, emqued € {s*+1,...,d1} = pu¢ H (82,82) , pelo Teorema 3.4.1, m, = 0,
pois % » C Id (G (C)), contradicdo. Logo, di < s2. Como, di + 1} = s®> + 52, temos d; = s° e |} = s°.

Assim,

H(d,})® <X?(q71)) =H (52, 52) ® <X?(q71)) CH (32, 52) ubD (52 +m,s? + m) ,

2

é o gancho infinito de bracos s2 e pernas s? mais um retangulo de tamanho m = (g — 1)2.

Vamos mostrar que ¢ = 1. Suponha que existe um diagrama D, com nao zero multiplicidade
2 0
e contendo um retangulo Dy, em que A = (s* + 1)(8 +a-1), Entao, E%, o2 € Id (G(C)) e, como
EY » CId(G(C)), temos que

g<1 = q=1= Id(G(C)) = Id(G(A)) com Ay € {My, (F), My, 1, (F), M, (F + tF)}.

Assim, A = A; + J. De forma similar ao Teorema 5.1.5, como

Xn (Mg, s, (G)) € H (25% 2s ) e exp(Ms s (G)) = 43%;
C

concluimos que A; = M, (D). Assim, A = M, (D) + J.

Pelo Lema 5.2.1, J = Jgo -|— JlO + J()l + J11 e, pelo Lema 5.2.2, JlO = J01 = (O), jé, que
E:2,32 C Id (G (A)). Assim, A = M, (D) + (JH + JOO). Por outro lado, J11 = M, (D) ® N, em que N é

uma superalgebra de dimensao finita. Dali,
A (Ms (D) & N#> ® Joo,

em que N7 ¢ uma F-algebra obtida de N ao adicionar a unidade.

Pelo Lema 5.2.4, Id (G (M (D) ® N#)) = Id (G (M; (D))). Assim,
1d(G(A)) = Id (G ( ) ® N#)) N 1d (G (Joo)) = 1d (G(A)) = 1d (G (M, (D)) N Id (G (Joo)) -

Logo, var (G (A)) = var (G (Ms (D)) & G (Joo)). Mostramos que para qualquer algebra reduzida B;, para
) +

cadai=1,...,u, tem-se B; = M, (D) + J (B;). Portanto, concluimos que

V =var (M (G)® G (D)),
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em que G(D/):G(P)EBG(JO()(Bl)@...@JOQ(Bu)). ]

Corolario 5.2.6. ¢, (E;,sg) ~cp (M (Q)).

Demonstracao. Consequéncia direta dos Corolario 4.6.9 e do teorema anterior. OJ

5.3 Igualdade Assintotica para Capyz, i, Stor € My (F)

Agora analisaremos o caso de uma superalgebra reduzida do tipo especial. Recorde que a matriz
M, (F) denota a superélgebra simples de dimensao k2, com entradas em F e com graduacio (M, (F),0).
Até o Teorema 5.3.6 assumiremos que R = My (F) + J, em que J = J (R) é o radical de Jacobson da

superalgebra de dimensao finita R, além disso denotaremos My (F') por A.

Lema 5.3.1. O radical de Jacobson J pode ser decomposto em soma direta de quatro My, (F')-bimddulos
J = Joo + Jo1 + Jio + Ji1,

em que, para p,q € {0,1}, Jp, € um mddulo & esquerda fiel ou um 0-mddulo a esquerda de acordo comp =1
ou p = 0 respectivamente. Similarmente, Jpq € um modulo a direita fiel ou um 0-mddulo a direita de acordo
com q = 1 ou q = 0 respectivamente. Além disso, para p,q,i,1 € {0,1}, JpgJq € Jpi, JpgJu = 0, para
q # 1. E existe uma superdlgebra nilpotente de dimensao finita N tal que J13 = Mp(F)N = My (F)®@p N

sao isomorfos como My, (F)-bimddulos e superdlgebras.

Demonstra¢ao. A demonstracao é analoga ao Lema 5.1.1. A diferenca é que deg (ds . (j)) = deg (j),
pois deg (ejs) =0, Vi, s € {1,...,k}. A aplicacdo

p: Mp(F) @ N — Ji1

ert @ ds,m (]) — er,sjem,t
¢ um isomorfismo de superalgebras e de My, (F')-bimodulos. O
Lema 5.3.2. Suponha que Jo1 + Jig # 0. Entdo, Stay, ¢ Id(R) e Capzyq ¢ Id(R).

Demonstragao. Faremos a demonstracao para Jig # (0).

Suponhamos que Jig # (0), entao existe 0 # d € Jig9. Sabemos que, dA = 0, pois Jig é 0-mddulo
a direita e e;d # 0, para algum ¢ € {1,...,k}, pois Jip € A-modulo & esquerda fiel. Faremos indugao

sobre k.

1. Se k =1, temos que Sty (e11,d) = e11d # 0.

2. Suponha que k > 2. Ja que Stor_1 ndo é identidade para A, entdo existem aq,...,ao,_1 € A tais

que Stog_1 (ai,...,a2,_1) # 0. Mais precisamente, podemos escolher

(al, az,as. .., a2k—1) = (€i+1,i+1, €it1,i4+25 €i42,i4+25 -+ ei,i)
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matrizes elementares todas distintas, substituindo em Sto;_1 obtemos que
Stog—1(a1,...,02k-1) = €i41,; =

€iit15tay (a1, ..., a2k-1,d) = €i;41Stop—1 (a1, ..., a26-1) d = €ji1€i11,:d = €;;d # 0.
Portanto, Sty nao é uma identidade para R.

Sabemos que A néo satisfaz o polinomio de Capelli de posto k2. Assim, existem matrizes elementares
G1y...,052 € A,

todas distintas e matrizes elementares
bi,...,by2_1 € A,

tais que

Capyz (a1, ...,a52,b1,...,bp2_1) = €k

Entao
Capp2yq (at,. .. a2, d;bi, ... b2 1, ex) = Capgz (a1, ..., ax2;b1,. .. bp2_1) eprpd = exrd # 0,

pois d € Jyg. Portanto, Clapy2,, nao ¢ identidade de R. Donde segue a afirmacao. A demonstracao

para Jgp é similar.

O
Lema 5.3.3. Seja J;1 = AN 2 A® N. Se N nao é comutativa, entao Stor11 ¢ Id(R).
Demonstragao. Ver [9], Lema 4. O
Lema 5.3.4. Se Ji9Joo + Jo1J10 + Ji0Jo1 + JooJo1 # (0), entio Stoy1 ¢ Id (R).
Demonstragao. Ver [9], Lema 5. O

Lema 5.3.5. Seja R=A + J, onde A = M, (F) e J é o radical de Jacobson da dlgebra R, e Stopi1. Se
Jo1J10 = J10do1 = J10Joo = JooJo1 = (0), entdo var (R) = var (A1 & Az & Joo), em que Ay = A + Jio €
A2 =A —|— J01.

Demonstragao. (C) Como Aj, Az, Joo C R, temos que Id (R) C Id(A; & Az & Jyo).

(2) Primeiro vamos fazer a seguinte observagao: Suponha que o polindmio multilinear f (z1,...,zy)

é tal que f ¢ Id(R). Entao, existem by, ...,b, € R tais que f (b,...,b,) # 0. Suponha por absurdo que

feld (A Fon 4 Jm) n1Id (A F o+ J01> N Id (Joo)
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Suponha que by,...,b, € AUJ1gU Jp1 U J11 U Jog. Note que by, ..., b, ndo pode pertencer a nenhum dos
conjuntos AU J11 U Jyg ou a AU J11 U Jo1 ou a Jyg a0 mesmo tempo, pois caso contrario f (by,...,b,) = 0.

Entao, existem b;, b;, ¢ # j tais que ocorre uma das trés possibilidades:
b € Jip ebj € Jo1, oub; € Jigp eb; € Joo, oub; € Jo1 e bj € Joo.
Como
JorJ10 = JioJo1 = Jr0Joo = JooJor = (0), JorJoo = JooJ10 = JooJ11 = JiiJoo = (0) e Jps

sao A-bimoédulos, entao para quaisquer uma das trés possibilidades descritas acima e para qualquer o € .S,
temos

bg(l)”-ba(n) =0= f S Id(R),
mas isso contradiz f ¢ Id(R). Segue que Id (A + Ji + J10> NId (A + Ji + J01> NId(Joo) C Id(R).

Agora para provar a afirmacao do lema, vamos mostrar que Id (A + Ji + J10> =1d (A + J10>
e Id (A + Ji + J01) =1d (A + J01>. Assim, concluiremos que

1d (A & Ay & Joo) = Id (A i J10> n1d (A i Jm) N 1d(Joo) C Id(R).

Suponha que o polindémio multilinear f = f(x1,...,z,) é tal que f ¢ Id (A + Ji1 + J10>. Re-
cordemos que Ji; = AN, A comuta com N e N é comutativo pelo Lema 5.3.3. Entdo para quaisquer
bi,...,bp—o € AUJ11UJyg, a € A, d € N, temos que by - - - byadbgi1 - - - bp—o = d(by - - - bpalbgiq - - bp_2),
onde 1 é a identidade de My (F). Como f ¢ Id (A + Ji + Jm), existem by,...,b, € AU Ji1 U Jyg tais
que f (b1,...,b,) # 0. Entao, podemos escrever

f(bla"'>bn):d/f(,11--~7b;1)>

em que d € Neb,...,b,, € AU Jyo. Logo, f ¢ Id (A + J10>. Portanto,
1d (A + 1) C 1A (A+ Ji+ o).

Como Id <A + Ji + Jlo) C Id (A + Jm), obtemos a igualdade. De forma similar, mostra-se que
Id (A | Jm) = Id (A + Jo + Jn). Portanto, Id (A1) N Id(As) N Id(Jo) € Id(R). Concluimos a

afirmacao. O

Teorema 5.3.6. [[9], Teorema 3] Seja F uwm corpo de caracteristica zero. Entao, var (Capyz i) =

var (M, (F) @ B), para alguma dlgebra B de dimensdo finita tal que exp (B) < k2.

Demonstracio. Como k* +1 —1 = k? é um quadrado, entdo exp (Capyzyq) = k2. Além disso, como
Capy2,1 nao é uma identidade para algebra de Grassmann, entao pelo Teorema 4.3.1, Capy2,; €

gerada por alguma algebra de dimensao finita. Pelo Corolario 4.6.7, existem um ntmero finito de
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algebras reduzidas B, ..., By e uma algebra de dimensao finita D tais que
var (Capyzy1) =var (B1®...® By @ D),
exp (Capyaiq) = exp (By) = ... = exp (B;) = k? > exp (D).

Vamos analisar a estrutura de uma algebra reduzida que satisfaz tais condigbes. Seja R uma
algebra reduzida tal que Capyz,1 € Id(R) e exp (R) = k%. Escrevemos R= A1 @ ...® A, + J, em que
Ay, ..., A, sdo dlgebras simples e J & o radical de Jacobson de R. Assim, A, = My, (F), para quaisquer
g =1,...,n, pois caso nao fosse terfamos que G (R) conteria uma subélgebra isomorfa a My, ;, (G) ou
Mg, (G), mas o polinémio de Capelli ndo ¢ satisfeito por nenhuma dessas algebras. Logo, A, = My, (I),

para quaisquer ¢ = 1,...,n. Além disso, R contém uma subélgebra minimal,
C=A1®...9A,+J(C), com dimA; + ...+ dimA, = exp(C) = exp(R)

e, pelo Lema 4.6.4, C ¢ isomorfa a UT (di, ... ,d,), com exp (C) = exp(R) =d? + ... +d? = k2.

Pelo Lema 4.6.13, a algebra UT (dy, . ..,d,) satisfaz Capd%jL...d%Jrn = 0, mas nao satisfaz de grau
< d% +...+d2+n—1. Assim, temos que n = 1,d; = k. Logo, podemos escrever R = M}, (F') +J.

Pelo Lema 5.3.1, J = Joo + Jio + Jo1 + Ji1 e Ji1 & My (F) ® N, em que N é superélgebra de
dimensao finita; pelo Lema 5.3.2, Jy; = Jip = (0) e, pelo Lema 5.3.3, N é comutativa. Assim, My, (F')
e My (F) + J =2 M, (F) ® N7 sao Pl-equivalentes, em que N7 ¢ a algebra obtida de N ao adicionar a

identidade (N# é comutativa e nio nilpotente).
Logo, R = My, (F) + (Jll %LJoo) = (Mk(F) {LM,C(F)@)N) ® Joo = (My, (F) ® N#) @ Joo.

Como Id (Mk (F) + J11> = Id <Mk (F) + My (F) ®N) = Id (M, (F)® N#) = Id(Mj (F)),
concluimos que var (R) = var (My, (F) & Joo).

Mostramos que para qualquer &lgebra reduzida Bi,..., B; acima, temos B; = My, (F) 4 J (B;).
Logo, var (Capy2y1) = var (Mg (F) @ B), em que B =D & Jyo (B1) @ ... D Joo (Bt). Logo, concluimos a

afirmacao. O

Corolario 5.3.7. ¢, (Capyz2y1) = cn (M (F)) .

Demonstracao. Consequéncia direta do Corolario 4.6.9 e do teorema anterior. O

Teorema 5.3.8. [[9], Teorema 2/ Seja F' um corpo de caracteristica zero. Entdao:

1. var (Stay,) = var (My(F) @ B), para alguma dlgebra B de dimensao finita tal que exp (B) < k? .

2. var (Stogy1) = var (Myxor(F) @ Mok (F) @ B), para alguma dlgebra B de dimensao finita tal que
exp (B) < k2.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.6.12, exp (Star) = exp (Stags1) = k2. Além disso, como St, ndo é uma

identidade para algebra de Grassmann, para todo ¢ € N, entao, pelo Teorema 4.3.1, St, é gerada por
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alguma algebra de dimensao finita. Pelo Corolario 4.6.7, existem um ntimero finito de algebras reduzidas

By, ..., B; e uma élgebra de dimensao finita D, tais que
var (St,) =var (B1 @ ...® B; ® D) ,exp (St,) = exp(B1) = ... = exp (B;) = k?, exp (D) < exp (Sty,),

em que ¢ = 2k ou q = 2k + 1.

Seja R = A1 @ ...® Ay, + J uma das dlgebras reduzidas acima, em que A; & My, (F), para

quaisquer ¢ = 1,...,m, é uma é&lgebra simple de dimensao finita. Entao, R satisfaz St, = 0.

Como no teorema anterior, R contém uma subalgebra minimal isomorfa a UT (dy, ..., d,,). Além
disso, exp (UT (d1, ... ,dm)) = d2 +...+d2,. Mas sabemos que UT (d1, . .., dy) satisfaz a identidade St,
se, e somente se, n > 2 (dy + ...+ dy,). Assim, UT (dy, ..., dy,) satisfaz

St, paraq =2k ouq=2k+1<=2k>2(dy +... +dp) <= d=di+...+dyn < k= di+.. +d>, < k?,

para qualquer m > 1. Pelo Lema 2.3.4, UT (dy,...,d,,) nao satisfaz Steg_1. Assim, R ¢ uma algebra
reduzida com exp(R) = k? e satisfaz Sty = 0 para ¢ = 2k ou ¢ = 2k + 1, entao m = 1. Logo,

R = My (F) + J. Agora vamos considerar os casos:

1. g =2ke R = M, (F) + J. Podemos decompor J como J = Jog + Jig + Jo1 + Ji1. Como
Stor, € Id(R), temos pelo Lema 5.3.2, Jy1 = Jip = (0). Além disso, J11 = My (F)® N, e
pelo Lema 5.3.3, N ¢ comutativa. Como My(F)Jo1 = JioMi(F) = JooJ11 = Ji1doo = (0) e
J1o = Jo1 = (0), obtemos que R = (Mk (F) + JH) @ Joo, em que Jog é um ideal nilpotente de R.
Além disso, My (F) + Ji1 = My (F) + My (F) N = M, (F) ® N#, em que N ¢ obtido de N ao
adicionar o elemento unidade. Como N# é comutativa e nio nilpotente, segue que My, (F) + Jy1 =
M, (F)® N# e M, (F), sdo Pl-equivalentes, assim var (R) = var (My, (F) @ Joo).

2. Caso q =2k + 1. Pelo Lema 5.3.4, Jy1J10 = Ji0Jo1 = Ji0Joo = JooJo1 = (0), pois Stox11 € identi-
dade de R. Pelo Lema 5.3.5, temos var (R) = var ((Mk (F) + J10> ® ((Mk (F) + J01> ) Joo)),
em que Joog é uma algebra nilpotente. Agora, o My (F)-modulo & esquerda Jig é isomorfo a ¢t > 1
copias de um ideal esquerdo de My (F), pois My (F') é anel simples, em particular semissimples,
dai segue que qualquer My (F)-modulo a esquerda ou a direita é isomorfo a t copias de um modulo
simples V; = (Vuz)p . & esquerda, respectivamente a direita, em que vy = 0, para quaisquer g # ¢
e vy; € F (para um modulo simples & direita seria um vetor linha da matriz). Denotamos por
My.»; (F) a algebra de matrizes sobre F' que possui todas as linhas maiores ou iguais a (k4 1)-ésima
linhas e todas as colunas maiores ou iguais a (I + 1)-ésima colunas nulas. Note que podemos ver
My, (F) como Myxy, (F). Observe ainda que Jig = Vi + ... 4+ Vi & M (F) é isomorfismo de
M (F)-moédulos a esquerda e My (F) + Jyg = My (j++) (F) & isomorfismo de F-algebras, ja que
JioMy(F) = JioJio = (0).

Mostraremos agora que My (F) + Jig tem as mesmas identidades que Mpyor (F). E suficiente

verificar para t = 1. Ja que podemos ver as identidades da dlgebra M, (44 (F') como as identidades
da algebra (Mk (F) + Vl) D...® (Mk (F) + Vt) Dessa forma, obteremos a afirmacao.
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Como My, (p+1) (F) é subélgebra de My oy, (F), obtemos Id (Mjyxap, (F)) C Id (M (p4+1) (F)). Seja
f=f(x1,...,2,) € Id (ka(k+1)(F)). Como F' é de caracteristica zero, podemos supor

f=r (xla ceoy Tn—1, :L’n) = Z CsTg(1) " Lo(n—1)La(n)
UESn

polinémio multilinear. E suficiente verificar que f é identidade de My, oz (F') apenas na base. Note

que os elementos matriciais da base de My o, (F') que ndo estdao em My (1) (F) s@o

{€ik+1s---s€iok} = B,
para qualquer 7 = 1,...,k, observe ainda que para quaisquer e;j,ey; € B tem-se e;jer; = 0. Isso
significa que se substituirmos em f pelo menos dois elementos de B, obtemos que f = 0 em

Mok (F). Outra observagao a ser feita é que se substituirmos pelo menos um elemento em f de B
entre dois elementos da base de My, 141y (F'), f serd nulo em My oy (F), pois haverd mais de um
termo da forma: e; je;r com j # t. Dessa forma, a tnica possibilidade é substituir em f apenas um
elemento de B, este elemento deve estar na tltima posicao dos mondémios em f, e todos os outros

elementos a serem substituidos em f devem ser da base de My (r41) (F). Assim, para quaisquer

Al = €1 j1s---y0n—1 = €5, 15,1 € ka(k+1) (F) , €sk+1 € ka(k:Jrl) (F) ,s = 1,...,k, obtemos
para
f (alv ceey On—1, eS,kJrl) = Z Qolg(1) """ Ag(n—1)Cs,k+1 = 0,
oESy,

pois f € Id (ka(k:—i-l) (F)) . Entao para e, j € My (F') para qualquer j > k + 1, temos

flar, .. an-1,€s5) = Z Qolg(1) " Ug(n—1)€sj = f(a1,. .., an_1,€s41)ekr1,5 = 0.
O’GSn
Logo, Id (ka(k+t) (F)) = Id (Mjxox (F)). De maneira anéloga, mostra-se que My, (F) + Jo1 possui

as mesmas identidades que Moy (F'). Assim, obtemos

var (R) = var (Mgxar (F) @ Myxor (F) @ Joo), em que Jyp ¢ uma &algebra nilpotente de dimensao
finita.

Corolario 5.3.9. Cp (StQk) =~ Cp (Mk (F)) € Cp, (St2k+1) ~ Cp (kagk(F) ® Mgkxk(F)) .

Corolario 5.3.10. ¢, (Stor) >~ ¢, (Mg (F)) ~ ¢y, (EZQ’O> ~ ¢ (Capgzyq).

A. Regev [15] obteve o preciso comportamento assintotico da codimensao da algebra verbalmente
prima M}, (F'). Para as éalgebras verbalmente primas My, (G) e My, (G), ainda nao ha registro de que o
comportamento assintotico tenha sido obtido precisamente (computado). A. Berele e A. Regev [3| trazem
resultados parciais para tais dlgebras. Entao, os resultados obtidos por F. Benanti e I. Sviridova [1] e por

A. Giambruno e M. Zaicev |9], apresentados nesta dissertagao, fornecem uma "aproximacao"para a codi-
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mensao do T-ideal gerado pelo polinémio tipo Amitsur-Capelli e a codimensao das algebras verbalmente

primas.
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