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Resumo

Consideremos superficies linear-Weingarten hiperbolicas imersas em R? tais que as
curvaturas Gaussiana K e média H satisfazem 1+28H ++vK = 0,onde 3,7 € Re 2—v <
0. A primeira e segunda formas fundamentais destas superficies sao completamente
determinadas pelas solucoes da equagao de sine-Gordon 9,4, — Yagz, = sen(y + Cpg,),
onde Cjg, ¢ uma constante real determinada por 3 e 7.

A partir de uma superficie linear-Weingarten hiperbolica imersa em R3 satisfazendo
14+28H +~K = 0 obtemos novas superficies deste tipo satisfazendo 1+28'H' 4+~ K’ = 0,
através do teorema de Bécklund geométrico para tais superficies. Usando a composi¢ao
dessas transformacoes geométricas obtemos o teorema de permutabilidade para superficies
linear-Weingarten hiperbolicas que fornece uma familia a 4-parametros de superficies
satisfazendo 1 + 28H* +~vK* = 0. A interpretagao analitica desses resultados ¢ dada em
termos de solugoes da equacao de sine-Gordon. O Teorema de integrabilidade analitico
fornece uma transformacao de Béacklund para solugoes desta equacao e o teorema de
permutabilidade fornece novas solugoes por um processo algébrico.

Um outro método para obter novas superficies linear-Weingarten hiperbélicas a partir
de uma dada superficie satisfazendo 1 + 28H + vK = 0 é a transformacao de Ribaucour
que fornece uma familia a 4-parametros de tais superficies com as mesmas constantes [ e
7.

Determinamos condi¢oes necessarias e suficientes para que as superficies obtidas pela
composi¢ao de transformacoes de Béacklund coincidam com as superficies obtidas pela
transformacao de Ribaucour. Mostramos que em geral este fato nao é verdadeiro. Este
resultado contrasta com o que ocorre nos casos de superficies com curvatura Gaussiana

constante positiva e curvatura média constante nao nula.

Palavras-Chaves: Superficie Linear Weigarten Hiperbolica, Transformagao de Béacklund,

Transformagao de Ribaucour.



Abstract

We consider linear Weingarten hyperbolic surfaces immersed in R3 such that the
Gaussian curvature K and the mean curvature H satisfy 1+28H+~vK = 0, where 5,7 € R
and 2 —~ < 0. The first and second fundamental forms of these surfaces are completely
determined by the solutions of the sine-Gordon equation ¥,z — Ve, = sin(y + Cp,),
where Cp, is a real constant determined by 3 and .

From a linear Weingarten hyperbolic surface immersed in R? satisfying 1+28H +vK =
0 we obtain new surfaces satisfying 1 + 28'H" + +'K' = 0, using the geometric Backlund
theorem for such surfaces. Using the composition of these geometric transformations
we obtain the permutability theorem for linear Weingarten hyperbolic surfaces that
provides a 4-parameter family of surfaces satisfying 1 +28H* + yK* = 0. The analytical
interpretation of these results is given in terms of solutions of the sine-Gordon equation.
The analytic integrability theorem provides a Backlund transformation for solutions of this
equation and the permutability theorem provides new solutions by an algebraic process.

Another method to obtain new linear Weingarten hyperbolic surfaces from a given
surface satisfying 1 + 28H + vK = 0 is the Ribaucour transformation that provides a
4-parameter family of such surfaces with the same constants g and ~.

We determine necessary and sufficient conditions for the surfaces obtained by the
composition of Béacklund transformations to coincide with the surfaces obtained by a
Ribaucour transformation. We prove that in general this fact is not true. This result
contrasts with what happens in the case of surfaces of constant positive Gaussian curvature

and surfaces of nonzero constant mean curvature.

keywords: Hyperbolic Linear Weingarten Surfaces, Biacklund Transformations, Ribaucour

Transformations.
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Introducao

Uma superficie linear-Weingarten imersa em uma forma espacial MS(K) é uma
superficie cujas curvaturas média H e Gaussiana K satisfazem uma relagao linear da
forma o + 26H + v(K — K) = 0, onde «, 3,7 sdo constantes. Estas superficies
sao ditas hiperbolicas se 3% — ay < 0, elipticas se 32 — ay > 0 e tubulares se
(% — ay = 0. Superficies de curvatura Gaussiana constante negativa (resp. superficies
de curvatura média constante, superficies minimas e superficies de curvatura Gaussiana
constante positiva) sdo casos particulares de superficies linear-Weingarten hiperbolicas
(resp. elipticas) em R3. Superficies linear-Weingarten podem ser consideradas também
em formas espaciais semi-Riemannianas (ver [19]).

Neste trabalho, vamos estudar as transformacoes de Backlund para superficies linear-
Weingarten hiperbolicas em R3. A teoria de transformacoes de Biacklund para superficies
de curvatura constante negativa em R3, considera duas superficies difeormorfas M e M’
no espaco euclidiano tridimensional de modo que, em pontos correspondentes p € M e
p' € M’, a reta determinada por estes pontos é tangente a estas superficies. Admite-se,
ainda, que o comprimento do segmento de reta ligando p e p’ é constante e que os vetores
normais a p em M e p’ em M’ formem um angulo constante 6. Tais congruéncias foram
originalmente estudadas por Béacklund [1, 2|. Ele mostrou que, neste caso, as superficies
M e M’ tem mesma curvatura Gaussiana constante negativa (uma demonstragao usando a,
teoria de triedro movel e formas diferenciais pode ser encontrada em [19]). Por este motivo,
dizemos que estas superficies se relacionam por uma congruéncia de retas pseudoesférica.

Backlund obteve uma transformacao entre superficies de mesma curvatura constante
negativa que, atualmente, é conhecida por transformacao de Béacklund. Ele mostrou
também que tal transformacao é integravel, isto ¢, dado um ponto em uma superficie
M C R3 de curvatura Gaussiana constante negativa e um vetor unitario tangente a esta
superficie, que nao é direcao principal neste ponto, pode-se construir uma nova superficie

M’ de mesma curvatura, de modo que M e M’ se relacionam por uma congruéncia de



retas pseudoesférica. Neste caso, M’ ¢ dita transformada de Béacklund da superficie M.

Posteriormente, Bianchi [5] estudou a composigdo de transformagoes de Bécklund
obtendo o teorema de permutabilidade. Este resultado estabelece que dadas trés
superficies M, My, M, imersas em R? de modo que M est4 relacionada a M; (i = 1,2) por
uma transformagao de Bécklund cujo dngulo entre vetores normais a M e M; em pontos
correspondentes é #;, com #; # 5, entao é possivel construir uma quarta superficie M*
associada a M; (resp. M;) por uma transformacao de Bécklund de modo que o angulo
entre as normais é 0y (resp. 01). Bianchi [3, 4], considerou ainda congruéncias similares
em formas espaciais Mg(F) (ver [17], [18], [19]).

As superficies linear-Weingarten, quando parametrizadas por linhas de curvaturas
ortogonais, estao localmente determinadas em termos de sua geometria intrinseca. Isto é,
sua primeira e segunda formas fundamentais estao em correspondéncia com solugoes de
certas equagoes diferenciais (veja, por exemplo, [17], [18] e [19]). Em particular, superficies
de curvatura Gaussiana constante negativa imersas no espago euclidiano tridimensional
estao associadas a solucoes da equacao de sine-Gordon, as superficies de curvatura
Gaussiana constante positiva e as superficies com curvatura média constante nao nula
estao associadas a equagao eliptica sinh-Gordon e as superficies minimas estao associadas
a equacao equacao de Liouville. Resultados classicos relacionando superficies linear-
Weingarten hiperbolica em R? e a equacao de sine-Gordon podem ser encontrados em
[10] e [19].

A teoria de transformagoes de Bécklund, descrita nos paragrafos anteriores, pode
ser interpretada analiticamente através da correspondéncia biunivoca existente entre
superficies de curvatura constante negativa no espago euclidiano tridimensional e a
equagao de sine-Gordon v, ., — Vu,e, = Sent. A versao analitica do teorema de
integrabilidade permite determinar uma solucao desta equacao a partir de uma outra
solucao previamente conhecida. A versao analitica do teorema de permutabilidade de
Bianchi estuda a composi¢ao de transformagoes de Bécklund para a equacao de sine-
Gordon. Neste teorema é demonstrada a férmula de superposicao, que possibilita a
obtencao algébrica de mais solugoes desta equacao a partir de uma solucao dada.

Esta teoria pode ser estendida para a equagao de sinh-Gordon. Neste caso, Bianchi [6]
considerou uma versao complexa da transformacgao analitica de Bécklund obtendo uma
transformacao complexa para solucoes desta equagao. No entanto, a composi¢ao de duas
transformacoes de Backlund convenientemente escolhidas fornece uma solucao real desta
equagao a partir de uma solugao real conhecida (veja [19]). Desta forma, Bianchi construiu
uma familia de superficies com curvatura Gaussiana constante positiva a partir de outra

superficie deste tipo (para maiores detalhes veja, por exemplo, [12], [16] ou [17]).



Uma outra transformacao classica, chamada transformacao de Ribaucour, relaciona
duas superficies difeomorfas em R?® de forma que, em pontos correspondentes, as retas
normais se intersectam em pontos equidistantes. Além disto, exige-se que o conjunto
formado pelos pontos de intersecao seja uma superficie em R® e que o difeomorfismo
preserve linhas de curvatura.

Utilizando formas diferenciais, Corro-Ferreira-Tenenblat [7] reformularam a teoria
classica de transformagoes de Ribaucour para hipersuperficies no espaco euclidiano e
usaram incialmente tais transformagoes para obter familias de hipersuperficies de Dupin.

As transformagoes de Ribaucour para superficies com curvatura Gaussiana constante
e curvatura média constante (incluindo as superficies minimas) eram conhecidas desde
o inicio do século passado (Bianchi [6]). Resultados classicos mostram que estas
transformacoes quando satisfazem certas condi¢oes adicionais permitem construir novas
superficies de curvatura Gaussiana constante ou curvatura média constante a partir
de uma superficie deste mesmo tipo. No entanto, apenas em 2003, Corro-Ferreira-
Tenenblat 8] obtiveram as primeiras familias de superficies minimas usando o método de
transformacoes de Ribaucour para o catenoide e a superficie de Enneper. Estes resultados
foram estendidos para a familia de Bonnet por Lemes-Tenenblat [14] .

Ainda em 2003, Corro-Ferreira-Tenenblat [9] obtiveram um método para construir
superficies linear-Weingarten a partir de uma dada superficie deste mesmo tipo.
Considerando duas superficies M, M C R3, relacionadas por uma transformacio de
Ribaucour satisfazendo uma certa condicio algébrica adicional, provaram que M ¢é uma
superficie linear-Weingarten se, e somente se, M é uma superficie linear-Weingarten com
as mesmas constantes «, § e v. Além disto, partindo de uma superficie linear-Weingarten
M, mostraram que a transformacao de Ribaucour juntamente com a condi¢ao adicional
é equivalente a um sistema integravel, o que permite obter familias de novas superficies
linear-Weingarten associadas a M. Desta forma, os autores estenderam os resultados
classicos da teoria de superficies de curvatura Gaussiana constante e curvatura média
constante (inclusive minimas). Aplicando o método ao clindro e a superficie de Delaunay,
eles obteveram familias de superficies completas em R? com curvatura média constante e
superficies linear-Weingarten completas, tanto elipticas quanto hiperbélicas.

Em 2006, Tenenblat-Wang [20| generalizaram o trabalho de Corro-Ferreira-Tenenblat,
estendendo a teoria de transformacoes de Ribaucour para superficies em formas espaciais.
Aplicagoes do método na construcao de familias de superficies com curvatura média
constante em S? e curvatura média constante igual a 1 em H? foram obtidos em [20] e
[21]. A comutatividade da transformagao de Ribaucour com a correspondéncia de Lawson

e suas aplicacoes para obtencao de familias de superficies de curvatura média constante



em H? foram estudadas por Lemes-Roitman-Tenenblat-Tribuzy [15].

Neste trabalho, vamos estudar a extensao geométrica das transformacoes de Backlund
para superficies linear-Weingarten hiperbolicas em R3 e investigar a relacao entre a
composicao de tais transformacoes e a transformacao de ribaucour.

Vamos incialmente fornecer a extensao geométrica das transformagoes de Bécklund
para superficies linear-Weingarten hiperbolicas em R?. Consideraremos duas superficies
difeomorfas M, M' C R3 de modo que a distancia entre pontos correspondentes p € M e
p' € M’ seja constante e igual a r e o &ngulo entre os vetores normais a M em p (N,) e a M’
em p’ (V) seja constante e igual a §. Vamos supor ainda que a reta ligando p a p’ forme um
angulo constante ¢ (resp. p) com N, (resp. N},). Usando a teoria de formas diferenciais
e triedro movel mostraremos que as superficies que admitem uma tal congruéncia sao
linear-Weingarten hiperbolicas (Teorema 1.5). Por este motivo, tal congruéncia sera
denominada congruéncia linear-Weingarten hiperbdlica. Ainda no Teorema 1.5, vamos
determinar nameros reais 3, v, ', 7' em fungao das constantes r, 6, ¢, p e verificar que
M (resp. M') satisfaz 1 + 20H + vK =0 (resp. 1 +20'H' ++'K’ = 0). Em particular
vamos observar que, em geral, 8 # ' e v # 7.

Construiremos uma transformacao entre as superficies linear-Weingarten hiperbdlicas
M e M', que denominaremos transformacao de Bécklund para superficies linear-
Weingarten hiperbolicas em R®. Neste caso, diremos que M’ esta associada a M por
uma transformagao de Backlund BT'(r,6, ¢, p). Em seguida, demonstraremos que esta
transformagao ¢é integravel (Teorema 1.9). Mais precisamente, mostraremos que dado um
ponto py sobre uma superficie linear-Weingarten hiperbdlica M e um vetor unitéario vy,
cuja projecao sobre o plano tangente a M em py nao é uma direcao principal, entao existe
uma superficie M’ associada a M por uma congruéncia linear-Weingarten hiperbolica tal
que a reta de congruéncia em pg esta na direcao de vy.

Para finalizar o estudo geométrico das transformagoes de Béacklund para
superficies linear-Weingarten hiperbolicas em R?, vamos estudar a composicao de tais
transformacoes. Dada uma superficie linear-Weingarten hiperbolica M C R3? satisfazendo
14 2BH + vK = 0 e duas superficies M; (i = 1,2) associadas a M por transformagcoes
de Béacklund BT'(ry, 6;, ¢i, pi), entao escolhendo adequadamente as constantes r;, 0;, ¢;, p;
podemos construir uma quarta superficie linear-Weingarten hiperbolica M*, satisfazendo
1+ 2BH* + yK* = 0, associada a M; (resp. Ms) por uma transformacdo de
Béacklund BT (rq, 0, ¢o, p2) (resp. BT(r1,01,¢1,p1)). Obteremos, assim, o teorema de
permutabilidade para tais transformagoes (Teorema 1.19). E importante ressaltar que
a teoria de Béacklund para superficies linear-Weingarten hiperbolicas foi considerada por
Bianchi [6].



Concluimos que a partir de uma superficie linear-Weingarten hiperbolica M C R3
satisfazendo 1 + 26H 4+ 7K = 0 existem dois métodos para obtencao de familias a 4-
parametros de novas superficies linear-Weingarten hiperboélicas com as mesmas constantes
B e 4. Mais precisamente, a familia de superficies M obtida pela transformacao de
Ribaucour e a familia de superficies M* obtida pela composicao de transformacoes de
Bicklund para tais superficies. Portanto, ¢ natural perguntar quando as superficies M e
M* sao congruentes.

Em algumas situacoes particulares a resposta para esta questao ja é conhecida. Se
M C R? é uma superficie de curvatura constante K = —1 e M* C R3 ¢ uma superficie de
mesma curvatura obtida pela composicao de transformacgoes de Bécklund com parametros
distintos #;, 0y tais que 6; + 6, = w. Entao M™ é congruente a uma transformagao de
Ribaucour de M (ver [17], Observagao 3.8, pag. 193). No caso de superficies em M C R?
com curvatura Gaussiana constante positiva segue da composicao de transformacgoes de
Bécklund complexas que M* é congruente a uma transformacao de Ribaucour de M (ver
[17], Observagao 3.5, pag. 190). Usando o fato que as superficies em R? com curvatura
média constante é localmente paralela a superficies com curvatura Gaussiana constante
positiva entao este resultado se estende para tais superficies (ver [11]). Jeromim-Pedit
[11] mostraram que toda composi¢ao de transformagoes de Bécklund de uma superficie de
curvatura média constante é uma transformagao de Darboux (transformagao de Ribaucour
conforme) desta superficie. A reciproca deste resultado foi demonstrado por Kobayashi-
Inoguchi [12].

Neste trabalho, mostraremos que uma superficie obtida pela composicao de
transformacoes de Bicklund de uma superficie linear-Weingarten hiperbolica em R3,
em geral nao é uma transformagao de Ribaucour desta superficie. Para demonstrar
este resultado vamos fornecer a versao analitica dos teoremas da transformacao de
Biécklund para superficies linear-Weingarten hiperboélicas em R3. E conhecido que dada
uma superficie R? satisfazendo 1 + 28H + vK = 0, onde 8 e 7 sdo constantes reais
tais que v — 2 > 0 podemos associar uma solucao 1 da equacdo de sine-Gordon
Yoy — Vapwy = sen(y + Cgy), onde Cp, é uma constante real determinada por [
e 7. A reciproca deste resultado também ¢é verdadeira (ver [17] ou [19]). Usando
esta correspondéncia biunivoca entre superficies linear-Weingarten hiperbolicas em R3 e
solucoes da equagao de sine-Gordon, mostraremos que a transformagao de Béacklund para
tais superficies ¢ equivalente a um sistema integravel de equacoes diferenciais de primeira
ordem (Proposigao 1.10). Além disto, cada solugao /" deste sistema satisfaz a uma equagao
de sine-Gordon ¢! . — 4. = sen(¢ + Cg./), onde Cy. é uma constante real e, em
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geral, Cgy # Cg, (Teorema 2.4). Neste caso, diremos que 1’ é uma transformagao de



Béacklund de . Finalizando o estudo analitico das transformacoes de Bécklund, vamos
obter a formula de superposicao dada pela interpretacao do teorema de permutabilidade
(Teorema 2.11) que nos permite determinar, algebricamente, uma nova solugao para a
equacao de sine-Gordon inicial.

Vamos analisar a composicao de transformacoes de Béacklund e as transformacoes
de Ribaucour para superficies linear-Weingarten hiperbolicas em R®. Determinaremos
uma condi¢ao necessaria e suficiente para que as superficies obtidas por composi¢ao de
transformacoes de Bécklund e pela transformacao de Ribaucour para superficies linear-
Weingarten hiperbolicas em R? sejam congruentes (Teorema 3.13). Como consequéncia
vamos obter, em particular, um resultado classico para superficies com cuvatura Gaussiana
constante K = —1 em R3. Além disto, daremos um exemplo explicito considerando
transformacoes de Bécklund e de Ribaucour da pseudoesfera para verificar que em geral
a composicao de transformacgoes de Béacklund nao é uma transformacao de Ribaucour.

No Capitulo 1, vamos considerar a versao geométrica da teoria de transformacoes de
Bicklund para superficies linear-Weingarten hiperbolicas em R3. Iniciaremos o capitulo,
definindo tais superficies e estabelecendo a sua relacao com solugoes de equagoes de
sine-Gordon (ver [19]). Em seguida vamos definir o conceito de congruéncia linear-
Weingarten hiperbolica e demonstrar o teorema de Bécklund para superficies linear-
Weingarten hipebolicas em R®. Vamos provar também os teoremas de integrabilidade
(Teorema 1.9) e permutabiliade (1.19) para esta transformagao. Forneceremos ainda uma
interpretagao analitica da transformagao de Bécklund (Proposigao 1.10), que seré utilizada,
no Capitulo 2.

O Capitulo 2 sera dedicado ao estudo da interpretacao analitica da transformacao
de Bécklund. Demonstraremos o teorema de integrabilidade analitico (Teorema 2.4)
e o teorema de permutabilidade analitico (2.11) que sdo interpretagdes analiticas dos
teoremas geométricos de integrabilidade (1.9) e de permutabilidade (1.19) demonstrados
no Capitulo 1.

No Capitulo 3, apresentaremos inicialmente a defini¢ao de transformagao de Ribaucour
e os principais resultados desta teoria. Maiores detalhes e demonstragoes podem ser
encontrados em [7], [9] e [15]. Vamos obter uma condigao necessaria e suficiente para
que a composicao de transformacoes de Bécklund para superficies linear-Weingarten
hiperbolicas em R? seja uma transformagao de Ribaucour (Teorema 3.13). Vamos concluir
dando um exemplo que mostra que em geral uma tal composi¢ao nao é uma transformacao

de Ribaucour.



Capitulo

1

Transformacao de Backlund Para
Superficies Linear-Weingarten

Hiperbolicas em R3

Neste capitulo, vamos considerar duas superficies M e M’ em R? e um difeomorfismo
[ entre elas de modo que, em pontos correspondentes, a reta unindo tais pontos forma
angulos constantes com as retas normais a M e M’ nesses pontos. Além disto, vamos supor
que a distancia entre tais pontos e o &ngulo entre as retas normais a M e M’ independem do
ponto. Nestas condi¢oes, mostraremos no Teorema 1.5 que M e M’ sao superficies linear-
Weingarten hiperbolicas. Por este motivo, tal difeomorfismo serd denominado congruéncia
linear-Weingarten hiperbolica e diremos que M’ é transformagao de Béacklund de M.

Veremos, no teorema de integrabilidade (Teorema 1.9), que se M é uma superficie
linear-Weingarten hiperbolica em R3? entdo fixado um vetor unitario genérico vy em
po € M, existe uma superficie M’ associada a M por uma congruéncia linear-Weingarten
hiperbolica tal que a reta de congruéncia em p, estd na direcao de vy. O teorema de
permutabilidade (Teorema 1.19) prova que a composigao de transformagoes de Backlund é

comutativa quando a distancia e os angulos da congruéncia sao escolhidos adequadamente.

1.1 Superficies Linear-Weingarten em R?

Nesta secao, apresentaremos a definicao de superficies linear-Weingarten hiperbélicas

em R? e a sua relacdo com solugdes da equacao de sine-Gordon.



Definicao 1.1. Uma superficie M C R3 ¢é dita superficie Weingarten se existe uma funcao
diferenciavel relacionando as curvaturas Gaussiana K e média H de M. Uma superficie
é chamada superficie linear- Weingarten se H e K satisfazem uma relagao linear, ou seja,
existem constantes reais a, (3, 7 tais que o + 28H + vK = 0. Tal superficie sera dita

Hiperbolica, se 3> — ay < 0, Eliptica, se 32 — arvy > 0 e Tubular, se 32 — ay = 0.

Observe que quando a superficie é linear-Weingarten hiperbolica entao ary > 0. Sem
perda de generalidade, podemos supor a = 1 e, portanto, v > 0.

O seguinte resultado estabelece uma relacao biunivoca entre as superficies linear-
Weingarten hiperbolicas e solugoes da equacao de sine-Gordon. Sua demonstracao pode

ser encontrada em [19].

Teorema 1.2. Seja M C R® uma superficie linear- Weingarten hiperbolica satisfazendo
1+28H+~vK =0, v>0. (1.1)

Entao existem coordenadas locais x1,x5 em M e uma solu¢io ¢ (xy1,22) da equagdo de

sine-Gordon

wzlml - wzgmz = Sen(w =+ 0,37)7 (12)

onde Cg, € a constante definida por

2e,8v' D — 232
senCp, = ﬂ—, cosClgy = Q, e =1, (1.3)
Y Y
com D =~ — 2.
Reciprocamente, dada uma solugao ¥ (x1,x9) de (1.2) existe uma superficie linear-
Weingarten M C R3? satisfazendo (1.1), parametrizada por linhas de curvatura, cujas

primeira e sequnda formas fundamentais sao dadas por

I = gida? + gydzs, 11 = —\gida] — hagadas, (1.4)
onde s y
g1 = ﬁcosg, g2 = \/f_yseng, (1.5)
1 1
=2 |-3+aZVD|. x=-1|-a+alvDl, (1.6
v g1 v 92
come? =1 eecigq9 = —1.



1.2 Teorema de Backlund para Superficies Linear-

Weingarten Hiperbolicas em R?

Iniciemos com a definicao de congruéncia linear-Weingarten hiperbélica, que é uma
extensao do conceito de congruéncias de retas pseudoesférica no espaco euclidiano
tridimensional. Em seguida, apresentamos o teorema de Bécklund para superficies linear-

Weingarten hiperboélicas em R3.

Definicao 1.3. Seja [ : M — M’ um difeomorfismo entre as superficies M, M’ C R3.
Dados p € M e p' = I(p) € M’, com p’ # p, denotemos por v = v(p) a dire¢do da reta
que passa por p e p’. Dizemos que [ € uma congruéncia linear- Weingarten hiperbdlica com

constantes (1,0, ¢, p), tais que r >0, 0 <0 <m, 0<¢,p <7 (Figura 1.1) se
1. a distancia, em R?, entre p e p’ independe de p e ¢ igual a r |
2. o angulo entre as normais N, e NIQ, independe de p e é igual a 0,
3. o angulo entre a normal N, e v independe de p e ¢ igual a ¢,

4. o angulo entre a normal N}, e (—v) independe de p e ¢é igual a p.

N4
AN
VAR S RN
/ \
/ N
N ~ N
p p
¢ r P
p > -0 p'

Ml

Figura 1.1: Congruéncia Linear-Weingarten Hiperbdlica.



Observagao 1.4. Quando ¢ = p = 7, isto ¢, a diregao de congruéncia & tangente a M e

M’ obtemos a congruéncia de retas pseudoesférica para superficies em R3.

O teorema abaixo justifica a escolha do nome congruéncia linear-Weingarten

hiperbdlica, dado ao difeomorfismo [ : M — M’ da defini¢ao anterior.

Teorema 1.5. (Teorema de Bicklund) Sejam M e M’ duas superficies contidas em
R3. Suponha que exista uma congruéncia linear- Weingarten hiperbolica l : M — M’ com
constantes (r,0,¢,p). Para todo p € M e p' =1(p) € M', suponhamos que os vetores N,
(normal a M em p), N;, (normal a M’ em p') e v =v(p) (vetor diretor unitdrio da reta
que une p e p') nao sejam coplanares. Entao M e M' sao superficies linear- Weingarten
hiperbolicas. Mais precisamente, as curvaturas Gaussiana K (resp. K') e média H (resp.
H') de M (resp. M') satisfazem a relagio 1+2H+~K =0 (resp. 1+25'H' ++'K'=0)

onde

—r(cos¢ + cospcosh) r2sen®p
= = — 1.7
p sen2 ’ 7T Tsen2g (17)
, —r(cosp + cospcosh) . risen’¢p
_ =T 1.8
p sen20 7 sen20 ’ (18)

com (') —+' = pB? -~ <0.

~ . .. . P
Demonstracao: Consideremos referenciais ortonormais {eq, €2, e3} em M e {e], €}, €4}
em M’ de modo que, em cada p € M, e3(p) = N, e e3(p') = N}, e os conjuntos {v, e, e3}

e {v, €], e4} sejam coplanares (Figura 1.2).

‘7
\e

Y=
A

1

1

Figura 1.2: Referenciais ortonormais em M e M’.
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Pela Defini¢ao 1.3, temos que

<wv,e3> = cosp, < v, e5>= —cosp,
<w,ep > = seng, <uv,ej>=—senp, (1.9)
< eh,e3> = cosb,
ou seja,
senge; + cospes = v = —senpe] — cospes. (1.10)

Como a distancia entre p e p’ é igual a r, podemos tomar parametrizagoes locais X
em pe X' em p/, com
X' =X +rv. (1.11)

Determinemos, agora, as coordenadas do referencial {e},e}, e5} com relagao ao

referencial {ej, ez, e3}. Para isto, consideremos nitimeros reais a;;, 1 < i,j < 3 tais que

6; = Zaijej. (112)

J=1

Segue diretamente de (1.9) que agz = cosf. Calculando < v, e} > em (1.10), vamos obter

—CoSp = az1Sene + az3coso.

cosp + cospcost )
Donde a3 = — ( i ¢ ) . Como |ej] = 1, podemos considerar azy =
seng
—+/sen? — a3,. Portanto, temos
( (cosp + cos¢cos€)
az; = — )
seng
azy = —y/sen? — a3, (1.13)
| ass = cosb.

Para determinar o vetor €] observemos da expressao de v, dada em (1.10), que

, v+ cospey
eg=—|—"""].
! senp

Segue de (1.12) e de (1.13) que

11



( (sengb + aglcosp)
amr = - )
senp
U32C08
a = —( = p), (1.14)
senp
(cosqﬁ + 6089003,0)
a3z = - :
L senp
Finalmente, usando a relagdo €}, = e} X €} e as constantes dadas em (1.13) vamos obter
, 1
e, = senp [—asacosper + (azicosp — cosBseng)es + asasenges) .

Segue de (1.12) e de (1.13) que

( —a32C08¢)
a = _—
2 senp
az1cos¢ — cosfseng
azp = senp , (1.15)
azzSeng
gy = ——.
(7 senp

Consideremos, agora, wi,ws, w12, w13, ws3 formas duais e de conexao associadas ao

referencial {ej,e9,e3} e wi,wh,wiy, wiy,whs formas duais e de conexdo associadas ao

referencial {e], €}, e¢5}. Note de (1.10) e (1.11) que
X' =X +rv= X + rsenge; + rcospes.
Diferenciando e usando as equagoes de estrutura, temos
dX' = dX + rsengde; + rcosodes
= (w1 — reosgwiz)er + (wa + rsenguwis — rcospwas)es + (rsendwis)es.

Por outro lado, usando (1.12), vamos obter

/ _ ! ! ! / / / / / /
dX' = wie] +whey = (aw) + anwh)er + (a1aw) + asws)es + (a13w] + agswh)es.

Comparando as duas expressoes encontradas concluimos que as 1-formas

W1, W, W12, W13, Wag € Wi, Wh, Wiy, Wis, Whs associadas, respectivamente, aos referenciais

12



{e1,e9,e3} e {€], e), €4} devem satisfazer as equagoes

!/ /
anw) + agwy = Wi — rcospwis,
A12W] + Goowh = W + rsengwis — rcoswsg, (1.16)
a13W] + Goswy = TSenguws.

Como 0 < ¢ < 7 e, por hipdtese do teorema, os vetores e, e3, v nao sao coplanares entao
asz # 0 pois ,
asi aso cost
le5, e3,v] = det 0 0 1 = azySeng.
seng 0 coso

Usando a relagao e = €] X e, observemos que ajjas3 — a13a21 = —ase. Desta forma,

seguem das primeira e terceira equagdes do sistema (1.16) que

_ [ w1 — rcospuis 21 -1
wi = —det = — [a23w1 — TW13<(123COS¢ + a2186n¢>] ,
a3z2 a3z
rsengwis Q93
1 [ 4y Wy — rcosPwis 1
wh = —det = — [—ay3wy + rwiz(anseng + ajzcosd)] .
asz2 asz2
| a3 rsengwis

Usando (1.15) obtemos

-(52)
(,4)1 — wl.
as2
Das equagoes (1.13) e (1.14) seguem que ay;seng + aj3cosp = —senp, ou seja,
wy = —{ajzwy + rsenpwiz}.
as2

Deste modo, substituindo na segunda equacao do sistema (1.16), temos

B ayo , a9 , cos® -1
w1z (Tsenqb) “it (TS@ﬂgb) “at (sean)) was (rsen(b) 2
(22013 — 120 —1 a22S€EN cos
_ 22013 12023 wy + wy + 225€TP wis + ¢ Was.
rassseng rseng a325en @ seng

Usando novamente a relagao eg = 6’1 X 6/2, vamos obter ageai3 — a12a23 = —as;. Portanto,

13



as 1-formas associadas ao referencial {ej, es, e3} em M estao relacionadas pela equagao

—as; -1 ago5enp oS¢
wig=|—"—"—"]w + wy+ | —— | wis + W23-
ragsseng rseng a325€NQ seng

Para simplificar os célculos, denotaremos

W12 = C1W1 + Cowo + Cc3wisz + CqW23, (117)

onde

—as; -1 ag25€Np cos¢p (1.18)
o =——— cy = c3=|—"] e cu= . .
! rasssend ) rseng )’ ° azasend ! send

Diferenciando (1.17) e usando as equagoes de estrutura, vamos obter

dwis = c1(we Awar) + ca(wr A wiz) + c3(wiz A waz) + c4(war A wi3)
= wia A (—cowy + Crwy — cywiz + C3wo3).
Substituindo pela expressao de wis dada em (1.17) temos
dwia = C%wl A we — Cc1Cawy N wig + ¢1c3wr A was~+
—Cawy A Wy — CaCawy A Wiz + CaCawa A W+
—CoC3wiz N\ Wy + c1c3wiz A\ wo + C%u}lg N\ Wz~

—C2C4W23 VAN W1 + C1CaWa3 VAN Wy — Ci(x.)gg A Wi3.

As propriedades de operacoes com formas diferenciais nos permitem reescrever
dwis = (3 + 3wy Aws + (cocg — creq)wr A wiz+
+(c103 + cacq)wr A wag — (cacq + c103)wa A wiz+
+(ca03 — c104)wa A wag + (€3 + 3wz A was
= (A + A)w; Awy + (cacs — creq) (w1 A wiz + wa A waz)+
+(c1e3 + cacy) (Wi A waz + wiz Aws) + (3 + 3wz A was.

A defini¢ao das curvaturas Gaussiana e média de M e a equagao de Gauss nos permitem
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escrever
dwis = (& + 3wy Aws + (cacs — creq)dws+

+(c1e3 4 c2¢4)(2Hwi A wsg) + (3 + c3)(Kwy A wy)

= [(3+ )+ 2(cics3 + cacy)H + (2 + ) K] (w1 A ws).

Por outro lado, sabemos que
dwlg = —K(w1 A (.Ug).

Igualando estas expressoes, vamos obter
(¢34 ¢c3) +2(cies + cacg)H + (3 + ¢ + 1)K = 0. (1.19)

Isto prova que a superficie M é linear-Weingarten.
Para obtermos as constantes § e 7 apresentadas em (1.7) devemos calcular os

coeficientes desta equagao. Usando as constantes ¢y, ¢g, c3, ¢4 definidas em (1.18) obtemos

2 2 2
242 _ as L o ag tag
v r2a2,sen?¢  r2sen?¢p  r2ai,sen?¢’
—A31A225€ENP CcoSQ a31Q22SENP + a§2005¢
G103 + G264 = ra2,sen?p  rsenp ra3,sen?o ’
32 32
2 2 2 2 2
24 az,sen’p  cos’o 1o (axsenp)® + asz,
30 al,sen?¢p  sen2¢ N a2,sen?o
32 32

Usando (1.13) e (1.15) vamos obter
a3, + a3, = sen?6,
a31a298€Np + a3,c08¢ = cosd + cospcosh,
(asesenp)? + a3, = sen?p.

Portanto, temos

2
sen“f
2, 2
i +c = -5
too r2a3,sen?¢’
—7r(cosp + cospcost)
C1C3 + cocy = 5 2 5 s (120)
raz,sen’o
2 o2
rsenp
r?az,sen?o

Substituindo na equacao (1.19) podemos concluir que as curvaturas Gaussiana e média

da superficie M sastisfazem a equagao 1+28H +~K = 0, onde S e 7 sao dados por (1.7).
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Invertendo p e ¢ na demonstracao anterior, concluimos que M’ é uma superficie linear-
Weingarten satisfazendo a equacdo 1+ 26H" + vK' =0, com 5’ e 7/ dados por (1.8).
Usando (1.7) e (1.8), observemos que

sen0(B% — ) r2(cos¢ + cospcosh)? — r?sen?psend
= 1*[cos®p + cos?pcos? + 2cospcospcost) — sen? psen?d)
= 1r?[—1+ cos’p + c0s*0 — cos®pcos®0 + cos®psen?0+
+cos?pcos? + cos®pcos®l + 2cospcospcost)]
= r?[—sen?0 + cos*psen?d + (cosp + cospcosh)?]
e que
sen*0((8')* —+') = r*[—sen®d + cos?psen®d + (cos¢ + cospcost)?]
= r?[—sen®d + cos?*psen?d + (cosp + cospcosh)?|
= sen'f(B? — ).
Segue destas igualdades e das constantes az; e azy dadas em (1.13) que

r?sen®¢az,

(B)2 = = B2 =7 =~ Clsen®0 — ] = (121)

sen*6
Como azgy # 0,7 >0e0 < ¢ < 5 entdo (8)*—+ = f*—~ < 0. Verificando, assim, que M
e M’ sao superficies linear-Weingarten hiperbolicas satisfazendo as condigoes enunciadas

no teorema. [

Definigao 1.6. A equagao (1.17) é denominada transformacao de Bicklund de superficies
linear-Weingarten hiperbélicas em R3 e denotada por BT (r,0, ¢, p), onde r, 0, ¢, p sao

as constantes apresentadas na Definicao 1.3.

Observagao 1.7. Nossos célculos estao de acordo com o teorema de Béacklund para
superficies M, M’ C R? relacionadas por uma congruéncia de retas pseudoesférica. De

fato, tomando ¢ = p = %, obtem-se facilmente a expressao sen®d + r*K = 0, isto &, as
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superficies M e M’ tem curvatura constante negativa e igual a

K —sen?d

. (1.22)

conforme descrito na teoria cléassica (veja, por exemplo, [19]).

Vamos finalizar esta secao estabelecendo algumas notacgoes e identidades que serao

utilizadas em diversos momentos ao longo do trabalho.

Observagao 1.8. Sejam r > 0,0 <60 <7 e 0 < p,¢ < 7 ntimeros reais. Denotemos por

—(cosp + cospcosh)

b — 0
, by = —1/sen?0 — b2, by = 10056 — sengcos . (1.23)
seng senp

Para garantir que o ntimero real b, esteja bem definido e nao seja nulo, vamos supor que

by =

as constantes r, 0, ¢, p satisfacam a condigao

(cosp + cosgpcosh)?
sen2¢

sen®0 — b3 = sen*6) — > 0. (1.24)
Com esta notagao, observemos que as constantes ci, ¢a, c3, ¢4 dadas em (1.18) se

escrevem na forma

—b; -1 _ bssenp cos¢p

_ R = o= 28 1.25
rbyseng “ rseng “ byseng “ seng ( )

C1

A demonstragao de (1.20) prova que

2 _ sen®f
e © r2sen2¢b3’
—71(cosp + cospcosh)
c1c3+ cocy = , 1.26
163 + C2Cy4 2 sen? b (1.26)
202

s o r*sen’p
G+ = ——— — 1.

374 r2sen?¢b3
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Além disto, pode-se provar ainda que

sen? — 202
arg -
r2sen?¢b3
st eaes — (2% — sen®0)cosg — blsengbcosﬁ7 (1.27)
rsen?pbs
s o (sen?0 — 2b%)cos* ¢ + 2by sengcospcosd — cos*Osen’d
—G3t+ ¢ = 2 ’
sen?¢b;
—b,
—cic = —
1 r2senZgby’
—2bycosp + sengpcost
_ , 1.2
C1C4 + CaC3 T’S€n2¢b2 ( 8)
—bycos?¢ + senpcospcost
—C3Cy =
sen?pby

Dados ntimeros reais 3, tais que v — 3% > 0, escolhamos constantes r > 0,0 < 6 < 7
e 0 < ¢, p <7 satisfazendo (1.7) e (1.24). Consideremos também os niimeros reais 3’ e

~" definidos por (1.8). Sao validas as seguintes identidades

rsen?pb?
(B 7 ==y = T2 (1.29)
2¢on2b(1 — b2
v+ 2Brcosd + ricosty = r sensegbn(ze 1)7 (1.30)
0 b
B+ reoss — Tgcb (1.31)

onde by é dado em (1.23).

1.3 Teorema de Integrabilidade GGeométrico

A demonstracao do teorema de Bécklund para superficies liner-Weingarten (Teorema
1.5) mostra que a validade da equagao (1.17) é uma condigao necesséria para a existéncia
uma congruéncia linear-Weingarten hiperbolica com constantes (r,6, ¢, p) entre duas
superficies linear-Weingarten hiperbolicas M e M.

O teorema de integrabilidade geométrico, que demonstraremos a seguir, mostra que
dada uma superficie linear-Weingarten hiperbolica satisfazendo (1.17) existe uma familia

a 3-parametros de superficies M’ que estao relacionadas a M por uma congruéncia linear-
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Weingarten hiperbdlica.

Teorema 1.9. (Teorema de Integrabilidade Geométrico) Seja M C R3 uma
superficie linear-Weingarten hiperbolica com curvaturas Gaussiana K e média H,
satisfazendo 1 + 26H + vyK = 0. Consideremos nimeros reais r > 0, 0 < 6 < 7 e
0 < ¢, p < 7 satisfazendo (1.7). Sejam py € M evy € R3 um vetor unitdrio que forma um
dngulo constante ¢ com o Ny, vetor normal a M em py. Suponhamos que v3, a projegdo
tangente de vy, nao seja dire¢cao principal. Entao existe uma superficie linear- Weingarten
M’ C R3 com curvaturas Gaussiana K' e média H', satisfazendo 1 + 28 H' +~'K' = 0,
onde ' e v satisfazem (1.8) e uma congruéncia linear- Weingarten hiperbélica | com
constantes (1,0, ¢, p) entre uma vizinhanga de pg em M e M’, tal que a reta ligando py a

l(po) estd na diregdo de vy.

Demonstragao: Dadas as constantes r > 0, 0 < 0 < me 0 < ¢,p < 7 satisfazendo
(1.7), definimos os ntimeros reais by, by e by por (1.23). Inicialmente, observemos que
que as constantes r, 0, ¢, p satisfazem a condigao (1.24) pois, sendo M uma superficie

linear-Weingarten hiperbolica, teremos de modo analogo a (1.21) que

sentd

2 2
sen“t — b = ———
L r2sen?¢

(y— 5% >0 (1.32)

Portanto, segue de (1.23), que by é um ntimero real ndo nulo bem definido. Assim, podemos
considerar também as constantes ¢y, o, c3, ¢4 dadas em (1.25).
A idéia é usar o teorema de Frobenius para construir um referencial adaptado

{e1,e9,e3} em M, definido em uma vizinhanga de py tal que e;(py) = vl e satisfazendo
W12 = ClW1 + CoWwa + C3wi3 + C4wos. (133)
Vamos provar que o ideal & gerado pela 1-forma
(= Wiz — Clw1 — CoWy — C3W13 — C4Wa3

é fechado com relagao a diferenciagao exterior.

Usando as equagao de estrutura temos
dg = d(,dlg — cldwl — CQdWQ — C3Wi13 — C4d(.d23

= —le A Wy + W12 A (_Clw2 “+ Ccowy — C3Wa3 + C4W13),
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ou seja,
dC = —le N wo + Wi /\;L,

onde p = —ciwy + Cowy — C3Wag + cqwi3. Substituindo wis = ¢+ crwy + cows + C3w13 + 4oz
obtemos

d(: = C N 1% + (clwl + Ccowsg + Cc3wiz + c4w23) VAN om— le N wo.
Efetuando o segundo produto exterior e usando as equagoes de estrutura temos
dC=CAp—[c]+c3+2(cics + coca) H + (3 + ¢ + 1) KJwy A ws.

Segue de (1.26) que

A =CNAp— senf — 2r(cos¢ + cospcost) H + (r*sen’p) K] .

r2b3sen?¢ [
Por hipodtese, os nimeros reais r, 6, ¢, p satisfazem (1.7). Logo,

sen’d

Como M é uma supeficie linear-Weingarten satisfazendo 1 + 28H + vK = 0 entao

d¢ = ¢ A p.

Como o ideal & é fechado sob diferenciagao exterior, segue do teorema de Frobenius que a
equagao ¢ = 0 ¢é integravel. Portanto, existe um referencial adaptado {e, €2, €3} em uma
vizinhanga de py com e;(py) = vi. Como o angulo entre vy e N,, = e3(py) ¢ igual a ¢ e

os vetores (unitarios) es(pg), e1(po) € v sdo coplanares entao
vy = sengei(po) + cospez(po).
Defina, nesta vizinhanca, a funcgao vetorial

v = senge; + cospes.

vg — cosges(po)
seng

Como, por hipotese, e;(py) = nao ¢é direcao principal entao podemos

supor, por continuidade, que

v — cospes
el = ——F—
seng

nao ¢ direcao principal em um aberto V' desta vizinhanga.
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Consideremos V' parametrizado por X : U € R? — V C M C R? e defina
X':U — R3 por
X' =X +rv =X +rsenge; + rcosoes.

Diferenciando e usando as equagoes de estrutura, vamos obter
dX' = (wie1 + weeq) + rseng(wizes + wizes) + reosp(wsier + wszes)
= [w1 — reosdwisler + [wa + rsengwia — rcospuasles + [rsengduwis)es.

Usando wis = cjwy + cowsg + c3w13 + cawoez € as constantes ¢, ¢q, ¢3, ¢4 dadas em (1.25),
vamos obter

wy + rsenpuwiy — rcospwey = [rsendcr|wy + [1 + rsengcs|wa+
+[rsendcs|wis + [rsengcey — reosglwas

1
= —[—biwy + rbssenpws].

by
Segue, portanto, que
, 1
dX' = [w — rcospwisle; + b—[—b1w1 + rbgsenpwisles + [rsendwisles
2
b b
= [61 — b—1€2:| w1 + [—rcosqﬁel + 743';&62 + rsenges | wis.
2 2

Como e; nao é direcao principal entao w; e w3 sao 1-formas linearmente independentes.

Além disto, note que os vetores

by
21 = €1 — 7€
by * )
rbssenp
Z9 = —rcospe; + ———ey + rsenges,

by

sao linearmente independentes, uma vez que rseng # 0.

Deste modo, M’ = X'(U) é uma superficie regular e os vetores zj, 2o s@o tangentes a

esta superficie. Observe ainda que

b b b
21 X 29 = T935enp — ! ICOS¢ €1 X ey + 7’8671(]561 X e3 — ﬂeg X €3
b2 b2 b2
—rb b —b
_ T ;)sengbel _ rsendes + 7( 3senpb 1C0S) e,
2 2
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Pela definigao de b3, dada em (1.23) temos bgsenp — bycosp = —sengpcost e dai

—rseng

2 (brey + boeg + cosbes).
2

21 X 29 =
Como b7 + b3 + cos?f = 1 entao
e5 = biey + baeg + cosbes

¢ um vetor (unitario) normal a M’. Juntamente com as definigdes X' = X + rv e

v = senge; + cospes e do valor de by, dado em (1.23), podemos conlcuir que
(a) d(X', X) =|X’' — X| = |rv|] = r, ou seja, a distancia entre X e X' é r,
(b) < v,e3 >= coso, ou seja, o angulo entre v e e3 é P,
(c) < —v, ey >= byseng — cospcost = cosp, ou seja, o angulo entre (—v) e e é p,
(d) < es, ey >= cosb, ou seja, o angulo entre e; e e & 6.

Em outras palavras, podemos definir uma congruéncia linear-Weingarten hiperbélica
[ com constantes (1,0, ¢, p) entre X(U) e M’ = X'(U). Pelo Teorema 1.5, M’ é uma
superficie linear-Weingarten hiperbélica satisfazendo a relacao 14+28'H'+~' K’ = 0, onde
p" e v sao dados por (1.8). =

A relacdo biunivoca entre superficies linear-Weingarten hiperbolicas em R? e solu¢oes
de equagoes de sine-Gordon (Teorema 1.2) juntamente com teorema de integrabilidade
geométrico (Teorema 1.9), nos permitem obter a interpretagao analitica da transformagao
de Bécklund (1.33) que sera apresentada na proxima proposi¢do. Mostraremos que a
transformacao de Backlund é equivalente a um sistema integravel de equagoes diferenciais

de primeira ordem.

Proposicao 1.10. Seja v uma solugao da equagao de sine-Gordon

1/}551$1 - wxzm = S67’l(w + Cﬁ’Y)‘ (134)

onde B e~y sio mimeros reais tais que D :=~ — % > 0 e Cg, € a constante real definida

pelas relagoes

2525\/E

— 9232
senClgy = , cosCgy = Q, 2
g

- e2=1. (1.35)
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Consideremos as constantes S1, Sy dadas por

_ 5 VD o

(& 52 =&1—, €1 = 1, E1E2 = —1. (136)

Vi Vi

Escolha niimeros reais v > 0,0 < 0 < 7w e 0 < ¢, p < T satisfazendo (1.7) e (1.24). Entao

S

0 sistema ) P .
oy T V2, = 25300550055 — 254cos%sen5+
/ /
+2S5sen50055 — 2368671586713,
b / / (1.37)
oy T V2, = QSg,senEsenE + 254sen50033+
/ !/
—255608586723 — 25600850083,
\
€ integrdvel, onde
Sg = Clﬁ—i— 0351, S4 = Czﬁ—i— 0451, (138)
85 = CgSQ, S@ = 0432 (139)

e c1,C, C3, ¢4 Sa0 dadas por (1.25).

Demonstracao: Seja ¢ uma solu¢ao da equagao de sine-Gordon (1.34). Pelo Teorema
1.2, existe uma superficie linear-Weingarten hiperboélica M, parametrizada por linhas de
curvatura ortogonais X (z1,z3) cujas curvaturas Gaussiana K e média H satisfazem a
equagao 1 + 26H + vK = 0. Além disto, a primeira e segunda formas fundamentais de

X sao dadas por (1.4)-(1.6). Usando (1.36), podemos reescrever (1.6) na forma

Al = _—1 Slcos%%—SQsen% ,
L
V/ycosy 2 2
Ay = _—1 —SQCOS£+81867L% .
¥ 2 2
Vosens

Como X (z1,x2) ¢ uma parametrizagao de M por linhas de curvaturas ortogonais entao

Xy L Xy,
=— 3 ¢ fb=—=>
\/ycoss Vosensy

sao as diregoes principais de M. As 1-formas associadas a este referencial sao

€1

W = ﬁcos%dwl, Wy = \/’_ysen%d@,
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Vay

d
2 X2,

W12 =

@13 = —)\1(2}1 = {51008% + SQS@TL%:| del,

@23 = —)\2(2)2 = [—SQCOS% + 518671%] dl’Q.

Seja pg € M, vy € R® (unitario) de modo que vl nao seja diregdo principal de

M em py e que o angulo entre vy e N, seja ¢. Pela demonstracao do teorema de
integrabilidade geométrico (Teorema 1.9), existe um referencial {ey, e, e3}, adaptado a
M, tal que e;(po) = vl e as formas duais e de conexdo associdadas a este referencial
satisfazem (1.17). Portanto, podemos encontrar uma fungao ¢’ tal que

!/ !/

e1 = C0S—e€1 + sen—~és
2 2 7

/ /

ey = —sen;él—l—cosgég,

e as 1-formas associadas, dadas por

/ / /

w = cos;wl + sen— 5 Wy = \/_cos 005561331 + \/_sen¢36n 5 dxo,

/ / /

Wy = —86713@1'1*0085@2 —\/_cos sen— dx1+\/_sen CcOS— dxg,

Wiy = d%/ +wip = (wm + g, )day + = (%62 + 1y, )dxa,
! ~ ! ~
Wiy = COSEWB + sen§w23
= [Slcoswcos + Sgsenwcos ] dxry + [ SQCoswsen + Slsenwsen } dxs,
/ /

Wez = —senEdJlqucos?d)Qg

= [ Slcoswsen —525671155671 }dxl—i-[ Sgcoswcos +Slsen¢cos ]d:cg,

satisfazem a relagdo (1.17). Substituindo estas expressdes em (1.17) e usando que o
conjunto {dxy,dzs} é linearmente independente obtemos que o sistema de equagoes
diferenciais (1.37) é equivalente a equagao (1.17) e, portanto, é integravel. n

Observacao 1.11. No proximo capitulo, mostraremos que cada solucao ¢’ do sistema
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(1.37) satisfaz a uma equagao de sine-Gordon analoga & equagao (1.34).

Observagao 1.12. A equivaléncia entre a equacao (1.17) e o sistema de equagdes
diferenciais (1.37), apresentada na proposigao anterior, sera usada no Capitulo 2 para
fornecer uma interpretagao analitica da transformacao de Biacklund para superficies linear-

Weingarten hiperboélicas em R3.

1.4 Teorema de Permutabilidade Geométrico

O teorema de permutabilidade da teoria de Transformacgoes de Bécklund para
superfices de curvatura Gaussiana negativa estabelece que dadas trés superficies
M, M’ M" C R? de curvatura constante negativa e congruéncias de retas pseudoesféricas
li : M — M’ (com constantes 11,61) e ly : M — M" (com constantes 73,0y # 0;),
existe uma superficie M* e existem congruéncias de retas pseudoesféricas i : M" — M*
(com constantes r1,0;) e I3 : M' — M* (com constantes o, 6y) tais que I3 ol; = I} oly

(veja, por exemplo [19]). Veja Figura 1.3.

MH

Figura 1.3: Permutabilidade da Transformagao de Bécklund Cléssica.

Nosso interesse é demonstrar um teorema analogo para a extensao da teoria de
Bicklund as superficies linear-Weingarten hiperbélicas em R3. Vamos comecar fixando
alguns conceitos e notagoes e demonstrando algumas lemas que serao tuteis na prova do

teorema.
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Observacao 1.13. Nos lemas seguintes e no teorema de permutabilidade vamos
considerar M, M', M" superficies linear-Weingarten hiperbolicas em R? tais que existam
ly: M — M ely: M — M" congruéncias linear-Weingarten hiperbolicas com constantes
(11,01, 01, p1) € (12,02, P2, p2) respectivamente, onde r; >0, 0 < 6; <7 e 0 < p;, ¢ < 5
(1=1,2), com 6 # 6. Vamos denotar por ¢ a constante positiva

senty

= . 1.4
0 senb (1.40)

Consideremos os referenciais ortonormais {ey, €2, e3} € {€1,€2,e3} em M e denotemos

por E a matriz ortogonal (positiva) tal que

{ e = FEne + Epe (1.41)

Eaieq + Eyey = —Fiseq + Eijes

D
[\
I

Consideremos também referenciais {e], e}, e5} em M’ e {e],e5, €4} em M"” como no
Teorema 1.5, ou seja, se v1 = v1(p) (resp. vy = va(p)) ¢ a diregdo da reta que une os
pontos p € M e p; = l1(p) € M’ (resp. pa = la(p) € M') entdo os conjuntos {ey, e3,v1} e

{€1, e3,v2} sdo linearmente dependentes.

Mn 1 e1 a e2

Figura 1.4: Permutabilidade para uma Congruéncia Linear-Weingarten Hiperbolica

26



Observe que

vy = Ssengie; + cospies (142)
Vo = Seng9ey + cospoes .

uma vez que o angulo entre ez (resp. €}) e vy (resp. ve) ¢ igual a ¢y (resp. ¢2). Nosso
objetivo é determinar as direcoes u; e us tais que

TV + ol = Tl + T1lUsg.

Veja Figura 1.4.
De modo andlogo aos cdlculos do Teorema 1.5, observemos que se a;; e aj; (1 <4, j < 2)

sao numeros reais tais que

3 3
I ! "o n— -
e; = E aej e e = E a;;€j, €3 = es, (1.43)
i—1 i=1
entao )
, cospy + cospicosh
any = —
r_ 20 _ (4 )2 1.44
as, = \/sen 01 — (ahy)?, ( )
/ _
| az3 = cost,
( !
J - — 55,0501
21 senpy
/
, a3 cospy — costisend,
Aoy = ’ (1.45)
senpy
/
, azseng;
Qo3 =
( senpy
( S sengy + aj cosp;
11 senp )
/
(%, COSP1
2
dy = - (20 (1.46)
senpy
;o cosgy + cosbicosp,
CL13 — - bl
\ senp
.
P cosps + coSPacoshy
G =~ send ’
2
noo_ 20 (7 \2 1.47
as, = \/sen 0y — (a%y)?, ( )
" _
as; = cosby,
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( "
al = _a32008¢2
21 senps
"
,  a3C08py — cosbysends
Ayy = , (1.48)
senps
"

(I” _ a3286n¢2

(7 SEN Py
( sengs + ay,cospy
apy = -
senps; ’
"
(%5,COS o
aly, = —(2—"2=), (1.49)
senps

" coSPy + coshyc08py

al — - .
\ ’ SENP2

Lema 1.14. Sejam M, M', M" superficies linear- Weingarten hiperbélicas em R3 como

na Observacao 1.13. Entao

roSenpo = drisenpy (1.50)
r9(cosp + cospacosly) = 6ri(cospy + cospicosty). '

onde § € dado por (1.40).

Demonstracao: Pelo Teorema 1.5 a superficie M é linear-Weingarten hiperbdlica e as

suas curvaturas gaussiana K e média H satisfazem as relagoes

1+2ﬁ1H+’}/1K = O,
1+4268,H + K = 0,

onde em termos das constantes r;, 0;, ¢;, p; temos

—1r;(coso; + cosp;cosb; risen’p; .
67;: ( ¢ P )7 fylzl—pv 22172'
sen?0; sen?0;

Multiplicando a segunda equagao por 7y; e subtraindo da primeira multiplicada por s

vamos obter a equacao
(11 —72) + 2(Boy — i) H = 0.

Como M C R3 ¢ uma superficie linear-Weingarten hiperbolica entdao H nao pode ser

constante. Dai segue que

Boyi — Biya = — 72 = 0.

28



Donde ; = 75. Como 7; > 0, entdo B2 = ;. Usando a defini¢do de ¢ dada em (1.40)

obtemos as relagoes (1.50). "

Lema 1.15. Sejam M, M', M" superficies linear- Weingarten hiperbélicas em R3 como
na Observagao 1.13. Consideremos os referenciais ortonormais adaptados {ey, ez, e3}
e {€,e9,e3} em M, {e], ey s} em M e {e],e5,es} em M", definidos por (1.43).

Suponhamos ainda que sejam satisfeitas as condigoes

T9(cosps + cospacoshy) = 6°ri(cospy + cospicost), (151)

roSends = O0risengs,

"

onde § € o mimero real definido por (1.40). Se (a;;) e (aj;) sio as matrizes definidas por

(1.43)-(1.49) entao sao vdlidas as sequintes relagoes
ajy = daiy,  ag =0dagy, ag = day e ay = day;. (1.52)
Demonstragao: Pelas relagoes (1.46) e (1.49 ) e pelo lema anterior, temos que

y —71o(cospy + cospacoshy)  —0%ri(cosdy + cospicosh) 5a!
a — = = 0Q4,.
t raSenpg drisenp; 13

Do mesmo modo, segue das expressoes (1.44) e (1.47) e das relagoes dadas por (1.51) que

" —19(cospy + cospacosty)  —6%ri(cospy + cosgicost,) ,
asq = = = dag;.
roSends orseng;

De (1.40) e das expressoes (1.44) e (1.47) temos

fy = —/sen?; — () = —/5(sen?0; — (ay)?) = Sty

pois o > 0.

Como consequéncia desta ultima igualdade e usando as expressoes dadas em (1.45),
(1.48), (1.50) e (1.51) vamos obter

y raseng ,  Oriseng;

Qg3 =

Y
32 = 003y = 0dly;.
roSenps orisenp;
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Observagao 1.16. A inclusdo das hipotese adicionais (1.51) pode ser justificada pelos
seguintes argumentos: Dada uma superficie linear-Weingarten hiperboélica M satisfazendo
1+26H +~vK = 0, onde (8 e v sao constantes reais, queremos determinar outra superficie
linear-Weingarten M* com a mesmas mesmas constantes § e 7 usando a composicao de
transformacoes de Béacklund. Consideremos ntmeros reais r; > 0, 0 < 6; < 7, 0 <

¢i, pi < 5 (i = 1,2) satisfazendo a condigao (1.24) tais que

—r;i(cosg; + cosp;cosb;) r2sen?p; ,
_ S A i =1.2. 1.53
B sen26); ’ 7 sen20; ’ ! ’ (1.53)

Usando o teorema de integrabilidade (Teorema 2.4) podemos construir superficies linear-
Weingarten hiperbolicas M; e uma congruéncia linear-Weingarten hiperbolica entre M e
M; com constantes (7, 0;, ¢;, p;). Além disto, cada superficie M; deve satisfazer

2r;(cosp; + cospicosb;) r?sen’g;

1

K. = 0. (1.54)

KA
sen20; sen?0;

Nosso objetivo no teorema de permutabiliade (Teorema 2.11) é determinar uma
superficie M* satisfazendo 1 + 26H* + vyK* = 0, onde [ e y sao os numeros reais dados
por (1.53). Além disto, M* deve estar associada a M; (resp. M,) por uma transformagao
de Bécklund BT (rq, 02, pa, ¢2) (resp. BT(ry, 01, p1,$1)) ou equivalentemente, M; (resp.
M,) esta associada a M* por uma transformacao de Bécklund BT (ry, 02, ¢o, p2) (resp.
BT(rq,01, ¢1,p1)). Supondo que uma tal superficie M* exista entao, como consequéncia
do teorema de Bécklund (Teorema 1.5), as superficies M; devem satisfazer
risen®;

H, K=0, 1<i#j<2 1.55
sen?f; + sen?f; 17 ( )

2r;(cosp; + cospjcost;)

1

Como H; (i = 1,2) nao é constante entao, de (1.54) e (1.55), concluimos que a condigao

(1.51) deve ser necessariamente satisfeita.

Lema 1.17. Sejam M, M', M" superficies linear- Weingarten hiperbélicas em R3 como
na Observagao 1.13 e § o nimero real definido por (1.40). Suponhamos que as igualdades
(1.51) se verificam. Entao valem as sequintes relagoes

r1cospy(costicosly — 1) + rocospysen®d,

ricosg, = ,
cost; — cosbs

) (1.56)
5 —ricosprsenly — rocosps(cosbicosty — 1)
r'9C0S =
2 2 cost; — cosbs ’
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r1c08p1Cc0Shy — rocospacosty + rocosgs — ricosgy = 0. (1.57)

Demonstracao: Segue do Lema 1.14 que as igualdades (1.50) se verificam. Usando
(1.51) temos

T9C08(y + T9c0spacoshly = 6°ricosdy + 6°ricospicost,
T9C08py + Tocospocoshy = 6°ricosp, + 6%ricosdcosh,
ou seja,
—0%7r1c0801 + T9c080s = §%ricospicost; — r9c08pycoshs,
—0%r1cos01cospy + rocosbacospy = 8%ricosp; — racosps,

cuja representacao matricial é

_— 1 ricosgr \ 5%cos; —cosb, r1C0SP1
—6%c0sl, cosby T9C0SPo B 52 -1 T9C0S Py '

Observe que o determinante da matriz

-2 1
—8%c0sl, cosbs

¢ igual a 0%(cost; — cosfy), que é nao nulo pois 0; # 0, e § > 0. Logo, multiplicando
a igualdade anterior pela inversa desta matriz e usando (1.40) obtemos (1.56). Como

consequéncia direta de (1.56) obtemos (1.57). n

Lema 1.18. Sejam M, M’', M" superficies linear- Weingarten hiperbolicas em R? como
nao Observagao 1.13. Consideremos os referenciais ortonormais adaptados {ey, s, €3} €
{€1,e2,e3} em M. Seja E a matriz ortogonal dada por (1.41), isto é, &, = E;je;. Entao
a fungao

& = senbisenbly By + costicost, — 1 (1.58)

¢ estritamente negativa. Além disto, se

Fp = {%1} [(cosbcosty — 1) Eqy + senb senbs),
(1.59)

F12 = |:%:| [(60801 — COSQQ)E:[Q],
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entao
F F
r— 11 12
—Fi9 Fiy

Demonstragao: Como E é uma matriz ortogonal e 0 < 0 # 6y < m entao Fj; < 1le

€ uma matriz ortogonal.

senbsenfly > 0. Portanto,
¢ < senbisenby + cosbicosly — 1 = cos(y — 03) — 1 < 0.

Como E ¢ uma matriz ortogonal entao E7 + E?, = 1. Consequentemente, F3+FE, = 1

pois,
E2(F3 + F%) = (cosBicosly — 1)2EZ + sen?0;sen?0y+
+2send; senby(cosbcostly — 1) By + (costy — cosby)?(1 — EZ))
= sen26’1sen292E121 + 2senby senby(coshicoshy — 1) Ep1+
+(cosbcosty — 1)?
-

Logo FF' = (F3 + F3)I = I, ou seja, F' ¢ uma matriz ortogonal.

Fazendo uso destes lemas podemos demonstrar o teorema de permutabilidade para

superficies linear- Weingaten hiperbdlicas em R3.

Teorema 1.19. (Teorema de Permutabilidade Geométrico) Sejam M, M', M"
superficies linear- Weingarten hiperbolicas em R3. Suponhamos que existam 1y : M — M’
ely: M — M" congruéncias linear- Weingarten hiperbélicas com constantes (11,01, 1, p1)
e (12,02, @2, p2) respectivamente, onde r; > 0, 0 < 6; < 7w, 0 < ¢y,p; <5 (i =1,2) e
01 # 6. Dadosp € M, py = l1(p) € M" e py = la(p) € M", denotemos por N,, N, e N,
0s vetores normais a M em p, a M’ em p; e a M" em po, respectivamente e por vy = v1(p)
(resp. vy = vo(p)) 0 vetor diretor unitdrio da reta que une p a py (resp. ps). Suponhamos
que os conguntos {Np, N) ,v1} e {Ny, N}, va} sejam linearmente independentes e que

p2?
sejam vdlidas as rela¢oes dadas em(1.51). Entdo existe uma superficie reqular M* C R3
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e congruéncias linear-Weingarten hiperbolicas 15 : M’ — M* e l} : M" — M* com

constantes (rq, 02, p2, ¢2) € (11,01, p1, 1) respectivamente, tais que
50l =100l

(veja Figura 1.5). Além disto, se K, H e K*, H* denotam as curvaturas Gaussiana e

média de M e M*, respectivamente entao sao vdlidas as relacoes
1426H+yK =0 e 14+26H"+~vK*=0,

onde 0 2sen?
5 —ri(cosg; + cospicosh;) = TSP i=1,2.

sen?0; ’ sen20; ’

Demonstracgao: Pela definicao de congruéncia linear-Weingarten hiperbolica podemos

considerar
X7 Xl:ll(X):X+T1U1 e X2:l2(X):X+T2v2

parametrizagoes locais em p, p; e po de M, M’ e M" respectivamente.

Figura 1.5: Permutabilidade para uma Congruéncia Linear-Weingarten Hiperbolica
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Considere os refenciais ortonormais {e},e}, e5} em M’ e {ef, e}, e} em M"” como
descritos em (1.43). Entao as igualdades (1.44)-(1.49) se verificam. Como a matiz F,
definida no lema anterior, é ortogonal (positiva) entdo podemos definir novos referenciais

ortonormais adaptados {€,e,,e5} em M’ e {€],€},e4} em M" por

Ell = Fnell -+ F12€/2, (1 60)
e, = Fyel+ Fyeh = —Fiae) + Fii€),
e
5/1/ = Fne’l’ + F12€,2/, (1 61)
ey, = Fyel + Faey = —Fie + Fiiel, .
onde Fy; e Fip s@o dados por (1.59). Defina os vetores
Uy = senpy€; + cospacl (1.62)
Uy = senpi€; + cospies .

Adimitindo que existam as congruéncias linear-Weingarten hiperbolicas [} e [, temos
l50li(X) =X +ruv +rou, e [foly(X) =X+ 1w+ ru.

Como queremos provar que [ oly =[5 ol; entao o nosso objetivo agora é verificar que a

seguinte igualdade se verifica (veja Figura 1.4)
U1 + Toll] = ToUg + T1Us. (1.63)
Para tanto, usando (1.42), observemos que
riv; = Trisengie; + ricosoies.
De (1.60) e (1.62) segue que
roUuy = ToSenpae) + rocospacy = rosenpa(Fii€] + Fia€h) + racospael.
Dai, usando (1.43), temos

_ / ! !
rouy = [resenpaa’y Fi1 4 rosenpoal, Fio + rocospaay,|er+
+[rosenpea s Fi1 + rosenpaahy Fio + rocospaasy)ea+

/ / /
+[rosenped s Fi1 4 rosenpaal, Fio + rocospaals|es.
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Somando, vamos obter
v+ roup = [risengy + rasenpaal Fiy + rasenpaal, Fio + rocospealy|er+
+[rosenpeals F11 + mosenpaaby Fio + moc0Spaals)ea+
+[ricospy + rosenpaa s Fiy + rosenpaals Fio 4 rocospadls|es.
As identidades dadas por (1.50) nos permitem escrever
vy +rouy = [0risenpialy Fiy + 0risenpial, Fio + risengy + rocospaay|er+
+[0rsenpra’y Fin + drysenpialy Fio 4 rocospaaly|es+
+[0r1senpa)s Fiy + 0risenpyabs Fia + r1c0sd1 + rocospaals)es,

onde § é dado por (1.40).
Por outro lado, usando (1.41) e (1.42), temos que

roUs = T9Senoey + racospoes = rosengoli1eq + rosengs Foes + rocososes.
De (1.61) e (1.62) segue que
ruy = risenp €] + ricospiel = risenpy(Fiiel + Fiael) + ricospiél.
Dai, usando (1.41) e (1.43), segue que
rug = risenpiFii[al(Eyier + Eies) + aly(Earer + Eages) + afses)+
+risenpy Fiolah, (Evier + Erges) + aby(Eaer + Eages) + ahses]+
+ricospr|ay, (Erier + Eiges) + ahe(Farer + Eoges) + ajses).
Assim temos
riuy = [risenpy(afyE11 + afyEe ) Fin + risenpy(ay B + abyEor) Fio+
+ricospy(alyy B + a%yEa)ler+
+[risenpy(af E1a + a3y Eas) F11 + risenpy (ayy Eig + abyFog) Fio+
+ricospy (alyy E1g + a%yFos)lea+
+[risenpralsFiy + risenpials Fia + micospials)es.
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Somando, vamos obter
roug + Tuy = [risenpy(afy B + afyEor ) Fiy + risenp(al By + abyFop) Fio+
+ricospy(aly Ei + aloFa1) + rosengo Ever+
+[risenpi(afy Eia + alyFag) Fiy + risenpy (af, Evg + a4y Eoo) Fia+
+ricospy(ay Erg + a4y Eog) + rasengs Eyoea+
+[risenpiasFiy + risenpiays Fla + m1c08p1ays + racosdsles.
Usando (1.51) e (1.52), podemos escrever
rouy + Tuy = [risenpy(afy Ei + afyEo ) Fiy + risenp(al By + aboFoy) Fio+
+orycospy(ay Ery + ahoFor) + 0r1sengy Eiq|er+
+[risenpi(a Era + ayFag) Fi1 + risenpy (ahy Eig + aby Eoag) Fia+
+oricospy (alyy Era + alo Eog) + 01 5engy Eialea+

+[0r1senpra’s Fin + 0r1senpiabs Fio + 11C0Sp1als + racospses.

Portanto, verificar a validade da equagao (1.63) equivale a mostrar que as fungoes Fi;

e Fio, definidas por (1.59), satisfazem ao sistema linear

/

risenpy [(0ay; — (af, B + afyEa1))Fi1 + (dab, — (ay B + a9 E2n)) Fia] =

i / /
dricospr(asy Evi + asyEor) + orisengi By — risengy — racospaas,,

dricospi(ahy Erg + asoEag) + 011 sengi E1a — racospaass,

| T1C0Sp1als — r1COSP1 + rocospy — racospaals = 0,

risenpy [((5(]/12 - (allllElg + allleQQ))FH + ((50,/22 — (CLglElg -+ CL/2/2E22))F12] = (1.64)

onde ¢ ¢ dado por (1.40), Ey; e Ei3 sdo dados por (1.41) e os ntimeros reais aj; e aj; sdo

definidos por (1.44)-(1.49).

As expressoes dadas em (1.44) e (1.47) juntamente com (1.57) garantem a validade da

ultima equacgao. Para demonstrar as outras duas, defina

Q1 = mrsenpi[0al; — (a}E1 + afyEo)|Fi1 = risenpi[0al; — aE11 + a{yE12)|Fia,
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Q2
OF
Q4
Qs

Qe

risenp [5&’21 — (a/2/1E11 + CLI2/2E21)]F12 = Tri18enpq [5&’21 — a/2/1E11 + CL/2/2E12)]F12,
risenp[0aly — (afy 1o + a{yEe)|F11 = risenp[0aly — af Fre — ayFr1)] F1a,
risenpi[dag, — (ay Eig + a5y Eag)|Fia = risenpi[0ay, — ay Fiy — agyE1)] Fia,
drycospr(aby By + abyEor) + drisengy Eyy — riseng, — racospaay,
drycospy(ay B — ayyEra) + drysengr By — risengy — racospaal,,
drycospy(alyy Erg + aloEog) + dr1sengy Erg — rocospaah,

/ / /
dricospy(ayy Eia + aboEr1) + driseng; Eyg — rocospaal,.

Observe que na segunda igualdade, em cada definicao, usamos o fato que a matriz F,

definida por (1.41), é ortogonal positiva.

Considerando a fungao &, definida por (1.58), observemos que o sistema linear (1.64)

equivale ao sistema linear abaixo

Q1§+ Q26 = Q58
Q3§ +Qs§ = Qes,

(1.65)

uma vez que £ # 0.

Analisemos cada parcela separadamente. Para determinarmos ()1, observemos de
(1.46) que

drisenpiay, = —o0riseng; — 0r1cosp sy, .

Das relagoes (1.49), (1.50), (1.51) e (1.52) temos

1
" o " o "
—risenpraf By = —=resenpyal, E1y = 5[7’25€n¢2 + rocospaas, | By

J

= [risengy + racospaaly | B

De (1.49), (1.50) e (1.52) temos

" 1 " —1 "
T1SENP1G19 = TT25E€NP2019 = ——T2C0S502039

o )

= —T9C0SP2a},.
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Substituindo (1.59) na definigdo de )1 e usando as trés igualdades acima, vamos obter
& = misenpifdal; — afy En + afy Bl Fin
= —F% (costicosly — 1)(riseng; + rocospaal, )+
+FEq1 E19(cosbcosty — 1)racospaals+
+E11[(cosbycosby — 1)(drisengy + dricospray,)+
—senBysenby(r1sengy + rocospaak; )]+
+ E1asenby senbaracospaalyy+
+dsenbysenby[riseng; + ricospiay,|.
Para o calculo de @3, observemos de (1.45) e (1.56), que

risenpidal,, = —O0T1C0SH10%5

—0r1008p1afy(coshicoshy — 1) — dracospaal,sen?d;

cosbt; — cosbs

Das relagoes (1.48), (1.50), (1.52) e (1.56) temos

1
" n " /
—risenpiay By = ——resenpaay 11 = —recospeas, 1 = 19050203, F4

) 4]

[—ricospisen?0y — rocosps(costicosfy — 1)|ak, Ery

cosby — costs

De (1.48) e (1.50)-(1.56) temos

1 1
" _ " o "
risenpiay, By = 57”2867Lﬂ2@22E12 = g(rgcos@agl — rasengecosty) Fg
= (racospaaly, — risengicosts) Es

[—ricospialy sen®Oy — rocospaal, (coshicosty — 1) Eg

cosb, — cosbs

N [—r1seng;cosbcosby + r1sendcos?0s) Eya
cosl; — cosbs '

Substituindo (1.59) na defini¢ao de Q5 e substituindo as trés tltimas expressoes, vamos
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obter
Q26 = risenpi[day, — ay Eiy + ajyEia] F1a§
= E%[—ricospiay sen?0y — rocospaal, (coshicosly — 1)+
—r18endicoslcosly + risend,cos’Oy)+
+E1 Eyo[—ricospiahysen®Oy — 19cospaals(costicosty — 1)+
+Eo[—dricospiaby(coshicosly — 1) — dracospaayysen?o;].
Como F?%, = 1 — F?%,, entao temos
Q26 = FE%[ricospidy;seny + rocospaal (cosbicosty — 1)+
+r15engicoslcosly — risend,cos’ls)+
+E11 B[ —ricospralysen®ly — rocospadsy(costicosly — 1)]+
+Eo[—0ricospialy(coshicosly — 1) — dracospaalysen®d]+
—7r1008p1ah; s€n>0y — rocospaal (coslicoshy — 1)+
—r1send,cosbtcoshy + r1sendcos>0s.
Somando as expressoes encontradas, vamos obter
Q1€ + Q€ = Fi[seng; + cospialy|risen®Oa+
— E11 Ejacospyalyr sen®0a+
+Eq1[6r1sengy (coshicosfy — 1) — riseng, sent senby+
+0r1c08p1ay, (cosbcosby — 1) — rocospaaly, senbty senbs)+
— E12011c08p1 0y (cosbycosty — 1)+

+[—r1sengy — rocospady,|(costicosly — 1).
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Por outro lado, usando (1.58), vamos obter

Q¢ = FEi[seng) + cospial,|drisend;senby+
—E11 Erpdsenfysenbaricospraly+
+Eq1[0r1seng (coshicoshy — 1) — senbysenbyryseng,+
+0r1cospyay, (cosbcoshy — 1) — senbysenbaracospadly, |+
— E120m1c08p1 a9 (cosbicosty — 1)+
+[—riseng; — rocospaat;|(costycoshy — 1).

Usando a definigao de ¢ dada em (1.40) segue que

Q1€ + Q26 = Qs€,

ou seja, a primeira equagao do sistema linear (1.65) é verdadeira.

Quanto a segunda equagao, iniciemos observando que de (1.46) temos
/ !/
dT15€np1a 9 = —OT1COSP1A3.

De (1.49)-(1.52), obtemos

—1

" 14 "
—risenpiaj e = TmsenpzauEm: (rosengs + racospaas, ) Fio

SO

= (risengy + racospaay, ) Ers.

De (1.49), (1.50) e (1.52) temos

— 1
" _ " - "
—risenpiai, By = ——resenpaais 1y = —recospaasy g

o o

/
= T9C0Spaas.F;.
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Substuindo (1.59) na defini¢ao de @3 e usando (1.40), vamos obter
Q6 = misenpi[dal, — afy Evp — afy Bl Fii§
= —E%r9c08paahy(coshicosly — 1)+

+E11 E1[—r1sengy (cosbicoshy — 1) — rocospaaly, (coshicosty — 1)]+
+E11[—racospadlysenbdysenbly + 011 cospialy(costicosly — 1)]
— Ealriseng, + rocospealy|senbysenbdy+
+dsenbysenbaricospras,.

De (1.45) e (1.56) temos

risenpiday, = Oricospiay, — driseng,costy

dricospiay, (cosbicosly — 1) + dracospaal, sen6y

cosf, — cosby

—0r15engcos?0; + i seng,coshicosbs

cosb, — cosbs

Das relagoes (1.48), (1.50), (1.52) e (1.56) temos

— 1
n _ " . " . !/
—risenpiay By = ——rasenpaay B9 = —recospaasg, Fho = 190502035, F19

4] 4]

[—ricospiahysen?Oy — 19c08paaf,(coshicoshy — 1) Eys

cosby — costy

De (1.48) e (1.50)-(1.56) temos

" B " B "
—risenp1ah By = ——Tosenpaan, B = T(rgcosgbgam — Tosengocosly) Eqy

J

= (—rocospaaly, + risengicoshy) By

[r1cospial sen®0y + racospaal, (cosbicoshy — 1)|Eyy

cosf, — cosby

[r1sengicoshicosly — risengicos®0s| E1y
cost; — cosbsy ’
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Substituindo (1.59) na definigdo de )4, vamos obter
Qs§ = risenpi[day, — ay By — agy B F1aé
= E3)[—ricospialysen®0y — rocospaalhy(coshicosty — 1)+
+E11 Eya[ricospial sen®0y + rocospadly, (cosbicosfy — 1)+
+r15engycoslcosly — risend,cos’Oy]+
+E15[0r1cospral, (costicoshy — 1) + drocospaal, sen’0;+
—dr1sengicos?0y + drisend,costcosls)].
Como E%, =1— E}, entdo
Qi€ = FE}[ricospiayysen®y + rocospadsy(cosdicosty — 1)]+
+E1 Eya[ricospial sen®0y + rocospadly, (cosbicosfy — 1)+
+r1sengycostcosty — risend;cos?0s]+
+E15[0r1cospraly, (costicoshy — 1) + drocospaal, sen®6;+
—d0r1sengicos?0y + drisend,cosbcosly]+
—T1C08P1AleS€N> Oy — 1908 paal, (coshicosly — 1).
Somando as expressoes encontradas e usando (1.40), vamos obter
Q38 + Qi€ = FEZricospiayysen®fa+
+E11 Eyo[ricospialy, + riseng;]sen®0+
+E11[—racospadyysenbysenby + dricospiasy(costicosly — 1)+
+E12[0r1sengy + dricospraly, | (cosicoshy — 1)+

—T9C0Spaalyy(coshicosly — 1).
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Por outro lado, segue da definigdo de Qg e de (1.58) que

Qeé = FEiricospiayysen®fo+
+Ey1 Era|ricospialy + m1seng;|sen®0a+
+E1[—rocospaal,senbysenby 4 0ricospialy(coshicosly — 1)+
+E12[0rsengy + dricospraly|(cosficoshy — 1)+
—r9CoSpaasy(coshicosly — 1).

Comparando as expressoes encontradas, temos

Q3€ + Qu€ = Qs€,

ou seja, a segunda equagao do sistema (1.65) também ¢é verdadeira. Desta forma,
mostramos que a equagao (1.63) se verifica.

Portanto, definindo as congruéncias linear-Weingarten hiperbolicas pelas aplicagoes
l;(Xl) = X1 -+ rouy € ZT(XQ) — X2 + rius

vamos obter

l;ollzliolz.

Isto prova a primeira parte do teorema.

Como M se relaciona a M’ (resp. M") por uma congruéncia linear-Weingarten
hiperbolica com constantes (r1, 61, ¢1, p1) (resp. (ra, 02, P2, p2)) entdo usando o Teorema
de Bécklund (Teorema 1.5), as identidades (1.50) e a defini¢ao de ¢ dada em (1.40) temos

que as curvaturas gaussiana K e média H de M satisfazem & equagao

_ 2ry(cos; + cospicost) r2sen’®p;

1 H +

K=0, i=12
sen20; sen?0; !

Mas, demonstramos que [j (resp. [3) define uma congruéncia linear-Weingarten
hiperbolica com constantes (ry, 61, p1, 1) (resp. (r2,0s, pa, 2)) entre uma vizinhanga de
pe = lo(p) € M" (resp. p1 = li(p) € M') e uma vizinhanga de [ (py) = I5(p1) € M*.
Entao, usando novamente o Teorema 1.5, as identidades (1.50) e a definigao de 0 dada em

(1.40) a seguinte igualdade se verifica

2r;(cosd; + cospicost;) . risen’p;
- H* +
sen?0; sen?0;

1 K*=0, i=12.
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onde K* e H* denotam as curvaturas gaussiana e média de M™, respectivamente. Pela

abitrariedade de p, concluimos a demonstracao do teorema. [

44



Capitulo

2

Interpretacao Analitica da
Transformacao de Backlund para
Superficies Linear-Weingarten

Hiperbolicas em R3

O Teorema 1.2 mostra que toda superficie linear-Weingarten hiperbodlica M C R3
satisfazendo a relacao 1 4+ 25H 4+ yvK = 0, onde [, 7 sao constantes reais, esta associada

a uma solucao ¥ da equagao de sine-Gordon

%m - %m = Sen(dj + CB’}/)? (21)

onde U3, ¢ uma constante real definida por

senCp, = 05Clgy = , g5 =1, (2.2)

2658V D
T’
com D =~ — /3.

Neste capitulo, vamos fornecer a interpretacao analitica dos teoremas de
integrabilidade (Teorema 1.9) e permutabilidade (Teorema 1.19) para superficies linear-
Weingarten hiperbolicas em R* em termos de solugoes das equagoes diferenciais (2.1). No
Teorema 2.4 (Teorema de integrabilidade analitico) mostraremos, analiticamente, que
fixada uma solugdo ¥ da equagdo de sine-Gordon (2.1) entdo o sistema de equagoes
diferenciais (1.37) é integravel e que cada solugao 1" deste sistema satisfaz a uma equagao

analoga a (2.1). Neste caso, dizemos que ¢’ é uma transformagao de Bécklund de 1. O



teorema de permutabilidade analitico (Teorema 2.11) permite determinar, algebricamente,

novas solugoes da equagao de sine-Gordon (2.1) a partir de uma solugao inicialmente
fixada.

2.1

Interpretacao Analitica do Teorema de Integrabilidade

Seja 1 uma solugao da equagao (2.1), onde 3 e 7y sdo nimeros reais tais que v — 32 > 0
e Cg, ¢ a constante definida por (2.2). Escolhamos nimeros reais r > 0, 0 < 6 < 7 e
0 < ¢,p < 7 satisfazendo (1.24) e (1.7). Considerando 3, 4/ dados por (1.8), defina a

constante Cz,s por

28'\/D r_9(4 2
SGHCg/,Y/ = 6 \//_, COSC/B/W/ = w (23)
g v
Usando os numeros reais Ss, Sy, S5,5¢ definidos em (1.38) e (1.39), consideremos
também

Sr= -85 —S{+ S5+ 55 Sy =555+ SuSs; (2.4)
S — 24?2452 S, = —S3Sy — SsS. (2.5)

No lema seguinte, provaremos que estes ntimeros reais dependem unicamente das

constantes Cz, e Cy.s definidas em (2.2) e (2.3), respectivamente.

Lema 2.1. Dados mimeros reais 3 ey tais que v — 32 > 0, consideremos a constate Cg,,
definida por (2.2). Sejam S1, So as constantes dadas por (1.36). Escolhamos nimeros
reais v > 0,0 < ¢,p < 5 e 0 < 0 < 7 satisfazendo (1.7) e (1.24). Consideremos
também as constantes by, by, by dadas por (1.23), ¢y, ca,c3,cq4 por (1.25), B e~ por (1.8)
e Ss, Sy, Ss, Se por (1.38) e (1.39). Sejam S;, Ss (resp. S, S§) as constantes dadas

em (2.4) (resp. (2.5)). Entao

—senClay

S7 = —cosCly, Sg = —s (2.6)
sen?0 — 202 —2b1by
COSC/B/,YI = W, 8677,0/3/7/ = W’ (27)
C 1Al
S. = cosClyy, S = Se"% (2.8)
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onde Cg.y € a constante definida por (2.3).

Demonstracao: Substituindo (1.38) e (1.39) em (2.4), podemos escrever
Sr=—(cl +c3)y = (5 +A)(SF = 83) — 2y/ASi(cres + eaca), (2.9)

Ss = /7S2(c1c3 4 cacy) + (Cg, + 03)51527 (2.10)

onde S e Sy s@o dados por (1.36). Substituindo em (2.9) as expressoes de (1.26) e usando

os valores de (8 e v dados em (1.7), vamos obter

—sen?d ) ) ) )
S = r2sen? bl h +2B8y/7S1 + (ST — 52)} + (57 — S3).

Segue da definigao Sy e Sy dadas em (1.36) que
VISi=-B, (S5 —9) =28~ (2.11)

Substituindo na expressao anterior e usando (2.2), podemos escrever

26% — v

S: = (S}—53) =
7 (1 2) ~

= —cosCp,.
Usando novamente a igualdade (2.11), segue de (2.10) e (1.26), que

sen*0 Bv'D
S5 = rsenrgy I0VAS + 515 = 515 = =515, =~
—senClay

2

Desta forma, a identidades (2.6) se verificam.
Observando que a constante real by, dada em (1.23), é negativa entao segue de (1.29)

que

VD = \fy = = rsenobs

sen?0
Além disto, usando as constantes b; e ' definidas por (1.23) e (1.8) respectivamente,

vamos obter
,  rsengby

sen?
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Portanto, as identidades dadas em (2.7) também sao validas pois, de (2.3) segue que

28 _ ) 2b7  sen*6 — 2b3

cosCgy = 1 =
By ! sen?d sen?d

,BVD _ —2biby

v sen?f

senCpry =

Iniciemos a demonstragao das identidades (2.8) observando que as constantes Sy e Sy,

dadas em (1.36), nos permitem concluir que
S?+ 853 =1. (2.12)
Dai, substituindo (1.38) e (1.39) em (2.5), podemos escrever
St = (=c + c3)y + 2/7S1(—cie3 + cacy) — 5 + (2.13)

Sy = —c1e2y — /¥Si(cics + cacs) — csea. (2.14)

Desta forma, substituindo as expressoes de (1.27) em (2.13), obtemos

(sen?0 — 2b%)y r[(sen?0 — 2b%)cosd + by sengcost]
St = —2/7S
! r2sen?¢b3 VIS r2sen?¢b3 *
r?[(sen?0 — 2b%)cos’p + 2bysendcospcostd — cos?Osend)
r2sen? b3 '

De (2.11) temos

sen?0 — 202) (v + 2Brcosd + r?cos®p) + 2rbysengcost(S + rcosdp)  cos?0
1 J—
r2sen?pb’ b: -

S =

Portanto, usando a expressoes (1.30), (1.31) e (2.7) e a defini¢do de by dada em (1.23),

temos

(sen?0 — 2b3)(1 — b?) + 2cos*0b3 — sen*fcos0
bisen20

(sen?0 — 2b7)(sen®d — b7)  sen®d — 2b7

bisen?6 sen20

S =

= cosCgy.
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Para finalizar a demonstra¢ao do lema, observemos de (2.14), que

—b1y + rB(—2bicosg + sengcosh) + r(—bicos?p + sendcospcosh)
r2sen?pby
—b1(7y + 2rfBcosp + r2cos*d) + rsendcosd( + rcosed)

r2sen2gby

Usando novamente as expressoes (1.30), (1.31) e (2.7) e a definigao de by, dada em (1.23)

podemos escrever

o _ —b1(1 —b3) + cos®0by  —bi(sen*d —b7)  —biby
8 basen?6 N basen?6  sen2d
senClgry
—

Observagao 2.2. Seja 1) uma solucao da equacao de sine-Gordon ¥, ., — Vuye, =
sen(i + cg,), onde B e v sdo tais que v — % > 0 e Cg, é a constante dada por (2.2).
Consideremos ntimeros reais 7 > 0, 0 < 6 < 7, 0 < ¢, p < 7 satisfazendo (1.7) e
(1.24). Sejam (', 7' os numeros reais dados por (1.8). Observemos que as constantes
Ss, Sy4, Ss, Sg, definidos por (1.38) e (1.39) dependem da escolha dos parametros r, 6, ¢, p.
No entanto, o lema anterior nos permite concluir que S7, Ss, S%, S§ dados por (2.4) e (2.5)
dependem apenas de 3 e v . E importante ressaltar que esta tltima conclusio também é

valida para as constantes S; e Sy definidas por (1.36).

Observagao 2.3. Apresentaremos abaixo uma relacao de identidades trigonométricas
que serao utilizadas em diversos momentos no restante do trabalho. Dados os niimeros

reais t, t1 e to, sao conhecidas as seguintes identidades

sen(t; £13) = senticosty £ sentycosty, (2.15)

cos(ty £ty) = costicosty F sentysents, (2.16)
tga + tgb

tg(t, +1,) = JL=MP 9217

JUESE) 1 F tgatgb ( )

sen2t = 2sentcost, (2.18)

cos2t = cos*t — sen’t, (2.19)
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1 —tgzé

t = —= 2.20
CoS 1+ t92%7 ( )
2tgL
sent = %, (2.21)
t sent
tg— = ——— 2.22
oIy 1 — cost’ (222)
t 1 — cost
2
- = — 2.23
sen”s 5 (2.23)
t 1 t
cos’~ = ﬁ, (2.24)
2 2
t t ty — 1
costy + costy = 2cos— + 2 cos = 5 2 (2.25)
t t t1 —1©
cost; — costa = —2sen 1—; 2 sen— 5 2 (2.26)
th+¢ t1 —1©
sent; + senty = 2sen 1; 2 cos 5 2 (2.27)
t t t1 —1©
sent; — senty = 2cos— + 2sen——2. (2.28)

2

Com o auxilio do Lema 2.1, podemos demonstrar a interpretacao analitica do teorema
de integrabilidade da transformacao de Bécklund para superficies linear-Weingarten em
R? (Teorema 1.9).

Teorema 2.4. (Teorema de Integrabilidade Analitico) Seja ¢ uma solu¢io da
equagio de sine-Gordon (2.1), onde B e 7y sdo numeros reais tais que v — 32 > 0 e
Cpy € a constante dada por (2.2). Consideremosr > 0,0 < ¢,p < 5 e0 < < m mimeros
reais satisfazendo (1.24) e (1.7). Seja Cgy a constante definida pelas relagoes (2.3), onde
B', v sao dadas por (1.8). Consideremos também os nimeros by, be, by dadas por (1.23)

e c1,Ca,c3,¢4 por (1.25). Defina as constantes

S3 = Clﬁ—i— 0351, 54 = Cgﬁ—i— 0451, (229)

55 = 6352, S@ = 6482. (230)
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Entao o sistema de equagoes diferenciais

( v (0 '
oy T V2 = 25300550053 — 2S4cos§sen5+
/ /
—1—25’5367150055 — 23686”%86”%7
b / / (2.31)
oy T ey = 2533671556713 + 254867156083—1—
/ !/
—255608586723 — 25600856083,

\
¢ integrdavel. Além disto, cada fungao ', obtida pela integracao deste sistema, € solugao

da equacgao de sine-Gordon

¢;1m1 - ¢;2m2 = Sen(¢/ + Cﬂ’w’)- (232>

Demonstragao: Derivando a primeira equagao do sistema (2.31) com relagdo a x5 e

segunda equacao com relagao a xy, vamos obter

/ —
Tr1T2 + w$2$2 -

Sy [—sen%cos%d}xz — cos%sen%w;m] + 5y [sen%(sen%wm — cos%cos%wéz} +

+55 [COS%COS%%@ - Sen%sen%’gb;z] + 56 [—Cosgsen%@bm — sen%cos%gb;@} ,
aay T Yoo =
Sy [cos%sen%,wm + sen%cos%’wél} + 5, [cos%cos%wzl — sen%sen%{wgl] +
+55 [Sen%5€”%¢x1 - COS%COS%’@%J + 56 [Sen%cos%’wxl + cos%sen%q/z;l} .
Subtraindo as expressoes encontradas e usando o fato que v é solucao da equagao de

sine-Gordon (2.1), vamos obter

;311‘2 - :,221‘1 - Sen(¢ + OB'V) -
= [wxl + w;m} [—Sgcos%sen%, — 54005%005%, — S5sen%56n%l — Swen%cos%,} +

+ Wm + w;l] [—Sgsen%cos%/ + S4sen%sen%/ + Sg,cos%cos%/ — S@COS%SGH%’} .
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Usando as equagoes dadas no sistema (2.31) vamos obter

:/L‘larz - x2$1 S€7’L(w + Cﬁ’Y)

= 28672,150081586712 [—S2 + S2] + 4senwcos1§sen1§ cos%- [ S3S4 + S5S6)+

+2sen?Lsen’ cosY [—S3Ss — SiSs) + 2sen’cosLcos? L [ S7 4 S2]+

—I—ZCOSQ%SGTL cos: [5455 + 5386] — 25355sen? 536n2¢ 2548636n2%0032%l+

+253S56082%86 —i— 2545600321”@5” + 2867115003155671 Y[-52 4 52+

+4senwcoslgsenw cos¥ [3354 — S556) + 2sen?¥ sen ‘cos¥ [5455 + S356]+
+2sen? coslé’cos [ S2 + S2] + 2cos® senlg cos—[ S4S5 — S356]

—2545636n2¢36n —28. S5senwcosw + 254Sﬁcoswsenw -

+2S53S5c0s? 500 1/’

Usando as identidades trigonométricas (2.18), (2.19) e (2.15) e as relagoes (2.4) e (2.6)

teremos
s = Vo — sen( 4+ C) =
= 2sen¥cost[—S2 — S? + S2 + SZ] + 2 (cos?s — sen?¥) (S35 + SuSs| =
= Srsenyp + 2Sscosy) = —cosCa,senp — senCgycostp = —sen(y + Cg,).

Logo,
¢.;C1132 = w;‘gl‘l Y

ou seja, o sistema (2.31) é integravel.
Para demonstrar a segunda parte do teorema, vamos comecar derivando a primeira

equacgao do sistema (2.31) com relagdo a 7 e a segunda equagao com relagao a xs.
CC1:C1 + w$2$1 =
2 2

=53 [ senwcosw Yoy — coswseng (0 1] + 5, [senﬁsen%’@/}xl — ws%cos%lw;l} +

+855 [cos%cos%wxl — sen%sen%’w:’m} + S [—cos%sen%/wm — sen%cos%’ngl} ,
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1‘21‘2 + wﬂ@lﬂa =

=53 [cos%sen%wm + Sen%cos%wgm] + Sy [cos%cos%wz2 — sen%sen%w;J +

+S5 [sen%sen%’wm — cos%cos%/w;Q] + S [sen%cos%’@b@ + cos%sen%@/z;J .
Subtraindo as expressoes encontradas e usando o fato que ¥ é uma funcao diferenciavel
vamos obter

/ /

1T Tox2

— [@sz + 1/1;2] [ Sgsen‘bcos + S4sen¢sen + 550037’0003— — Sﬁcos‘bsenﬁ] +

+ [1/112 + 1/1;1] [—Sgcos%senﬁ — S@osé’cosw S5senwsen1é Sﬁseng’cosﬁ] :

Segue das equagoes dadas no sistema (2.31) que

331331 - 77Z}df2$2 -
= 2367129367112 cos—[ S2+ 57 — 25354567121[’ [cos Ié — senzw—/] +
+4sen¢coswsenw cos¥ [5’355 S4S6] + 236n¢coswsen [ S3S56 — S4S5]+

+236n%cos7’50032¢ [S1S5 + S3.56] + 2c0s*E n%cas%’[—Sg + S2]+

—285S5c0s%E [cos”é senwl] + 2sen?Lsen’s cos e [—S2 + SZ]+

—2558,cos % [cos % — senw’/] + 4sen’§cosgsen 5 cose [ S35 + S4.56]+

+2sen%cos%sen [5356 + S4S5] + 2sent cosqgcos [ S4S5 — S356]+

+2c0s*Lsen’s cos [—S3 + S3] — 2S5 Sgsen?L |cos?Y — senw/].

Desta forma, usando as relagoes trigonométricas (2.18), (2.19) e (2.24) e as identidades
(2.8) podemos escrever

;11‘1 o ;21‘2 = Senw/[_sg + SZ - 552 + Sg] + QCOS¢/[_SSS4 - 8556] =
= Srseny)’ + 2S5cosy)’ = cosCpgrysent)’ + senClarycosy)’ =
= sen(y' + Cgy).

Portanto, 9" é soluc¢ao da equagao de sine-Gordon (2.32). Isto conclui a demonstracao do
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teorema de integrabilidade. [

Observacao 2.5. Na primeira parte do teorema anterior, apresentamos uma prova
analitica que o sistema de equagoes diferenciais (2.31) é integravel. Observemos que a

Proposicao 1.10 fornece uma prova geométrica deste mesmo fato.

Defini¢ao 2.6. Seja ¢ solugao da equagao de sine-Gordon (2.1). Dizemos que uma
fungao ) estd associada a b por uma transformacao de Bdicklund BT (r,0,¢,p) se i)' é

solugdo do sistema (2.531).

2.2 Interpretacao Analitica do Teorema de

Permutabilidade

O teorema de permutabilidade (Teorema 1.19) demonstrado no Capitulo 2, nos
permite considerar a composicao de transformacgoes de Backlund de uma superficie linear-
Weingarten hiperbolica M satisfazendo 1+ 25H +vK = 0 e, desta forma, construir uma
nova superficie M*, deste mesmo tipo, satisfazendo 1+25H*+~vK* = 0. Portanto, usando
o Teorema 1.2, podemos construir uma nova solu¢ao 1* da equagao de sine-Gordon (2.1),

onde Cj, é dada pela relagoes (2.2). Nosso objetivo, nesta secao é determinar esta funcao

Y.

Observacao 2.7. Para uso no restante deste capitulo, vamos estabelecer as seguintes
notagoes: Seja ¥ uma solugdo da equagao de sine-Gordon (2.1), onde § e 7 sdo nameros
reais tais que v — 3% > 0 e Cj, ¢ a constante dada por (2.2). Escolhamos ntimeros reais
7i >0,0< ¢, < 5,0<6; <7 (i=1,2) e # 0, satisfazendo (1.24), (1.50) e (1.51)
tais que

ri(cosd; + cosp;cost;) _ risen®p

= — = - , =1, 2. 2.33
b sen26; ’ 7 sen20; ’ ’ ’ (2.33)

Consideremos os nimeros reais 3’ e 7/ dados por

ri(cosp; + cosp;cosb;) , risen’o;

g =— . i=1,2 (2.34)

Y

sen?0; sen?0;
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e observemos que
D=y-p =+ — () (2.35)

Finalmente, denotaremos por ; (i = 1,2) solugdes da equagao de sine-Gordon (2.32),

onde Cg. € a constante dada por (2.3), associadas a 1 por transformacoes de Backlund

BT(TD eia d)iu Pz)

Sejam r;,0;, i, p; (i = 1,2) ntmeros reais e 1, ¥, ¥y fungdes como descrito na
observacgao anterior. Nesta secao, vamos fornercer uma interpretacao analitica do teorema
de permutabilidade geométrico (Teorema 1.19) ou seja, vamos determinar uma nova
solugao ¥* da equagao de sine-Gordon (2.1), associada a v, por uma transformagao de
Bécklund BT (7, 02, pa, ¢2) € a 1y por BT(ry, 601, p1, $1) (Veja Figura 2.1).

Figura 2.1: Interpretacao Analitica do Teorema de Permutabilidade

Para determinarmos ¢*, vamos estabelecer algumas notagoes e provar alguns lemas que
serao importantes na demonstragdo do teorema de permutabilidade analitico (Teorema,
2.11), onde mostraremos que * pode ser obtida algebricamente.

Consideremos, de modo analogo ao definido em (1.25), (1.23), (2.29) e (2.30), as
constantes by;, by, bs;, C14, C2i, C3iy Caiy S3iy Saiy Ssiy Seiy S7i, Sgi. Além disto, para a boa

definigao de by;( i = 1,2), vamos supor ainda que

(cosp; + cospicost;)?

sen®0; — by; = sen’0; — 5
sen?o;

> 0. (2.36)
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Mais especificamente, estamos tomando para i = 1,2,

b —(cosp; + cosp;cosb;)
1. — sembi )

bgi = —1/ senQQi — b%z,

by;cosp; — seng;cosb;
bgi - )
senp;

—by; -1 bsisenp; coSQ;
= Coy — ———— C3; — Cyqi =
risend;by;’ " risend;’ ' !

 bysend;’ seng;’

Ssi = i/ + €351, Sy = Coin/7V + €451,
Ssi = €359, Sei = €435,

S7i = _S?i' - SZi + Sg?i + Séi, Ssi = 53155 + 5456

onde /B
— D
= —6 € Sg =&1—, 8%

el el
sendo (3,7, D dados em (2.33) e (2.35).

Si

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Seja 0 o ntmero real definido por (1.40). Observemos das relagoes (1.50) e (1.51) que

b = 0byy,
bye = 0byy,

r1cosp1by; — risengicost
b31 - )

rsenp
r9C0SPob11 — T1Send1costs

risenp

26
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Como consequéncia destas relagoes e usando, novamente, (1.50) e (1.51) vamos obter

1
Ci2 = 5011,
1
Co2 = 5021,
r1cosp1bi1 — risengicost
C31 = b )
r15€nd1ba (2 44)
r9C0S(Pob11 — T1Send1costy '
C32 =
drisend by ’
r1C0SP,
Cyp = )
riSeng;
roCOS(pa
oryseng,

Observagao 2.8. Consideremos r; > 0, 0 < ¢y, p; < g,O <0, <m(i=1,2), com
0, # 6y, numeros reais satisfazendo (2.36), (1.50) e (1.51). Sejam by;, ¢ = 1,2, as
constantes dadas em (2.37). Trocando ¢ por p na demonstracdo do Lema 1.17 vamos

obter
ric08¢;(cosb;cosh; — 1) + rjcosd;sen?d;

riC0sp; = . 1<1#£j<2

costl; — cost;

Portanto, usando a defini¢ao de by;, dada em (2.37), temos

TiCOSQ; — 1;C05(;

en®0;, 1<1#j<2 (245)

r;seng;by; = —r;cosp; —ricos¢;cost; =
cost; — cost;

Sejam 1, 1, 1o fungdes como descrito na Observacao 2.7. Considere

Ssi, Sai, S5y Seiy S7i, Ss; as constantes dadas em (2.39)-(2.41). Defina os nimeros reais
Ly = 551542 4 S32541 + S51562 + S52.561,
Ly = S51532 — S1S42 + S51552 — S61.562,

Ly = 551551 + S32542 + S51.561 + S52562,

(2.46)
Ly, = S§2 - 532 - 331 + 55?1 = S??l - 5621 - 522 + ng
Ly = —551562 + 532561 — S41.552 + S42.551,
L¢ = —531552 + S32551 + S41562 — S425%1,

sendo que a igualdade na constante L, é garantida pelo Lema 2.1 e pela definicao de Sz;
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dada (2.41). Consideremos também as fungoes

my = S5gcos¢1 56286711}}1
my = SgQCOS% — Sppsen®d
ms = 542003 + Sggsenw

My = _562008w_ — 5523671
ms = 5510031/’1 Sgpsenet

me = Sg,lco.s”’z’1 S4lsen¢1
my = S41605% + S31sen
mg = —Sﬁlcos S5lsen

A partir destas fungoes, defina também

r = Mmyimy — MaoMms,
ANy = myms — maemy,
ANy = mymg — mgsms,

— 5’51003— + Sgrsen2
— 531008— + Syisen-3
— 541005— — S318en2
+ 861008
— 5'52003
— Sg,zcosw2 + Sgsen?

— 5’42003— — Szaseny

¢2
1112

¢2

+ 85186n

2.47
+ Sgosent2 7/’2 ( )

1#’2

wg

+ Se2c05°5 Y2 4 Ssasen Y2

A

Dy

Mame — MaMsg, (2.48)

maymsg — 1MmMgms.

Lema 2.9. Sejam v uma func¢dao e ri,0;, ¢;, p;i, ',y nimeros reais como descrito na

Observagao 2.7. Entdao as constantes L;, (1 = 1,
por
cosficosfy — 1
L — C 1A/l
! { senb senby }sen o
L3 = —SGTLCg/,y/,
cost, — cosby
L _ — B — e — C Il
° c [ senflsenfy }COS ot
onde Cg.y € 0 nimero real dada por (2.3).
Demonstragao: Substituindo (2.39) e (2.40) em

o8

1,

(2.46) e usando (2.44) e

6), definidas em (2.46), sao dadas

| cosbicost — 1
senbisenb,

:| 60805/7/,
= —COSCguy/ s

cosf, — cosbs o
= ——= | senCgry,
senbisenbs Fy

(2.12), temos



2 1
L, = 3011021’7 + /7S (011042 + c21C32 + 5(011041 + 021031)) + (c31€42 + C32€41),

Usando (2.11) e definigao de S;, dada em (1.36), vamos obter

J
De (2.38) e (2.44) temos

2 1
Ly = —ciicoy — B <011C42 + Co1C32 + 5(011041 + 021031)) + €31C49 + C32C41.

bllb21

C11Ca1 INCYNTE
2 2 7
risen?¢,b3,
—2T2608¢2b11b21 -+ 7’1867’L¢1b2100892
C11C42 + C21C32 = 5125020 12 )
risen?p,b3,

—27’100S¢1b11b21 -+ 7’18€n¢1b2100861
C11C41 + C21C31 = SPPRCYNY )
risen®¢1by,

211c08P112C08Pob11ba1 — 11 8€NP1b21 (ToC0SPaCc0SO1 + 11 COSP1COSO3)

C31C42 + C32C41 = S12sen? gy b2
i 21

Substituindo na expressao de L;, dada em (2.46), temos
drisen®d1b3 L1 = by (2 + 2Bracosdy + 28r1c08¢1 + 2111900801 C08Ms)+
—risendbay [cosh1 (S + racospy) + cosba (B + ricospr)]
= by1bo1 (7 + 2Br2c08py + 13c08% Py )+
+b11b91 (77 + 2B71c08P1 + ricos? P )+
—b11bo1 (r1c08¢1 — 19080 )2+
—r1seng1byy [cost (B + racosps) + cosby (B + ricosdy)] .

Usando as identidades (1.30), (1.31) e (2.45) segue que

2.2 2.2
20,2 12 _ T38€N” Py 2 r1SEN” Py 2
_r%senngl

ppmyy (cosby — 00502)26%1)

—risengiby (

roSengs riseng;
5, V12 + —2b11 0080160892.
sen26, sen?6,
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Usando as relagoes (1.51), (1.40) e (2.43), podemos escrever

Lo (2 — 6202, — b3,)sen?0; — (costy — cosby)?b?, — 2003610030236n291b b
! db2, sen*6, e
2sen?01(1 — cosficoshy) — b3, ((6% + 1)sen?0; + (cosby — cosby)?)

db3, sentf,

Usando novamente (1.40) e a defini¢do de by; dada em (2.37), vamos obter

2(1 — cosByicosly)(sen?0; — b3,)bi1bay _ 2(1 — c0s6,c0805)b11ba

L, =
sen30,senfyb3, sen30;senbsy

Desta forma, de (2.7), podemos concluir que

cosbcosfy — 1
Ll -
senb;senbsy

} senClgry.

De modo analogo ao anterior, observemos que

1 1 1
Ly, = 5(0%1 - C§1)7 + B {—Cu (032 + 5631) + 21 <C42 + 5041)} + €31C32 — C41C40.
De (2.37) e (2.38) temos

2 2
5 5 ~ 2bj; — sen®t,

i —C =
e r2sen?pib3,
1 b2, (r1c0s¢1 + 19c08¢) — risendibiy(coshy + cosls)
—C11 | C32+ <C31 | = 2 5. 12 )
) orysen?¢1b3,
1 (b3, — sen?0,)(ricosdy + rocosps)
Co1 | Ca2 + 5041 = S12sen2 b2 )
risen?¢,b3,
T1C08P1T2c05P2 (202, — sen?0y) + risen?¢icoshcosbs
C31C32 — C41C42 = 3 YT
orysen?¢1b3,
r1sengbi1(r1cospicoshy + rocospacost)
drisen?p b, '

Substituindo, na expressao de Ly, dada em (2.46) temos

orisen®¢1b3, Ly = (2b3, — sen?0y)[y + B(ricosdy + racosgps) + r1cosgiracospe]+
—r15eng1byi[costi (B + racosps) 4 cosba( + ricosdr)|+

+risen®¢ycostcosbs.
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ou seja,
orisen®¢1b3 Ly = (20 — sen®0y)[y + 20ricosgy + ricos?¢y]
+3(2b3, — sen?6)[y + 2Bracosps + r3c05% P
—35(2b3, — sen®0;)(ricosgy — racosgs)?
—risengibi1[coshi (B + rocospy) + cosby (5 + r1cospy)]

—l—r%seanﬁl cosbicosls.

Usando as identidades(1.30), (1.31) e (2.45) segue que

2 2 2 a2
22 _ 1 risent o, 2 T38en” g 2
orisen®ibg Lo = 5(2b%, — sen’6s) {W(l —byy) + W(l —bip) | +
2con2d b2
—3(2b3, — sen%ﬁ%(eos@l — cosfy)?
b rosengocosticosbsbis  risengicosticosbabiq
—risendibu sen26y sen20,
+r2sen?¢1coslcosty.

Usando as relagoes (1.51), (1.40) e (2.43) e a defini¢ao de by; dada em (2.37), podemos

escrever
rZsen?
Lo ;T%?l(%fl — sen’0y)(sen?0, — b2, (1 — cosOicosbsy))+
22
%00591008928671261(8671291 —b3))
_ (sen?0; — 2b3,)(sen?0y — b?,)(cosOicoshy — 1)
db2, sen6,
_ (sen?0, — 203,)(cosBicoshy — 1)
dsenf, )

Desta forma, usando (2.7) e a defini¢ao de § dada em (1.40) temos

Ly =

cosbcosfy — 1
sentisents

} cosCgry.

Como consequéncia das relagoes (1.51), observemos que a constante Cpg., dada por

(2.3), com [',~" dados por (2.34), independe da escolha de i = 1,2. Desta forma, usando
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(2.5) e (2.7) e 0 Lema 2.1, vamos obter

St Sy = "I G 85— 5 = —cosClyy (2.49)
Pela definigao de L3 dada em (2.46), segue diretamente de (2.49) que
Ly = —senClgy.y.
Usando (2.5) e (2.7) novamente, observemos ainda que

_S§1 - Sil + Sgl + 5621 - COSCIB’Y - _5322 - 522 + ng + Sg2

e dai temos
S§2 - 532 - 531 + 5521 = 53?1 - 5621 - 322 + S§2-

Portanto, segue da definigao de L, dada em (2.46) que
Ly = % [(5?32 - S§2 - 54%1 + S521> + (S§1 - Sgl - 522 + 532)]
= % [(S3, — Sty + 52, — Sg,) + (S5, — S + S2 — S51)]
ou seja, de (2.49), concluimos que
Ly = —cosCgy.

Usando, novamente, as relagdes (2.46), (2.39), (2.40), (2.44) e (2.42), podemos escrever

1 1
Ls = /75 [—011042 + <Cca — CaaCs2 + _021631}

) )
1 1
= evD [011 <—C42 + 5041) + C21 <—C32 + 5031)} .
De (2.38) temos
e (e + lc _ —b11b21 (r1C0801 — racosps)
11 42 5 41 (57”%86%2@51()%1 )
N 1 —b11b91(r1€0801 — 12C08D3) + 115€NG1bgy (costy — cosbsy)
co1 | —c —c = )
& S dr2sen?¢, b3,
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Dai temos

B £1V/ D[ —2b11by1 (r1cosp1 — T9c0503) + r15end by (cosby — cosby)]

L
° drisen?p b,
Usando (2.34), (2.37) e (2.45) temos
;L r1Seno, 7100801 — r9C0S(
~ sen26, e cosl; — cosly

Usando a definigao de D, dada em (2.35), os valores de 3 e 7, dados por (2.33) e o fato

que by, definido por (2.37), é negativo entdo
risengiby = —\/Bsen201.

Portanto, usando (2.7) temos

Ly =

e1(costh — cosby) [ —2by1ba1 , B \/5} _ e1(costh — cosby)

! C I~ D .
8v/Dsen26, sen?0, 8v/Dsen26, [6 S Ey \/_]

Usando (2.3) observe que

p'senCary — vD = —/Dv {7/%/;25,)2} = —\/500305/7/.

De (1.40), temos
cost; — cosbs

Ls = —& [ } cosCaryr.

senbsenbs

Com os mesmos argumentos usados anteriormente para a construcao de L5 e usando
(2.7) temos

1 1

L¢ = 51\/5 {011 (—032 + 5031) — Co1 (—042 + 5@1)}

81\/5[(7‘1008¢1 — r9c0sPy)(sen?0y — 202,) + risengiby1(costy — costy)]
drisen?p b3,
_ 1(costy — costy) [senzﬁl — 26%16, N 6,}
5v/Dsen26,
e1(costy — cosblsy)

= "(cosCgry + 1).
5v/Dsen26, A o )

sen20,

63



Novamente, usando (2.3) e (2.35) observe que

28'D
B’ (cosCary + 1) = i = VDsenClg.y.

De (1.40), temos

cosb, — costs
L =¢; | ————=| senClai.
6 { senbisents Ay

Lema 2.10. Sejam 1, 11, 19 as funcoes descritas na Observacao 2.7. Consideremos
também Ly, Lo, Ls, L4, Ly, Lg as constantes definidas em (2.46) e T', A1, Mo, N3, ANy as
fungoes dadas em (2.48). Entdo

D= (L Locos (25%)] cos (242) + [L — Lucos (25

)
Ay = [Ls— Lycos (wlng)] cos (%) + [Ls — Lacos (1&1;1&2)} sen (d’l;w?) . (2.50)

Ny = —Lssen (%;W) sen (%;W) + Lgsen (1&1;1&2) cos (Wgw?) :

Além disto, Ny = —Dqy e Ny = /\;.

Demonstracao: Usando a defini¢ao de I'; dada em (2.48), as fungdes mq, ma, ms, my,

dadas em (2.47), podemos escrever
r = (senz% — 0032%) (S52562 + S32542) + (senw2 co 21”2) (S51561 + S31541)+
+senleos D (—SZ, + S2, — 52, + S%) + senZcos 2 (—SZ, + S — S% + SH)+
+sen¢1sen ( S51.562 — S525961 — 531542 — 541532)+
—i—cosﬁcos—(SmSal + S51562 + S32541 + S31542)+
+cos%sen 2 (S51 552 — Se1.562 + S31932 — Su1S42)+
—|—sen¢1 cos2 o (—S615962 + 551552 — S41.942 + 931532).

Considerando as constantes Ly, Lo, L3, L4, dadas em (2.46), as relagoes dadas em (2.49)

64



e (2.8), o Lema 2.9 e as identidades trigonométricas (2.18) e (2.19) vamos obter

L L
I = —73(0052/11 + 0081/12) — 74(S€n¢1 + S€n¢2)+

+1Ly (cos%cosw senw1 sent2 ) + Ly (Senwl 003 2+ COS%SG”%) :

Segue das relagdes (2.25) e (2.27) que
I' = [Ll — Lscos (wl w2)] cos (@) + [Lg — Lycos (7’[’1 ”bz)} sen (W) .

Pela definigao de Ay, dada em (2.48) e pelas fungoes mo, my, ms, my, dadas em (2.47),

podemos escrever

Ny = (SGTZMQ COSzﬂ) (S52561 + S31542)+

+ (86?12 Y2 COS2 1111) (551562 + 532541)+

+ (S@nd)l COS L+ sen@co %) (—831532 + 541542 — 551552 + 561562)+

P1 P2

+ (COS—COS — send sen%) (S31541 + S32542 + S5151 + S5252)+

2 2
+sencos 2 (52, — S2, + S2, — SZ,)+
—l—senw %(S — S, — S§ + 53)).

Usando as constantes L1, Lo, L3, L4, dadas em (2.46), as relages (2.49), o Lema 2.9 e

as identidades trigonométricas (2.23) e (2.24) vamos obter

L L
—gl(coswl + costhy) — f(sempl + seniby)+

Ls (cos“’z’1 cos senwl sen=2 ) + Ly (senwl cos 2 4 cosw1 sen%) .

Al -

Segue, novamente, das relagoes (2.25) e (2.27) que

Ny = [Lg — Lycos (d’l ¢2)] cos (%) + [L4 — Lycos (%;w?)} sen (%) .

Usando as constantes Lj, Lg definidas em (2.46) e o Lema 2.9 vamos obter, com os

mesmos argumentos anteriores, que
AQ = (0082% — 0082%> (831562 — 332861) + (86712% Sse Zwl) (342851 — S41352)

+ (senw1 cosL sen%cos%) (S41562 — S31552 + S32551 — S42561)+

2

+ (senwl COSQ/; senw COS%) (—331851 + 542562 + 532352 - S41561)
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ou seja,
L L
Ny = 75(0031/11 — costs) + 76(36”% — seniy),

= —Lssen (d’l w2) sen (%“”2) + Lgsen (1&1;1/}2) cos (’l/)lerwQ) '

De modo completamente analogo, vamos obter A3 = —Ay e Ay = Ay. N

Com o auxilio destes lemas, demonstraremos a interpretacao analitica do teorema de

permutabilidade para superficies linear-Weingarten hiperbélicas em R3.

Teorema 2.11. (Teorema de Permutabilidade Analitico) Seja ¢ uma solugio da
equagdo de sine-Gordon (2.1), onde Cgy € a constante real dada por (2.2) e os nimeros
B,v sao tais que v — 32 > 0. Consideremos nimeros reais r; > 0,0 < ¢, p;i < 5 €
0 <6, <m(i=12) com0; # 0y, satisfazendo (1.24), (1.7), (1.50) e (1.51). Sejam
Yn, Py solugoes da equagio (2.32), onde Cg.y € a constante dada por (2.3) e ', v sao
dados por (1.8), associadas a ) por BT (r1,01, ¢1, p1) e BT (ra,0s, ¢o, p2), respectivamente.
Entao existe uma inica solu¢ao ¥* da equagao de sine-Gordon (2.1) associadas a 1y por

BT (rg, 05, p2, ¢2) € a g por BT (ry, 61, p1,¢1). Além disto, ¥* é dada algebricamente por
Y-y sen () (1 — 1y )
t = t =1. 2.51
g( 4 518671 (92 91) g 4 ) €1 ( )

Demonstracgao: Por hipdtese, 11,1, estao associadas a 1 por uma transformacao de
Bécklund BT (7, 01, p1, ¢1) € BT (12, 0o, pa, ¢2), respectivamente. Entao

( gy +Vpy = 253100515005 25410051§senw1 +
+2S5lsen¢cos QSﬁlsenwsenw
(2.52)
Vigy + Vs = 2S318€n1586n + 254136n coseL 5+
\ —2S5lcos¢sen 25'Glcoswcos>‘¢1
( Yoz + sy, = 25320031§cos¢2 2542003%5671%—1-
—|—255286an08 2562sen¢senw2
(2.53)
Vo gy + Uy = QSggSGH%SGTZ% + 25’4286’”%008%—{—
\ —2852008158671 256200515005 1&22 ,
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onde Ss;, Sy, Ssi, Se; s80 as constantes definidas por (2.39)-(2.41).

Queremos determinar a solu¢do ¥* da equagdo de sine-Gordon (2.1) associada a 1
por BT (rq,0s, pa, ¢2) € a 1hy por BT (ry,01, p1,¢1). Para simplificar os célculos vamos
determinar, de modo equivalente, a fungao ¥* de modo que 1)y (resp. 1) esteja associada
a ¢* uma transformacdo de Béacklund BT (ry, 02, ¢a, p2) (resp. BT(ry,601,¢1,p1)). Além
disto, podemos trocar ¥* por ©¥* + 27. Em resumo, queremos determinar uma fungao ¢*

que satisfaga as equagoes diferenciais abaixo.

( Vg +U,, = —2532605%008 +254gcos—senw1+

—255256n7003 Wy 256236”%86” 71’21 ,
(2.54)

Uiz, T Uy, = —23328€nw senw1 2S05en Lt caswl—k

2 2

+2852003%56n% + 2562c03%005%,

( Yoz 5, = —2531003¢2 cos% + 2541005%56n%+
—2S5lsen% wQ + 256lsenw—sen¢2
(2.55)
Vogy + 05, = —QSglsen%sen% - 25’415671%008%—{—

| +255lcos—sen— + 2561003—005@

Suponha que uma tal fun¢do ¢* exista. Subtraindo a primeira equagdo de (2.54)
(resp. 2.55) da primeira equagao de (2.52) (resp. (2.53)) e dividindo por 2, obtemos duas

expressoes para
v — W
xro T2
2
Igualando os resultados obtidos, podemos concluir que ©* deve satisfazer a equagao
Pk Pk Y
—M1Sen—— — MyCOS—— = MsSEN— —+ MgCoS—,

2 2 2 2

onde mq,ms, ms, mg sao dados em (2.47). Similarmente, subtraindo a segunda equagao
de (2.54) (resp. (2.55)) da segunda equag@o de (2.52) (resp. (2.53)) e dividindo por 2,

obtemos duas expressoes para

1/};1 - 77Z):E1
—
Desta forma, ¢* também deve satisfazer a equacao
* (ES .
—Mm3Sen— — MyCoS— = MrSen— + MgCoS—,
A D) PRy T
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onde mg, my, my, mg sdo dados em (2.47). Em resumo, ¢* é determinado pela equagao

matricial
ﬁ P
m Mo sen ms me seny
¢* ®
ms My co8% my ms cos 3

Considerando as fungoes I', Ay, Ag, Ag, Ay dadas em (2.48) e usando o Lema 2.10,

concluimos que a func¢ao ¥* é dada por

send’* 1 AN JAD) sen%
cos% YA Ny cos%
Observemos do Lema 2.9 que
cos(bh £65) — 1 cos(bh £65) — 1
Li+Ls = Caiy Lo+ Ly= Carar.
! 3 [ senbisents sy € 2 4 senfysents oSS By

Portanto, usando as expressoes demonstradas no Lema 2.10 e as identidades

trigonométicas (2.20) e (2.21) podemos reescrever

r [1 +tg? ( wQ)] senbisenby, =

) +

+ [(LQ — Ly) + (Ly + Ly)tg? ( 1/’2)] sen (1&1 2 )

= [(Ly — Ls) + (L1 + La)tg® (“5%2)] cos (2%

= [cos(6h — 02) — 1+ (cos(fr + 02) — 1) tg? (“:522)] cos (“25%2) senCly+
+ [cos(61 — 02) — 1+ (cos(6; + 02) — 1) tg® (25%2)] sen (¢1+¢2) cosClry

= [cos(61 — 05) — 1+ (cos(61 + b5) — 1) tg? ( w2)} sen (% + Cpry)

VAN [1 + tg? ( 7’&2)} senfysenly =
= [—(L1 — Ly) + (L1 + Ly)tg® (2722)] cos (2542) +
+ [ (Lo = La) + (La + La)tg® (25%2) ] sen (25*2)

= [—(cos(61 — 0) — 1) + (cos(0; + 62) — 1) tg* ( 7’2’2)} cos (%) senClgry+

+ [~ (cos(01 — 02) — 1) + (cos(br + 02) — 1) tg? (2522)] sen (L442) cosCpr.y

= [~ (cos(6; — 0) — 1) + (cos(6 + b5) — 1) tg? ( W)} sen (‘bl;”’z’? + Cpry)
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Ny [1+ tg? ( ’/’2)} senf;senbly =
= 2Lglg (%) coSs (%) — 2Lstg (1/)111112) sen (1#1;—7#2)

= 2¢e1(cost — cosbs)tg (%) cos (%) senClary+

+2e1(costy — cosby)tg (wlj’?) sen (mng) cosCpgry

= 2e1(costy — cosby)tg (%) sen (% + 05/7/) )

Portanto,
Ay —(cos(fy —0y) — 1) + (cos(61 + 62) — 1) tg” (2
T cos(bh —0y) — 1+ (cos(By + 05) — 1) tg? (ge2)
Ny 2e1 (coshy — cosby) tg ( 4¢2)
r cos(th — 0s) — 1+ (cos(0y + 6) — 1) tg? (%%7’&2) '

Denotemos por

(92+01)

n

B 2

" Sen 92 _01
2

e observemos das relagoes trigonométricas (2.28) e (2.23) que

(2.57)

cos(y +62) — 1 9 cost; — cosls
cos(h —09) — 1 cos(bh —0s) — 1

Donde

1— 772159 ( 41,112
1+ n%tg? ( _wz)

B —2e1ntyg (d’l;
r 14 n2tg? (’tlflzwz) :

~—
| I
@
s
[\
<
N
~—

Deste modo, segue de (2.56) que

¢* 1 — 772tg2 (1121;1/)2) ¢ 2617]tg ( 2
sen— = sen— cos—,

2 1+ n2tg? (1/1111/12) 2 1+ ntg ( wz) 2

w* B 28177155] (¢12¢2) w 1 — n2t92 (7/1121#2) w
s = 7 2p 2 (biuz) | PN T 2p 2 (itz) | 9%y

L+ 1Ptg” (452) L 1Ptg? (52)
v _yi-v ¥
Por outro lado, escrevendo o =5 5 e usando as identidades trigonométricas
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(2.15) e (2.16) temos

v | 1—tg* (5Y) Wb (L)
sen; = 1+ g2 (WZ% sen§ + = tg cos—
* Y=y _ @b
cos% = — 2tg(2 i*_)w ] sen% + ! tg ] 0035
1+tg? (55%) 1—i—tg(4)

Desta forma, queremos determinar a funcao ¢* que satisfaca as equagoes

1 — n2tg2 (Yo 1 [ ) Y1—2
ntg( - ) sen—~ + 5177759( 47) cosg =
1 + n2tg? (¢14¢2)_ 2 _1+772t92 (1/)141112) 2
1 — g2 (L= i i 2 =9
= th (¢*4¢) sen% + tg(2 fp*)w ]cosg,
L+tg* (%5%) 2 1+t (55) | 2
P1—12 [ 242 (1=
25177159( w4_¢> sen— + L=ty (¢ i/)) cosy =
1—|—7]2tg2( 14 2) 2 _1+772tg2( 14 2) 2
Y= (1 _ 4,2 (v =%
[l - [
\ Lt (7)) 2 [1+ig (50)

Multiplicando a primeira equacao por cos% e subtraindo da segunda multiplicada por

sen%, obtemos

tg (") ety (U5)
Lt (S5)  T4ntg? (5%)

(2.58)

Por outro lado, multiplicando a primeira equagao por sen§ e somando com a segunda

multiplicada por cos% temos

1 —tg? ( d’) 1 —n?tg? ( 1/’2)
1+tg( 47’0) 1—|—772tg( w)'

|.>
|u>

(2.59)

Observemos que a tnica solugao que satisfaz simultaneamente as equagoes (2.58) e (2.59)

oo\ (=t
9 1 = &g 4 -

Usando (2.57) concluimos a demonstragao do teorema. =

é
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Capitulo

3

A Composicao de Transformacoes de
Backlund e a Transformacao de
Ribaucour para Superficies

Linear-Weingarten Hiperbolicas em R?

Consideremos uma superficie linear-Weingarten hiperbolica em R3, cujas curvaturas
Gaussiana K e média H satisfazem a relacao 1+20H +~vK = 0, onde [ e v sao constantes
reais. Suponha M parametrizada por linhas de curvaturas ortogonais como no Teorema
1.2. Podemos usar tanto a composigao de transformagoes de Bécklund (Teorema 1.19)
quanto a transformagao de Ribaucour (Teoremas 3.5 e 3.10) para construir familias a
4-parametros de superficies linear-Weingarten hiperbolicas com as mesmas constantes (5
e v. Neste capitulo, vamos determinar uma condi¢ao necessaria e suficiente para que as
superficies obtidas por estes dois métodos coincidam, a menos de movimento rigido de
R3 (Teorema 3.13). Como consequéncia vamos, em particular, obter o seguinte resultado
classico: Se M C R3 é uma superficie de cuvatura Gaussiana constante K = —1 e
M* é uma composicao de duas transformagoes de Béacklund com constantes distintas
01,605 tais que 01 + 0, = 7 entao M™* é uma transformacao de Ribaucour de M. Além
disto, vamos verificar que em geral a composicao de transformagoes de Béacklund nao
¢ uma transformacao de Ribaucour. Daremos um exemplo explicito considerando as

transformacoes de Bécklund e de Ribaucour da pseudoesfera.



3.1 Transformacoes de Ribaucour

Destacamos, a seguir, os principais conceitos e resultados da teoria de transformacoes
de Ribaucour para superficies em R3, em especial, as superficies linear-Weingarten.

Maiores detalhes e demonstragoes podem ser encontrados em [7], [9] e [15].

Definigao 3.1. (|7]), [9]) Seja M uma superficie orientavel em R?, sem pontos umbilicos
e denotemos por N a sua aplicacao normal de Gauss. Dizemos que M esta associada a
M por uma transformac¢ao de Ribaucour (veja Figura 3.1) se, e somente se, existe uma

funcao diferenciavel h definida em M e um difeomorfismo [ : M —s M tal que
1. p+h(p)N(p) = (p) + h(p)N(I(p)), Vp € M, onde N ¢é a aplicagio normal de M.
2. O subconjunto p + h(p)N(p), p € M é uma superficie em R3.

3. O difeomorfismo [ preserva linhas de curvatura.

<
=1

Figura 3.1: Transformacao de Ribaucour

Dizemos que M e M estao localmente associadas por uma transformacao de Ribaucour
se para todo p € M existe uma vizinhanca de p em M que estid associada por uma
transformacéo de Ribaucour a um subconjunto aberto de M. Similarmente, definimos

superficies parametrizadas localmente associadas por uma transformacao de Ribaucour.

O teorema abaixo caracteriza a transformacao de Ribaucour em termos de uma

equacao diferencial que deve ser satisfeita pela funcao h da definicao anterior.
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Teorema 3.2. ([7]), [9]) Seja M uma superficie orientdvel em R3, sem pontos umbilicos
e N a sua aplicagio de Gauss. Considere {e;} (i = 1,2) diregdes principais ortogonais
e —\; as curvaturas principais correspondentes, isto €, dN(e;) = Ne;. Uma superficie
M estd localmente associada a M por uma transformacao de Ribaucour se, e somente
se, existem parametrizacoes X : U C R? — M e X:UCR > M e una funcao
diferencidvel h : U — R tal que 1 + hX; #0 e

X =X +h(N - N),

onde N € um campo vetorial unitdrio normal a M dado por

1+ A —
onde )
dh(@l) 9
g = —7 A = 7 1
Y14 AN ; ’ (3:1)

e h satisfaz a equacao diferencial

onde w;; sao as formas de conexao do referencial {e;}.

Observemos que a equagao (3.2), dada no teorema anterior, é de 2% ordem e nao
linear. A proposicao abaixo, mostra como o problema de obtencao da funcao h pode ser

linearizado.

Proposicao 3.3. (|9]) Se h € uma solug¢ao de (3.2) que nao se anula em um dominio

simplesmente conexo entao h = W onde Q) e W sao funcoes nao nulas satisfazendo

dQi(e;) = Quiile;),i # j,

dQ = > Qi (3.3)

aw = =37 QN
. . . Q .
Reciprocamente, se Q e W satisfazem (3.3) e W(W + QX\;) # 0 entao h = W€ solugao

de (3.2).
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Portanto, o Teorema 3.2 pode ser escrito na seguinte forma

Teorema 3.4. (|9]) Seja M C R3® uma superficie orientavel, sem pontos umbilicos,
parametrizada por X : U C R? — M. Sejam e;, 1 < i <2 diregcdes principais ortogonais,
—\; as correspondentes curvaturas principais € N um campo normal unitdario em M. Uma
superficie M estd localmente associada a M por uma transformacao de Ribaucour se, e
somente se, existem func¢oes diferencidveis W,Q,8; : V. C U — R satisfazendo (3.3) tal
que W(W 4+ Q) (%S — QdS(e;)) # 0,Vi e X : V C R — M ¢ uma parametrizagio de
M dada por

. 20 [
X=X- <Z Qie; — WN> : (3.4)

onde

S =07 +Q5+W> (3.5)

Além disto, a aplicacio normal de X é dada por
~ 2W
N=N+= (Z Qe; — WN> (3.6)

e as curvaturas principais —X\; de X sao dadas por

Q, £ 0.

O teorema seguinte apresenta uma condicao suficiente para que a transformacao de
Ribaucour de uma superficie linear-Weingarten satisfazendo a+26H +~vK = 0, seja uma
outra superficie deste mesmo tipo, com as mesmas constantes «, 3,7. Denotaremos por

Cg a constante da transformacao de Ribaucour.

Teorema 3.5. ([9]) Seja M wma superficie linear-Weingarten em R3, sem pontos
umbilicos e seja M associada a M por uma transformacao de Ribaucour, tal que as

retas mormais em pontos correspondentes se instersectam a uma distancia h. Suponha

Q
que h = — nao € constante ao longo de linhas de curvatura e que as funcoes §2;, 2 e W

satisfagam a relagao algébrica

S = 2CR(af2® + 2BQW +yW?), (3.7)
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onde S € definida por (3.5) e a, B, v, Cr # 0 sao constantes reais. Entao M € uma
superficie linear- Weingarten satisfazendo o + 28H + yf( =0 se, e somente se, a relacao
a+20H +~K =0 € vdlida para M, onde H e K (resp. He f()sdo, respectivamente, as

curvaturas média e Gaussiana de M (resp. M ).

Observagao 3.6. Sejam Z;, i = 1,2 as fungoes definidas por (3.1) e W, ;, ¢ =1,2
as fungdes dadas em (3.3). Pode-se verificar que Z; = WZ (veja por exemplo [9]). Desta

forma, a equagao (3.7) equivale a
77+ 75 +1=2Cgr(ah® +2Bh +7), (3.8)

onde h ¢é solugao de (3.2).

E natural perguntar se o sistema (3.3) com a condi¢do adicional (3.7) ¢ integravel. O

seguinte teorema responde afirmativamente a esta questao.

Teorema 3.7. ([9]) Seja M uma superficie linear-Weingarten de R3 satisfazendo o +
28H +~vK =0 e H>— K > 0. Entdo o sistema de equagoes diferenciais (3.3) juntamente
com a condi¢io adicional (3.7) € integravel e a solug¢ao estd unicamente determinada
em um dominio simplesmente conexo U por uma condi¢cao inicial dada em um ponto
satisfazendo (3.7).

Observagao 3.8. Para demonstrar este teorema ¢é suficiente mostrar que o seguinte

sistema ¢ integravel.
aQ = 7, Quw,
dW = Z?:l inig, (39)

Observagao 3.9. Em notacao classica, se M C R? ¢ uma superficie linear-Weingarten

satisfazendo a + 20H + vK = 0 e parametrizada por linhas de curvaturas ortogonais
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X(x1,22) entdo o sistema de equagoes (3.9) pode ser escrito na forma:

012

== iQia

= Q
z; i g 0z; i#J
ow — g (3.10)
8.1’i

= Q 2C — BAi)gifd
ox; gj 81'] +2Ck(a = HA) g+

+[2CrB + (1 = 2Cpy)N]giW, i # j,
com i,j = 1,2, g; = | X,,|, —A; sd0 as curvaturas principais de M e Cr é uma constante

real ndo nula.

O resultado seguinte descreve, como consequéncia dos Teoremas 3.4 e 3.5, a familia
de superficies linear-Weingarten associadas por transformacgao de Ribaucour, a uma

superficie parametrizada, deste mesmo tipo, previamente fixada.

Teorema 3.10. (|9]) Seja M uma superficie linear-Weingarten em R3, sem pontos
umbilicos, satisfazendo a relagao o + 28H + vK = 0 e localmente parametrizada por
X :U C R? = M. Toda superficie linear- Weingarten em R3, localmente associada a X,

por uma transformacgao de Ribaucour como no teorema anterior € dada por

X = X—@ ZQeZ WN), (3.11)

onde e; sao diregoes principais ortogonais, €1, Q;, W sao solugoes do sistema de equagoes
diferenciais (3.9), satisfazendo a condigio algébrica (3.7) e X ¢ uma superficie imersa
definida sobre U = {(z1,25) € U; T?+2TQH + Q*K # 0}, com T = aQ* —yW? ¢
Q = 29QW + 2502

Para uso posterior, destacamos na observacao seguinte a primeira forma fundamental
de uma superficie linear-Weingarten X satisfazendo a 4+ 28H + vK = 0, associada por
uma transformacao de Ribaucour a uma superficie X deste mesmo tipo satisfazendo
a+20H +~vK =0.
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Observagao 3.11. ([15]) A primeira forma fundamental de X, definida no teorema
anterior, ¢ dada por I = @2 + @2 onde
(YW= a?) + (26927 + 29W Q)N

= .o i=1,2. 12
< a2 + 25QW + A2 et (3.12)

o . Q
Similarmente, usando a notagao h = W podemos reescrever

5 (v — ah?®) + (2Bh* + 2’yh)>\iw'
e ah? + 28h +~ v

i=1,2. (3.13)

3.2 Condicoes necessarias e suficientes para que a
composicao de transformacoes de Backlund seja uma

transformacgao de Ribaucour

Seja M C R?® uma superficie linear-Weingarten hiperbolica imersa em R®. Nosso
principal objetivo, nesta se¢ao, é determinar condi¢oes necessarias e suficientes para que as
superficies obtidas pela composicao de transformacoes de Backlund e pela transformacao
de Ribaucour de M sejam congruentes.

Seja M uma superficie linear-Weingarten hiperbolica em R? cujas curvaturas
Gaussiana K e meédia H satisfazem a relagao 1 + 20H + vK = 0 e seja X (z1,x2)
uma parametrizacao de M como no Teorema 1.2, isto é, a primeira e segunda formas

fundamentais de X sao dadas por
[ =glda? +g3del e I =—\gida? — Nogadrl,

com

g1 = ﬁcos%, g2 = ﬁsen%, (3.14)
1 1 —
/\1 = —— |:—ﬁ +51@\/ D:| > )\2 = |:_6 +522 D:| ) (315)
Y a1 Y g2

onde ¢ é uma solucao da equacao de sine-Gordon (2.1), sendo Cj,, a constante real definida

pelas relagoes (2.2).
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Substituindo (3.14) em (3.15), vamos obter

1
A = 7 (EQVDSQR% +,@cos%) ,
ycosE 2 2
. 5 5 (3.16)
Ay = ” <Bsen— + g1V Dcos—> )
ysend 2 2

Seja X (21, 22) uma superficie linear-Weingarten associada a X por uma transformagao
de Ribaucour satisfazendo 1 + 28H + vK = 0. Se as retas normais em pontos
correspondentes se intesectam a uma distancia h(z1, z5) entao a fungao h é uma solugao
das equagoes (3.2) e (3.8).

Segue de (3.13) que a primeira forma fundamental de X é dada por I = §2da? + §3da?,
onde ) )

= QM) 2B A (3.17)
h? +28h + ~

Usando (3.14) e (3.16), podemos escrever

_ (v = h¥)ycosy + 2(Bh% + yh)(e2v/Dsen’y + Beosy)

V(A2 + 28N + )
_ 262V D(BR? + yh)sen’s + (— (v — 28%)h? + 2B7h + 7*)cosy
VA(h? 4+ 28h + ) ’
p (v — h?)ysen’ + 2(Bh? + vh)(Bsens + e1v/Dcos¥)
2 =

V(W2 +2Bh +7)
(—(y — 2B%)h% + 2Bvh + ¥?)sen¥ + 21V D(Bh? + vh)cos™

VY(h? +2Bh +7)
Definindo as constantes
D — 232
A_@i[, B="1 725 .=, (3.18)

onde D = v — /32, entdo os coeficientes da primeira forma fundamental de X (em funcao
de h) sao dados por

(

i [9AVR? +269/Dh b —Byh?+28h+~

D=V Ty e T Ty aght s, 3|
- - (3.19)
—Byh? +26h+~v @ 2Avh*+2e,V/Dh

= VY T agh ey S T ey apht %%

\ L
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Consideremos ntimeros reais r; > 0, 0 < 0; < m, 0 < ¢, p; < § (i = 1,2) com
6, # 0 satisfazendo (2.36), (2.33), (1.50) e (1.51). Seja X*(x1,x2) uma superficie linear-
Weingarten hiperbolica satisfazendo 1+ 25 H* +~vK* = 0 associada a X pela composi¢ao
de transformagoes de Bécklund BT (r1, 61, ¢1, p1) € BT (rq,0s, ¢a, p2), conforme teorema
de permutabilidade geométrico (Teorema 1.19). Consideremos também 1)y, 19 solugoes da,
equagao de sine-Gordon (2.32), onde Cgs é a constante dada por (2.3) e ', 4" sao dados
por (2.34), associadas a ¥ por BT (r1, 61, ¢1, p1) € BT (rg, 02, o, pa), respectivamente. Seja
¥* a fungao definida pela versao analitica do teorema de permutabilidade (Teorema 2.11),
ou seja, 1* é obtida pela relagao (2.51).

Portanto, a primeira forma fundamental de X* ¢ dada por I* = (g})%dz? + (g3)?dx3,

onde . .
9] = —\/'70037, g5 = —ﬁseng. (3.20)

Seja n a constante dada em (2.57). Defina

Y= z—:mtgwl ; ¢2. (3.21)

Seguem das relagoes trigonométricas (2.20) e (2.21) e do Teorema 2.11 (Teorema de

permutabilidade analitico) que

Yt 20 ¢ 1—¢® 9
cos— = sen— + CcoS—,
2 1+¢2 2 1+4+¢2 2
sen£ = L= @2 senf + 2¢ cosy
2 14 2 2 14 2
Dai, temos
. p o =1+
1= ﬁ|:1+902s 2" 1+g020 2|’
(3.22)
S —1+¢ eng — 2¢ cosy
% = V|2 5 T T 2%

Lema 3.12. Seja 1) uma solugao da equagao de sine-Gordon (2.1), onde Cj., € a constante
real dada por (2.2) e os nmimeros 3,7 sdo tais que v — 32 > 0. Consideremos nimeros
reais 7; > 0,0 < ¢5,p; < 5 e 0 < 0; <7 (i =1,2) com 0, # 0, satisfazendo (1.24),

(1.7), (1.50) e (1.51). Sejam 1,1y solugoes da equagao de sine-Gordon (2.32), onde
Cay € a constante dada por (2.8) e (', +' sao dados por (2.34), associadas a 1 por
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BT(r1,01,01,p1) e BT (12,04, ¢2, p2), respectivamente. Defina a fungao

A~ cpcos% + sen%
cos% — gosen%’

(3.23)

onde ¢ € dada por (3.21). Sejam g; e g, i = 1,2, as fun¢des definidas por (3.19) e (3.22),

respectivamente. Entao

1) g1 = gi se, e somente se, h = Y ouh=—"7_
B + 51\/580 B — 61\/5/\
——— ouh=————,
B — VD1 B+e VDA

2) 1 = —gi se, e somente se, h =

3) Go = g5 se, e somente se, h =

- -
—— ouh=——"-——,
B+evDy B+evV DA

_ - —

= —g5 se, e somente se, h= ——————— oUh= ————,

4) - = B - 51\/5(1071 6 - 81\/EA
onde D = — 2.

Demonstragao: Observe que cada relagao §; = 0,97 (62 = 1) pode ser vista como uma
equagao do 2° grau de h em funcao de . Desta forma, é suficiente mostrar que as duas
fungoes apresentadas em cada item sao solu¢oes da equacgao correspondente. Analisemos

quatro situagoes.

-
(I) Suponhamos h = ———.
B+ eV Dy
Considerando as constantes A e B definidas por (3.18), observemos que

o  YBY -4 Dg) D)
B 2bh e = e Doy (B1avDe)

2 _ _
2Avh? + 20/ Dh = 2A7* — 2e98V D — 219Dy _ 2vDyp 7
(B + 1V Dy)? (8 +e1vVDyp)?
_ 732 2 2
B2+ 26k + 4 _ 10 =F4De7) | DA+
(B +e1vDyp)? (B +e1vDyp)?

onde D = v — (2. Portanto, substituindo em (3.19) e comparando com (3.22), obtemos
g1 =91 ¢g2= 95

(II) Suponhamos, agora, h = S —
B —e1v/Dyp!

Trocando ¢ por —p~! nos célculos anteriores e usando as equagoes (3.19) e (3.22) podemos
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concluir que g1 = —gj e g2 = —g5.

-
IIT) Suponhamos h = ————.
(ITT) Sup 5 -v/Dh
Trocando ¢ por —A no caso (I), vamos obter
—D(1 - A?)
—Byh? +20h + v ;
(8- 51\/5/\)2
—2vDA
2Avh? + 2e9v/Dh = ,
! ’ (8- 51\/5/\)2
D(1+ A?
W2+ 2Bh + 7 _ Parh)

(5 —51\/5/\)27

onde D =~ — 2. De (3.19) segue que

—2A 1— A2
-~ ' »
= ﬁ[(um)“”? <1+A2>6082}’
1—A? 2A
Gy — _ (4 ¥
Jo = \/ﬁ{ (1+A2)sen2+<1+A2)0032]

Usando a func¢ao A, definida por (3.23), observemos que

14 A2 — 14 ¢?
(cos¥ — psent)?’
LA = (1 — p?)cosyp — 2psent)
(cos% — gpsen%)Z 7
oA _ 2pcostp+ (1 — g02)semb‘

(cosL — psent)?
Substituindo nas expressoes de g; e go, dadas anteriormentente e usando as identidades

trigonométricas (2.15) e (2.16) vamos obter, de (3.22), que §1 = g7 ¢ §o = —g5.

-
B+ evV/DA-
Trocando A por —A~! nos calculos anteriores vamos obter, de modo inteiramente analogo,

que g1 = —gi € g2 = gs-

(IV) Suponhamos, finalmente, h =

Portanto, comparando (I) e (III) obtemos o primeiro item do lema. Considerando (II)
e (IV) temos o segundo. O terceiro item é obtido de (I) e (IV). Finalmente de (II) e (III)

concluimos o ultimo item e a demonstracao do resultado. [
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O proximo teorema estabelece as condigoes necessarias e suficientes para que a
composi¢ao de transformagoes de Bécklund e a transformagao de Ribaucour de uma
superficie linear-Weingarten hiperbolica imersa em R3, coincidam a menos de movimento
rigido de R3.

Teorema 3.13. Seja M C R® uma superficie linear-Weingarten hiperbélica satisfazendo
1+28H +~vK =0 e parametrizada por X (x1,z3) conforme descrito no Teorema 1.2, isto
€, a primeira e sequnda formas fundamentais de X sao determinadas por uma solugao

T

Y da equagio de sine-Gordon (2.1). Escolha nimeros reais r; > 0, 0 < ¢, p; < 3
e0 <6, <m (i =1,2), comb, # 0, satisfazendo (1.7), (1.24), (1.50) e (1.51).
Considere 1;, i = 1,2, solugdes da equagdo de sine-Gordon (2.32) associadas, a 1) por
uma transformagao de Bdcklund BT (r;, 0;, ¢;, p;). Seja X*(x1,x9) uma superficie linear-
Weingarten hiperbolica satisfazendo 1+28H*+~vK* = 0, associada a X por composi¢ao de
transformagoes de Bdacklund BT (rq,01, ¢1,p1) € BT (rg, 05, o, pa). Consideremos também
uma superficie linear-Weingarten X satisfazendo 1 + 26H + vK = 0, associada a X
por uma transformacao de Ribaucour tal que a as retas normais a X e a X em pontos
correspondentes se intersectam a uma distancia h(zy, z2). Entio X e X* sio congruentes

se, e somente se, h € uma das sequinte funcoes

- I I I (3.24)
B+e1VDy B —e1vVDyp! B —e1VDA B+ e1vV/DA!

onde p e A sio dadas por (3.21) e (3.23), respectivamente e D =y — 3.

Demonstragao: As formas fundamentais de X* sdo determinadas pela funcao %,
definida pela relacdo (2.51). Usando o Teorema 1.2 observemos que a primeira forma de
uma superficie linear-Weingarten determina a segunda forma desta superficie. Portanto,
considerando as equacdes (3.19) e (3.22) concluimos que X e X* sio congruentes se, e

somente se, g3 = £gj e g» = £¢g;. Usando o lema anterior, temos

- . - . —
g1 = g7 € g2 = g5 se, e somente se, h = ——————,
5‘1'51\/5@
g1 = —¢g; e g2 = —g5 se, e somente se, h = _—7’
B — 51\/590_1
g1 = gi € g2 = —g5 se, e somente se, h = _—77
p— 51\/5/\
g1 = —9g; e g2 = g5 se, e somente se, h = _—7_
5+€1\/EA71
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Portanto, h deve ser uma das fungdes dadas em (3.24). "

Observagao 3.14. Sejam M e M’ superficies linear-Weingarten hiperbolicas imersas em
R3 que se relacionam por uma transformacao de Béicklund BT(r,0,¢,p). Os teoremas
geométricos da teoria de transformacoes de Backlund para tais superficies, demonstrados
no Capitulo 1, se reduzem aos teoremas classicos da teoria de transformacao de Béacklund
para superficies em R? com curvatura Gaussiana constante negativa quando consideramos
o =p= g Neste caso, a equacao (1.22) nos permite concluir que uma vez escolhida
a constante 6, entao o valor de r fica determinado. Por este motivo, vamos manter a
notagao classica e denotar a transformacao de Béacklund entre superficies de curvatura

constante negativa imersas em R?® por BT (6).

Observagao 3.15. Seja M C R3? uma superficie de curvatura Gaussiana constante
negativa que, sem perda de generalidade, vamos supor K = —1. Consideremos uma

parametrizacao local X (21, x2) em M e uma solugao ¢ (x1, z5) da equagao de sine-Gordon

¢$1x1 - ¢$2z2 - S€n¢a (325)

de modo que os coeficientes da primeira forma fundamental de X sejam dados por

g1 = cosy, gy = senﬂ (3.26)
2 2
e as curvaturas principais —\; sao dados por
¥ ¥
—sens cosE
A = i = (3.27)
cos seny

Portanto, do Teorema 1.2, obtemos €; = 1. Observe que considerando ¢ = p = 7 no

sistema (1.37), entao ¢ esta asssociada a 1 por uma transformagao de Backlund BT(0)

se, e somente se, 1)’ é solucao do sistema

oy T ey = 26809008%86%% + 2001598671%008%/,

(3.28)
/ _ P ,d)/ " ¢,
e T Ve, = —2csclsenzcos — 2cotbcoss seny,

que coincide com a transformagao de Bécklund da teoria classica, como pode ser visto em

[19] . Como consequéncia do Teorema 3.13 segue o seguinte
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Coroléario 3.16. Seja M C R? uma superficie de curvatura K = —1 e seja X (1, x9)
uma parametrizacao local de M, por linhas de curvaturas ortogonais. Considere 1 uma
solugao da equagao de sine-Gordon (8.25) de modo que os coeficientes da primeira forma
fundamental g1, go e as curvaturas princiapis —X\;, —Xo de X sao dados por (3.26) e
(3.27), respectivamente. Sejam ; (i = 1,2) solucoes equagdo de sine-Gordon (3.25)
associadas a v por BT(0;), onde 0 < 01 # 0y < w. Consideremos também um superficie
X* de curvatura constante K = —1, obtida de X pela composi¢ao de transformacoes de
Bicklund BT(0y) e BT(6,). Seja X uma superficie de curvatura K = —1, associada a
X por uma transformacao de Ribaucour tal que a as retas normais a X e a X em pontos
correspondentes se intersectam a uma distancia h(xq1,x2). Entao X e X* sio congruentes,

e somente se, h € das sequintes fungoes

1
_= _A hal
90’ 807 ) ou A7

62+61 Y Y
sen — coS+ + sen+
onde p = (%52) (2/11 w2) e A= 22 2

sen (92%(’71) 4 cos% - cpsen%.

Demonstragao: Basta considerar § = 0 e v = 1 (dai D = 1) na demonstragao do
teorema anterior e observar que a parametrizagao estabelecida na Observagao 3.15 garante

€1 = 1 no Teorema 1.2. n

A seguir, apresentaremos uma situacao classica em que a composicao de
transformacoes de Bécklund é equivalente a uma transformacao de Ribaucour para
superficies com curvatura Gaussiana constante K = —1. Como consequéncia deste tltimo

corolario, o préoximo resultado mostra que isto ocorre quando 6; + 6, = .

Corolario 3.17. Seja M C R® uma superficie de curvatura constante K = —1,
parametrizada por X (x1,xs) como descrito no coroldrio anterior. Considere 0 < 0y, 05 <
T numeros reais distintos tais que 01 +6y = w. Entdo a composicao das transformacoes de

Bicklund BT (01) e BT (05) de X € uma transformagao de Ribaucour de X, com constante

20
de Ribaucour dada por Cr = CSCQ L

Demonstracao: Considere ¢ a solugao da equagao de sine-Gordon ¢z, — Vyyrz, = S€NY

de modo que os coeficientes da primeira forma fundamental de X sejam dados por

g1 = 0055, go = 0035
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e as curvaturas principais —\;,7 = 1,2 por

M= =2

g1 g2
Considere também v; (i = 1,2), solugao da mesma equacao de sine-Goron, associada a
¢ por uma transformacao de Bécklund BT'(6;). Seja ¢ a fungao dada por (3.21). Como

0, + 05 = 7 entao

_ 1t U1 — Py
g0_00591‘(] 4 ’

Mostremos que

h = -1 = —cosc9lcotgw1 — Vs
© 4
é solucao das equagoes (3.2) e (3.8).
Seja ¢* a solu¢do da mesma equagdo de sine-Gordon associada a 1; (resp. ) por
uma transformagao de Béacklund BT(0s) (resp. BT'(6)), cuja existéncia é garantida pelo

teorema de permutabilidade geométrico (Teorema 1.19). Logo,

h = —cot (¢*;¢) .

Sejam Z;, 1 = 1,2 as fungdes definidas em (3.1). Denotando

Yi =091 — g2h e Yo=go+gih,

observemos que
he,
Zi= =12 (3.29)

e que equagao de Ribaucour (3.2) é equivalente & equagao
2}/1}/2}%1:):2 - Y'12wxlhx2 + 162¢x2hx1 + Z(QQYVQ - glyvl)hxl hl‘g = 0. (330)
Consideremos a seguinte notagao

P:cosw*gw, Q:senw*;¢, R:cos¢*;¢, S:senw*;—d}, (3.31)

f= . (3.32)
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Neste caso, segue de (2.22) que

Y- Q

h = —cotg T P 1 (3.33)
Donde,
_fm _fxz _fxla:z Qfxlf:cz
he, = : oy = , Ngyzy = — . 3.34
P -1 * P-1 o pP—-1  (P-1)? (3:34)
Podemos mostrar ainda que
S -1+ R -1-R cos) — R
Yio=—— Yi= — Yy = ——— Yo—gYi = —— (3.
2= p 1 P_1" 2 p_1 r2manh P 1 (3.35)
Substituindo em (3.30), vamos obter que a equagao de Ribaucour (3.2) equivale a
QSfxlzz + (1 - R)fzzwz:l - (1 + R)fmwm - 2Rfﬂc1fx2 =0. (3'36)

Por hipétese, ¥y e 1, estao relacionados a ¢ por BT'(6,) e BT(6y), respectivamente.
Do mesmo modo, ©* estéa relacionada a 1y e 1y por BT (0y) e BT(;), respectivamente.

Segue da equagao (3.28) que

Yoy + 1, = —2086918671%008% — 2cot91cos%sen%, (3.37)
Yoy + 01, = 208691003%&%% + QCotﬁlsen%cos%, (3.38)
Yoy + 02, = _2080928671%008% — 2002592608%86%%, (3.39)
Yoy + 02, = 208092008%5671% + 20015(925671%603%, (3.40)
Yoy t V1, = 2656928671%608% + 20015(92608%8671%, (3.41)
Yo, t b1, = —208062005%86’&% — 2cot9256n7*003%, (3.42)
Uy, t b, = 2686918672%008% + QCotelcOS%sen%, (3.43)
Yy, t b2, = —203091008%3(%% — 260t8186n§008%. (3.44)

Subtraindo as equagoes (3.41) e (3.37) e as equagoes (3.42) e (3.38) e dividindo por 2
temos

foy = Alcos% + Agsen%, Joy = Agcos% + A4sen%, (3.45)
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onde

A = 0300236n7 + cscﬁlsen%, Ay = cot920037 + cot@lcosg, (3.46)
B i (0 B i (0
A = —COt@gSGTL? — cot@lseng, Ay = —030920037 - 030910035. (3.47)

Segue dai que

Joies = 3 (Alsen A2003 L) Yn, + (Agsen A4cos¢1) byt

0052% (A3csc02003% — Agcscelsen%) +

sen? (Alcotelcos% - A4cot9256nw ) +
senﬂcos (A403092003 + A103091sen¢) +

wl cos % (—A;),coté’gsen£ — Agcowlcosﬂ) :

SEN 5~ 3 B

Portanto, substituindo em (3.36), podemos reescrever a equagao de Ribaucour (3.2) na

seguinte forma
[Blsen% + BQCOS%] Uy + [Bgsen% + B4cos%} Vo +
2350052 e 23636n2 e 237sen—cosw =0,

2

onde
By = SA +A;— RA,,

By = —SAy+ As — RAs,

By = SA;— Ay — RA,,

B, = —SA;—A;— RA,,

By = SAgCSCQQCOS% — SAgcscﬁlsen% — RA A3,
Bg = SAlcot(%cos% — SA4cot9256n% — RAA,,

B, = SAlcscelsen% - SAgcowlcos% — SAgcotGQSen%+

SA403062003% — R(A1 Ay + Ay A3),
onde R, S é dado por (3.31), A, A por (3.46) e As, Ay por (3.47). Substiuindo as

expressoes de Ay, Ay, Az e Ay e usando as relagoes trigonométricas (2.15) e (2.16) vamos
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obter

By = (cscty — cschy) (cos% - COS%) ;

By = —(coth; + cothy) (sen%* + sen%) ;

Bs = —(cotb; + cotby) (cos% + COS%) )

By = (cscty — cschy) (sen%* — Sen%) ;

Bs = —(cscbicotb; + cscegcowg)sen%sen%—l—

—(cschycotby + cscﬁgcotﬁl)senQ%,

B = (csc@lcotel+0309200t92)cos%008%*+

+(escbcotly + 03092002591)0032%

By = (csc®0y — csc®0y)sen (L55) .
Como 0, = m — 6, entdo sentl; = senby e cosfy, = —cosf,. Dai csc; = cscly e
cothy = —cotb, isto é, B; =0, Vi.
Resta-nos mostrar que a equagao (3.8) ¢ satisfeita. Como K = —1 (ou seja,

a=v=1, f=0) entdo queremos verificar que a igualdade
73+ 734+ 1=2Cgr(1+h?) (3.48)

é valida para alguma constante Cr # 0. Inicialmente, obsevemos de (3.33) e (3.31) que

-2
1+h?>=—"—. 3.49
+ 71 (3.49)

Por outro lado, usando (3.29), (3.34) e (3.35) vamos obter

—(R+1)f5 + (R-1fF, — (1 - P)S?

Zi+ 73+ 1= DS

(3.50)
Segue de (3.45) que
—~(R+1)f2+R—-1)f% = cos®[~(R+1)A? + (R — 1) A2+
+sen? = [—(R+1)A5 + (R — 1)A3]+

+236n%cos%[—(R +1)A1 A2 + (R — 1)A3Ay).
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Por hipotese, cscly = cscty e cotfy = —cotfy. Substituindo em (3.46) e (3.47) vamos
obter

- * 2
—(R+1)A?+ (R—1)A2 = —csc?01(1+ R) sen% + Sen%] +
_ y 9
—cot?*0,(1 — R) _sen% — sen%} ,
P
—(R+1)A2+ (R —1)A2 = —cot*0;(1 + R) Cos - — COS§:| +
i * ;
—csc*01(1 — R) {cos% + cos%] :

—(R+1)A1Ay + (R—1)A3A, = cscbicott(1+ R) {sen% + Sengl [003% — cos%} +

+cschycott (1 — R) {sen% - sen%} {cos% + 005%} .

Usando as relagoes trigonométricas (2.23)-(2.28) e as notagoes estabelecidas em (3.31)

temos
—(R+1)A? + (R—1)A3 = —csc®6(1+ R)(1— R)(1+ P)+
—cot*01(1 — R)(1+ R)(1 — P)
= —5%[csc?0,(1 + P) + cot?0,(1 — P)]
—(R+1)A%2+ (R —1)A2 = —cot?0,(1+ R)(1 — R)(1 — P)+
—csc®01(1— R)(1+ R)(1+ P)
= —5%csc?0,(1 4+ P) + cot?0,(1 — P)]
—(R+1)A1 A+ (R—1)A3A, = 0.
Substituindo em (3.50) podemos escrever

—csc?01(1 + P) — cot?0,(1 — P) — (1 — P)  —2csc?6,
P4+ 7Z3+1 = 71 =51

Comparando com (3.49) concluimos que a equagdo (3.48) ¢ valida se, e somente se,

2CR = csc®0;. Com isto, finalizamos a demonstracao do corolario.
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3.3 Exemplo em que a composic¢ao de transformacoes de

Backlund nao é uma transformacao de Ribaucour

Nesta se¢ao, vamos verificar que a composicao de transformacoes de Backlund para
superficies linear-Weingarten hiperbolicas em R3 em geral nao é uma transformacao de
Ribaucour. Daremos um exemplo explicito considerando transformagoes de Bécklund
e de Ribaucour da pseudoesfera. Vamos iniciar construindo a familia de superficies
de curvatura constante K = —1, associada & pseudoesfera por uma transformacao de

Ribaucour.
Proposicao 3.18. Considere a pseudoesfera parametrizada por

X(x1,22) = (sechxicosxs, sechxysenxsy, tghry — 1), x1 # 0.

Uma superficie parametrizada X (x1,z5), de curvatura Gaussiana K = —1, estd
localmente associada a X por uma transformagao de Ribaucour (como no Teorema 3.10)

se, e somente se,

~ 20 2
X=X-— Qiei — WN |
20R(02 + W) (2 c )

coshxq - L . Xoy X Xgy
onde e = X.,, o = coshx1X,, sao as direcoes principais, N = ——— ¢
17 1 )
senhxy | X, X Xo,|

campo vetorial unitdrio normal a pseudo-esfera e as fungoes €2, 1, 2y e W sao dadas

(0]

por
Q= ——gle)+ fla) (351)
N cosh:vlg 2 1), ’
-1 coshx
0 = ! .52
1 coshxlg(@) + senhxlf(xl)’ (3.52)
Qy = g'(z2), (3.53)
—senhxy
W = WQ(@)WLP(%)’ (3.54)
tais que:
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1. Sel1—2Cg =0, entao

Asenh’zy + E

1
g(xs) = 5(A:cg + Bxy + D), (3.56)
1
p(ry) = Scosha ((A — E)senhzy + (Azy + F)coshxy), (3.57)

com a condi¢cao adicional

B>+ 4A(A—-D - E) =0. (3.58)

2. Sel—2CR #0, entao f(x1) e g(x2) sao solugdes das equagoes

2
coshxy f" — p f'—2Cg - coshx,f =0, (3.59)
¢+ (1—20r)g =0 (3.60)

e a fungao p(x1) € dada por

(3.61)

—coshxy ( 1 L 2Ck )

plo) = (1 — 2CRg)senhzy \ senhxy coshxy

As condigoes iniciais das equagoes (3.59) e (3.60) devem satisfazer

cosh?x;

(<g'>2 £ (- 20m)g + ()2 = 2Cnf? + (1 2OR>p2) (9,49 = 0 (3.62)

senh?x,

Demonstragao: A primeira forma fundamental da pseudoesfera é dada por I =

tgh*x1dx? + sech?zidz3. Donde \; =

e Ay = senhx;. Como K = —1 entao
senhxy

a=v =1, [ =0. Pelo Teorema 3.10, a familia de superficies de curvatura K = —1,
associadas a X por uma transformacao de Ribaucour ¢ determinada pelas solugoes do

sistema de equagoes diferenciais (3.10), ou seja, devemos determinar fungoes €2, €y, Qo, W

satisfazendo
of) senhx;
- = Q .
0xy coshz, " (3.63)
o —1
— = Q 3.64
Oxs coshxy, 2 (3.64)
oW 1
— = Q .
Ox, coshz, (3.65)
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oY senhx; (1 —2Cg)

Ory = 20k coshxy - coshxy W, (3.66)
SZ - coslhxl a, 397
(;_212 _— (3.68)
o e, 05
2222 - coslhxlQl * 0025;;19 (1 =2Ck) ZZZZZW (870
De (3.68) segue que
Qy = ¢' (). (3.71)

Substituindo em (3.64) e (3.67) e integrando na varidvel z, entdo existem fungoes

f = f(z1) e ¢ = q(x1) tais que

-1 coshx;
Q1 = g 5
coshxq senhx
Q= ) 3.72
coshxq g+f ( )

Portanto, substituindo a primeira expressao em (3.63) e comparando com a derivada de
(3.51) com relagao a x; tem-se ¢’ = f’. Segue dai que
-1 coshxq

g
coshxq senhx

Segue da equagao (3.65) que

oW —1 1,
= g+ I

or;  cosh?x, senhx,

Substituindo (3.71) na equagao (3.69) e integrando com relagdo a x5, podemos considerar

uma fungao p = p(xy) tal que

_senh
W=, (3.74)

coshx

Derivando com relacao a x1 e comparando com a expressao anterior, vamos obter

1
= "dxy. :
p /senhxlf o (375)
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Substituindo (3.72) e (3.74) em (3.66) e comparando com a derivada de (3.73) com relagao

a r1, temos
senhxy (1 —2Cg) -1 ,,  coshxy ,,
2C — = — f". 3.76
R coshx / coshxq p senh?x, F+ senhxy / ( )

Do mesmo modo, substituindo (3.72)-(3.74) em (3.70) e comparando com a derivada

de (3.88) com relagao a x5, temos

1 2CR senhxy
"= —-(1-2C ! 1-2C .
g ( R)g + senhx + coshxy f+A 7) coshxy
Donde segue que
1 2CRr senhxy
"+(1-2CR)g = ! 1-2C .
g+ r)g senhxy * cosh:vlf + ) coshxlp
Portanto, existe uma constante A tal que
g+ (1 —=2Cg)g = A, (3.77)
1 , 2Cg senhxy
1-2C = A. 3.78
senhxy + coshx f+A 7) coshxq p ( )

Desta forma, para 1 —2Cx = 0, a solugao g(z2) e f(x) destas equagoes ¢ dada por (3.55)
e (3.56). Calculando a integral dada em (3.75) obtemos que p(z1) é dada por (3.57).

Suponhamos, agora, 1—2Cx # 0. Inicialmente observermos que, neste caso, as fung¢oes
Qe W, dadas em (3.72) e (3.74) nao dependem da constante A. Portanto, podemos supor
A = 0 nas equagoes diferenciais (3.77) e (3.78). Deste modo, g(x2) satisfaz a equagao
(3.60). Logo, de (3.78) segue que p(z1) é dado por (3.61). Além disto, substiuindo (3.61)
em (3.76) obtemos que f deve satisfazer a seguinte equagao diferencial (3.59).

Para finalizar a demonstracao da proposicao, observemos que as funcgoes €2, §2;, {25 e
W, dadas em (3.71)-(3.74), respectivamente, devem satisfazer a condigao algébrica (dada
no Teorema 3.7)

OF + Q5+ W? = 205(02 + W?). (3.79)

Para 1 — 2Ck = 0 esta condigao equivale a

-2 (Lo ) (- ) o

senhx;  coshx senh?x,

De (3.78) segue que as fungoes f(z1) e g(z2) devem satisfazer

(¢)? — 2Ag + Acosh’x, (A ) ) = 0.

coshxy
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Usando (3.55) e (3.56) obtemos (3.58). Para 1 — 2Cg # 0, a condi¢ao algébrica (3.79) se

reduz a

<g/)2 T g2 < 1 _ _2Cr 4 (1 o 2CR)senh :v1> 4

cosh?x cosh?x cosh?xy

~29 (lim + Aok + (L= 20w ) + (S8 ()7 — 20m 2 + (1= 20w)p?) =0

coshx coshx senh?zy

Portanto, de (3.61), temos (3.62).

Exemplo 3.19. Como na proposicao anterior, consideremos a pseudoesfera

parametrizada por
X(x1,29) = (sechxicosxs, sechxysenxs, tghry — 1), x1 # 0.

Sua curvatura Gaussiana é constante e igual a K = —1 e sua primeira forma fundamental

¢ dada por I = tgh’rdx? + sech®*r,dx3. Consideremos, também, uma funcao v tal que
cos% = tghzy, sen% = sechz;. (3.80)
Observe que 9 é solucao da equagao de sine-Gordon

¢x1x1 - ¢x2x2 == S€n¢. (381)

Afirmamos que a superficie X* obtida de X pela composi¢ao de duas transformacoes de

Bécklund BT'(}) e BT'(5) nao estd associada a X por uma transformagao de Ribaucour.

Prova da Afirmacgao: Resolvendo o sistema (3.28), para § = I, podemos observar que

i
funcao 1, definida por
eV2a1

e?2 4 e(V2H1)m

_ 6x1+x2

tg— = (\/_—i-l)

é uma nova solu¢ao da equagao (3.81) associada a v pela transformagao de Béacklund

BT(%). Do mesmo modo, a funcao 1),, definida por

vy  —coshx

4 )

também é solucao de (3.81) e esta associada a ¢ pela transformagao de Bécklund BT(%).
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Consideremos as fungoes L3 e Ly, definidas por

Ly = eV _ erte Ly = e® + V2t (3.82)

Seja ¢ a fungao dada por (3.21). Como 6, = § e 0 = 7, entdo usando a identidade

9
trigonométrica (2.17) e a defini¢do de n dada em (2.57) temos que

2x9Ls + ncoshx, L
_ by TN 1 47 n = \/§+1'
xoLy — ncoshxy L

(3.83)

Segue da defini¢ao de A, dada em (3.23) e dos coeficientes da primeira forma quadratica

da pseudoesfera, dados em (3.80), que

A xa(nsenhxy Ly + Ly) + ncoshxy(senhx1 Ly — L3)
 x9(senhx Ly — n2Ls) — ncoshay (senhx1Ls + Ly)’

Usando as fungoes Lz e Ly, definidas em (3.82), podemos escrever

. F1I2 + F2€x2 + F31’2€x2 + F4

- Fyxo + Fie®2 + Fyroe®2 — Fy' (3:84)
onde as funcoes Fi, - - -, Fy dependem apenas da variavel z; e sao dadas por
Fi(z1) = (n*senhx; + e’”l)e‘/g"“, Fy(z1) = n(senhxy + €**)coshz,
F3(z1) =1-—n*c"senhx, Fy(x1) = n(e**senhxy — 1)coshxy, (3.85)

Fy(x1) = (senhay —n?)eV2™, Fs(x1) = senhxy + n’e™.

Por outro lado, considerando as fungdes g, f e p dadas por (3.55)-(3.57) e (3.59)-(3.61)

e satisfazendo as condigdes iniciais (3.58) e (3.62) obtemos de h = —, onde Q e W sdo
dados por (3.51) e (3.54) que

g+ fcoshx;
—gsenhxy + pcoshx,’

h:

(3.86)

Nosso objetivo é usar o Corolério 3.16 para verificar que, neste caso, a composigao das
transformacdes de Backlund BT'(7) e BT'(5) de X nao corresponde a uma transformagao
de Ribaucour de X.

Caso 1: 1 —2Cir =0.
Neste caso, as fungoes f(z1), g(x2) e p(z1) sdo dadas por (3.55)-(3.57). Substituindo
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em (3.86), temos

Asenh?xy + Azi + Bra + (D + E)

h = .
(—Ax3 — Bxy + (A — D — E))senhxy + (Azy + F)coshay

(3.87)

Suponhamos inicialmente h = ¢, onde ¢ é a fungao dada em (3.83). Assim, a seguinte

igualdade se verifica
[Asenh®zy + A23 + Bxy + (D + E)| - [x9Ly — ncosha, L] =
= [(=A23 — Bxy + (A — D — E))senhx, + (Azy 4 F)cosha,]-
[n*w2Ls + ncoshay Ly].

Em particular, tomando limite quando x5 tende a zero, vamos obter
—[Asenh2z; + (D + E)] - (eV21 — 1) =
=[(A— D — E)senhxy + (Azy + F)coshz4] - (1 + e(\/i+1)x1>.

1 xr1 x1 x1
et —e et +e -
Como senhz; = — e coshx, = — entao podemos escrever

[Ae®™t + Ae= 21 4 (4D + 4E — 2A)] - (" — eV271) =
=2A—-D—-—FE+F)e""+2(—A+ D+ E+ Fle ™ + 2Axe*! + 2Axe "]

(1 + 6(\/5—1—1):51)_

Efetuando todos os produtos indicados, vamos construir combinacao linear envolvendo
varias fungbes exponenciais (na variavel x1) e produto de algumas destas fungées por
x1. Algumas parcelas desta soma podem coincidir mas, a fungao x; — x1e*' s6 aparece
uma vez, multiplicada pela constante A. Consequentemente, A = 0. Usando a condi¢ao

algébrica (3.58) obtemos também B = 0. Substiuindo na expressdo anterior, temos
(D —E+F)e*' +(D+E+ Fle ™ + (=D — E + F)eV2t2u1 4

+(D+ E 4 F)eV* = 2(D + E)e** —2(D + E)eV?*,
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Portanto,
-D—FE+F = 2(D+E),

D+E+F = 0,
~D—-E+F = 0,
D+E+F = —2(D+E),

cujas solugoes sao F'=0e¢ F = —D. Como B = 0 entdo, usando (3.55)-(3.57) temos

-D Dsenhxq D

plx1) = g(@2) = <

f(x1) 5

2coshzy’ 2coshzy ’

Portanto, de (3.51) e (3.54), segue que @ = W = 0, o que nao pode ocorrer em uma

transformacao de Ribaucour.

—1
Se h = — entao usando (3.21) e (3.86), tomando limite quando 3 tende a zero e

usando a defini¢ao de seno e cosseno hiperboélicos, vamos obter
20A—D—-E+F)e+2(—A+ D+ E+ F)e ™ 4+ 2Ax1e™ + 2Ax1e” "]
(V21— ™) = [Ae?™ 4+ Ae™®1 4 (4D 4 4E — 2A)] - (1 + V2o,

Com os mesmos argumentos anteriores, vamos obter A = B = 0 e o mesmo sistema de
equagoes lineares do item anterior. Donde F'=0e E = —D, ou seja, 2 =W =0, o que

nao pode ocorrer em uma transformacao de Ribaucour.

Suponhamos, agora, h = —A, onde A é dado por (3.84). Tomando limite quando x5

tende a 0, vamos obter
[Asenh®xy + D + E) - [senhxyL3(x1,0) + Ly(x1,0)] =
= [(A— D — E)senhxy + (Axy + F)coshzy| - [senhaxy Ly(21,0) — L3(x1,0)].
Usando (3.82) e a defini¢ao de seno e cosseno hiperbdlicos, podemos escrever
[Ae2' 4 Ae™2 4 4D 4 4F — 2A] - [3eVZHDm _ o(V2-l)ar _ 21 4 3] —
=2A—-D—-—E+F)e" +2(—A+ D+ E+ Fle ™ +2Ax,e™ + 2Ax1e” ")

.[e(\/i-f—?)l‘l _ 36\/5501 4 3emt — 6_$1].

Desenvolvendo as operacoes indicadas e usando argumentos analogos aos anteriores,
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podemos concluir que A = B = 0. Dai
(4D + 4E) - [3eV2 Do — o(V2-har _ o201 4 3] =
= [2(=D —E+F)e" +2(D+ E + F)e 1] - [eV2H2)21 _ 3eV201 | 3011 _ o1,
Segue que as constantes D, E, F devem satisfazer ao sistema
( D+ E+3F = 0,
D+ FE-3F = 0,

~D—E+F = 0,

D+E+F = 0,

\

cujas solugoes sao £ = —D e F' = 0. Como antes, teremos 2 = W = 0, o que nao pode

ocorrer em uma transformacgao de Ribaucour.

1 -
Finalmente, se h = — entao, de modo analogo ao caso anterior, vamos obter que
A= B =0eque D, E, F devem satisfazer ao mesmo sistema acima. Desta forma,

temos a mesma conclusao dos itens anterios.

Vamos agora analisar a situagao em que se tenha 1 —2Cr # 0. Observemos que, neste

caso, as solugbes da equagao diferencial (3.60) sao dadas por

Bycos(v/1 —2¢ x9) + Basen(v/1 —2c z3), sel—2¢>0,

g(x2) = (3.88)
Blem T2 4 Bye~ V2l r2, se 1l —2c<0.

Caso 2: 1 —2¢>0 . .
Neste caso, a funcao h é diferente das fungoes ¢, _—, —Ae A uma vez que, fixado

x1, h é uma funcao peridédica com relacao a variavel x5 e 0 mesmo nao ocorre com estas

quatro fungoes.

Caso 3: 1 —2¢<0
Suponhamos h = ¢. Considerando f e g solucoes de (3.59) e (3.60) e p, dado por
(3.61) entao seguem de (3.83) e (3.86) que

(g9 + fcoshay)(xaLy — ncoshaLs) = (—gsenhxy + pcoshay)(n*wyLs + ncoshay Ly).
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Denotemos por 77 o primeiro membro desta equagao e por T, o segundo. Usando
(3.82) e (3.88), temos

Ty = BinayedtvZeDz 4 B p2e(V2ilriy, V2T o2y
—Bmcoshgl:le‘/i w1V2e—T 22 4 Bmcoshxlemle(H‘/ﬁ) T2
BonPape=vZeDz2 4 B p2e(V2H1 g o=V2e-T a2
—Bgncoshxle‘ﬁ Tlo=V2e-T @2 4 B2ncoshxlezle(1_‘/207_1) T2 4
f(x1)coshxy <772:v26x2 + 7726(‘@“)‘”1932 — ncoshxe™ + ncoshxlemle”) ,

Ty = Bin?senhzie® zoe V2D _ Bin2genha eV? w1 eVl 2y
—Blncoshxlsenhxle(‘/ﬁ“)“em r2 Bmcoshxlsenhxle(HM) 24
Bon?senhazie® zoe=V2e D72 _ Bop2genhaieV? T1ppe V2T w2 q
—Bgncoshxlsenhxle(ﬂ“)"“e*‘/m T2 BgncoshxlsenhxleU*M) 24
p(z1)coshay (—7)26”"13:26” + 7}26‘/5 Ty + ncoshme(ﬂ“)xl + ncoshxle@) )

Observemos que, fixado z; # 0, cada uma das expressoes acima forma uma combinagao

linear envolvendo as seguintes fungoes (na variavel xs)

1. %2 V2c—1 x2 —/2c—1 2 (1+v/2¢c—1) z2 (1—v/2c—1) 22
, €7, € , € , € , € ,
T, 51326:02, x2€s/20—1 :cz’ ng—m 1‘2’ $26(1+\/20—1) :cz’ x26(1—\/2c—1) z2

Note que, independente o valor de ¢ (¢ > %), as fungoes

(144v/2¢-1) =2 V2c—1 x2

To e e Tor>e

sao distintas das demais. Portanto, da igualdade T} = T3 temos que

{exlBl = —senhx By,

B, = e"'senhxBs.

Como B; e By sdo constantes (independe do valor de z; que tenha sido fixado) entéao
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By = By = 0. Desta forma, temos

f(zq) <7]2:Ij'26$2 + 7726(‘/5“)“’1952 — ncoshxe™ + ncoshxle”’le“) =

p(x1) <—7726"”1I26x2 + ?726\/5 Tlre + ncoshxle(‘/ﬂl)m1 + ncoshxw“) .

Como f e p dependem apenas de z; e o conjunto {1,zs,e" x9e*™?} € linearmente
independente entdo, para cada x; # 0 fixado, obtemos (comparando os coeficientes de
Ty € T2e™?) que

@) = —e"px),

e f(z1) = pla1).
Como x1 # 0 é arbitrario entao f = 0. Como By = By = 0 entao g = 0. Dai 2 =0, o que

nao pode ocorrer em uma transformacao de ribaucour.

—1
Se h = — entdo, de (3.83) e (3.86), temos
¥

(g9 + fcoshaz1)(n*wyLs + ncoshaiLy) = (—gsenhxy + pcoshay)(—xyLy + ncoshay Ls).

Denotemos por T3 o primeiro membro desta equagao e por Ty o segundo. Segue de (3.82)
e (3.88) que

Ty = n2eV21BiggeV2lo2 _ p2em1 B g o(1+v2emD) 22y
ncoshay ByeWV2Ze=D o 4 peosha,e(HV2e B ev2eT oy
nzeﬁxlngge*m T2 n261132x26(1*M) T2 4
ncoshay Boel=V2=D) @2 4 peosha,e(HV271 Bye=vV2e-T w2y
f(z1)cosha (7726\/%1932 — n*e" x9e™ 4 ncoshxie™ + ncoshme(ﬂﬂ)“l) ,
Ty = senhzBizeetVZD @2 4 senhy (V2 21 B pyev2e-T o2y
—T]Senhaclcoshx‘le‘/5 x131€m 2 + msenhxycoshrie™ B1€(1+M) T2y
senhay Boxoe V2D ©2 | genhg, eV #1 By e=v2eT w2y
—77<5’€nh$1008h$1€‘/5 © Bye V2T 22 4 psenhay cosha, et Byel=v2e1) w24

p(x1)cosha; <—€(l+‘/§)mlx2 — 19€"? — ncoshxefe™ + ncoshxleﬁ“) .
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Com argumentos anélogos aos anteriores e usando, novamente, os coeficientes das funcoes
xg > e(ITV2e=1) 22 ¢ gy o=V2e=1 22 yamos obter da igualdade Ty = Ty que

{ B = senhx,e™ By,

e"1By = —senhxzBs.

Dai B; = By = 0. Assim, como no caso anterior, teremos f = g = 0 e, consequentemente,

) =0, o que nao pode ocorrer em uma transformacao de Ribaucour.

Suponhamos, agora, h = —A, onde A é dado em (3.84). De forma equivalente,

suponhamos que
(9 + feoshxy) (Fsxg + Fye™ + Fyaqe™ — Fy) =
= (gsenhzy — pcoshzy) (Fixe + Fye™ + Fyxee™ + Fy)

uma vez que h ¢ dado por (3.86). Denotando por T5 (resp. Ts) o primeiro (resp. segundo)

membro desta equagao e usando (3.82) e (3.88) temos
Ty = BiFsxpeV? 122 4 B Fjeltv2e-Doay
Bl1*—16@6(“”/267_1)9”2 — Blea‘/zci_1 T2y
ByFyppe V2l o2 4 B Fe(l-v2e—Taza
By Fyppe(l=vV2eDz2 _ B V2T az g

f(z1)coshxy (Fsxe + Fye*? + Fgxqe™ — Fy)

T = Bi\FisenhzizoeV?™1 2 4 B Fysenha e tv2e-Tea 4
By Fysenhxzoe1 V202 - By FysenhayeV?e1 =24
BzFl5671}@1%26_‘/267_1 2 4 Bgngenhxle(l_\/ﬁ)@—i—
By Fysenhayxoel=V2e-D22 4 By Fysenha e V2T 24
—p(z1)coshxy (Fixe + Foe®™ + Fyrqe™ + Fy) .

Com argumentos analogos aos anteriores e usando, novamente, os coeficientes das fungoes
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F,B; = Fysenhx By,
_F2B2 = F48€nhZL‘1B2.

Donde B; = By = 0 pois, pela definigao de Fy e Fy, dados em (3.85), temos que
Fy — Fysenhx, = —ncosh3x, e Fy + Fysenhx, = ne*'cosh3x, sao nao nulos. Como nos
casos anteriores, obtemos f = g = 0. Consequentemente, {2 = 0, o que nao pode ocorrer

em uma transformagao de Ribaucour.

1
Finalmente, suponhamos h = —. Ou seja, usando (3.86) e (3.84) estamos supondo

A
que
(g + fCOShZEl) (leQ + FQGIQ + F31E2€I2 + F4) =

(—gsenhzy + pcoshzy) (Fszg + Fye™ + Fgage™ — Fy).

Denotando por T (resp. Tg) o primeiro (resp. segundo) membro desta equagao e usando
(3.82) e (3.88) temos

T, = BiFjzeeV¥ 172 4 B Fe(tv2e-Taay
BlF3$2€(1+m)x2 + By FyeVilay
ByFimye V2l o2 4 B e(l-v2e—Taa
By Fyppe(t-V2e-Da2 4 By Fje=V2rTaay

f(z1)coshxy (Fixg + Foe® + Fixqe™ + Fy),

Ty = —DBjFssenhxixrqeY?c 1 %2 — B Fysenhxpetv2e—Dezy
— B, Fgsenhazoe1 V202 4 B Fysenhx eV2e ! @24
— By Fysenhayxoe V21 %2 — By Fysenhayell—v2e-Dra 4
— By Fysenhazoel V2 D2 4 By Fysenhpye V2ol @24
p(x1)coshxy (Fsxe + Fpe*? + Fgroe™ — Fy).

Com argumentos analogos aos anteriores e usando, novamente, os coeficientes das fungoes
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KBy, = —Fysenhx By,
F4B2 = FQS€’I’LhZE1B2.

Analogamente ao tultimo caso, temos B; = By = 0. Como nos demais casos, obtemos
f =g = 0. Consequentemente, €2 = 0, mas isto nao pode ocorrer com uma transformacao

de Ribaucour. Isto conclui a demonstracao da afirmagao.
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