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“As vezes é preciso desentender para

compreender.”

(Autor desconhecido)
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Resumo

Realizamos um estudo completo baseado no grupo de renormalizagdo (RG)
de duas cadeias de Luttinger acopladas (MDCA) de férmions sem spin sob interagoes
do tipo intrabanda frontal e interbanda frontal, backscattering e umklapp até a or-
dem de 2-loops. Demonstramos a presenca do confinamento quantico nos pontos de

Fermi, com os acoplamentos fluindo para os pontos fixos de um liquido de Luttinger.



Abstract

We perform a field theory renormalization group (RG) calculation for two
coupled chains model (TCCM) of spinless fermions in the presence of intraband
forward, interband forward, backscattering and umklapp interactions up to two-
loops. We demonstrate the presence of quantum confinement of the renormalized
Fermi points with the renormalized couplings flowing towards the single chain Lut-

tinger liquid fixed points.
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Capitulo 1

Introducao

O liquido de Luttinger, que é caracteristico de um sistema de elétrons corre-
lacionados em uma dimensao espacial (1D), representam um dos mais interessantes
exemplos de comportamento do tipo nao-liquido de Fermi, com intricadas propri-
edades sem contraparte em dimensoes superiores, como a separacao de spin e de
carga [I] e a correspondéncia direta entre as excitagoes bosonicas e fermionicas [2].

O crossover entre o estado de liquido de Luttinger e o liquido de Fermi é
um problema fundamental para transig¢oes de fase quanticas em sistemas fortemente
correlacionados. Quando isso ocorre, os graus de liberdade do sistema comportam-
se como se estivessem se reduzindo a 1D. Sistemas importantes como condutores
organicos [3], os estados de borda™ de sistemas Hall quanticos [4], isolantes to-
poldgicos [8], nanotubos de carbono [, [] e supercondutores de alta temperatura
critica (alto-Tc) [R, 9, 00] s@o relacionados ao comportamento tipico de liquidos
de Luttinger. Intermedidrio entre sistemas 1D e duas dimensdes espaciais (2D),
o acoplamento entre duas cadeias de Luttinger é na pratica um sistema quasi-1D.
Tais sistemas servem, a grosso modo, como prototipos para o estudo de condutores
organicos 1], as cadeias CuO e os planos CuO, associados aos supercondutores de
alto-Tc [I0]. Como no caso 1D, a superficie de Fermi de sistemas quasi-1D con-
siste em pontos de Fermi discretos ou um conjunto de pontos de Fermi que formam

uma superficie de Fermi discreta, em contraste com sistemas de dimensoes 2D e di-

'do inglés edge states.



mensoes superiores, onde a superficie de Fermi é continua ou um conjunto de partes
continuas.

Com efeito, muitos estudos tém se focado em sistemas de elétrons fortemente
correlacionados quasi-1D, de modo a se ter maior controle das técnicas analiticas
e métodos numéricos, devido a proximidade com o caso de sistemas 1D, que sao
integraveis e exatamente soliveis. A abordagem de grupo de renormalizacao tem
sido muito eficiente nesse contexto, permitindo a investigacao de muitos fenomenos
associados a esses sistemas, tais como os efeitos de desordem [12], o comportamento
critico [13], fases de acoplamento fraco [I4] e acoplamento forte [I5] e emparelha-
mento supercondutor [16].

A investigacao de sistemas quasi-1D também levanta a questao sobre a
existéncia ou nao da quebra do regime do liquido de Fermi em dimensoes superiores,
como ocorre no caso 1D, e, se for esse o caso, de como se daria o crossover dessa nova
fase para o regime de liquido de Fermi. Nesse contexto, o problema do confinamento
quantico ¢ um dos mais importantes no sentido de se responder esta questao. Um
primeiro ponto se refere a relevancia do hopping perpendicular ¢, envolvendo duas
cadeias de férmions, responsavel pelo movimento transverso entre cadeias, discutida
inicialmente por Anderson [[I7]. Esperaria-se que se ¢, fosse suficientemente fraco,
nao haveria uma mudanca consideravel no sistema quasi-1D, e as quasiparticulas
continuariam a nao ser bem definidas como em 1D. Trabalhos mais recentes tém
mostrado que essa questao nao é tao simples como pode parecer a primeira vista.

De fato, ela deve envolver uma cuidadosa consideracao da renormalizacao da su-

)

perficie de Fermi [I8, 19, 20, 21,

)

K

7, 23, 24]. Nesse contexto, o efeito de interagoes

fortes na forma da superficie de Fermi de cadeias fracamente acopladas tem sido
observado com um estado confinado onde os termos perpendiculares, responsaveis
pela mobilidade entre cadeias, se anulam levando a auséncia de mobilidade entre

cadeias [25, P6]. Esses trabalhos, no entanto, levam em conta essencialmente o



termo de backscattering® interbanda® ou nao sao completamente autoconsistentes
[27], uma abordagem mais apropriada deve conter todas as interagoes compativeis
de interagoes elétron-elétron entre as duas cadeias desse sistema e um procedimento
de renormalizacao autoconsistente.

Além disso, a consisténcia dos métodos de grupo de renormalizagao esta
também associada a cuidadosa observagao das identidades de Ward-Takahashi [31,
37], algo que ja é bem observado no contexto das teorias de gauge em altas ener-
gias [B3]. Nesse sentido, os trabalhos de Dzyaloshiskii e Larkin [34] e Di Castro e
Metzner [35], discutem essas identidades no contexto de sistemas 1D, para o liquido
de Luttinger, mas nao levam em conta a presenca de anomalias quanticas, que sao
a quebra de simetria cldssica pelo procedimento de quantizacdo [B6]. A presenga
dessas anomalias é bem estabelecida no contexto de teoria de gauge envolvendo
férmions quirais (141, 3+ 1, etc.) e isso nos obriga a observar ainda mais cuidado-
samente a construcao de uma identidade de Ward-Takahashi anémala que incorpora
o termo de anomalia [38]. Numa tentativa incorporar essas questoes no contexto de
fisica da matéria condensada, os trabalhos de Benfatto, Galavotti e Mastropietro
tem abordado a inclusao de métodos nao-perturbativos para atacar os problemas de
elétrons fortemente correlacionados [39, 40, &1 e em particular a questao da anoma-
lia no liquido de Luttinger [A2]. Mais recentemente, essas técnicas foram utilizadas
em conjunto com a abordagem perturbativa, por Costa, Ferraz e Mastropietro para
construir e resolver consistentemente a identidade de Ward-Takahashi anomala para
o sistema quasi-1D de duas cadeias acopladas de férmions sem spin, envolvendo o
conjunto completo de interagdes entre cadeias com simetria quiral [43].

Nos tltimos anos, os métodos de grupo de renormalizagao de teoria quantica
de campos tém sido empregados na abordagem de problemas de sistemas de elétrons
fortemente correlacionados em modelos fermionicos, tais como, por exemplo, o mo-

delo de Tomonaga-Luttinger [44], modelos com superficies de Fermi chatas em

2Espalhamento “para tras”.

3Resultante da interacio entre cadeias.



2D [A5], susceptibilidades de carga uniformes em baixa dimensionalidade [46], fase
liquida de spin isolante [47], cdlculos de fungoes resposta [48] e quebra do regime do
liquido de Fermi em 2D [4Y], entre outros [60, 5.

Nesse contexto, consideramos nesta tese, o modelo de duas cadeias aco-
pladas (MDCA) levando explicitamente em conta as interagoes entre particulas de
quiralidades opostas que preservam a simetria quiral e realizam todas as possiveis
trocas de “cor”? (representando processos associados as bandas ligante e antiligante,
que se originam da presenga do termo perpendicular) e que, no limite de confi-
namento quantico, reduzem-se a interacoes apenas do tipo g, que sao interagoes
frontais elétron-elétron em 1D. Mais especificamente sao consideradas as interagoes
intrabanda frontal e interbanda frontal, backscattering e umklapp®. Aplicamos com-
pletamente a abordagem de teoria quantica de campos para grupo de renormalizacao
até a ordem de dois loops (2-loops), levando em consideracao a renormalizagao auto-
consistente do peso da quasiparticula, dos pontos de Fermi e de todos os acopla-
mentos existentes. Para tanto determinamos um conjunto de equacoes de fluxo de
renormalizacao para todas essas grandezas fisicas mencionadas acima. Calculamos
assim as fungoes irredutiveis renormalizadas de uma e duas particulas que descrevem,
respectivamente, as contribuicoes devidas a autoenergia e aos processos de espalha-
mento envolvidos, até a ordem de 2-loops, levando em conta todo o procedimento
de renormalizacao.

O foco principal desta tese é o problema do confinamento quantico, como
resultado do estudo do sistema de equagoes de grupo de renormalizacao até a ordem
de 2-loops obtido para esse sistema. Antes de tratarmos dessa renormalizacgao,
discutimos as relagoes de Ward-Takahashi propriamente ditas e a anomalia quantica
associada que foram objeto de discussao de outro trabalho independente [43]. Nos

reproduzimos alguns desses resultados usando um formalismo com campos livres de

40 termo “cor” é mais apropriadamente associado ao “sabor” em altas energias. O uso do

termo fica claro aqui, uma vez que as bandas sao distinguidas por duas cores.

SInteragoes com troca de bandas (“cor”).



Dirac em 1+ 1 na presenca de interacoes de uma e duas cores. Nos mostramos que
as interagoes de uma cor (interagoes frontais intrabanda e interbandas) podem ser
associados as correntes axiais, em um contexto semelhante ao que acontece com o
modelo de Schwinger em 1+1 [62, 53, b4]. Como é sabido, nesse modelo a a¢ao de um
campo externo associado a correntes axiais em um campo de Dirac leva a presenca
de anomalia, que é um resultado dos requerimentos simultaneos de conservacao da
corrente vetorial (conservagao de carga) e conservacao da corrente axial (simetria
quiral) sob as transformacoes vetorial e axial, respectivamente. Assim, usando uma
nova roupagem noés reproduzimos as identidades de Ward-Takahashi e identidades
de Ward-Takahashi anomalas obtidas em [43].

Esta tese estd organizada da seguinte maneira: primeiramente, discutimos
alguns sistemas 1D e também duas cadeias acopladas. Depois, discutimos a questao
das anomalias quanticas no MDCA. Em seguida, iniciamos a analise detalhada do
MDCA dentro da abordagem de grupo de renormalizacao, efetuando as analises
completas das fungoes irredutiveis de uma e duas particulas, as equagoes de grupo
de renormalizacao. Finalmente, discutimos a questao da presenca de confinamento
quantico no MDCA. Incluimos também alguns apéndices, onde alguns detalhes de

calculos importantes, mas que nao cabem no texto, sao detalhados.



Capitulo 2

Sistemas unidimensionais

2.1 Diagonalizacao dos elétrons em uma rede unidimensio-

nal

O hamiltoniano livre em uma rede unidimensional pode ser escrito da seguinte forma

em linguagem de segunda quantizacao

Hy = Z tz’j@g@jm

27]70-

(2.1)

onde ¢;; sao os elementos da matriz de transferéncia do sitio ¢ para o sitio j, e

1, sao operadores fermionicos.

Podemos também escrever qﬁw no espago dos momentos (h = 1) através da

seguinte transformada de Fourier

N 1 ik
wk:a:\/_/v,zek %'m

2

ou através da transformada inversa

o L —tkx; ],
ww - \/N’ ; € wkga

onde N representa o nimero total de sitios.

(2.2)

(2.3)



Considerando apenas hopping entre primeiros vizinhos ( modelo de tight-
binding) a matriz de transferéncia (“salto”) pode ser definida através de seus ele-

mentos t;;,

—t sej=1+1,1—1;
tij = ’ (2.4)
0 caso contrario .

Podemos entéao reescrever o hamiltoniano livre (1) como

HO — _tZ(6j7i+1+5j,i71)1ﬁ30'1ﬁj0

Z7‘7’U

= —t Z(@alﬁiﬂo + 1/;301&1*10)- (2:5)

1,0
Da equagao (2Z3), temos
s —t o
¢ja¢i:l:10 = W Zelkxzwliae W xzjﬂwk”a
e k!

—t ik, ], —ik!(z;%a), 7,
= el e, (2.6)

ke k!
onde usamos x;+1 = x; = a, uma vez que a distancia entre primeiros vizinhos é
a constante da rede a. Podemos simplificar um pouco a equacao (Z3H), usando a
relagao anterior, equagao (28), na seguinte soma
i A _ 2 i (h—k) og( K a)e)! .
VigWitio T ¥igizte = —7 ) e cos(k'a)y), Vrso- (2.7)
%

Usando também a relagao
S L
Zem(k M) = NG, (2.8)
i
podemos reescrever a hamiltoniana como

Hy = —2tz cos(k;a)@@,iaz/;ko. (2.9)

k,o

Definindo a energia dependente de k,

e = —2t cos(ka), (2.10)



chegamos finalmente a equagao do hamiltoniano em sua forma diagonalizada
Hy = Zé?k"@;:glﬁko- (2.11)
ko
Da equagao (210), temos também
€k = Epq2m, (2.12)

isto é, a relagao dispersao (2Z10) é periddica de periodo 27/a no espaco dos momentos
k. Podemos assim definir a zona de Brillouin, confinando o sistema a valores de k
no intervalo m/a > k > —n/a. A relacdo de dispersao ¢, define uma estrutura de
banda tnica para o sistema.

No ensemble grande-canonico, podemos definir a seguinte quantidade
Hy— uN =Y &)l tio (2.13)
k,o
onde N é o operador numero total e

£k =& — M. (2.14)

E interessante ressaltar a diferenca entre a relacao de dispersao em uma rede uni-
dimensional, que é periddica, —2t cos(ka) — p e a relagao de dispersao dos elétrons
no espago vazio (gds de elétrons), que é parabdlica, ou seja, ik?/2m — p. Na figura

21, tracamos esses dois casos.

2.2 Interacgao elétron-elétron

Considere inicialmente uma interacao elétron-elétron que pode ser representada ge-
nericamente por

Hie = Y (6 4IVIE 30050 i

iji'j'oo’

- Z V;ji/j’zﬁjgzzj;g/r@j’a’zzi’m (215>

iji'j'oo’



relacio de dispersao

£k

— gas de elétrons

— rede 1D

Figura 2.1: Comparagao entre as relagoes de dispersao de um gas de elétrons e em uma
rede 1D. A primeira regiao de periodicidade, entre —m e 7w é a primeira zona de Brillouin
(a = 1). O potencial quimico p corresponde aos pontos onde & = 0, i.e., os pontos de
Fermi kp, tais que it = €, = €r ¢ a energia de Fermi.

onde 1@; e 1@-0 sao operadores de criacao e aniquilacao para elétrons com operadores
de projecao de spin ¢ =T, | no sitio ,

V>0 sej=i=7=1;
Vijirjr = ’ / (2.16)

0 caso contrario.

A fim de obedecer o principio de exclusao de Pauli, sob uma interacao de elétrons

precisamos ter spins opostos. Assim,

Hint = Z V((SJT(SUIL + 5Ul50'T)@EZU¢JU/QZJiU’@Z}ia
- VZ (tﬁjﬁzjﬁzll@&ﬁ + @/A)@THZZTT@ZZT@%) (2.17)

Podemos definir o operador niimero

fio = U] bio, (2.18)
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tal que o produto para spins opostos ¢ pode ser escrito como
niphi| = @Tlﬁm’@ﬁﬁu (2.19)
Podemos assim reescrever o termo de interagao da seguinte forma
Hiypy = V'Y (Rapfiy + i) . (2.20)
i
Uma vez que operadores nimeros comutam, temos
Hiypy = 2V iy, (2.21)
i

Podemos entao realizar a seguinte transformacao 2V — U tal que a interacao é de

fato dada pelo seguinte termo

Hyy = U fipy. (2.22)

2.3 Modelo de Hubbard 1D

O modelo de Hubbard 1D consiste em um modelo de tight-binding mais o termo de

interacao (2222), ambos descritos nas se¢oes anteriores. Temos assim,

H=Y epl,br+UY iy (2.23)
k,o 7
e também
H— N = Z &l thke + U Z Nip i) (2.24)
k,o 7

onde N é o operador numero total
N=> . (2.25)

it € o potencial quimico e & é a relagao de dispersao com o potencial quimico levado

em consideragao.
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Podemos escrever o termo de interacao no espago dos momentos k. Por

meio da transformada de Fourier

h— L —ika; ]
1/}20 \/,/T[ g € wkau

os operadores nimero podem ser reescritos

. 1 ik Vs A% 2
Nig = NG Ze (h=F) W;Tm@bk'a- (2.26)
kK
Usando a relacao
~ ~ ]. Z L/ A T ~ ~ ~ ~
NNy = m Z € (k=k'+a=d') Zw£T¢k/Twllwq/l> (227>
k,k',q,q"
temos
R N ]_ ~ ~ ~ ~ i(k—k' — s
D iy =15 Y iy, Y et (2.28)
7 k,k',q,q" i
Considerando a relacao
Zeizi(kfk’+q*q’) = N Osqisa (2.29)

mudamos a equagao (ZZ2R):

. LS~ gt it g
annz‘l - N Z ¢2T¢k’T¢gl¢q’i5k+q,k’+q’
i

kK \q,q'
1 A
= 7 2 Vel rrgw. (2:30)
k7k/7q
Finalmente, o hamiltoniano de interacao pode ser reescrito como

. 7 N .
Hiny = N Z %WLWH—MWMT- (2.31)

k7k/7q

O modelo de Hubbard 1D no espaco dos momentos k£ pode entao ser expresso do
seguinto modo
H—puN =Y & o + N > P kg iy (2.32)
k,o k.k'\q

No limite termodinamico, em que o nimero de sitios tende ao infinito (N, L — o),

as somas nos momentos podem ser convertidas em integrais por meio da relacao

d> - %/dk. (2.33)
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2.4 Linearizando a relacao de dispersao

Expandindo a relacao de dispersao em (E232) numa série de Taylor em torno do

ponto de Fermi kg, temos

1dn¢
) —Z ldk:|k jp (b — k)™ (2.34)
n=0

Podemos linearizar a relacao de dispersao considerando apenas termos de primeira

ordem. Assim,
d
é}(f) =&r+ 5k|k kp (k= k). (2.35)

onde

&7 = il (2.36)

Definindo a velocidade de Fermi vy

dﬁk
temos
) — k—k 2.38
& {r 4 vp( F)- (2.38)
A energia de Fermi é tal que, em T = 0,
ep = —2tcos(kra) = p. (2.39)
Assim £r = 0 e a forma final da relacao de dispersao linearizada é dada por
e = vp(k — kp). (2.40)

Podemos também realizar a expansao em torno do ponto de Fermi oposto —kp.

Neste caso,

_ 1 d"&,
& = Z g o=t (K + K" (2.41)
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e linearizando até primeira ordem, temos
_ d
=gt %M_;@(k‘ + k). (2.42)

Uma vez que a funcao cosseno é par, vemos que a energia de Fermi no nivel de Fermi
¢ ainda igual ao potencial quimico u, assim £z = 0. Podemos também observar que

a velocidade de Fermi é —uvp, isto é,

d
% A (2.43)

Temos entao que na vizinhanca de k = —kp,
&) = —vp(k + kp). (2.44)

Desse modo, a linearizacao divide o espago dos momentos em duas vizinhancas
quirais, uma proxima a kg, lado direito (+), e a outra préxima a —kp, lado esquerdo

(—). Com efeito, a “superficie” de Fermi consiste aqui (em 1D) em dois pontos: kg

e —kF
De modo geral, podemos escrever
& = vr(sk — kr), (2.45)
onde s = +. Notamos que as particulas préximas a krp tém momento positivo

e préximas a —kp apresentam momento negativo. Assim, reescrevemos (ZZ3) da

seguinte forma

v = vp(|k| — k). (2.46)
Podemos redefinir a equagao 5,(:) = eq, tal que

ek = Vp(sk — kp). (2.47)

Os termos de operadores de criagao e aniquilacao também carregam a qui-
ralidade, de modo que wT_ wo € V_io representam particulas da esquerda e w,io e Vi
particulas da direita. O hamiltoniano livre é assim reescrito como

f{O = Z 55“&2]@02@%0’ (248)

sko
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onde s = 4. Note-se que, dessa maneira, H, apresenta, obviamente, simetria quiral,

que é invariancia sobre trocas + — F.

2.5 Tipos de interacao para o modelo linearizado

As interagoes envolvendo o modelo linearizado podem ser classificadas em quatro
diferentes tipos, seguindo a abordagem de acoplamentos (g-ologia) que representam
possiveis processos de espalhamento particula-particula e particula-buraco para o
sistema. H& quatro possiveis acoplamentos, denominados, respectivamente, gy, go,
g3 € g4. O acoplamento g; representa o processo chamado backscattering, o acopla-
mento gs representa o espalhamento frontal entre as duas quiralidades diferentes, o
acoplamento gz representa o espalhamento que é chamado umklapp e finalmente g4
representa o espalhamento do tipo frontal entre particulas de mesma quiralidade. A
figura 272 resume os tipos de interacao, onde as linhas cheias representam particulas

W

“+” (lado direito) e as tracejadas as particulas (lado esquerdo). As interagoes
—1gy e —ig, estao relacionadas a pequenas transferéncias de momento, menores que
kr, a interacao de backscattering —ig, é da ordem de 2k, interacao do tipo umklapp
—1ig3 torna-se relevante apenas no caso envolvendo uma banda semi-cheia, da ordem

de 4kpr. A presenca de spin gera para todos os acoplamentos termos de spins para-

lelo || e antiparalelo L [IT]. Assim o hamiltoniano de interagdo passa a ser escrito
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—igs

Figura 2.2: Linhas tracejadas correspondem aos férmions da esquerda (“-”), linhas cheias
correspondem aos férmions da direita (“4”). Acoplamentos para os diferentes tipos de
espalhamento no sistema: tipo frontal —igo representa o espalhamento entre + e —; tipo
frontal —ig4, entre + e + ou — e —; do tipo backscattering —ig; representa o espalhamento

com troca de ramos +=F — F=; do tipo umklapp —igs representa dupla troca de ramos

++ — FF.
Comom
~ 1 N N N N
Hint = ./T/ Z (gl||5a,a’ + glléa,—a’) ¢£,U¢ikl7gl¢k,+2k‘p+q,0'/¢—(k—2kp—q),o’
k,k',q,0,0"
1
TN Z (92100 + 92.100-07) B0 10 o4 0P
1 N o ~ o
+ 2N Z (9310000 + 931.06,—07) %70@/,U/¢—(k'—2kp+q),a’¢—(k—2kF—q),a
k.k' ,q,0,0'
1 N N N ~
* T[ Z g3||5a,a/ + g3J_50,fa") wik7gwik/7alwk’f2kp+q,a’wkf%pfq,a
k.k' ,q,0,0'
1
+ 2N Z g4||50'0' + g4J_50' —a’ ) wk gwk/ ¢k’+q,0' wk q,0
kK’ ,q,0,0'
+ Z g4||5aa +g4J_50 —a! ) ¢ kgw_k’ g/@D (k'+q),0 ’QD (k—q),0
2./\/
k,k',q,0,0'
(2.49)

LA presenga de simetria SU(2) simplifica o niimero de acoplamentos.
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Note que a razao do processo de backscattering necessitar de momentos da ordem de
2k se d& devido ao fato de que uma particula de cada lado cruza para o ramo oposto,
o que corresponde a uma diferenca de | £ (kp — (—kp))| = 2kp. J& o processo de
umklapp envolve o cruzamento de duas particulas de um mesmo ramo para o ramo
oposto, o que corresponde ao dobro da diferenga anterior 2| £ (kp — (—kp))| =
4kp. Por outro lado, como nos espalhamentos frontais as particulas nao mudam de

quiralidade, as transferéncias de momento sao pequenas, de magnitude menor que

kp.

2.6 Introducao do cutoff A

Agora introduziremos um cutoff ultravioleta fixo A que restringe os estados permiti-
dos de uma particula, especificando assim os valores de momento dentro do seguinte

intervalo
— A+ kp <|k| <kp+A. (2.50)
O cutoff de energia correspondente é definido por
Q = 20pA (2.51)

O uso de um cutoff aplica-se igualmente aos dois ramos do espaco k, isto é, nas
vizinhangas dos pontos de Fermi —kp e kp.
Quando A — oo temos o mar de Dirac, correspondendo a um infinito de

particulas em cada quiralidade.

2.7 Simetria U(1)

A simetria U(1) é basicamente dada pela invariancia sob a seguinte transformagcao

global de fase, que esta diretamente associada a conservacao de carga,

Do — €150, (2.52)
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Podemos ver que o hamiltoniano total nao se altera
—ia 0t o), U —ia 0t —ia 0T i) e
kae wkge Yo + '/T/- Z € wme wae Yrqir 1€ Yy (2-53>
ko kK g

Os termos e e €'* se cancelam, deixando assim o sistema invariante sob a trans-

formacao de simetria U(1).

2.8 Lagrangiano

A utilizagao do lagrangiano é de particular importancia no desenvolvimento do
método perturbativo para os calculos de diagramas de Feynman e para a obtencao
do gerador funcional.

Por meio de uma transformagao de Legendre, segue se entao que (h = 1),
L= dl,i0b, —H. (2.54)
k,o
Em particular, usando o hamiltoniano (2=32)
Y R U oot p
H=H—puN = Z §eko Vho + N Z V1 Vg Vktg—k 1 VK1

k,o k,k'.q

temos

L= (0 — &) o — N DR SR (2.55)
k,o k,k',q

Usando a forma linearizada da relagao de dispersao &, dada pela equagao (E47),

obtemos

£=3 0L, [0 — vr(kl = ke)l o — 17 D Dyl dnsgwior. (256)
k,o kK’ q
Considerando as contribuicoes devidas a cada quiralidade s = +, podemos reescrever

N ) N U N PN o
L= Z wlkg [Zat - €sk] wska - /T/ Z wlkTw;lwsk-l—q—s’k/lws/k’T- (257>

! /
k,s,0 kK’ s,s',q
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Levando-se em conta agora as interacoes envolvendo os acoplamentos na repre-
sentacao de g-ologia, podemos reescrever o lagrangiano na forma

L = Zlﬁlk(, [0 — €st] Vsko

k,s,o

Z gl||60',0'/ + glJ_(Sa,fU’) w};gwik/,glwk/+2kp+q,a"w—(k—2kp—q),o

k.,k'.q,0,0'

Z g2||500’ +92J_50 J)wkg¢ Ko /¢ (k'+q),0 'l/}k q,0

ZI

JT/
a W Z g3‘|5070' + g3i50,—0’) @ZJ]];’U'QZ)L,g’w*(k’*QkF+Q),U'¢*(k*2kF*Q):U
kK,
B W Z g3\|5070’ + gSL(Sa,—a’) wik’aqﬁik/,U/¢k’—2kp+q,a’¢k—2klr—q,a
k,k',q,0,0’
1 ~ ~ ~ o
- 2_ Z 94“50,0’ + 941_50,—0') w;o—w[zl’alwk’—kq,o’wk—q,o‘
k.k',q,0,0’
— o 2 (e + 90180 0) OBl g (259
k.k',q,0,0’

onde novamente a dependéncia temporal estd implicita, zﬂkﬁ = zﬂkﬁg(t).

2.9 O modelo de Tomonaga-Luttinger

Seguindo a convencao de g-ologia, a Lagrangiana de Tomonaga-Luttinger [44] con-
siste em desconsiderar na equagao (Z58) os termos de backscattering e umklapp,

tendo assim apenas processos de espalhamento frontal g, e gq,

L = Z 'lﬁlko' [Zat - Esk] r@ska

k,s,o
1
- ./T/ Z (gZHCSO'O' +92J_60 a>¢kg¢ ko ’¢ (k'+q),0 ¢k q,0
kk,q,ao
B 2N Z g4||5aa +g4L50 U)wkgwk’ /¢k’+q0 ¢k q,0
k.k’ ,q,0,0'

o 2N Z g4||5acf’+g4L50 o)¢ k:al/} Ko 1/1 (kK'+q),0 w (k— )70<259>

k.k’ ,q,0,0'
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No modelo com cutoff, g;; ndo contribui [I1]. A fim de simplificar a notagao,
consideraremos também apenas go, de forma que o modelo de Tomonaga-Luttinger

renormalizado pode ser escrito da seguinte forma [44]

L = Z(l + 6Z)QZ}L€U,R [Zat - Esk} @@sk,U,R

k,s,o

— ) (92r+002m) ULy g o 50— g ROR—q0 R

k7k,’q7g7al

1 o o N o
) Z (g4R+594R)wzhg,]{wlk/,0/7R’¢}s(l~c’+q),a/,R¢s(k—q),a,R7 (2.60)

k.k',q,s,0,0’
onde §Z é o contratermo do campo fermionico, dgor € dgsr S80 0s contratermos
associados a renormalizacao em cada acoplamento, e o indice R indica que as quan-
tidades envolvidas sao renormalizadas.

Com esse modelo pode-se, por exemplo, descrever o processo de separacao
spin-carga tipico do sistema 1D [0]. Além disso, esse modelo é integravel e pode ser
bosonizado, isto é, pode ser estabelecida uma correspondeéncia direta entre excitagoes
fermionicas e bosonicas.

Para as discussoes que se seguirao no proximo capitulo, podemos considerar
0 caso sem spin e a ausencia de interacoes do tipo g4, 0 que nos leva ao seguinte

modelo simplificado?

L= Y (1+682)df, 5 li0 — cal bur

k,s
- Z (92R + 5921%) &;,wak/,Rzﬁ—(k’Jrq)?Rz&k—q,R- (2'61>

kK ,q

2 Desconsiderar g4, significa que vamos focar em interacdes frontais entre quiralidades opostas,
g2, 0 que leva ao modelo simplificado. Ambas interagoes envolvem pequenas transferéncias de

momento.



Capitulo 3

Acoplamento de duas cadeias de férmions

sem spin

AT A
€161

/TN

i J

AT A
Ci1Gi2

i j

N

AT A
C;2Cj2

Figura 3.1: Esquema do modelo de duas cadeias acopladas.

3.1 Diagonalizacao do sistema de duas cadeias acopladas

O acoplamento de duas cadeias de férmions sem spin se da pela introducao de um
termo que representa o salto de particulas na direcao perpendicular das duas cadeias
e introduz o novo parametro de acoplamento perpendicular ¢, entre as cadeias
f{O = —1 Z <éj7léj,1 + 62[72@72 +h.c ) — tL Z (617161',2 +h.c > s (31)
<iyj> i

20
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onde i e j representam sitios vizinhos, 1 e 2 representam as cadeias, ¢’ e ¢ representam
operadores de criagao e aniquilacao nos respectivos sitios e cadeias.
Podemos representar os operadores ¢ e ¢ na forma de Wannier no espaco

dos momentos por meio das transformadas de Fourier

. 1 ik~
Ci1 = \/—nge kzck,l (32)

A

1 .
—ikx; 4
G2 = TN Z € Cr2 (3.3)
k
Segue que
N o _ l ik'xz; —ikx; NS (3 4)
62716‘7’1 — N e e ck,/’lck-’l. .
ke k!
Considerando a soma em primeiros vizinhos temos z; = x;%+a, onde a ¢ o espagamento
da rede ao longo das cadeias, considerado constante. Assim,
N A '
Z G161 = Ci1Cit1,1 T C1Cic11 ) - (3.5)
<iyj> i

Portanto, somando as expressoes

1 ) , )
e = v D etk Rmemikagh oy (3.6)
k. k'
1 e
cleia = 52 e Tt o (3.7)
k. k'
e utilizando a relacao
1 —i(k—k")z;
D€ = b (33)

a equagao (B3) pode ser escrita como

i = 2 cos(ka)ef (3.9)
k

<1,5>

Segue que o hamiltoniano (BIl) pode agora ser reescrito como

Hy=—2t Z cos(ka) (52,1@;,1 + 62’251«,2 +h. C-> =1y Z (é;r,1éi,2 + h-C-) -(3.10)
- i
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Agora vamos tratar o termo devido ao hopping entre as duas cadeias. Das transfor-

madas em (B32) e (B33), podemos escrever

AT oy 1 ik’zi —ika:i "T oy
C:1C; = — € (& C Ck.2.
1,1%4,2 N E : k' 1Ck,2

kK

Temos assim, usando (BR),

]:]0 = -2t Z cos(k;a) (é;g,lék,l + é%yzék’g +h.c )
k

— t1 (Zéjmékﬂ +h.C.> .
k

(3.11)

(3.12)

Vemos que o termo de hopping transverso ¢, impede a diagonalizacao do hamiltoni-

ano. Esse problema pode ser resolvido por meio da seguinte transformacao canonica

- Ck,1 + Ci2

b, = ——=
V2

A Ck,1 — Ck2

a, = ———=

V2

que pode também ser escrita de modo inverso

é —
k1 NG

c =
k2 \/§
Utilizando-se (BI3) e (B8), temos

Aotn = o (Blbe+afan) + 1 (albe+ blan)
e olns = % (B + afar ) — % (albe + blax)
dotea = 5 (b —alar) + 5 (L~ blay)
& olhr = % (oL — afa.) +% (—afb, + bl )

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
(3.18)
(3.19)

(3.20)

De (B17), (B1R), (B-19) e (B=20), reescrevemos (B24) na forma diagonalizada

~

k

Hy = Z (=2t cos(ka) — t, ) blby + Z (=2t cos(ka) +t,)alay  (3.21)
k
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Definindo

eb = —2tcos(ka) —t,, (3.22)

ey = —2tcos(ka) +t,. (3.23)
Chegamos finalmente a forma
oy = 37 (stala +=bby) (3.24)
k

Isto é, a presenca do termo de hopping transverso t; entre as cadeias faz com que
o espectro de energias seja dividido em duas bandas ( figura B2). Denominamos ¢
relagao de dispersao da banda antiligante e €% relacio de dispersao da banda ligante.

Note que o gap de energia entre as bandas ligante e antiligante é constante

Ac=¢ef — b =2t). (3.25)

gk

ir

[ £a= —2tcoslkal +tL

eb = -2t coslka) — tL

Figura 3.2: A linha azul corresponde a relagao de dispersao da banda antiligante,
2, e a linha vermelha & ligante, €2. A linha preta corresponde ao caso sem hopping

transverso ¢ .
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3.2 Linerarizacao do modelo

A expansao em série de Taylor das relagoes de dispersao das bandas ligante e antili-
gante em torno dos respectivos pontos de Fermi leva a quatro diferentes expansoes,

ie., k& —k% Kboe —kb.,

u 1 d"e¢ an
sk = Z n! dkn]f ’k sk (k - 8kF> ) (326>
n=0
1 d"ef n
ey = Z nl dk: - skb, (k — skp)", (3.27)

onde s = & é o termo de quiralidade. Considerando apenas os termos de primeira
ordem, obtemos as relacoes de dispersao das bandas ligante b e antiligante a em sua
forma linearizada em torno dos respectivos pontos de Fermi

de® (k)
dk

eq (k) |k=ske (k — sk%), (3.28)

onde o = a, b é o indice de cor corresponente as bandas a e b. Podemos escrever as

derivadas nos pontos de Fermi em termos das velocidades de Fermi em cada banda

" de®(k) de®(k)
UF = dk |k’:k‘%‘ = - dkf |k':—k'%‘ (329)
de®(k) de®(k)
b _
vp = Wh:k; = —th—k’;' (3.30)
Utilizando (B=29) e (B=30), podemos escrever
e = Ur(sk — k), (3.31)

onde s = % é o indice de quiralidade, a = a,b é o indice de “cor” (banda).

Na figura (B33) temos as bandas linearizadas, onde a linha azul corresponde
a relacao de dispersao linearizada da banda antiligante, €}, e a linha vermelha cor-
responde a relacio de dispersdo linearizada da banda ligante, £%.

Na figura (B4), incluimos o tracejado, para destacarmos a quiralidade. A
linha azul cheia corresponde a relagao de dispersao linearizada da banda antiligante

no ramo positivo, €4, e a linha azul tracejada corresponde ao ramo negativo €2,. A
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Figura 3.3: Bandas linearizadas. Linhas azuis correspondem a banda antiligante a;

linhas vermelhas a banda lingante b.

linha vermelha cheia corresponde a relacao de dispersao linearizada da banda ligante
no ramo positivo, 5{’% e a linha vermelha tracejada corresponde ao ramo negativo
gb,. A distancia entre duas linhas cheias ou duas linhas tracejadas, ao longo de k,
é sempre 2t , mas entre cheia e tracejada, depende de r(k).

A diferenca entre os pontos de Fermi Akp = kb — k%, para mesma veloci-

dades de Fermi, vg, pode assim ser escrita como

2t
Akp=e% — e = U—i (3.32)
F

para um dado k e quiralidade s fixos.

Podemos assim escrever o hamiltoniano para o modelo de duas cadeias
acopladas linearizado

Hy =) e (3.33)
k,a,s

onde agora simplificamos a notagao utilizando @/A)’s, com « = a,b, sendo a a banda
antiligante e b a banda ligante, caracterizando um indice de cor, e s = + o indice
que especifica a quiralidade.

Assim, esse sistema quasi-1D é caracterizado por duas cores (a and b) e

quiralidades s esquerda (—) e direita (+) dos fermions quirais sem spin. Por meio
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w_»

Figura 3.4: Bandas linearizadas. As bandas de quiralidade correspondem as linhas
tracejadas; as de quiralidade “+” correspodem as linhas cheias. A linearizacdo altera a

diferenga 2t; para quiralidades opostas, que dada é (k). Para k = 0, r(0) = 2¢,, mas em

geral r(k) # 2t .

de uma transformada de Legendre, podemos também escrever

Ly = Z @Z’L? (ko — €5) Vs (3.34)
k,a,s

onde as frequéncia kg aparece em funcao da tranformada de Fourier na parte tem-

poral. Alternativamente, podemos escrever no espacgo de coordenadas ¥

Ly = / d2xypN () (10, — isvp0, + vpk$) Y21 (Z) (3.35)

Levando em conta as matrizes gama 1+ 1 com indices superiores? 4%, v1 e 4% = 40+,

= : (3.36)

'Em 1+ 1, temos a identificagdo com as matrizes de Pauli v° = o, y! = —io, e v* = 0.
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L 0 -1
V= ) (3.37)
1 0
5 10
v = , (3.38)
0 -1
e indices inferiores vo =YY, v5 = —° e 1 = —~1,
0 1
M= 7 (3.39)
-1 0
definindo os pseudo-espinores,
(0% ,l/}a (e (6% (63
e et = (st gt ) (3.40)
P* = iy, (3.41)

onde a = a,b, podemos escrever a acao como um campo de Dirac 1 + 1 com um
termo adicional. Isto pode ser facilmente visto, para vp = 1, 2° = t e 2! = 2z,
com @ = "9, p = 0,1, tal que a agao livre correspondente ao sistema quasi-1D de

férmions sem spin pode ser escrito como
So= 3 [ i (60 +7%5) v (3.42)

que é particularmente 1til para a andlise da anomalia quantica quando acoplamos

as interacoes de banda.



Capitulo 4

Interacoes intrabanda e interbandas,

simetria quiral e trocas de cor

4.1 Interacoes interbandas e intrabandas

Para simplificarmos nossa discussao ao maximo, vamos considerar apenas as in-
teragoes com particulas de quiralidades opostas que preservam a simetria quiral e

"0 (trocas a S b), reduzindo a liquidos

realizam todas as possiveis trocas de “cor
de Luttinger com interagoes do tipo —igs e sem interagoes do tipo —igy no limite
de uma cadeia?. Sob tal consideracao, temos quatro possiveis interacoes: frontal,
interfrontal, backscattering interbanda e umklapp interbanda (figura B1) [44]. Alter-
nativamente, essas interagoes podem ser equivalentemente entendidas por meio da

abordagem de g-ologia [27]. Daqui para frente, denominaremos as interagoes backs-

1O termo mais apropriado seria “sabor”, se mantivermos a convencio em altas energias. No
entanto, como representamos aqui as “cores” em azul e vermelho, associdas as bandas, o uso do

termo “cor” fica bem claro no presente contexto.

2A introducéo de todos os acoplamentos possiveis, embora razoével, tornaria o modelo compli-

cado. Nossa escolha permite focar, por meio de um modelo simples, o problema de interesse.

28
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Figura 4.1: (a) Interagbes intrabanda e interbanda: Frontal —igg, interfrontal —igsr,

backscattering —igp, umklapp —igy. (b) Troca de “cor” a < b.

cattering interbanda e umklapp interbanda apenas por backscattering e umklapp,
por simplicidade®.

A interacao frontal é a interacao intrabanda do tipo —igo, denotada aqui
por —igg. A interacao interfrontal —igr consiste de espalhamentos interbanda de
quiralidades opostas sem troca de “cor”. A interacao backscattering —igs é um
espalhamento de quiralidades opostas com troca de cor, onde as cores iniciais de

quiralidades opostas sao diferentes. A interacao umklapp —ig, é um espalhamento

3Nao se deve confundir essas interacdes com os correspondentes 1D, —ig; e —igs.
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de quiralidades opostas com troca de “cor”, onde as “cores” iniciais de quiralida-
des opostas sao as mesmas. O hamiltoniano de interacao correspondente a essas

interacoes ¢ entao dado por

2 1 rat Tat Ta e
Hiny = W Z gowgljwj;k/ws(k—l—q)qvb—s(k’—q)

k7kl 7q787a

1 R R ~
at 78 a B
+ m g gfwsg¢—1k’¢8(k+fﬁw—s(k/_‘I)

kK q,8,07#0

1 ~ ~ ~ ~
at 78 B o
+ _ZN E ngszjw_Lk/ws(k+q)wfs(k/fq)

k7k/ 7q787a¢6

1 1817 T T
- E: iy ik/%(mq)w—s(kf—q), (4.1)
2N
k?k/7q1$?a¢16

onde s = £ é o indice de quiralidade, a, 5 = a, b sao os indices de cor, e k, k', g sdo
os momentos correspondentes as trocas em cada interacao. O termo de 1/2 se deve

a explicita introducao do termo de quiralidade s.

4.2 Lagrangiano

Podemos agora escrever o lagrangiano correspondente ao modelo, como fizemos para
o caso 1D. Note que agora, o modelo 1D sem spin, equagao (E61), aparece aqui

generalizado para duas bandas, com a introdugao de interagoes interbandas.

L = 2(14”52)1@?1:,3 [10; — 5] A?k,R

k,s,a
1 N A . .

= 5 D (o0r+000R) V5 R n S RV s
k“7k“/7q787a

7 7.8 7 78
Y (grr+895R) VG R0 i0Ss0.mY o
k,k',q,s,0#03

nat 7B 7B 7,
Z (QB,R + 596,1%) w?k,R¢—Lk’,R¢s(k+q),R¢gs(k’—q),R
k’k,?q’s’a¢ﬂ

Z (9u,r + 69u,r) ¢fg7R¢€1k"Rw?(k+q),R¢gs(k’—q),R? (4.2)
k,k',q,s,0#3

onde o indice R significa renormalizado e Z, dgo r, 097 r, 09B.R € 0gu r SAO cOn-

|
N~ NI~ N~

tratermos respectivos a cada interacao e os ¥’s sao dependentes do tempo t. Por
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meio de uma transformada de Fourier no tempo, podemos escrever o lagrangiano
em termos de momento e frequéncia kg, j& que no procedimento de grupo de re-
normalizacao levaremos em conta a escala de energia nos pontos de Fermi, que se

identifica com a frequéncia (h = 1). Assim, podemos escrever

L= > (1+062)05 5[k — e%] U n

k,s,«
1 rat Ta T Ta
B 5 Z (gO,R + 690,1{) wsg,]{wj;kQRﬂ}s(k—&-q),R¢—s(k’—q),R

k7k/ ?q7s’a

(]

faf 9Bt 7 8
(gf,R +09F.r) ¢?k7R¢75k/,Rw?(k+q),Rw_s(k;/_q)’R
k7k/,q787a¢ﬁ

s )
(98.8 + 098.8) Vot 107 w00 s 2O (b a0
b g,s,0£B

|
NI~ N~ N

(9u.r + 09u.r) wf;iRwik/,Riﬂimq),Pﬂﬁs(kuq),Ra (4.3)
k.k',q,s,0#£3

onde agora os ¥’s sdo dados em termos de momento e frequéncia k = (ko, k).
Os propagadores livres podem entao ser escritos como
o> a<
esk esk

Fo— e 10 ke 0

Go(k) = (4.4)

onde s = + corresponde ao termo de quiralidade, a corresponde ao indice de cor e

0% = O(sk— k). (4.5)
0% = Ok — sh), (4.6)

sao as correspondentes fungoes degrau. Os termos infinitesimais +id indicam os
polos de residuos no eixo imaginario.

A figura (22) nos dé a regra de Feynman para o propagador livre. As regras
de Feynman para as interagoes sdo dadas na figura (2=3). Deve-se considerar ainda

para as regras de Feynman que a presenca de loops fermionicos contribui com sinal

—1.
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1 _
G = .
Gb
T >
Go =
- e e e = =
Gb:
- e e e =

Figura 4.2: Regras de Feynman para o propagador livre.

TS AAAANY
BCAAVAVAVAVAY
198 = 000000

Figura 4.3: Representacao pictérica dos acoplamentos que aparecerao nos diagramas

de Feynman.
4.3 Conservacgao energia-momento, trocas de cor e simetria
quiral

O sistema quasi-1D com interagoes frontal, interfrontal, backscattering e umklapp
apresentam algumas propriedades nao-usuais interessantes, correspondentes aos indices
de cor e quiralidade.

As trocas de cor sao mediadas por interacoes interbandas. No canal inter-
frontal, nao ha troca de cor. Nos canais backscattering e umklapp ha sempre trocas
de cor, onde no umklapp as cores iniciais em quiralidades opostas sao as mesmas e
no backscattering as cores iniciais em quiralidades opostas sao diferentes (figure B4).
Como uma consequéncia desse fato, as interacoes de vértice ?, onde ndo hé troca
de cor, estao associadas as interagoes frontal e interfrontal (figura B5). A mediacao
de trocas de cor por meio de interagoes de bandas também levam a conservacao do
numero de cores, expressa pelo fato de o niimero de cores que entram ser igual ao

nimero de cores que saem.

4Ver capitulo 5.
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28
s B

Figura 4.4: Trocas de cor.

i

i
Figura 4.5: Interacoes de vértice.

Nao ha trocas quirais, isto ¢, nao ha interagoes que realizam a mediacao de
troca de quiralidade, implicando que as quiralidades de entrada (s;,) e a de saida

(Sout) s@0 iguais (figura B8), ou seja,
Sin = Sout- (47>

Devido a isso, podemos notar também que a simetria quiral nao proibe interacoes
do tipo —ig4, mas exclui interagoes do tipo —ig; e —ig3 que estao associados as

interagoes intrabanda umklapp and backscattering [I71)].

Sip = + Sout = +

- - = e = P = =

Sipn = — Sout = —

Figura 4.6: Simetria quiral.
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4.4 Bolhas de polarizacao de uma cor e duas cores

As “bolhas” de polarizagao de uma cor (i.e., com um tnico indice de cor «), sdo

dadas por

V@) = / iG2 (@)@ + ), (48)

onde o sinal negativo deve-se ao loop fermionico. Considerando a polarizacao em b

(figura B70) chegamos em

Figura 4.7: Bolha de polarizacao de uma cor.

@) = —ig G (a0, — ). (4.9)
No caso geral,

NS(@) = i G2 (a0, g + sk5). (4.10)
onde s = £, a = a, b.

—
N N
- - >

- PERIEN -,
/ \ / \ / \
- - ,\\‘H\

T+q a+dq q+q

Figura 4.8: Bolha de polarizacao de uma cor associada a interagoes frontal e inter-

frontal.
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Como nao hé trocas de cor nesse caso, as bolhas de polarizagao de uma cor
sdo sempre associadas as interagoes frontal ou interfrontal (figure B-8).

As bolhas de polarizacao de duas cores sao dadas por

) = - [ GG + D, (4.11)
q/

onde s = £+, @ = a,b e a # 3. Daqui por diante, vamos supor que as velocidades
de Fermi sejam iguais. Ao calcular a bolha de polarizacao ab (figura B9), chegamos

naturalmente ao resultado de bandas diferentes

7+

S

Figura 4.9: Bolha de polarizagao de duas cores.

1
X2(q) = —g(q + Akp)G (qo, g — k). (4.12)
No caso geral, temos
1S
XD = (g + kG — k) Gllao, g + k), (4.13)

onde consideramos o cutoff A nos célculos.
Como as bolhas de polarizacao de duas cores envolvem trocas de cor, elas

estao sempre associadas a interagoes backscattering e umklapp (figura B10).

i+d T 7+

i+dq i+d
e - N s - N e N
/ \ / \ / \

Figura 4.10: Bolhas de polarizacao de duas cores associadas a interacoes backscat-

tering e umklapp.
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CO00
SRONORE

Figura 4.11: Polarizacoes de diferentes quiralidades.

Como nao existem trocas de quiralidade, os diagramas de duas quiralidades
figura E-11) sao sempre associados a interacoes de duas particulas de lados opostos
g

e dependem das pernas externas (figura B12). Estes tipos de polariza¢oes podem

L

Figura 4.12: Polarizacao de diferentes quiralidades em associagao a interacoes de

duas particulas.

ser definidas da seguinte forma

W) = [ GGl - (414
V25 = / iG (@GR (5 + @), (4.15)

onde s #¢,s=+,8 =+, a=a,be [ =a,b. Note que aqui H , corresponde a

um processo particula-particula e Xss’ a um processo particula-buraco.



Capitulo 5

Transformacoes Quirais, Identidade de

Ward-Takahashi e Anomalia Quantica

5.1 Acao em termos de interacoes de cor

Em uma dimensao, ou seja, 1+ 1, podemos representar a acao do MDCA em termos
de um campo de Dirac 1 + 1 na presenca de interacoes que nao mudam “cor” e
podem ser representadas por um campo A$ e interagoes que mudam “cor” e sao

representadas por outro campo B (figura 51)
s = [daY vdun+ Y [ dwostazer
DS R (5.1)

a#B,s
onde a = a, b; § = a, b sao indices de “cor”, s = + indice de quiralidade, e a parte
livre vem da agao (B22). Como discutimos no capitulo anterior, as interagdes que
mudam “cor” sao as interagoes interbanda do tipo backscattering e umklapp que
mudam as cores das particulas espalhadas e elas assim podem ser representadas pela

interacao entre os férmions sem spin e o campo B®. Note que B = 0, se a = 3.

37
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BY B

B+ a
Figura 5.1: Interagoes que mudam cor (Biﬁ e B®P) e interacdes que ndo mudam cor (A%
e AY).

Com efeito, as interacoes podem ser escritas como

AS(@) = opkp + AG(T) + A% (7), (5.2)
B(#) = By (@) + By (D), (5.3)

onde a interagao intrabanda frontal
A5(@) = i [ dg@ Bl @), (5.4
e interbandas do tipo frontal
A@E) = i3 (1-07) [ g @@ @, (65)
B
do tipo backscattering
BY(@) = =i [ Palonl@ B e, (56
e do tipo umklapp
B(E) = i [ e (@) 6.7

Note que essas interagoes sdo de fato provenientes de (E=3)", mais o termo de vpk% da

acao livre, com campos fermionicos 1% no espago das coordenadas 1+ 1, ¥ = (¢, x).

'Nao incluimos, por simplicidade, os contratermos para os campos fermiénicos, acoplamentos e

pontos de Fermi, uma vez que eles nao serao necessarios na discussao deste capitulo.
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A acdo (Bl) pode assim ser reescrita incluindo cada tipo de interacao in-

trabanda e interbanda
S = Z / dzxng(f)i [0 + svp0, + vpke + AL(Z) + AL (D)) Y&(Z)

b X [ (@ + BE@) @) 55)

a’ﬂ7s

Podemos ainda representar a interacao como resultado de um campo total
AP = A% B (5.9)
que se acopla aos campos de Dirac 1 4+ 1 da seguinte forma

L= gy + >yt Ay, (5.10)

a7ﬁ7s
onde o = a,b, 6 =a,b, s = +.

5.2 Transformacoes quirais, identidade de Ward-Takahashi

e Anomalia quantica

Tendo em vista a obtencao da identidade de Ward-Takahashi para esse sistema
quasi-1D obtida em [A3], vamos aqui utilizar as interagoes que mudam e ndo mudam
de “cor”, para obter o mesmo resultado.

Vamos considerar uma transformacgao de uma quiralidade apenas, um pro-
cedimento usual para 1 4+ 1 que pode ser visto em [65]. Vamos considerar entao a

transformagao quiral, envolvendo a quiralidade + (vizinhanca de +k%),

b — e gy = (1—if(x))yy (5.11)
vl — PPl = (14i0(z))wl (5.12)

e a agao (BR) muda da seguinte forma

S — S+/d2:ch_(—z‘a+9(x)), (5.13)
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onde J¢ = w?jwjﬁ ¢ a densidade de corrente correspondente a quiralidade +, e
0, = 0, —wpd,. O funcional gerador, na definicao usual [b8], é alterado nessa

transformacao da seguinte forma
2] = [0

S+ / d*x (Z JEPAL 4y ST Zw a)]

a7ﬂ;8

exp / d*x (Z[ i0,.6( +Zw nes = i) i*ni)

e «

X

exp

X

(5.14)

levando a seguinte identidade de Ward-Takahashi

0(x) (Zi3+J$+Zm+T¢+ wani) =0. (5.15)

«

Fazemos as devidas associacoes de Ward-Takahashi

. 15

A= s (5.16)
1 9

wa — - o (517)

i Z577+T
16

af - v

Y- i (5.18)

De tal forma que, utilizando também Z = eV, onde W é o funcional gerador das

funcoes conectadas, temos

( ) (Z 28+Ja + Zwﬁ_T VL/ Zini%) = 0. (5.19)

Como uma consequéncia disso, temos a relacao de Ward-Takahashi

Zi8+Jf: = (Z maT W ) (5.20)

Note que a contribuicao de corrente é devida as interagoes que nao mudam “cor”,

umas vez que essas interacoes estao associadas as contribuigoes de vértice.
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Considerando a transformacao de Legendre usual de teoria quantica de cam-

pos [68], podemos definir

Tl ) = Wl J) = [ afiln oo+ A7 (5.21)
onde
;4_} e (5.22)
o7 = (5.2)
51; - (5.24)
% = A% (5.25)
% — (5.26)
% = ot (5.27)

Entao, de (520), temos a seguinte expressao

7 or .,
ZZ&’YSAO‘ Z 51/}0‘ ¢+ Z §waT< 7) T(x) (5.28)

. . . . / 5 ! s
Levando em conta as derivadas funcionais com respeito a 1% '(2) e 9% (#), chegamos

na identidade de Ward-Takahashi primitiva

53T
Z Ty (2)0ye (7)0AL(F)
52

5T
't/ = 7 5+,8
0y ' (2)095 (9)

(T —y) — 5¢i/T(5)5¢§/(§) d1s0(X—2). (5.29)

Segue que

5T 52T
o’ = /! ! —» 6 r—y
%: Tou T (2)00 () A% (Z) o T (2) 00 (§) #-9)
52T
/ !/ — 6
Sy (D)5 (#)




42

levando em conta as transformadas de Fourier (Apéndice 4), chegamos na identidade

de Ward-Takahashi primitiva no espaco dos momentos
Y T&) pptaq) =T (p+q) —T. (p), (5.31)

onde ¢s = qo — svpq, s = +.

Figura 5.2: Funcoes vértice em 1-loop.

s
/T\

2 S

T /*\ ORI
Figura 5.3: Diagramas de funcao vértice em 2-loops para interacoes frontal e inter-

frontal.

Como observado em [43], essa identidade de Ward-Takahashi primitiva é
violada pelas bolhas de polarizagao de 1-loop que envolvem interagoes intra e in-
ter frontais, que sao termos anomalos. Ela deve ser corrigida por uma identidade
de Ward-Takahashi que incorpore os termos anomalos, denominada identidade de
Ward-Takahashi anomala [38].

Os termos de bolha de polarizacao de uma cor, de fato correspondem ao

caso 141 das anomalias triangulares que surgem em 3+ 1, sao expansoes em 1-loop
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}
~
P

B Ry T O OO g O s T

PSRN o4 £m =) fm -

Figura 5.4: Diagramas de funcao vértice em 2-loops para interacoes backscattering
e umklapp.

(2,1)

aol 4 +(p,p+¢; q) (figura B2), correspondente ao acoplamento de

da funcao vértice I'

interacoes de uma cor AS (figura b).

Py (@) = —igex’(@)
q
= —gf%Gb_(qu—k%)a (5-32)
LN = —igo rx®(q)
q
= —gLGe .y 5.33
9027r —(Qan F)7 ( )
D2V (q) = —igey(])
q
— =G By 5.34
975 “(q0,q — k%), (5.34)
T U P(@) = —igox”(d)
q b
= —gop—0G —k 5.35
QO,RQW _(CIO,CI F)a ( )

Por outro lado, a contribuicao da funcao de vértice nao envolvendo bolhas de

t \) t \) */ \‘ Vl \i t \} f, \) o

\ ) \ )

Figura 5.5: Termos anomalos na funcao vértice em 2-loops.

polarizagao de uma cor sao identicamente canceladas (figuras b=3 e B4), como predito

pelo teorema de Adler-Bardeen [66], que demonstra que os termos de anomalia vem
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4\ /* ‘\ /' ‘\ /* ‘\ /v

Figura 5.6: Termos anomalos genéricos na fungao vértice.

apenas de 1-loop, nao surgindo novas contribui¢coes em loops superiores, a nao ser
por meio de contribui¢oes parquet de 1-loop. Assim, os termos anomalos em 2-loops
sao diagramas parquet envolvendo bolhas de polarizagao de uma “cor” (figura b3).
Em ordens superiores, os termos anomalos sao dados genericamente com os termos
acoplados a bolhas de polariza¢ao de uma “cor” (figura bh8).

Os termos anémalos que levam & anomalia quantica (figure b8), associados

a interacao de uma cor A%, podem ser escritos como

Foa s+ a:0) = (90X~ +gix)TE L (.0 + 4:0)

+ (gox$ + gfx+)F§m/)++(p P+qq), (5.36)

e para o lado esquerdo (figure h8), associados a interagdo de uma cor A%,

Fo (00 +¢:9) = (goX® + gsx2 )02 )__(p P+ q:q)

+ (90X + g )__(p P+qq). (5.37)

Como consequeéncia, a identidade de Ward-Takahashi anomala para o lado direito

pode ser escrito como
0+ Z ( &+ aq) — Faa',++(P;p+Q;Q>) =
I (p+q) -T%. () (5.38)
e para o lado esquerdo pode ser escrito por

q- Z (Tfé},)__(ﬂp +¢9) = Foar,— (00 + @ q)) =

«

I (p+q) —T9_(p). (5.39)
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No caso da eletrodinamica quantica, e em particular no modelo de Schwinger em
1 4+ 1 a anomalia é o resultado de uma acoplamento de interagoes envolvendo a
corrente axial de um espinor livre de Dirac [67, b4]. Para verificar isso no nosso
caso, vamos reescrever as interagoes em termos de correntes para verificar que, de
fato, os termos de interacao relacionados a correntes axiais sao os que nao mudam
cor. Isto é, as interagoes que nao mudam cor sao associadas aos vetores axiais,
enquanto as interagoes que mudam cor (interbackscattering e interumklapp) nao
sao. De fato, podemos escrever as interacoes intra e interbanda explicitamente em

termos de componentes de correntes

gyt vt = goJt e (
gritiyt gt = grJogt (5.
(
(

'CﬂCﬂ

ST AN

O
~— N N~

getipTyl vt = gt
byt = guate gt

Por outro lado, em coordenadas 1 + 1, as correntes axial e vetorial [bg]

Jh = e, (5.44)
Ty o= Uy, (5.45)

podem ser escritas, respectivamente, como

T A 0

P (0 I | (5.46)
Pl + ol v T
T ] 0

T = Vi + iy _ Jy . (5.47)
Wiy —plap_ It

A seguinte relacao 1 + 1 é satisfeita J4 = 7°.Jy e podemos também escrever

JO+ Ty = 2], (5.48)

Ja—Jy = —2J.. (5.49)
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Como consequéncia, as interacoes frontal e interfrontal podem ser escritas em termos

de componentes de correntes axiais

g2t = =TI+ i) (T3 - Tk (5.50)
grJLIt = (IS ) (I = T (5.51)

Por outro lado, as interagoes backscattering e umklapp nao podem ser definidas por
meio de espinores usuais que levem a combinacoes de vetores axiais. Podemos ver
isso multiplicando correntes axiais para ver que nunca chegamos as formas (h42)
e (A23). Uma possibilidade é definirmos esses espinores numa formula¢do seme-
lhante & de Nambu (Apéndice 5), mas isso nos levaria a misturar representagoes de
espinores.

Finalmente, podemos também considerar o termo envolvendo vpk,

> e opkia® = vpky (JE 4 TY) = vk, (5.52)
[0 « (03
onde utilizamos J} = J + J_

Devemos observar ainda que a anomalia quantica em 1 + 1 é mais apro-
priadamente devida a componente J9 do vetor axial, como uma consequéncia da
diferenca entre o numeros de Fermi nos lados esquerdo e direito [36, b7]. Isto é,
JG = 1/111/4—@&1@0_ é relacionado & simetria quiral, a componente J} = ¢l¢++¢i¢_
é relacionada a conservacao de carga.

Apenas os termos das interacoes de uma cor frontal e interfrontal, levam
essa componente JY, daf sua relacao associada a anomalia quantica, verificada dia-
gramaticamente.

Do ponto de vista da regularizacao, a teoria renormalizada ¢ dada em termos
da identidade de Ward-Takahashi anomala. De fato, a anomalia é inerente, tanto a
teoria regularizada como a nao-regularizada [33].

Na formulagao devida a Fujikawa [36], as anomalias emergem como o re-
sultado do célculo do determinante no funcional gerador como a consideragao do

calculo do Jacobiano. Além disso, como existe uma relagao direta dos férmions em
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141 com bodsons, no processo de bosonizacao, a inclusao do termo devido as anoma-
lias aparece na teoria bosonizada via um termo de agdo de Wess-Zumino [b5]. Essas

questoes nao foram exploradas nesta tese, mas sao questoes pertinentes também.



Capitulo 6

Prescricoes de grupo de renormalizacao

A lagrangiana renormalizada (BZ3) envolve uma prescri¢ao de renorma-
lizagao. Incluindo também os momentos e a velocidade de Fermi renormalizados
a prescricao de renormalizacao deve incluir tanto contratermos para a velocidade de
Fermi como para os momentos de Fermi em cada banda, envolvendo uma correcao
em €%, para o termo livre. O termo livre renormalizado passa a ser entao

Lop = Y U5, ko —vpr (sk— k§p)] U5 n

k,s,a

+ Z U p (ko0 Z — skdvpr + vp rOkE VS, 5 (6.1)

ks,
onde temos contratermos associados a velocidade de Fermi dvp g, aos momentos de
Fermi 0k% e a renormalizagao dos campos fermionicos. Podemos ainda descrever o
contratermo associado a velocidade de Fermi em termos de §Z, por meio da relagao
dvpr = VprOZ. Podemos entao reescrever a lagrangiana anterior da seguinte forma

Lo = > 0% [ko—vrr (sk =k g)] ¥S

k,s,a

+ > U k00 Z — skvp R0 Z + v ROKS] U5, (6.2)

k,s,a
3 03 —_ (0%
que agora envolve o termo renormalizado Esk.R = URR (sk —k 7 R) e os contratermos

associados. Note que consideramos, por simplicidade, velocidades de Fermi iguais

UF R-

48
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A lagrangiana renormalizada total pode entao ser reescrita, explicitando as

contribuicoes devidas aos contratermos, da seguinte forma

Lr = Z V3t R [ko = €8r] Yo n

k,s,a
- Z 90R¢skR —sk;’ Rwak-i-q R¢ (k'—q),R
kk,q,soc
1 A ~ o ~
T 08T B
T 9 Z gf,ngk,R¢—sk/,R@Z’?(Hq),RQ/Ls(kuq),R
k?k/7q?s7a¢ﬂ
1 . .
B
2 o gt g p e R -0 R
k?k/7q?s7a¢ﬁ
1 . R . .
BT .61
9 Z gulebsk,R@Z)fsk’,ng(k+q),R¢gs(k’—q),R7
kklaqu a;é/@
+ Zwsk}% koéZ—Sk’UF’R(SZ—i-UF’Rék%,R] ?k,R
k,s,a
1 R R . .
T T
- 5 Z 590,R¢?k,1%¢gsk/,R¢?(k+q),R1/’gs(k'—q)R
k’k/’qys’a
1 R R . R
T8t B
- 35 Z 5g]:,Rw?k,R¢fsk’,R¢?(k+q),Rw—s(k’—q),R
k.k'\q,s,a#0
1 A N .
B
9 Z 598,R¢ Rw—sk/ Rws(mq),Rd’gs(kug),R
k,kl,q787a¢/6
1
T 9 Z 5gURwska—sk’Rwak+q Rw (k'—q),R* (6.3)
k.k'\q,s,a#0

O procedimento de grupo de renormalizagao realiza uma modificagdo nos campos

fermionicos, que se relaciona aos campos “nus” (N) por meio da seguinte relagao

@?k,R - Z_l/Zlﬁgk,N (6-4>

onde Z =1+ 07 é o denominado peso da quasiparticula.
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6.1 As grandezas nuas

Os campos “nus”(N) sdo campos invariantes sob o grupo de renormalizagdo. A

lagrangiana, se escrita em termos das grandezas nuas, torna-se

Z wsk N sk N} ?k:,N

k,s,«
of et .
Z gO,ngk,N¢gsk/’N¢?(k+q),Ndjgs(k’—q),N
k7k/’q7s7a
1
Y Z ngwskN¢ sk/N¢ak+q N¢—s K —
k7k/7q7s7a#/g
1 rat 7Bt B 7
- 5 Z gB,Nl/}sk,wask’,Nws(k+q)angS(k/*Q)N
kK .q,s,0#pB
1 N o ~ o
Bt 78t
T2 o i e gy (6.5)
k.k'.q,s,0#8

Assim a lagrangiana tem a forma do modelo nao-renormalizado. Usando o resultado

(64) podemos entao reescrever L como

Z Z@Z’sk R Ek N] sk.R

k,s,a
Z Z2g0 Nwsk R —sk’ Rws(kJrq),ngs(k’—q) R
k k’,q,s,c
1 2 781 a
-5 Z Z7gF Nwsk RY sk R¢ (k+q), Rw s(k'—q),R
kK’ .q,s,0#3
1 2 78 T
- 5 Z zZ 98 Nwsk Rw—sk’ R¢s(k+q),R¢—s(k’—q),R
k,k',q,s,0#£3
1 o o o ~
B a a
T3 Z ZQQLLN1/’5;3,3?/)7;/,3@/}3(1&(1),R@/J—s(k'—q),R» (6-6)

k"k"l 7q’s7a¢/(3
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Como a equacao (E8) é idéntica a equagdo (E23) podemos relacionar as grandezas

nuas (N) e renormalizadas (R) diretamente:

ZI{Z(LN - kO,R —|— 5Zl€0,R (67)

Zg?k,N = 8?]671% + skvp,RéZ — UF,R(S]{?@R (68)

Z’gon = Yor+090r (6.9)

Z%9rw = 9r.R~+09r.R (6.10)

Z%98n = 9gB.r+098.R (6.11)

ZQQL{,N = gur+O09ur (6.12)

Da equagao (B3), obtemos também as relagoes

ZUF,N = UFR -+ UF,RéZ - ZUF’R (613)

de onde segue vpy = vr R, ou seja a velocidade de Fermi nao é renormalizada. Dai

temos que
Zkgy = kg +0kig. (6.14)

Definindo como Akp = kb — k% a diferenga entre os pontos de Fermi das bandas
b e a, podemos também escrever essa diferenca em relagao as grandezas nuas N e

renormalizadas
ZAkpy = Akpr+ 0Akpg, (6.15)

onde definimos também dAkgp = 0k} — 0k 5.

6.2 Equacoes de fluxo de renormalizacao

Considerando a relagao geral entre acoplamentos N e renormalizados R

gv=2Z""(g9r + dgr) (6.16)
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podemos calcular o fluxo das grandezas renormalizadas em fungao da escala de
renormalizacao w. Assim, segue-se que

dz—2
dw

w

d db
(9r + dgr) + 272 (w% + wd—iR) —0, (6.17)

~ d
onde levamos em conta o fato de que as grandezas N nao fluem com w, w5 = 0.

Definindo a dimensao anomala v como sendo

wdZ
= —=— 6.18
chegamos a equagao
dgr . dogr

No caso especifico dos canais de espalhamento do nosso modelo, as equacoes de fluxo

de GR sao portanto:

dgor ddgor
= 2 1) — 6.20
w o v (gor +9gor) —w do ( )
d do
w ZZR = 2v(9rr +09rR) — W gj’Ra (6.21)
d do
W = 29 (s +bgs.n) — ot (6.22)
dgu,r ddgu.r
> = 2 — . 2
w o Y(gu.r +6gur) —w dw (6.23)



Capitulo 7

Funcoes irredutiveis renormalizadas de

uma particula

7.1 Autoenergias e funcées renormalizadas I'®

1 1

N A° N
— -~

a a a § a

7 P 7 P

Figura 7.1: Autoenergia —iX% da banda a em 1-loop.

Em 1-loop os diagramas de autoenergia envolvem somente bolhas de polarizagao de

uma cor (figura 1), elas sao dadas pela seguinter férmula

%%, = grn [ GLA@ + g0n | GIald) ()
q q

23
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onde a = a,b, § = a,b, a # (3. Ao integrar sobre ¢, com cutoff de momento A,

temos explicitamente

—i¥% p = i(gr.r+ Go.r) (7.2)
—i¥% r = 1(gr.r+ Jo,r) (7.3)
—i¥" = i(Gr.r+ Jor)Q, (7.4)
—i¥h g = i(Gr.r+ Go.r) (7.5)

onde grp = ‘sz’j:, Jor = ZOT’? e Q = AVp, Vp = 2up. Assim, em 1-loop as con-

tribuicoes de autoenergia sao dadas por interagoes intrafrontal e interfrontal. Se
considerarmos as contribugoes de 2-loops, por outro lado, temos contribuicoes adi-
cionais produzidas pelos demais acoplamentos de backscattering e umklapp, com a
possibilidade assim de termos bolhas de polarizacao de duas cores e trocas de cor

(figuras [2 e [3).

Figura 7.3: Diagrama de autoenergia em 2-loops com interacao umklapp.

A contribuicao da interacao frontal em 2-loops para a autoenergia é dada

por (figura [4)

15 gy P) = (i) [ iGN (5 ). (7:6)
q
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Na vizinhanga da superficie de Fermi, pg = w e p = k%,

: 2
yha a 190,rW Q
- ZZ+,R,go,R(k’F,Ra w) = —Q(WVF)Q In <;) . (7.7)

Figura 7.4: Diagrama de autoenergia em 2-loops com interagao frontal.

As contribuigoes de autoenergia da interac¢ao interfrontal em 2-loops (IZ3)
é dada por
. . . ~a b -
S8 g () = (i) [ 1GE@ () (789)
q
que se reduz, na vizinhanga do ponto de Fermi, py = w e p = k%, para velocidades

de Fermi iguais vp g, a

.2
a o _ YFRY Q
— ZZJr’R’g}_’R(k}F, w) = W In (;) . (79)
Ambas as contribuicoes frontal e interfrontal sao bolhas de polarizacao de uma sé

cor para a autoenergia

F-q+d

Figura 7.5: Diagrama de 2-loops para —i%¢ associado ao acoplamento interfrontal.

Agora, considerando as contribui¢oes de duas cores em 2-loops para a au-

toenergia, temos a contribuigao da interacao backscattering (figura ),

2% hgsr = (—igsr)’ / G (DX (P~ ) (7.10)
q
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que na superficie de Fermi p'= (w, k% ), no caso de mesmas velocidades de Fermi,

¢ dada por
. 9
—a u ZQBRVFA]?F,R Q
— 5% Ry p(Kipw) = 2(mVp)? = <VFAkFR
- 9
1053 pW Q
7 ] 7.11
* 2(nVp)? " (VFAkF,R> ’ ( )

e a contribui¢do da interagao de umklapp (figure [723)

5 g = i) [ 1G8 H(@X (7 ) (7.12)
q

que na superficie de Fermi = (kf z,w), no caso de velocidades de Fermi iguais, é

)
—a a 1914, RW 0
=i g (K@) = gy In <;) . (7.13)

Agora, podemos escrever a contribuicao total da autoenergia até 2-loops para a

— — — —
/ \ / \ / \ / \

Figura 7.6: Diagramas de autoenergia em 2-loops, banda a+.

banda a, lado direito, na superficie de Fermi (SF),

;2 2
. 9F RW Q t90,rW Q
— e = = ] — — 1 —
Al = oy <w) "oV (w)
igéR(VFAkF,R + w) . Q
2(7TVF)2 VFAkF,R

)
191 RW Q
—— ] — 14
" 2<va>2“(w) (714)

e a correspondente funcio irredutivel renormalizada de uma particula I'® em um
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dos pontos de Fermi é entao
T§2+)R(wa k#) = w—(9or +3drr)Q
bW [!73;,}3 n g(ZR n !71242,1%] I (%)
2
+ wgl;’R In (VFZ]{?F)

=2
+ (VFAkF)gB’Rln( {2 )

2 VFAICF
w0Z — ki pvpdZ + vpoky g,

(7.15)

onde 0Z e 0k} p sao os correspondentes contratermos, introduzidos no correspon-
dente lagrangiano renormalizado. Por outro lado, se lidarmos a banda b (figura

),

—
/ \ / \

S S ¥

Figura 7.7: Diagrama de autoenergia em 2-loops, banda b+.

Fl(jr)R(wa ky) = w—(Gor +Jrr) "

—9 —2 ~2
9rr . 90  Yu.Rr Q2
w[ 5 + 5 + Z]IH(w)
~2
9B.R Q
|
T 2 n(VFAk‘F,R)
=2
9B.R Q
— (VpAk iy |
(VeAkrr)= n(vFAkF,R)
+ wdZ — kY qupdZ + vpdky g,

(7.16)

onde agora temos o contratermo 6k% , e introduzimos a notagao gr = gr/mVr para
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cada acoplamento Correspondente Calculos similares sao aplicados para quiralida-

des opostas F( )R e F (ﬁgura ras)

- = e o o —_ > P - _- P e P == P = —_ — P - P -

- —-)——:—-)-—:—-)—— e —-)—g-)-—

Figura 7.8: Diagramas de autoenergia em 2-loops, bandas a— e b—.

7.2 Prescrigao fisica para Fg) e fluxo de renormalizacao para

Akpp

Para determinarmos as grandezas renormalizadas necessitamos de uma prescri¢ao

apropriada de grupo de renormalizacao (GR) para Fg)

no ponto de Fermi corres-
pondente. Vamos definir entao para cada banda, no ponto de Fermi correspondente,
Fg)] pr = w. Assim, usando as equagoes (I3) e (18), chegamos naturalmente ao

resultado

1. ~ _ Q 1_ Q
67 = glaardnrdialn(5) - gohai (gagy) (0

e aos respectivos contratermos de momento de Fermi

Q

Okfr = KkppdZ + (Go.r + Jr.R) — o
Akt ] 7.18
F,RgB,R n (VFAkFR> ( )
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)
57{%,3 = k?:’,R(SZ + (go,r + 97.r) on

Q
Akprig pln | ——— ). 1
e G (T

Adicionando k% g, o = a,b, em cada contratermo correspondente para o momento

de Fermi e levando em conta a relacao 64 = Z — 1, podemos escrever

B B Q
Okpp+kpr = kppZ+ (Go.r + JFrr) —
VFR

Q

_ _ Q
51{?%,3 + k%,R = k%,RZ + (Go.r + §7.R) P

Q
Akppiten [ —— ) . 7.21
+ F,Rpr N (VF,R A kF,R) ( )

Levando em consideracao a relagao entre os momentos de Fermi nus e renormalizados

0kt p + kg g

g, = 2batthn (722)
Ok o + kb
kg = —— (7.23)

podemos escrever a relacao entre Akpy e Akpp explicitamente

Akpy = ng—k;@,N

9
9B.R Q

= Ak 14+2—==1 .

F’R{ 7 n(VF,RAk‘F,R)]

(7.24)

Como as quantidades nuas nao fluem com respeito ao nosso parametro de escala de

GR, chegamos a equcao de fluxo correspondente para Akp g:

L0kpy_ dAkpg [ +2§%,R n Q
dw N dw Z Ve rAkp g

Ghr dZ Q
Y

22 wdw VF,RAkF,R
Jr 1 dAkp R
- 2 w ]
Z AkF’R dw

) (7.25)
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Incluindo a dimensao anémala

wdZ
= —— 7.26
1= (7.26)

e multiplicando ambos os lados por Z, chegamos a

- Q
dAkF,R 2AkF,R9?3,R7 In (VF,RAkF,R)
w———= = )
d ~ Q
w Z + 2G5 g [1n (VF,RMF,R) - 1}
(7.27)
Isto pode também ser escrito na seguinte forma simplificada
w% - i 7 (7.28)
dw 1o 1 [ _ L]
in(A/AkpR) 20% g

onde consideramos o termo de cutoff A = Q/Vp .



Capitulo 8

Funcoes irredutiveis renormalizadas de

duas particulas

8.1 Funcoes irredutiveis renormalizadas de duas particulas

4 .
F%) e contratermos para os canais de espalhamento

/{\\

Figura 8.1: Diagramas do canal de espalhamento frontal em 1-loop.

N

Agora consideramos as funcgoes irredutiveis renormalizadas de duas particulas
4 : : - :
F%) para os correspondentes canais de espalhamento das interagoes frontal, inter-

frontal, backscattering e umklapp. No canal de espalhamento frontal (figura B),

61
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a funcao irredutivel de duas particulas em 1-loop na vizinhanca do ponto de Fermi

tem a seguinte contribuicao

- 2
(4) . '9B.R Q
T = _igor— —25R)
0. ‘90,8 7TVF . <VF,RAkF,R>
- 2
Ju.r Q .
—In|— ) —1id 8.1
b (%) s, 1)

onde —idgp r € o correspondente contratermo para o canal frontal nessa ordem de

perturbacao.

/ ................... k\\

Figura 8.2: Diagramas do canal de espalhamento interfrontal em 1-loop.

AN

No canal de espalhamento interfrontal (figura B2) a funcdo irredutivel de
duas particulas em 1-loop na vizinhanga do mesmo ponto de Fermi é, por sua vez,
(@) , i98.r Q
Vrn = ~lrnt mVER o (VF,RAk?F)

;2
t9u.r Q .
—1In|— ) —1id 8.2

w
onde —idgr r € o correspondente contratermo desse canal de espalhamento em 1-
loop.

No canal de espalhamento backscattering (figura B23), temos na vizinhanca
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Figura 8.3: Diagramas do canal de espalhamento backscattering em 1-loop.

do ponto de Fermi

' Q
e _ Y9B.RIF.R |
A "9sRF TVER ! VerAkp R

L 9FRgBR 2\ _igsrgoR | Q

7TVF7R w 7TVF7R VFAkF,R
190,RYB,R Q .

- o] — ) —1d 8.3

WVF,R n <C{)) 109B,R; ( )

onde —idgp r é o correspondente contratermo.

Figura 8.4: Diagramas do canal de espalhamento umklapp em 1-loop.

No canal de espalhamento umklapp (figura B4), temos a seguinte contri-
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buicao na vizinhanca do ponto de Fermi

1) . _9u,RI0.R Q
Fé{,R = —GuRr+ QZTF’,R In (;)
.9u,RIF R Q .
— =" 1In|— ) —1id 8.4
TVen (w) 109U, R (8.4)

onde —idgy r € 0 contratermo correspondente para o canal de espalhamento umklapp
em 1-loop.
A prescricao fisica de renormalizacao para as funcoes irredutiveis de duas

particulas nos pontos de Fermi sao os correspondentes acoplamentos renormalizados.

Isto é:
Fé,;% = —igo,Rr, (8.5)
F%?R = —i9FR; (8.6)
Tor = —igsn: (8.7)
Cie = —igun (8.8)

Podemos entao calcular explicitamente todos os contratermos ordem a ordem em

N\ VAN .
y O — ¢
7 f - A
N TOOODON || o N

Figura 8.5: Diagrama de Feynman correspondente ao contratermo para o canal de espa-

lhamento frontal.

teoria de perturbacao. Em particular, em 1-loop, para o canal de espalhamento

frontal (figure B3)

2 2

9B.R Q 9u.R Q
0 = ——=1 EAZN (R (e
QO,R 7TVF7R n(VRRAkF,R) +7TVF,R n(w)’
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(oo g IR | e— ¢
. } - f
TOOOOON | | froes g

Figura 8.6: Diagrama de Feynman correspondente ao contratermo para o canal de espa-

lhamento interfrontal.

, MM (g
- - } . }
. TOOTOON AN

A% (O00000Y
- Y - Y
000000\ VMV

N N
/ \ / \
Figura 8.7: Diagrama de Feynman correspondente ao contratermo para o canal de espa-

lhamento backscattering.

para o canal de espalhamento interfrontal (figura B8)

1) = g%’R ln( & >
IFR TVER Vi rRAkE R

2
_ Sur (Q> (8.10)

TVER w
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’ AVAVAV AV I | ee— (

A ! 1
g
—i09u.r \\ . W\M

] M
g f . t
AMANAL (

N N
/ \ / \
Figura 8.8: Diagrama de Feynman correspondente ao contratermo para o canal de espa-

lhamento umklapp.

para o canal de espalhamento backscattering (figura B72)

5 _ 9BRIFR 0 L 9FRgBR, (€
B,R 7TVF VF,RAkF,R TI'VF,R w

9B.RIOR | < Q >
ViR Vi rAkE R

90,RYB,R Q
— e — A1
p n(w), (8.11)

e finalmente para o canal de espalhamento umklapp (figura E=)

Q
Squr = 290,RQM,R In <>

TmVER w
9U,RYF,R Q
— 2= — . 8.12
m™VrR . (w> ( )

Em 2-loops os diagramas de contratermos aparecem como contribuicoes parquet”
dos contratermos de 1-loop (figura B9) cancelando todas as contribuigoes do tipo

parquet dos canais de espalhamento que aparecem em 2-loops (figuras B0, BT,

Tsto é, contribuicoes resultantes da combinacoes das contribuicdes de ordem inferior.
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T2, B13). Ao calcularmos as contribuigoes de diagramas nao-parquet em 2-

Figura 8.10: Diagramas parquet em 2-loops para o canal de espalhamento interfrontal.

Onde p'= p1 + pa.

loops, segue-se entao que no canal de espalhamento frontal (figure B14), a funcao

irredutivel renormalizada de duas particulas em 2-loops, na vizinhanca de um ponto
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Figura 8.11: Diagramas parquet em 2-loops para o canal de espalhamento frontal.

de Fermi, é dada por
_ Q Q
4 . . .
Fg,)R = —90,R + 7’gl%{,R In <;) - Zgl%,R In (VF,RAkF,R)
Q Q
._3 ._9
_ n(=)— In(=
t9o,r 11 (w) t9r rY0,r 1N (w)
Q
.9 _
_ In (=
9y, r9F,R 1N (w)

P Q
— zg?g,RgﬁRln<

——— | —i0Go.R, 8.13

VF,RAk’F,R> (8.13)

onde —idgo,r € 0 contratermo correspondente até 2-loops, e f(()il])% = I‘((f})% /TVER.
Incluindo-se, por sua vez, a contribuicao nao-parquet para o canal inter-

frontal (figure BI3) as fungoes irredutiveis de duas particulas em 2-loops no ponto

de Fermi correspondente tem a seguinte contribuicao
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Figura 8.12: Diagramas parquet em 2-loops para o canal de espalhamento backscattering.

_ 0 Q
4 . . .
T%y = —igrs—igypln <;> +igg 10 (VFA—kFR)
Q Q
— ga@2 arelnl =) —igd JIn( =
o,rIF. R\ 7 WrrMA 2
2 o Q SR Q
— 1 n|{—| —1 N\ -————
9u,.RY0.R o 98,RY0,R Velkr g

— i0Gr ., (8.14)

onde —idgr g = —idgr r/mVr é o contratermo correspondente para o canal de es-
palhamento interfrontal em 2-loops, e seguindo a mesma convencao anterior f‘gf-l’)R =
F%’)R [TV

Semelhantemente, calculando-se a contribuicao nao-parquet para o canal de
espalhamento backscattering (figure BI8) a fungao irredutivel de duas particulas em

2-loops no seu ponto de Fermi é dada por
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Figura 8.13: Diagramas parquet em 2-loops no canal de espalhamento umklapp.

T, = —1gB,r + 19B,RIF,R 1N <L>
B,R ) ’ ) VF7RA]€F7R
Y dn e n ] Q S Q
1gB,RYF,R 11 o 90,RYB,R VF,R A kF,R

o Q o Q
— 1 n{—|]—z1 —_—
90,RYB.R o 9u,rRIB,R VenAkrn

o Q
- 2290,R9.7—",R98,R1n (—)

Vi rAkER
g Q o
+ gy rIsRIN | — ) — 075 R, (8.15)
onde mais uma vez —idgp r = —i0gg,.r/TVrr ¢ 0 contratermo correspondente para

o canal de espalhamento backscattering em 2-loops, e fg)R = FE)R /TVER.

Finalmente, calculando-se a contribuicao nao-parquet do canal de umklapp
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Figura 8.14: Diagramas nao-parquet em 2-loops para os canais de espalhamento frontal.
(figure BT1), temos entao
[ Q
4 _ o
FZ(/{,)R = —'lgL{,R + QZQO,RQM,RQB,R In (;)
Q

— 2igr rGu.rIn (—)
w

o Q
—  2140,rgF,ROu,R 1N ”

Q
—  2igurgs p I <—> — 10Gu, R,
B Ve rAkp g
(8.16)
onde —idgy g = —10gy r/TVF R ¢ 0 contratermo correspondente em 2-loops, e Fz(j, )R =

F&)}%/WVF,R-

Tendo em conta as prescrigoes fisicas para os canais de espalhamento nos
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Figura 8.15: Diagramas nao-parquet em 2-loops no canal de espalhamento interfrontal.

pontos de Fermi

Féﬁ% = —iGo,R;
fgf,)R = —UFR;
F;(;,)R = —i9B.R;
f&)}g = —19u,R;

(8.17)
(8.18)
(8.19)

(8.20)
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Figura 8.16: Diagramas nao-parquet em 2-loops no canal de espalhamento backscattering.

chegamos facilmente aos valores dos contratermos explicitamente até 2-loops:

Q Q
a — a2 Inl=)-.ln —
5.90,1:5 gM,R n (w ) gB,R n (VF,RAkF,R)

Q Q
— @Z.Inl=)=8% .00 rIn| =
9o,r 1 (w) 97 rYo,R 1M (w)

Q
B S P s
9u,R9F,R 11 (w>
Q
Y A U 8.21
98,RIF.R N <VF,RA/€F,R) 7 ( )
0 Q
_ _ _ =2 1 - a2 | I A1
5Gr.r 9. rIn <w) + 95rN (VF,RAICF,R)

Q Q
— . arrlnl =) =@ In( =
9o,r9F R (w) gr ri (w>
Q
— a2 g nl =
Ju,r90,R 111 (w)

— 9_2 g 1 —_ (8 22)
1 .
B,RY0,R ‘,7 N 7 )
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Figura 8.17: Diagramas nao-parquet em 2-loops no canal de espalhamento umklapp.

098,r

8. ROF R1 2 + Gg.rgr.Rr1 L
n|{ —m——m—— ni|{—
9B,RYF R VF,R A k‘F,R 9B,RIF R o

5 o1 Q o Q
_— _ n —_
9o,RgB,rR N AN 90,RIB.R o

Q
290.r9r rB.RIN 3
9o,rYr,RYB,R 1N (VF, RAk:F,R)

G2, »d5 g In —Q
9u,RIB.R Vi rAkp R

Q
92 r98.R 10 (Z) , (8.23)
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e, finalmente,

0Gu,r

L Q
290,R9u,rJB,R In "
Q
297 r9u,rIn (—)
w
S Q
2G0,RGF,ROu,R I 5

Q
— 9



Capitulo 9

Equacoes de fluxo do grupo de

renormalizacao

9.1 Equacoes de fluxo de renormalizacao para os acopla-

mentos renormalizados até 2-loops

Usando nossos resultados anteriores, equagoes (618) a (6223), vimos que

dgor ddgor
= 2 — 1
W v (gor + 0go,r) — w Ty (9.1)
dgr r dogr r
! = 2 — d 2
dgp,r dogs,r
3 — 2 _ ) .
w— v (98,r + 0gB.R) — W o (9.3)
dgu.r . dogu,r
w— = 27 (9u.r + 0gu,r) —w I (9.4)

76
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Dividindo ambos os lados por 7V g, temos finalmente

dg dog
w gij = 27(gor +6Go,r) — w df’fR, (9.5)
dgr r _ _ ddgr r
I 9 B a1 )
W Y (gF,r +0gF,r) — W R (9.6)
dgs.r _ _ dogs,r
498R 5 _ ’ .
W v (98,8 +098,R) — W T (9.7)
dgu r _ _ dogu,r
YuR 5 _ U .
W Y (Gu,r + 0Gu,r) — w o (9.8)

Usando os contratermos em

2-loops, descritos nas equagoes (B2211) a (824), podemos

escrever os fluxos de GR para os acoplamentos renormalizados na seguinte forma

w dgo,r
dw

¥ dgr.r
dw

2v9s,r + 98,RIF,R
90,RIB,R
290,RGF,RIB.R 77— Akrr
gu RIB, RAk .

2 _
9u,RIB,R;

_9 w dAk’FR

7 =3
BRAkFR dw

— Y9o0,R

29Go,r + §5{,R

- §z24,R§f,R
w dAkF R
Ak F.R dw

92 _
9F rIO,R

98,97 R (9.9)

)

w dAk‘FR

guR+gBRAk dio 7y

—Y9r.R

29gF R —

91 rIF.R — b rJ0.R
W dA]i]FR
96 nJ0.R R — Akrp  dw

(9.10)

Y

w dAkppr
Akpr dw
w  dAkppr
Akpr dw
w  dAkpg
dw

+ 98,RIF,R

— 9o,RIB,R

w dAk’FR
dw

(9.11)
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dgu,r
w_

Y 27v9u,r + 290,rR9u,R — 29F,RJU.R

—  29o,rF,RIU,R;

w dAkF,R
AkF,R dw .

— 20urJE R (9.12)

Em 2-loops, se o cutoff é significantemente grande, o fluxo de GR para Akp g, dado

pela equacao ([C2R), reduz-se, para cutoff €2 suficientemente grande, a

w% =7 (9.13)
Semelhantemente, como
7 = 1462
[l ()
- %ID(VFZ@) (9.14)

e como a dimensao andémala v é dada por

Gin  G2n  G2p G2 dAk
_9ir | Yor | Yur _ Gor @ IDKF (9.15)
2 2 2 2 Akp dw
Logo, em uma aproximacao de 2-loops, v reduz-se a
27 =Gir + Jon + Jun- (9.16)

Levando-se em conta somente termos até 2-loops nos acoplamentos renormalizados,

podemos finalmente chegar na equacao de GR para o canal de espalhamento frontal

dgo,r
w—

T 29go.r + QZ{,R - gg,R - gi,RgOﬁR

— GirOF Ry (9.17)
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De modo semelhante, a equacao de GR pra o acoplamento interfrontal é dada por

dgrr o _9 _3 9
WW = 27Y9F,R — 9u,r — 9r,R — 90,RIF,R

gl%{,RgO,Ra
e, semelhantemente, para o canal de espalhamento backscattering,

dgs.r
w —_—

7 = 2v98,r + 9B,RIF,R — Jo,RIB,R
)

2  _
— 9u,RYB,R;
e o acoplamento umklapp, por sua vez, reduz-se a

dgu,r
w_

= 27qu,r + 290,r9u,R — 29F,RIU,R

—  24o,RIF,RIU,R>

(9.18)

(9.19)

(9.20)

Finalmente, a equacao de GR para a diferenca dos pontos de Fermi renormalizados

em 2-loops,

dAk
wi = ’)/A]{ZFR.
dw ’

(9.21)
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9.2 O caso 1-loop e uma solucao analitica

Considerando o caso particular de 1-loop, podemos escrever (para velocidades de

Fermi diferentes)

d Gu,r(w)?
— = A\ .22
wdwg]:’R(w) 2mup (9-22)
d Gu.r(w)?
— = =7 9.23
u)du; 9o.5(w) 27?@% ( )
d ar R(w) go R(w)
_ ) _ 2 .24
wdwgB’R(w> gB’R(w) [ 2mup 2mve, (9-24)
d go R(w) go R(w) gr R(w)
— = d d — ) 9.25
wdwgu’R(w) 9u7(w) [ 2mv% + 2l TUR ( )
onde vp = w e Vp = 2up. Utilizando g = ngvpﬂ podemos reescrever do seguinte
modo
oL Gn@) = —Gunw)? (9.26)
d _ UF _ 2
w—dngR(w) = —U%guR(w) (9.27)
d -~ _ _ VF _
Wi ger(w) = gBr(w) |grr(w) — —Gor(w) (9.28)
w v
L un@) = 25unlw) |- gon() — gra(w) (9.29)
w dwguR = 20uR v‘},v% Jor JdrRr . .

Definindo as quantidades gx = Gor £ grr, podemos escrever as equagoes (28) e

(E222), como
o) = (—i—l) Gunlw)’. (9.30)
wipr-@) = (1) gl (931)
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E usando as relacoes

1
Gor = §(§+,R +G-r); (9.32)
_ 1, _
9F.R = 5(9+,R — G-r); (9.33)

podemos reescrever as equagoes (I28) e (29)

w%%,g(w) = %gs,R(w)[(Z—fH §+,R(w>+<v—f—1) g_,R(wﬂ, (9.34)

ot un) = aun@) (25 1) gun) + (5 +1) 0t

VpUp e
(9.35)
Se as velocidades de Fermi sdo iguais vp = v% = 0%, entdo
d _
W@ng,R(W) =0 (9.36)
L5 on) = 2wy (9.37
w—g_grlw) = w .
dwg R 9u,r
d _ _ _
W@QB,R(W) = g5.rR(W)G+ (W) (9.38)
d
W%QM,R(W) = 20ur(w)g- r(w). (9.39)
Usando a primeira equacao, as duas ultimas podem também ser reduzidas
d _ 1. _ _
W In gp r(w) + 5 mgyrw)| = g+rw)+g-rw) (9.40)
Podemos também obter uma solucao analitica. De fato, fixando x = — logw,
d
%ngﬁ(x) =0 (9.41)
L one) = —2un(x)? (9.42)
—qg_grlr) = — x .
da:g R 9u,r
d _ _ _
@QB,R(@ = —05.r(7)7+ r(T) (9.43)
d
—aur(®) = —2gur(x)g-r(T). (9.44)

dx



82

Da equagao (I4T), temos

g+.r(z) =@ (9.45)

onde « é uma constante em x. Podemos usar este resultado para resolver a equacao

9p

05

L —Logw

-0.5

Figura 9.1: Solucao g4 g(x) no caso onde a é —1 e 1.

(€23), tal que

gs.r(x) = gsr(0)e” " (9.46)

Das equagbes (I42) e (C44), no caso Gu.r(r) # 0, g— r(z) # 0 e sem pontos de

méximo ou minimo gy, z(x) # 0, g () # 0, temos

_ _
{//u,R(iv) _ 9-n(@) (9.47)
9 r(x)  gur(w)
Temos assim
2 _ 2 (9.48)
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i —-Logw
4

— exp(—x)

e exp(x)

Figura 9.2: Solucao de gp r no caso onde o ¢ —1 e 1.

onde p é uma constante em z. A equagao (I48) é de fato uma equacao de hipérbole.

Podemos assim escrever a solugao paramétrica

qur(zr) = pcosh(x), (9.49)

g-r(x) = psinh(z). (9.50)

Assim para as solugoes analiticas, o termo de backscattering pode fluir para

zero exponencialmente em 1-loop (848), mas os acoplamentos (29) e (450) fluem

hiperbolicamente.

Em outro caso, considerando o regime de confinamento em que ja partimos
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cosh(x)

— sinh(x)

—_— cosh(—x)

— sinh(-x)

20k

10f

L —Logw
4

cosh(x)

sinh(x)

Figura 9.3: Solucao hiperbdlica gy r € §— .

de Akr = 0 ou Akr da ordem de w, as equagoes de RG em 1-loop podem ser escritas

d

w——grr(w) =

dw
d

w—-_go.r(w) =

dw
d

w@gBR(W) =

d

W@QM,R(W) =

(%,R(UJ)Z — Qu,R(UJ)Z) ;
(?u,R(w)Q — ?B,R(W)2) ;
295,r(w) (97,r(W) — Go,r(W)),

20u,r(W) (Jo.r(w) — gr r(W)) -

(9.51)
(9.52)
(9.53)

(9.54)
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Quando o sistema se confina totalmente em 1D, as constantes de acoplamento

reduzem-se a interacoes do tipo a g9, recaindo assim no fluxo de renormalizagao

de Tomonaga-Luttinger sem interacao g4, e todo o sistema flui para o regime de

ponto fixo de Luttinger

d

W@Qr,R(w) = 0,
W%ﬁo,}z(w) = 0,
w%@gﬁ(w) = 0,
W%QM,R(W) = 0.

9.3 Solugao numérica 1-loop

(9.55)
(9.56)
(9.57)

(9.58)

As equagoes (I09), (II8), (G19), (8=20) e (&=21), considerando termos até 1-loop,

podem ser reescritas como

dgs.r _ _
w = 0B,RYF,R — Jo,RIB,R
dw

dgur o 5 =
W= = 200,rR9u,R — 29F,ROu,R
w

dAkr R
w : = 0.
dw

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)

(9.63)
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Podemos resolver estas equacoes numericamente. Para pequenos valores de aco-
plamento, o fluxo de RG apresenta um perfil constante, dentro do alcance desta
aproximacao, para além os acoplamentos divergem (figura B4). Assim, precisamos
ir para 2-loops a fim de estudar o comportamento do sistema completo de equacoes
de GR. Na ordem de 1-loop, como v = 0, o fluxo dos pontos de Fermi é constante,

o que impossibilita o confinamento.

9.4 Solucao numérica das equacoes de GR em 2-loops

Considerando agora as equagoes de fluxo de renormalizacao em 2-loops (8359), (I13),
(d19), (20) e (=20), podemos resolver numericamente para valores iniciais nega-
tivos e positivos dos acoplamentos. Vemos que as equagoes vao todas para pontos
fixos e o termo de Akpp flui para o confinamento e o backscattering flui para um
ponto fixo de valor zero, acompanhando Akpp (figuras &3, B8, 87 ¢ @X). Temos
assim confinamento quantico tanto para valores iniciais positivos como negativos

dos acoplamentos.
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Figura 9.4: Fluxo de renormalizacao em 1-loop: para pequenos valores de aco-
plamento o fluxo tem o perfil constante, e divergem quando vamos para além da
aproximacao, nao fluem para pontos fixos. Nesse caso Akpr permanece constante,

nao ha confinamento, e 7 igual a 1.
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Figura 9.5: Fluxos de renormalizacao em 2-loops. Acoplamentos com valores iniciais:
(a) go,r(0) = 0.1, grr(0) = 0.2, ggr(0) = 0.3, Gu,r(0) = 0.4; (b) go,r(0) = —0.1,
gr.r(0) = 0.2, gg.r(0) = 0.3, Gu,r(0) = 0.4; (c) Mesmos acoplamentos de “(a)”; (d)
Todos acoplamentos iniciais iguais a gr(0) = 0.4. Diferenca entre pontos de Fermi iniciais:
Akppr(0) = (a) 0.9; (b) 0.5; (c) 0.5 (d) 0.9. Pesos de quasiparticula iniciais: Z(0) sempre
iguais a 1. Os acoplamentos fluem para pontos fixos; Akp g flui para zero; Z flui para

Z€ero.
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Figura 9.6: Fluxos de renormalizacdo em 2-loops. Acoplamentos com valores iniciais:
(a) go,r(0) = 0.1, gr r(0) = 0.2, g r(0) = 0.3, Gu,r(0) = —0.4; (b) Todos acoplamentos
iniciais iguais a gR(O) = —0.4; (C) g(),R(O) = —0.1, g]:,R(O) = —0.2, g&R(O) = —0.3,

9u,r(0) = 0.4; (d) go,r(0) = 0.1, grr(0) = —0.2, gsr(0) = —0.3, Gu,r(0) = —0.4 .

Pesos de quasiparticula iniciais: Z(0) sempre iguais a 1. Os acoplamentos fluem para

pontos fixos; Akr g flui para zero; Z flui para zero.
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Figura 9.7: Fluxos de GR em 2-loops. Fixamos valores iniciais go, z(0) = 0.1, gz r(0) =
0.2, g8,r(0) = 0.3, gu,r(0) = 0.4, Z(0) = 1, Akp r(0) = 1, entdo variamos cada condi¢ao
inicial individualmente, mantendo as outras condicOes iniciais fixas. Os acoplamentos

fluem para pontos fixos; Akg g flui para zero; Z flui para zero.
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Figura 9.8: Fluxo de GR dos acoplamentos, peso da quasiparticula e Akgpr. Linhas
vermelhas (de 0.1 a 1) e azuis (entre 0.1 e 0) correspondem aos mesmos valores iniciais
positivos para acoplamentos. Linhas amarelas (de -0.1 a -1) e verdes (entre -0.1 e 0).
correspondem aos mesmos valores iniciais negativos para acoplamentos. Valor inicial do
peso da quasiparticula sempre Z(0) = 1. Valores iniciais Akg r(0), de 0.9 to 1. Exceto para
valores muito baixos (recaindo em 1-loop, dentro dos casos verde e azul), os acoplamentos

fluem para pontos fixos; Akg g flui para zero; Z flui para zero.



Capitulo 10

Confinamento Quantico no MDCA

O resultado das equacoes de fluxo de GR em 2-loops demonstra que o
MDCA possui de fato regime de confinamento quantico. Isto é, os pontos de Fermi
renormalizados fluem para Akpr = 0. Consequentemente, a interagao de backscat-
tering e o peso da quasiparticula também fluem para zero como resultado de sua
relacao direta com o fluxo de Akp g.

As figuras B70 e IR resumem nossos resultados dos fluxos de GR para varios
valores iniciais de acoplamento, peso da quasiparticula e Akpr. Em particular,
nossos resultados nao sao sensiveis a escolhas de valores iniciais dos parametros do
modelo. A figura I mostra que quanto maiores os acoplamentos iniciais, mais
rapido o sistema vai para o confinamento quantico.

Os acoplamentos frontal, interfrontal e umklapp fluem para valores fixos,
indicando que quando o sistema sofre confinamento quantico as duas bandas ainda
se comunicam através dessas interagoes intercadeias. Por outro lado, o peso da

quasiparticula vai sempre a zero. Com efeito, o fluxo do peso da quasiparticula

92
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para zero, implica que, de fato, nao ha excitagoes de quasiparticula fermionicas bem
definidas no limite de baixa energia, somente a possibilidade de excitacoes de carga

bosonicas coletivas, caracterizadas pelos pontos fixos de um liquido de Luttinger.
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Figura 10.1: Valores iniciais de acoplamentos: (a) 10, (b) 1, (c) 0.1. Para valores iniciais
de acoplamentos entre 0.1 to 10 ha sempre confinamento. Quanto maior o valor inicial,
mais rapido o sistema confina, os fluxos dos acoplamentos vao para pontos fixos e o peso

da quasiparticula vai a zero.
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Nosso resultado confirma que o backscattering esta ligado a Akppr. Algo
verificado também em trabalhos anteriores, usando calculos em 2-loops, em auséncia
(9] e presenca de confinamento [25, 26]. Esses trabalhos levam apenas em conta
apenas a presenca de backscattering, mas nao consideram as outras interacoes. Por
outro lado, nossos fluxos de backscattering e Akp r incluem interacoes que nao estao
presentes em modelos envolvendo apenas backscattering.

Por outro lado, um resultado prévio de 2-loops [27], usando o método de
renormalizacao de Wilson admite a possibilidade de confinamento quantico, mas
nesse caso o sistema de equagoes de GR proposto admite a possibilidade nao-fisica
de pesos de quasiparticula negativos, o que pode ter relacao com inconsisténcias na
prescricao de renormalizagao adotada. Esse resultado prevé ainda o distanciamento
dos pontos de Fermi antes do confinamento, com um pico que, para 0 caso mais
geral apresentado, adquire valores nao-fisicos.

Em nosso caso, por outro lado, as equacoes sao obtidas consistentemente
e o fluxo de renormalizacao de Z vai sempre para zero, caracterizando de fato um
regime de liquido de Luttinger. Além disso, nosso resultado prevé um fluxo para o
confinamento sem prever antes disso o distanciamento dos pontos de Fermi, como
ocorre em [27]. De fato, é mais razodvel que os pontos de Fermi se aproximem cada
vez mais ao invés de se distanciarem, levando o termo de acoplamento perpendicular
t, aser reduzido na presenca de interacoes, levando o sistema a um estado efetivo de
liquido de Luttinger, como originalmente discutido por Anderson [I'7], que também é

confirmado pelo fluxo da quasiparticula para zero. Nosso resultado também implica
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Figura 10.2: Fluxos de GR da soma das contribuigoes frontais go g + g7 R-

que no confinamento quantico, as tnicas trocas de “cor” sao realizadas por umklapp.
Os processos de interacoes que nao realizam troca de cor, frontal e interfrontal,
fluem para pontos fixos opostos, caracterizando um fluxo de GR constante para
contribuigoes totais de tipo frontal go r + gz r. Na figura M2, mostramos que de
fato, go.r + g7 r flui para pontos fixos contantes independentemente das condicoes
iniciais. Note que se somarmos diretamente as equacoes de fluxo de GR para go i e
gr.r chegamos imediatamente essa condigao

d(go.r + Jr.r)
— 2 = (). 10.1
w 7 (10.1)

O resultado () é importante em virtude de sua conexao com o teorema de Lut-
tinger (TL) [28, 29, BO]. O TL relaciona Krp = kf, + k% » & densidade total de

férmions. Como resultado, se este niumero ¢é constante, Krr nao flui. De fato, po-
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Figura 10.3: Valores iniciais de acoplamentos: (a) 10, com go,z(0) = —10; (b) 1, com

go,r(0) = —1; (c) 0.1, com go r(0) = —0.1. Para estes casos go,r(0) + gr,r(0) = 0, o
teorema de Luttinger é satisfeito. Quanto maior o valor inicial, mais rdpido o sistema
confina, os fluxos dos acoplamentos vao para pontos fixos e o peso da quasiparticula vai a

zero. Para valores altos, umklapp vai a zero.
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demos escrever a equagao para Kr r, em termos da correspondente grandeza “nua’,

considerando (20), (21), (22) e (23),

0k o + k%, + 0kY. . + kb
Kpy = F.R F,RZ F.R F.R (10.2)

Q
= Kpr+2(gor + G¢r) Zom (10.3)

que leva ao fluxo de GR de Kp g, dado por

dKFN dKFR _ _ ’)/Q
Y —» +2(Gor + Gyr) Zvp ’ (10.4)
que para gor + gr,r = 0 leva a
dKr g
—— =0 10.5
Y dw ’ (10.5)

conservando assim Ky p.

Isto é particularmente importante na vizinhanca dos pontos de Fermi, com
go.r + 97, = 0 0 que leva ao fluxo constante de Kpp = kf 5 + kb 5, em acordo
com o teorema de Luttinger e em consisténcia com a identidade de Ward-Takahashi
[@3]. Por outro lado, essa condigao limita as condigbes iniciais para os acoplamentos
frontais, caracterizando os estados que obedecem o teorema de Luttinger. A figura
M3 apresenta os fluxos de GR nesse caso. Para valores altos de acoplamento o
umklapp também flui para zero. Por outro lado, todos os outros comportamentos
sao semelhantes ao anterior para QCR, exceto pelo fato de que agora os fluxos de
go.r © gr.r tem valores iniciais opostos que resultam gy r + grr = 0 para todo
o fluxo da soma. Podemos também calular a dimensao anomala (DA) quando os

fluxos atingem os pontos fixos, 7v*. Nesse caso, podemos distinguir entre os casos
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Dimensao Anémala
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0 z a 6 8 Ly
Acoplamento Inicial

Figura 10.4: Dimensao Anémala v* em fungao dos acoplamentos iniciais g(0), em médulo.
As linhas vermelhas correspondem aos casos onde o TL é satisfeito (frontal e interfrontal
com sinais opostos), estado de liquido de Luttinger. A linha azul corresponde ao caso onde
o TL é violado, um outro estado de liquido de nao-Fermi. A dimensdo andmala cresce
para valores iniciais maiores, implicando no fluxo mais rapido do peso da quasiparticula e

confinamento para valores mais altos.

que satisfazem o teorema de Luttinger e os que o violam. Na figura I, mostramos
a DA ~*, que é atingida no ponto fixo, em funcao dos valores de acoplamento inicial
g(0), com variagdo em médulo de 0 a 10. Para estados que violam o teorema de

Luttinger os valores de DA sao maiores que os que satisfazem esse teorema, o que



99

permite caracterizar cada estado. Como esperado, a DA cresce quando os valores dos
acoplamentos iniciais sao maiores. Isto também é uma consequéncia do resultado
anterior, obtido das equacoes de GR, de quanto maiores os acoplamentos iniciais,
mais rapida a nulificacao do peso da quasiparticula, confinamento quantico e fluxo
dos acoplamentos para pontos fixos.

Temos assim duas fases de liquido de nao-Fermi, determinadas pelo teorema
de Luttinger. Num liquido de Luttinger o teorema de Luttinger é satisfeito, enquanto
o estado onde esse teorema nao ¢ satisfeito pode caracterizar uma outra transigao,
como uma transicao para um isolante de Mott, que pode ser violar o TL, como
encontrado em [20, 21], resultado do efeito da renormalizagdo dos pontos de Fermi
(23, 4.

Note ainda que, devido ao teorema de Luttinger, a conservacao da densi-
dade total de fermions é conservada n = n, 4+ n_ devido sua relagao com K, onde

ns corresponde a densidade em cada quiralidade. Isso pode ser calculado explicita-

mente,

n, = /%[e(k ) 4+ 0k — )] = f—; (10.6)
N = /g—i[e(k; k)4 Ok — k)] = % (10.7)

Contudo, a diferenca entre n, e n_ ¢é alterada devido as interagoes. Suponha que
as interacoes levem a n/, = ny +dn e n_ = n_ — én, entao a soma n/, +n’ = n,

porém a diferenca An =ny —n_ =0 é alterada

An' =n! —n' =2én, (10.8)
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que se deve a assimetria nas densidades de férmions em cada quiralidade, e que esta
assim relacionada a anomalia quiral do modelo.

Em resumo, o confinamento quantico no MDCA, caracterizado pela reducao
da distancia entre os pontos de Fermi renormalizados associados as bandas ligante
e antiligante, com fluxo de GR para zero, e o fluxo das interagoes para pontos fixos,
¢ uma manifestacao do comportamento de liquido de nao-Fermi no MDCA, que é
deste modo um exemplo do comportamento efetivo de estado de liquido de Luttinger

neste modelo quasi-1D, quando o teorema de Luttinger ¢ satisfeito.



Capitulo 11

Conclusao e Perspectivas

Consideramos nesta tese um sistema quasi-1D de cadeias de férmions sem
spin sob interagoes frontal, interfrontal, backscattering e umklapp, o modelo de
duas cadeias acopladas (MDCA). Mostramos que este sistema pode ser descrito em
termos de interacoes com indices de cores, isto é, interacoes que nao alteram cor e que
mediam mudanca de cor, associadas as bandas ligante e antiligante formadas pelos
acoplamentos entre cadeias, e realizamos um estudo de grupo de renormalizacao
desse modelo a fim de estudar o problema do confinamento quantico.

Considerando a questao da anomalia quantica, levantada no trabalho [43],
consideramos o problema em termos de interagoes de duas cores, onde a anomalia
inerente ao sistema é vista como uma consequéncia do acoplamento de campos de
Dirac 1 + 1 a interagoes de uma cor e duas cores. Mostramos as interagoes de
uma cor podem ser escritas em termos de componentes de vetores axiais, enquanto
as interagoes que mediam trocas de cor (backscattering e umklapp) nado podem

ser associados a vetores axiais, embora possam ser associados a espinores que nao

101
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misturam quiralidades. Em 141, a componente zero do vetor axial J§ estd associada
A simetria quiral, enquanto a componente um do vetor axial J} estd associada &
conservacao de carga. O fato de as interagoes frontal e interfrontal envolverem a
componente J§ relacionada & simetria quiral, indica que a contribuigao desses termos
para a anomalia quiral estd também associado a vetores axiais, similar ao caso no
modelo de Schwinger 1+ 1 [64].

Por meio da realizagao completa de grupo de renormalizacao (GR), obtive-
mos apropriadamente as quantidades “nuas” e renormalizadas que levam ao conjunto
de equacoes de fluxo de GR para todas as grandezas fisicas associadas ao MDCA.
Mostramos que as diferengas interbanda dos pontos de Fermi renormalizados Akp g

fluem para zero em 2-loops, caracterizando assim o confinamento quantico. Em par-

N
]

6 F

)

N

ticular, este trabalho estende e confirma resultados anteriores |19, 25, "7, 22,

como a relacao do termo de backscattering com o termo de Akpp associado ao
confinamento quantico .

Assim, o principal resultado deste trabalho de tese [b9] é o estudo de con-
finamento quantico no MDCA em 2-loops, em que verificamos o fluxo de GR das
interacoes para pontos fixos, o fluxo do peso da quasiparticula para zero e a reducao
da distancia entre os pontos de Fermi renormalizados associados as bandas ligante e
antiligante, fluxo de GR de Akp g para zero, verificando dessa maneira que o MDCA
comporta-se efetivamente como um liquido de Luttinger em quasi-1D, no regime de
confinamento quantico. Levamos também em consideragao o teorema de Luttinger,

encontrando fases de confinamento onde esse teorema é satisfeito e fases onde o
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teorema é violado. No caso em que TL é satisfeito, o estado de liquido de Luttin-
ger fica precisamente caracterizado no confinamento quantico. Notamos ainda que
o confinamento nao é afetado pela simetria quiral, e por conseguinte da anomalia
quiral, visto que isto dependeria da diferenga das densidades de férmions das duas
quiralidades, mas Akp p nao mistura quiralidades.

Como projetos futuros, podemos estudar o confinamento quantico envol-
vendo o acoplamento de mais cadeias, o caso limite continuo e a presenca de outros
tipos de interacao, como interagoes para cadeias nao-vizinhas, por exemplo. Além
disso, a questao das anomalias quanticas deve também ser melhor explorada, como
em processos onde as diferencas das densidades de férmions de diferentes quiralida-
des esta envolvida. Também pretendemos explorar as técnicas aqui abordadadas em
outros contextos em sistemas de elétrons fortemente correlacionados e sistemas de
fisica da matéria condensada [60, 61, 62, 63], bem como a interligacdo com outras
areas de interesse [64, B5], com possiveis aplicagdes do método de grupo renorma-

lizagao em outros contextos.



Apéndice 1: Calculo explicito das

polarizacoes de uma e duas cores

.1 Polarizacao de uma “cor”

Figura 1: Polarizacao de uma “cor”.

Considerando a polariza¢ao de uma “cor” ( figura )
@ = - [ 66+
ql

e as fungoes de Green correspondentes

, 9b>/ t9b</
G’ (¢) = T 4
ah — eb_q, +1i0 g — Eb_q, — i
b> b<
Gb (q_7 + (D _ 9—(Q'+Q) + —(q¢'+q)

%+ 0 — 8b—(q”rq) +i0 gyt o — Eb—(qurq) —10
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Podemos realizar a integracao em ¢’

9b> 9b>
Xb ((T) _ / *(Q’+Q)
N 7 q0— €y +i0 g+ qo— ) +1id

(q +q)
b b<
N / 0" > 0> q o)
Q_7Q6 /+25q0+q0 (q+q) 7/5
0b< b>
+ / —(¢'+q)
qO _q —z'5q6+qo—€b(q,+q)—|—2(5
o, o<,
+ [ / (: (q +q) : (4)
70— €y —10qy+qo— (q+q) — 10

Primeiro integrando nas frequéncia g

/ 0%, Ii>(q’+q)

4 qg—gb_q,+z’5qg+qo—eb(q/+q)+z‘5

+ / 0b> gb—<(q’+q)
Q6q0_5 ,+25q0+q0 (q+q) — 10

+ / / 0b< 0b>q (¢'+9) ‘
q6q0—5 , —10gy+ qo — (q+q + 1

+ / / 9b< eli<(q’+q) ' (5)
a @ — ey —i0 gy +qo — (q+q) — 10

Temos assim que no caso

1
/q(/) Qo — €’y T10qy+ qo — (q+q +1i0
a integral nao tem pontos singulares, resultando zero. E no caso

/ 1 1
q6 Q(/) - Eb—q’ + 0 Q6 + do — 5b,(q/+q) -

7
I (7)
o ponto singular ¢) = —qop + 5”_(q,+q) + 16, resulta

1
b b ;
—{qo + 6_(q/+q) - g_q/ + 15
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a terceira integracao

/ 1 1 ()
q6 q(/) - gllq/ - Z(S Q6 + q(] - 61)_(q/+q) + 2(5
tem como ponto singular ¢ = sllq, + 10, o que resulta em

!

—. 10
qo + gliq/ - gl)_(q/+q) + 25 ( )
A quarta integragao
1 1
. . (11)
Lé Q6 - gb—q’ — 10 Q(/) + qo — gli(q’+q) — 10
tem os pontos singluares ¢ = sb_q, +id e qy,=—qo+ si(q,+q) + 46, e o resultado da

integral é também zero.
Podemos agora incluir os cutoffs para a integragao nos momentos, levando

em conta os produtos das fungoes theta. A primeira 92,9’?( nao é necessaria

q7+q)

pois a integracao nas frequéncias é nula. A segunda Hl?q,@lf( pode ser melhor

q'+q)

realizada levando-se em conta o diagrama incluindo os cutoffs (figura R(a})

7]6171' — A 7]{,17/1 I} b>

—-q

,qfkph A*(]*]{‘F”

b
9*(‘/’4"/] <

7/{,'}:‘[) Z —q— kpb

—q — kg —kg

(a) —kf > —q — kb

Figura 2: Intervalos de cutoff em ¢’ para Gl?q,, Glf(q, L)

Dos intervalos de cutoff para 6”3, e 0b_<(q, L, (figura P(a)),

1 R
— k> —qg—k% — H(Q)—/ dq (12)

27'(' q—k%
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7/{‘[:)) A— k’__b 0 b<

-

—A—q— ke g — kb
1 ! Hf(q”rq]h

—q— th > 7ka

—kg® —q—kg®

(2) —kp > —q — K

b<

Figura 3: Intervalo de cutoff em ¢ para 911>q,, 9_(q, +o)

O terceiro cutoff 9151,«91?((1, ,o (figuraB(a]) Dos intervalos de cutoff para 911<q, e 011<(q, )

(figura B(a]),

1 [k
=k -k — 6(—q) / dd (13)

21 )
T _kF

O quarto produto eifl,elj nao é necessario, pois a integral se anula.

7 +q)

Com a inclusao dos cutoffs podemos incluir a integracdo nos momentos ¢'.

A primeira é zero. A segunda integral

1
i / ; . (14)
¢ Q0+ gy ~ Ly T0
Usando a relacao €§(q/+q) — Eb_q, = —vbq, temos
1
) . 15
Z—qo—v%q—i-ié/q, (15)

Incluindo o cutoff

@/_k% dq, (16)

temos

q 0(q)
) - .
—qo — vhq +id 27

(17)
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A terceira integracao

1
Z/ L .
¢ QoFTely =€ iy + 10

b

by — € = v%.q, temos

Usando a relacao ¢ ~(¢'+q)

, 1
I———= .
qo + U%q + 10 /q/

Incluindo o cutoff

temos

. —q 0(—q)
qo+v%q+z'5 2

A quarta integral por fim é nula.

O resultado final é a soma de (IC7) e (E1) que resulta

X2 () =

—iq 0(q) 0(—q)
2m < *

b

Usando v%.q = —€ (4

temos
k%)

g +vhqg—i6  qo+vhq+id

27

_ —ig 6(q) 0(—q)
xa) = (qo—ab is "

_ b
qO 8_(‘1_ F

—(g—kb)

Temos também a relacao

0%y = O+ (q— K3) = 0(g),

0y = 0(=(q—kp) = ki) = 0(=q),

(18)

(20)

(21)

(22)

(24)
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entao temos

27

1q 9b>( K5, 0b<( KY,)
b o - —\q— —\qg—
X,(CT) - ( = + b = ) .

%~ gbf(q*k%) +io - C gy T i0

Finalmente, chegamos ao resultado da polarizacao de uma cor

—iq
(9 = Q—Gb_(q()»q — k%).
T

.2 Polarizacao de duas “cores”

Figura 4: Polarizagao de duas “cores”.

Considerando a polarizac¢ao de duas “cores” (figura H)
@) = - [ G @G (7 + 7
q/

levando em conta as funcoes de Green

- 07, 0
GUq) = s T :

qO Eliq/ + 25 q() - E(i 7 25

b> b<

G’i (q‘; 4 (j) _ Qf(q’+q) + —(¢'+q)

Q6 +qo — 5b,(q/+q) + 20 Q(/) + qo — Eb,(q/+q) — 10

(25)

(26)

(28)

(29)
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Integrando em q7

b
0, 0"

ab —(d+q)
D) = /q7 q) — €%y + 0 gy + go — ¥y, T 10
+ / , ea—? _ 0b<(ql;+q) :
7 q0—¢e%y+ 10 q) + qo — € (ra) ~ 10
+ / , 0‘12, _ 9b>(q;+q) '
g a0 — €%y —10qy+ qo — €7y T 10
ga< b<
+ [ / ;q’ __ —(q;+q) :
g a0 — €Ly —10qy+ qo — €7 (g — 10
(30)
Integrando nas frequéncias primeiro g,
/ 933/ li>(q’+q)
g @0 — €%y 10 g+ qo — ¥y 10
+ / / QZZ’ — 011<(q;+q) '
g G0 — % T0qy+qo—€’ ) — 10
+ / / ‘9?’ __ eli>(q;+q) '
@ do— %y — 10 ¢, + qo — € g T 10
ga< b<
+ / / ;q’ __ —(ql:+Q) .
@ Qo — €Ly — 10y + qo — € (i) i0
(31)
temos que a primeira equacao
/ 1 1 _0
@ Qo — €%y +10qy+ qo — 5b_(q/+q) + 10
(32)

e a segunda

1 1 )
/(]6 (]6 — €(iq’ + 10 Q6 + qo — Elj_(q,+q) — 10 —qo + 5b_(q,+q) — qu/ + 10

(33)
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que apresenta ponto singular ¢ = —qo + Eb_( )+ 10. A terceira

q'+q

1 1 !
/qa dh =2y — 10y + o= gy 0 qotely —el i, +i

(34)

com ponto singular gy = €% , +id. A quarta

1 1
I —e® , —idqh+qo— e’ —i 0
q6 qo —q' 4o qo —(q"+q)

(35)

com pontos singulares gy =&, +id e g5 = —qo + 51’_(q,+q) + id.

Incluindo os cutoffs, temos, para a primeira QC_LZ,Hlf(q/ +a)

—kp®— A —kp® 97{1/0 >

—q—kr’ A=q—ke

b
97((14{1) <

71{15‘” > —q— ka

—q — ]\AFI; —]\”Fa

(a) —kf > —q — ki

Figura 5: Intervalos de cutoff em ¢’ para 67, Glf(q, L)

Dos intervalos de cutoff §7, and Qlf(q, 4o (figura B(a]),

1 [
Sk z oK - okea)y [ g (36)

a< 9b>

O segundo intevalo de cutoff para o produto 627,6°7 .
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—kpt A — kpt 0 <

—A—q— ke —q— kg

b>

0—(g+q)

—q— kg > —kp"

—kg” —q—kg®

(a) —q — kjp > —k%
Figura 6: Intervalos de cutoff em ¢’ para 9“_2,, Hlf(q, )

Dos intervalos de cutoff para 6%, and 9li<(q, L (figura B(a]),

I
LRk B(— (gt Akp)) e / dq (37)

21 J o
A integragao nos momentos em ¢’ pode entao ser realizada em dois casos. Se Avp #

0, temos €% , — 5”_( ) = Avpq — 51’_q + ¢§. Se Avp = 0, temos ey — €b_(

q'+q a+q)

—€b_q + ¢f. Assim, para Avp # 0,

1 [ i
0(Ak — dq’ 38
( F+q)gﬂ/qk% q—qo—Aqu’—l—é?b_q—é?S—I—z'd (38)
iﬂA@Aq?/k%d, 1 B
o Y q —qo — Avpq' + b, — el +id

(39)

—1

O(Akr+q) 1 Avpky — qo b, —e§ +id
2r  Awp Avp(q+ k) —qo+eb, —el +1id

e se Avp = 0, temos

A — 40

Para a segunda integral se Avg # 0

(ko) [ dd : (41)

21 J qo + Avpq — Ellq +ef 410
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b
—q—kb, i

0(—(q + Akﬂ)%/_ dq

" Qo + Avpq' — et +ef + 16
i1 ln(-AUF(qukg)+q0—eiq+eg+z'5>

0(— Akp))—
( (q + F))27T AUF —A’UF]{'% +qo — €b_q + 88 + 20

Se AUFZO

1 i(—q— Akp)
g+ Akn))—
bl=la+ F))Qﬂqo—e”_q+68+i5

Temos assim o resultado final para o caso Avg # 0

b i1 Avpkg — go+ ", — e +i0
X2(q) = —5= In b b a1,
27 Avp Avp(q+ky) —qo +¢e%, —ef +1id
e
ba(j_ i 1 —Avpk%—qo+6‘iq—€8+i5
X-\1) = 27TA’UF —AUF((]‘i‘k'%’) _q0+€gq_€8+i6

E para o caso Avp = 0, somando (0) e (£3)

1
X(ib(Q) = _%(q + AkF)Gb—(QO7 q— k%‘)>

i
X(q) = — 5 (0= Akr)G2 (g0, 9 — k).

Temos também neste caso a relacao
X(=q) = x2(@).

que pode ser provada

?

5 (a+ Akp)G? (0,9 — k)

(42)

(45)

(48)

(49)



Apéndice 2: Calculo explicito de

alguns espalhamentos

A fim de ilustrar os procedimentos para os calculos de espalhamento rea-
lizados em todos os canais de espalhamento, realizamos aqui passo a passo alguns

espalhamentos particula-buraco e particula-particula no canal interfrontal.

.1 Espalhamento interfrontal particula-buraco

=y
- — -
=
+
2y

Figura 7: Diagrama particula-buraco para o espalhamento interfrontal

A contribui¢ao em 1-loop para o espalhamento interfrontal (figure @) é dado
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pela seguinte integral

i) = (g [iGL@IC 0 + (50)
q
onde p/ = py — p1. Podemos também escrever (I20) como
i) = g} [ G @iG" 7 + ), 51)
q

As fungoes de Green correspondentes

6a> 9a<
Ga — q q 52
Ha) qo—sg+i5+q0—5g—i5 (52)
e
02 +a 020
G (P +q) = — — + —rte . (53)
AR 6b—(p”rq) +i0 o pPtg’ - 5b—(p’+q) — 10
Temos assim
. 9a>
Y — 2 q
Xf(p> gf/i(q0_€g+z(;
a b> b<
8q< 6—(17'4"1) + t9—(1)’+q) )
¢ —eq—i0 PO+ g0~y tid PO+ =, — 0
(54)
Assim, podemos fatorar o produto
, 02> 0 i)
Ga (@Gll(p’+q_> — q : (p'+q :
* Q" —eq+i0pO+q°—eb i, il
a b<
+ 6q> 0—(p’+q)
¢ —eg+idp+q°—e ,,, —i0
a b>
+ €q< —(P'+q)
Q —e2 —idp°+q° — 5b_(p,+q) +1i0
fo< "<,
q —('+q)
. 95
qO_S(CIL_Z‘(Sp/0+q0_€l)_(p/+q)_Z'(s ( )
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Do lema de Jordan, tempos para (51)

2 05~ 8b<( '+q)
5 p —(p'+q
XF (') gf/q, (qo — et + z’é) PO =l gy =10
ga< 0b>
) 2/ i > p+q) . 56
gf q<q°—62—25 POt — el T8 !

Integrando nas frequéncia, no semi-plano complexo positivo, de acordo com o teo-

rema de Cauchy, temos

/ 0a>911<(p’+q) / Qli>(p’+q) 03~ ( 57)
7 (@° —ea +i0)(p° +q° =€ iy —i0) Sy PO (et =t ) T10

a<nb> b< a>
/ 030"+ - / i +(’)9q (58)
g (" —eg —i0)(p° +¢° — 8b—(p’Jrq) +19) PP e e’ ~t+a) T i

Podemos simplificar usando as relagoes

eq— g = Vi(d — ki) = 0p(=(0' +q) — k)

= Vpg+ej—e,. (59)

Das equagoes (A1), (BR) e (B9), temos entao

b> a< b< a>
X}'(};’) _ Z-g2 o / 0—(17 +Q)9 + / 0 - +‘Z)€q
7 qp’0+VFq+60—5lip/—i5 qp’O—I—VFq—i—so—sfp,—Hé

(60)

Incluindo o cutoff A, para 6°< 9“>, temos os seguintes intervalos

—(p'+q)

A> K+ (0 +q) >0, (61)

A>q—Fkp>0. (62)
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Para 6>

Zw +q)9;’<, temos os seguintes intervalos

A>—(p +q) — k% >0,

A>Fkp—q>0.

b< 9a>

Podemos assim escrever para Qf(p, N

A= (kp+7) > q=> -y +71),

A+ kg > q > kg,
e para 911>(p, +q)93<, temos os seguintes intervalos,
A+ (kp +p') > —q > (kp + ),

A_k(}l?z_qz_k%‘a

ou

Temos duas possiveis situacoes
i) K F+ p/ > O;

A— (kY +p) > q> k%, for Glf(p/ﬂ

—(/{;%+p/)2q2k:%—A, for #*>

—(»'+q

com contribuicao de §(Kr + p').

N

00,

(69)

(70)
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il) Kp+p <0;

A+ k%> q> (k% +p), for 95<(p,+q)«9;>.

kg >q> —(k% +p) — A, for 03>(p,+q)0;”<.

com contribuicao de 0(—(Kr + p')).

Assim, a contribuicao total é dada por

A—(K+p") /
xr(p) = — ngf/ T oHr +7)
k;—, 27T plo + VFq + 68 - gb_p/ - 25

_ g /A”“fw dq O(—(Kr +7))
T ) ) 270 + Vg + €d — b, — i

_p/ -
+ gl /(klﬂp/) dq 0(Kr + )
ke — A\ 27Tp/0+VFq+€8_€b_p/ +/1/6

F

. ;/k% dg_ 0(=(Kr+p))

+ 9

Temos assim

(k:%-‘rp’)—/\ %p’o + VFq ‘l’ 58 — Eb_p/ + 25

S dgE (At O(Kp +p')
XFP) = - o " qp’0+qu+88—8l’_p,—z'6

gy (MR A(Ke D)
21 gy PO Vigef -, —id
] k%—A /
igr / S 0(Kr +p)

— —_— q p -
21 gy PO+ Veg e —eb, +id
ig} /_(’“%“")_A p 0(—(Kr +7))
21 ke, qp/O +vpq+€f — 5”_p, +1id
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e também
. g2 0 A— (K +p)) +ef—e
N — Y9F (K N1 pT+UF ( p 0
) 2wV P T ) -2,
g2 O+ op(A+kE) + el —
_igF 8(—(Kp+p'))In p F( i #) 0
2rVp PO+ vp(— (kY +p')) + e — e
g2 Ot op(kg —A) +e2 —eb ,+6
— 97 4 p)In [ 2 i - )t :
27Vp p/O+UF(_(kF+p))+EQ_5 /+Z(5

— igr O0(—(Kr+p

, P 4 vp(— (k% + p')
27TVF ))hl (

Podemos ainda usar as seguintes simplificacoes

es = —vpki
ey = vp(=(kp +p))
Q = VA

Ve(—(ky +9) = vi(—(kh +1)) + ",

a b ia a
Podemos ainda simplificar mais usando as seguintes relagoes

vk =, = vp(p' + Kp)

vi(—(kp + 7)) +ef = —vp(p + Kp).

—A)+ef—eb, +id
PO +op(k) +ef—eb, +id '
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Temos assim

;2

Zg}' /
= — (K 1
i) = = G2 ote )

P+ Q=i (p + Kp) —id
PO+ (p + Kp) — id

. 9 0 b (o1 -
ik (Ot b+ )~
— —(K |
27 Vi (=(Kr +1) n< p° —vh(p+ Kp) —id
p’O—Q+v%(p’+KF)+i5)
P = vip(p + kp) +10

;2
- Zg}' /
27TVFé’(KF +7p)In (

L T +p'>>ln(

PO = Q—vi(p + Kp) +id
27TVF

P+ vp(p' + Kp) +1i0
Considerando a conservagao pi+ps = ps3+py, temos na superficie de Fermi Kp+p' =

0 e usando a relac@o para fungoes theta 6(z) + 6(—x) = 1, chegamos ao resultado

o) = L), (52)

7TVF w

.2 Espalhamento interfrontal particula-particula

2y
[ S —
Sy
I
<y

Figura 8: Diagram particle-particle interfoward scattering

A contribuicao em 1-loop para o espalhamento interfrontal particula-particula

(figura @) é dado pela seguinte integral

(7) = (~igs)* [ iG3(@iG" (5~ ). (83)
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onde p = p; + p>. As funcgoes de Green sao dadas por

9a> 9a<
G(q) = Tt — (84)
@ —ei+id ¢ —el—id
e
o0 0 -0
GU(F—q) = P04 . (85)
po_qo_gb—(p—q)—i_w =g =y y—1
Temos entao
gao> pa< eb>
I _ 2 q q —(p—9)
#() gf/tj(qo—z—:“Jrz'é—'—qo—sg—icS)(pO—qO—ab_(p_q)—|—2'6
eb< )
+ - =) (86)
e
Assim, podemos fatorar nos seguintes produtos
pa> Qb>
CLUDE (P ~0) = s
" —ei+iop’ —q° —¢ (p_q)—l—zé
a b<
+ 9 g 0~ p )
q° —€“+z§p — g0 — &b 2 -a) — 0
a b>
+ 9q< - p 9)
Q* —ed —idp® — g —&° 2 (p—q) T 10
9a< 9b<
+ ba) (87)
q° —ed —idp® —q° —¢? 2 —0) — 6
Colocando —1 em evindéncia,
9a> 9b>
G Gli > (p— Q)
a b<
_ ‘9q> 0—(1) q)
¢" —eqg+id—p"+¢"+e*, +id
a b>
_ 07" 0= (r—q)
q¥ —e? — 10 —p° + ¢° +€_(p q)—i5
a b<
_ 0 ) 9_(1’) q) . (88)

q° —5“—@5 —p0 + 0 + &b 2 (r-a) +i5
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Do lema de Jordan, podemos escrever

2 07~ 9b>( )
I _ q —(r—q
#() gf/l;(qo—eg—l—i&) —p0+ 0+t ) — 16

—(p—q
a b<
_ 92 / ( €q< ) 0_(17_‘1) ) (89)
T Ji\g® — e —io —p0+q0 +eb, 0

Integracao na frequéncia, no plano complexo positivo, de acordo com o teorema de

Cauchy,

03760", _» 0570, _,) 00
[y(qo —ed+i0)(q° —pP+ e, —id) /qpo —(e2+eb, ) +id (90)

—(p—9q)

a< gb< ;na< nb<
/ eq 9—(p—q) _ / Zeq 6—(p—q) (91)
g (@ —eg—i0) (" —p° +e¥, +i0) J,—p'+eg+et, o +id
Podemos simplificar usando
82 + 8bf(pfq) - U%‘(q - kaF‘) + U%<_(p - Q) - k%)
= Veq+ei+ €b,p. (92)

Depois da integracao na frequéncia, de (A0), (A1) e (92), temos

0a>0b> 9a<9b<
() = —ig% |- / 7 "—(r—9) + / 7 "—(p—9) ‘
1S+ Veg+eg+eb, —is  J, —p° + Veq +ed +eb, +id

(93)

Incluindo o cutoff A, para o produto 03>0b>

Zlo—q) temos os seguintes intervalos

A>—(p—q) — k>0, (94)

A>q—Fkp>0. (95)
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Para 9;<Hi<(p_q), temos os seguintes intervalos

A>kp+(p—q) >0,
A>kp—q>0.
Podemos também escrever para 9;>0§>(p7q),
A+ (kp +p) > q > (kg +p),
A+ kg > q > kg,

e para 9;<011<(p_q), temos os seguintes intervalos,
A= (kp+p) = —q = —(kj +p),
A—kp > —q > —kg,
ou

(kp+p) > q> (K +p) — A,

Temos duas possiveis situacoes
i) Akp+p>0;

A+ kg > q > (kp +p), for 65767

—(p—q)°

ke > q > (Ko +p) — A, for 0250 .

com contribuicao de (Akr + p').

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)
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ii) Akp+p <O0;

A+ (ki +p) > q > kg, for 0576 _ . (106)

(K +p) > g > kip — A, for 65°6°7, . (107)
com contribui¢ao de 6(—(Akr +p')).

E a contribuicao total

(NN . —
(kotp) 2T —P° + vpq +€§ + ¥, — 10
. igg: /A+(k%+p) @ 9(—(Ak‘p +p/)) |
" 2 —p° +vpq + el +°, —i0
9 K dq O(Akr + )
- /(k%+p)_A 2 —p0 + vpq + €8 + b, 410
o /(k%ﬁ-p)@ 0(—(Akp + ') (108)
97 a_n 21 —p0 +upq+ef+et, i

Podemos entao integrar nos momentos, onde temos quatro integragoes possiveis de

cada condicao na tultima secao

. A+kE dq O(Ak +p/
) = i | S 1)

K ) 21 —pO + vpg + el b, —id
/A+(kp+p dq 9(—(Ak’p +p/))
o —p0 +vpg+el+eb, —id
/ WPy G(Ake 1)
o 21 —p0 +qu+53 +eb, +id
ke,

k2, 27r—p +upq+ef+eb, 4100

+ igr

—l—zg
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Isto leva a

—p® +vp(A+k§) +€§ + &%, —i6

i 2
M) = 5 j;Fe(AkF +p)ln (

9 Ak 4 )]
27TVF E p t

—p0 +vp(ky +p) +ei +0, —id

)

L+ 9 Ak )]
27TVF F Py

L 5 (—(Akp +p))1
27TVF E p t

Simplificagoes

Ve(ky +p) =

Vpkt =

—p0 + vpkf +ef b, +i0

—p° +op(ky — A) +ef + b, +id

U%<k% +p) - glip

b j.a a
VpkE — €5

Podemos simplificar ainda mais pelas seguintes relagoes

Vikp+ei+e, = —vh(Akp+p)

Ve(ky +p) +ef+e°, = vi(Akp+p).

—° +vp(kl +p) +f + €2, +id

—p° +op((ky +p) —A) + e+, + i(5>

) |

—p° + vp(A + (kY +p)) +e§ + ¥, —id
—p0 + vpk§ + el + 0, —id

(110)

(111)
(112)
(113)
(114)

(115)

(116)

(117)
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-2
M) = 22 0(Akp+p) ln(

—p° + Q — b (Akp + p) — @6
27TVF

—pO + U%(Akp + p) — 10

- 9 0 a -

97 —p’ + Q+v%L(Akp +p) — 10
—(Ak 1

o (=(Akr +p)) n( —p° — % (Akp + p) — i6
- 9 0 a ‘
ig% —p" — Q4+ va(Akp +p) + 16

O(Ak 1
* 27Vp (Akr +p) n( —p° — % (Akp + p) + id

L 0 b '
o 0 (ke ) 48
* o (—(Akp +p)) n( — PO + v (Akp + p) + 0 (118)

Na superficie de Fermi, Akr + p = 0, e usando a relacao para fungoes theta 6(z) +

0(—x) =1, temos

(5) = ;g—éln (g) (119)

.3 Interbackscattering no canal de espalhamento interfron-

tal
D3 , Da
/
A
/
I — —
q A P—4q
I
\
%
— \ —
P1 \ P2

Figura 9: Diagrama de espalhamento envolvendo interbackscattering no canal de

espalhamento interfrontal

A contribuicao de interbackscattering no canal de espalhamento interfrontal
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(figure @ ) é dada por

Ma(7) = (~igw)* [ iG!(@iG" (5~ ) (120)

Podemos realizar este calculo passo a passo, como os anteriores, mas podemos
também notar que este caso pode ser relacionado ao espalhamento interfrontal
particula-particula por meio das seguintes substitui¢oes no interior a — b e Akp —

—Akp. Temos assim

ig? —p° + Q — v (—Akp + p) — i
Ms(p) = 2B 0(—Akp+p)in | —2 P(—Ake 1 p)
27TVF

7+ - Bkr )~ 0

L9 9(—(—Ak:F+P))ln<

—p° + Q4 Vb (—Akp +p) —i6
27TVF

—p? — vh(—=Akp + p) —i0

) 0 b -
g% —p° — Q + % (—Akp +p) +i0
0(—Ak 1
* 27Vp ( rtp)n ( —p¥ — V4 (—Akp +p) +i0
-2 0 a ~
195 —p = Q —vi(—Akp + p) + i
—=0(—(—Ak 1 :
* 21V (= rtp)h < —p° + 0o (—=Akp + p) + 0

Na superficie de Fermi, Akr + p = 0, o que resulta no seguinte

;42
1953 Q Q
I1 = 1 1 121
B(ﬁ) 27TVF |:n (2U%Akp) i (QU%AI{}F)} ’ ( )

e para velocidades iguais v5 = v$, temos

: 9
195 Q
lz(p) = 1 : 122

5(p Vg n(VFAkF> (122)



Apeéendice 3: Diagramas parquet

2-loops

Figura 10: Diagrama parquet em 2-loops com termo cruzado. p'= pj + ps.

Os diagramas parquet em 2-loops aparecem como combinacao dos diagra-
mas nao-parquet em 1-loop, o que implica que sao cancelados pelos contratermos
de 1-loop. Ver que os diagramas particula-particula e particula-buraco sem termos
cruzados sao parquet é quase imediato, porque levam a integracoes independen-
tes. Menos Obvio sao os diagramas com termos cruzados. Estes sao na verdade
combinacoes de diagramas particula-particula e particula-buraco. Um diagrama

128
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particula-particula com termo cruzado é dado por

NG5 = (-igr)? | iGHDICH @G (7 DiC i+ 7~
q,

q/

= (—igr)’ / iGYQiGE (F— XL (Ps — §), (123)

onde o termo —1 em H;_l’l) significa o termo cruzado. A figura I mostra que na

verdade o termo cruzado é um termo particula-buraco.
Outro diagrama de termo cruzado do tipo parquet em 2-loops é dado na

figura [, mostra que o termo cruzado também é um termo particula-buraco

WG = (o) [ GH@IGH @G (5~ DiC (T )
q’ /

q

= (—igs)® / GG (F— DXL (P2 — ). (124)
q
B (] D2
D3 P4
/ /
A, ¥
- = o
TG q yPRra—q
|
= > N ¢
P2+q—¢q P \
b
*
D1 P2\

Figura 11: Diagrama parquet em 2-loops com termo cruzado.



Apeéendice 4: Transformadas de

Fourier envolvendo I'?) e I'(2:1)

Considerando as transformadas de Fourier para I'® e '3

(2m)%5(p) — TP (),
/dxdzdyei(p/z_py_q“”)F(Q’l)(z,y,x) =

—
/

2m)28(p — p— Pr®V (5, q,p)

affF(Zl) (27 Y $) = (5(1' o Z)F(2) (Z, y) - 6<37 - y)F(Q)(Z7 y)7
Integrando em drdydz e e'¥'#=pv)e=iar,

/dxdydzei(plz_py)e_iqxaxl"(z’l)

—ig(2m)*0(p — ¢ — p)T'®V(p,q,p + q)
/d:cdyldxlei(plxl_pyl)e_iqx(s(ﬂf —y) I (2, 1) =
/dyldxleip/xle_i(erq)ylF(z)($1,yl) =

i(2m)s(p' —q — )T (p + q),

130

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)
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/d:vdyld:clei(plxlpyl)eiqxé(:c — xl)F(z) (z1,1) =
/dyldxlei(p’—q)me—ipylp(Q)($17yl) =

i(2m)3(p — ¢ — p)T@ (p). (130)

Cancelando ii(27)d(p’ — ¢ — p) em ambos os lados, chegamos a identidade de Ward-

Takahashi no espaco dos momentos

I (p,q,p+q) =T (p+q) — T (p) (131)



Apéendice 5: Espinores para

interacoes que mudam cor

Mostramos aqui que as interagoes interbackscattering e interumklapp po-
dem ser escritas em termos de espinores que nao misturam quiralidades (semelhantes

aos espinores de Nambu)

vy Yo
Yoy = oo = (132)

vl Yl
Yy = < P ) YE = ( TS ) (133)

com as correspondentes correntes definidas como
Jg‘+ = JJCJrﬁYNﬂYSwIC-H (134>
Jo = Yoy e (135)

Em 1+ 1 podemos escrever, incluindo os indices de cor (banda)

wawa _|_wa¢<1 Jgab
P B 1, (136)
Pl — iy gt

132
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. Yeiyh 4+ yltye Jee
J& = = : (137)
Pt — e Je

Consequentemente, podemos associar essas correntes as interagoes de mudanga de

cor, interbackscattering e interumklapp

Job = b4 gha (138)
Jiab = gab_ gha, (139)
Jr = g+ g (140)
JE = g — Jhe, (141)
i Y A (142)
Jpr = gt — g, (143)
J&e = Jhe 4 g9, (144)
Jge = Jhe—Je, (145)

Assim, os termos interbackscattering e interumklapp podem ser escritos em termos

o
de correntes Jg

gBJ_It,)_anb — Z (JOab Jl(lb) (JOab Jlab) (].46)
gujiaJEa — Z (J()ab Jlab) (JO(zb Jlab) ) (147>

ou equivalentemente

gBJ_It,)_anb — (JOba Jlba) (JOba Jlba) , (148)

Z
gZ/{J_?_aJEa — gz (J()ba Jlba) (JOba Jlba) ) (149)
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