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Resumo

Na presente tese, estendemos para sistemas dinamicos nao-compactos,
o conceito de entropia topoldgica formulado por Adler, Konheim e
McAndrew. Estendemos o principio variacional, que relaciona as entropias
topoldgica, de Kolmogorov-Sinai, e de Bowen, demonstrando que para todo
sistema dinamico continuo 7" : X — X, toda medida de Radon pu, e toda
métrica d compativel com a topologia de X,

by (T) < B (T) < *(T).
Mostramos também que vale a igualdade

sip h,(T)=h(T) = mdin h(T)

para uma classe de aplicacoes continuas, definidas sobre o produto
enumeravel de espagos localmente compactos separaveis que chamamos
de sistemas dinamicos do tipo produto. FEsta classe inclui aplicagoes
continuas quaisquer definidas em espacos localmente compactos separaveis,
generalizando resultados de [HKR95| e [Pat10].

Na segunda parte, utilizamos o principio variacional para mostrar que
para um endomorfismo sobrejetivo ¢ : G — G de um grupo de Lie G
nilpotente ou redutivel, a entropia topoldgica de ¢ coincide com a entropia
de ¢ restrita ao maior subgrupo compacto e conexo do centro de G, T'(G).
Ou seja,

h(9) = h (dlr@)),

generalizando o resultado em [Pat10].

Palavras chave: Entropia, Entropia topoldgica, Dinamica topoldgica,
Endomorfismo de grupo de Lie.
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Abstract

In this thesis, we extend for non-compact dynamical systems the concept
of topological entropy formulated by Adler, Konheim e McAndrew. We
extend the wvariational principle, that relates the topological entropy, the
Kolmogorov-Sinai entropy and the Bowen entropy, showing that for every
continuous system 7" : X — X, every Radon measure p, and every metric
d compatible with the topology of X,

h, (T) < h(T) < h*(T).

We also show that the equality

sip h,(T)=h(T) = mdin h(T)

holds for a class of continuous systems defined over the countable product of
locally compact separable spaces that we have called product type dynamical
system. This class contains the continuous applications defined over locally
compact separable spaces, generalizing the results in [HKR95| and [Pat10].

In the second part, we use the variational principle to show that for a
surjective endomorphism ¢ : G — G of a nilpotent or reducible Lie group
GG, the topological entropy of ¢ is equal to the topological entropy of ¢
restricted to the maximal connected and compact subgroup of the center of

G. That is,
h(¢) =h(¢lre),

generalizing the result in [Pat10].

Keywords: Entropy, Topological entropy, Topological dynamics, Lie group
endomorphism.
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Introducao

Esta tese pode ser dividida em duas partes. Na primeira, desenvolvemos
o conceito de entropia topoldgica para sistemas dinamicos nao
necessariamente compactos. Os resultados sao bastante gerais, pois nao
sao impostas maiores restricoes as hipoteses dos resultados.

O conceito de entropia mnasceu da observagao dos sistemas
termodinamicos. Sua formulagdo estatistica (combinatorial) é fruto do
trabalho de Boltzmann em mecanica estatistica, e posteriormente do
trabalho de Shannon em teoria de informacao (veja [EIS5|). Adler,
Konheim e McAndrew criaram o conceito de entropia topoldgica para
sistemas dinamicos topoldgicos compactos. Dinaburg e Bowen deram uma
definicao de entropia para sistemas munidos de uma métrica. Para sistemas
metrizaveis compactos, a definicao de entropia de Dinaburg e Bowen é
facilmente mostrada ser independente da métrica adotada, e equivalente
a entropia topoldgica definida por Adler, Konheim e McAndrew. E sabido
que para os sistemas compactos metrizaveis T : X — X, vale o principio
variacional

sup hy (T) = h () = hy (T),
”w
onde o supremo é tomado em todas as medidas T-invariantes, e d é uma
métrica qualquer compativel com a topologia de X. As maiores inspiragoes
para esta tese, foram

e a demonstracao classica de Misiurewicz para o principio variacional
no caso compacto (veja o teorema 8.6 de [Wal00]); e

e o trabalho [Pat10] de Patrao sobre o principio variacional em espagos
métricos nao-compactos — principalmente a idéia de coberturas
admissiveis (veja a Defini¢ao [1.2.7)).

Estendemos o principio variacional (Teorema [3.1.2)) a uma classe de
sistemas dinamicos topoldgicos definidos em um produto enumeravel de
espacos metrizaveis localmente compactos separaveis. A este sistema,



demos o nome de sistema dinamico do tipo produto (Definigao .
Estendemos a Proposi¢ao 1.4 de [HKR95], de modo que a desigualdade
no Lema [3.1.1] é valida para todos os sistemas dinamicos topoldgicos, e
nao apenas homeomorfismos de sistemas metrizaveis. Gracas a definicao
de entropia topoldgica utilizando o conceito de cobertura admissivel,
nossa demonstracao pode ser feita de maneira muito mais simples,
utilizando argumentos elementares, enquanto que a demonstracao em
[HKRO5] apela para teoremas mais avancados como o Teorema de
Shannon-McMillan-Breiman e o Teorema Ergodico de Birkhoff. O principio
variacional apresentado nesta tese, generaliza também os Lemas 1.5 e 16 de
[HKR95].

A segunda parte é uma aplicacao da teoria no estudo dos endomorfismos
de grupos de Lie. Utilizamos o principio variacional para estender resultados
de [CP13], e calcular a entropia de endomorfismos de grupos de Lie
conexos. Em, [BowT7l], Bowen apresenta uma férmula para sua entropia
de endomorfismos quando a métrica considerada é invariante sob a acao do
grupo. No entanto, no caso nao-compacto, o valor da entropia depende da
métrica escolhida. E, em [Pat10], Patrao mostrou que a férmula de Bowen
fornece apenas uma cota superior para as entropias de Kolmogorov-Sinai,
e que nao coincide necessariamente com o supremo dessas entropias.
O argumento em [Patl0] nos levou a conjecturar se a entropia de um
endomorfismo 7" de um grupo de Lie conexo nao seria simplesmente a
entropia da restri¢ao a sua componente toral (o maior subgrupo compacto e
conexo do centro). De fato, demonstramos que este fato é verdadeiro para
um endomorfismo sobrejetivo de um grupo de Lie nilpotente ou redutivel.
O caso em que 7' é uma aplicagao linear ja havia sido feito em [Patl10)].

No Capitulo [I relembramos as definicoes de entropia de
Kolmogorov-Sinai, de entropia topologica de sistemas compactos, de
entropia de Bowen e de d-entropia. Além de estendermos a definicao
de entropia topoldgica, também estabelecemos algumas relacoes simples
entre todos esses conceitos. O resultado mais importante do capitulo é a
Proposigao [1.2.31] que corresponde a uma das desigualdades do principio
variacional. A simplicidade das demonstragoes se deve a forma como
foi definida a entropia topolégica, e a forma como foi reformulada a
entropia de Bowen, permitindo que relacoes elementares poderosas fossem
estabelecidas entre as diferentes formas de entropia.

No Capitulo [2 definimos os sistermas do tipo produto, e determinamos
as propriedades desses sistemas que nos permitirao demonstrar o principio
variacional (Teorema . Os sistemas do tipo produto sao tais que
permitem uma nocgao de convergéncia semelhante ao que se consegue em
sistemas compactos com a topologia fraca-* e a compacidade do conjunto



das medidas de probabilidade. A idéia é conseguir condigoes minimas
— Lemas e — que permitam que a demonstracao cléssica de
Misiurewicz fosse adaptada aos sistemas do tipo produto.

O principio variacional é finalmente demonstrado no Capitulo . E
importante notar que na demonstragdo do Teorema [3.1.2] foi assumida
a hipotese de que o sistema em questao € do tipo produto, mas que o
Lema [3.1.1] nao impoe ao sistema 7" : X — X nenhuma restricao além da
continuidade da aplicacao T'.

No Capitulo [4 a existéncia dos pares de Li-Yorke (Definigao
¢ demonstrada para qualquer sistema metrizavel localmente compacto
separavel com entropia positiva. Este resultado é usado posteriormente no
Capitulo |5 para mostrar que grupos semi-simples nao podem ter entropia
positiva, por nao possuirem pares de Li-Yorke.

E no Capitulo 5] mostramos que a entropia de endomorfismos de grupos
de Lie lineares, e a entropia de endomorfismos sobrejetivos de grupos de Lie
nilpotentes conexos e dos grupos de Lie redutiveis conexos ¢ igual a entropia
da restricdo a sua componente toral. Além do préprio principio variacional,
a decomposicao de Jordan multiplicativa tem um papel fundamental nessas
demonstragoes. Cada componente da decomposicao de Jordan é mais facil
de ser estudada a partir do ponto de vista topologico, métrico ou de medida
(veja a Proposigao e o Lema . Por este motivo, os resultados dos
artigos [FPS10], [PSS11] e [Call(] foram importantes. Por exemplo, no caso
linear, o fato de a componente eliptica ser uma isometria para uma métrica
adequada d, nos permite concluir que h?(Tg) = 0. E a caracterizacio
do conjunto recorrente em termos das componentes de Jordan nos permite
concluir que

h(T) = h(Tg) < h*(Tp) = 0.

Da mesma forma, a caracterizacao do conjunto recorrente das conjugacoes
de um grupo semi-simples em termos de suas componentes de Jordan
também foi fundamental para concluirmos que a entropia topoldgica de um
endomorfismo sobrejetivo ¢ de um grupo de Lie semi-simples G é igual a
entropia de ¢ restrito a componente toral de G. O resultado principal sao o
Teorema[5.2.8|e o Corolério[5.3.12] que afirmam que para um endomorfismo
sobrejetivo ¢ : G — G de um grupo de Lie G nilpotente ou redutivel,

h (¢) =h (¢|T(G));

onde T'(G) é a componente toral de G. Uma observagao interessante, é que
mesmo no caso compacto foi feito progresso, pois nesse caso também ficou
demonstrado que a entropia topoldgica de T é igual a entropia topoldgica
da restricao de T" a componente toral do grupo.



Propriedades elementares de conceitos conhecidos que foram utilizados
na tese, como o de esperanca condicional e o de entropia condicional
se encontram no apéndice. O teorema de recorréncia de Poincaré, que
relaciona a topologia de um sistema dinamico com as medidas invariantes,
o teorema de representacao de Riesz, que nos permite associar as medidas
finitas a topologia fraca-x, e a formula de Bowen também estao no
apéndice.



CAPITULO

Preliminares

1.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico T : X — X é uma aplicacao continua 1" definida sobre
um espaco topolégico X. Uma compactificagao de T' ¢ um sistema dmamlco
T:X — X tal que X é compacto, X C X é denso em X eT\X =

Uma familia A de subconjuntos de X ¢é uma cobertura de X , ou
simplesmente uma cobertura, quando

xX=JA

AeA

Se os conjuntos em A sao disjuntos, entao dizemos que A é uma particdo
de X. Uma subcobertura de A é uma familia B C A que também é uma
cobertura de X. Se Y € X e A é uma cobertura de X, entdo denotamos
por Y N A a cobertura de Y dada por

YNA={AnY| Aec A}.

Denotamos por N (A) o infimo das cardinalidades dentre as subcoberturas
de A. Para Y C X, usamos Ny (A) para denotar N (Y N .A).

Dadas as coberturas A e B de um conjunto arbitrario X, dizemos que
A é mais fina que B ou que A refina B — e escrevemos B < A — quando
todo elemento de A é subconjunto de algum elemento de B. Neste caso,
também dizemos que B é mais grossa que A. A relacdo < é uma pré-ordem,
e se identificarmos os conjuntos simétricos (i.e.: os conjuntos A e B tais que
A< Be B < A), temos um reticulado. Como de costume, A V B denota o




1.1. Sistemas Dinamicos

Figura 1.1: Uma cobertura e uma partigao.

representante dentre as coberturas mais grossas de X que refinam ambos,
A e B. Explicitamente,

AvB:{AmB( AGA,BEB,AHB%(Z)}.

Dado um sistema dinamico 7' : X — X e uma cobertura A, entao, para
cada n € N, definimos

A=AV ... v T~ (4),

onde

T-9(A) = {T*j(A) ( Ae A}.

Se quisermos enfatizar que o sistema dinamico em questao é T, entao
escrevemos A%

Exemplo 1.1.1 (Endomorfimso de Grupo de Lie). Se G é um grupo de
Lie, e T': G — G um endomorfismo de G, entao 7" é um sistema dinamico.
Dada uma vizinhanca aberta da identidade, A, entao A = { gA | ge G } é

uma cobertura aberta de G. E, por exemplo, B = {A} U {gA ‘ ge G\ A}
¢ uma subcobertura de A. Se C' C A também ¢é uma vizinhanca aberta da
identidade, entao, fazendo C = { gC | ge i }, temos que C é uma cobertura
aberta tal que A < C.



1.2. Defini¢oes de Entropia

BNT!(B)

Figura 1.2: Dada a particdo C = {A, B} e a rotac¢ao do disco por um angulo
—0, com 0 < 6 < 7, entao C? possui quatro “fatias”.

1.2 Definicoes de Entropia

Entropia com Medida

A estrutura que provavelmente melhor se encaixa com as ideias por tras do
conceito de entropia, é um sistema dinamico 7' : X — X onde estd definida
também uma medida de probabilidade p que é T-invariante. Ou seja, uma
medida de probabilidade definida nos borelianos de X, tal que u = p o
T—1. No entanto, para as definicoes que se seguem, vamos evitar restricoes
desnecessarias. A maior parte das definicoes que seguem nao exigem que o
sistema seja continuo ou que a medida seja invariante, ou mesmo que seja
uma medida de probabilidade.

Considere o espago de medida finito (X, 1) e uma particdo mensuravel
C. A entropia da particao C é

1
H,(C) =)  n(A)log —-=.
8 Azec p(A)
Se a aplicacao T : X — X ¢é mensuravel, a entropia de T com respeito a
particao C é

h,(T'| C) = limsup lHu (cm).
n—oo I

Quando p é T-invariante, a sequéncia do lado direito é convergente e
portanto podemos tomar o limite ao invés do limsup. A entropia de
Kolmogorov-Sinai de T é

he(T)=  sup  h,(T]|C).

C: partigao
mensuravel finita



1.2. Defini¢oes de Entropia

Note que em nossa definicao para entropia de Kolmogorov-Sinai nao
assumimos que p seja uma medida de probabilidade. Isso serd ttil para o
caso em que X é metrizavel localmente compacto (mas nao necessariamente
compacto), pois neste caso, o conjunto das medidas de probabilidade nao é
compacto na topologia fraca-*, enquanto que o conjunto das medidas finitas
com 0 < pu(X) <1 ¢é de fato compacto (veja o Lema [2.2.7)).

A seguinte proposi¢ao nos permite estimar a diferenga entre a entropia
de duas particoes. Ou entao, aproximar uma particao por outra “mais
adequada” sem alterar significativamente o valor da entropia. Utilizaremos
esta aproximagao na demonstragao do principio variacional (Teorema
3.1.2). Dado 6 > 0, diremos que D é um J-refinamento de C, quando
N (D) < N(C)+ 1, e para cada C' € C, existir D¢ € D tal que

1(CN Do) > (1—06)u(C).

Quando D é-refina C e vice-versa, dizemos que D é uma d-aproximagao de

C.

Proposigao 1.2.1. Seja T : X — X um sistema dinamico mensurdvel, com
medida de probabilidade T-invariante . Dados € > 0 e N € N, entao,
existe & > 0 tal que para toda cobertura mensurdvel C com N(C) < N e
todo d-refinamento D de C,

h(T|C) < h,(T| D) +e.
Em particular, se D for uma d-aproximacao de C, entado,
(T €) — (T| D) < =
Demonstracao. Veja no apéndice, a demonstracao da Proposicao O

Corolario 1.2.2. Seja T : X — X um sistema dinamico mensurdvel, com
medida de probabilidade T-invariante p. Se F é uma dlgebra geradora dos
borelianos de X, entao

h (T) = sup h.(T| D).
partigz(ico finita

Demonstracao. Dada uma particao mensuravel finita C e € > 0, escolha §
tal que todo d-refinamento D de C é tal que

ha(T'| C) < hy(T| D) +e.



1.2. Defini¢oes de Entropia

E facil mostrar, usando o fato de que todo conjunto mensuravel pode ser
“u-aproximado” por um elemento de F, que existe um od-refinamento D C
F. Tomando o supremo, em todas as partigoes finitas D,

ho(T|C) < sup  h,(T|D)+e<h,(T)+e.
part;lgé%];inita

Agora, basta usar o fato de que ¢ é arbitrario e entao tomar o supremo em
C para finalizar a demonstragao do Corolério. O]

Exemplo 1.2.3 (Shift de Markov). Considere o sistema dinamico

T: SN GN ,
(zj)jen = (Tj41)jen

onde S é um conjunto finito. Seja 7, : SY — S* a projecao nas primeiras
k coordenadas, e seja pu uma medida T-invariante tal que o sistema seja
uma cadeia de Markov, com probabilidades iniciais ps e probabilidades de
transicao py, onde s,t € S. Isso significa que, dado (x4, ..., ;) € S*,

K (77-];1(1'17 B 7xk)) = Pz Pxy,x0 " " Paj_q,24-

Pelo Corolario [1.2.2] basta calcular a entropia referente as particoes
finitas formadas por conjuntos da forma 7rk_1(B), onde ke Ne BC SFé
um boreliano. Mas dada uma tal particao C, podemos escolher k£ tal que

{71',;1(1‘) ‘ x € Sk} refina C. Assim, podemos assumir que

¢ == {m(@) ( ve st

para algum k.
Agora, note que
C]:L - Ck:+n-

E portanto, .
ho(T'| Ck) = lim —H, (Cyin).

n—oo M



1.2. Defini¢oes de Entropia

Fazendo m =n + k,

ho(T| C) = lim 1H (Cm)

n—oo M
1
= lim = p (7 ) log ————
fim 5 2wl @) o8
1 1
== lim - pS pS S o .ps’nlf »Sm log
n—o00 N (51,...,sz7n:)€Sm Heehee ! DPs1Ps1,s9 °*  Psm_1,5m
1 !
- r}ggo ﬁ Z Dsy Z Ds1,52Ps2,53 " " Psy_1,s5, log —
s1€S (sz,...,sk)esk_l o

1
lim — . 1
+ o n Z PerPorsse 0 Parriom (Z o p5]7sj+1)

(814eeey8m)ES™

= Ji el

seSs

1
lim — . 1
+ nsoo 71 Z PerParsse 2 Parriom (Z o8 p5]7sj+1)

(51,018m ) ES™

1
= ]_ — . 1
nl_g)lo o E Ps1Ps1,52 " " Psm—1,5m ( E : 0g p51783+1>

(81,-,5m)€ES™

Note que dado j = 1,...,m — 1, a probabilidade de z; = s e xj;; =1 ¢
psDs. Portanto, se agruparmos os termos log ]ﬁ, teremos

h# (T | Ck) - nh_>Holo E Z Z Z Ps1Ps1,s2 ° " " Psp—1,5m log !

$t€S | =1 (s1,005m)ES™ Pst
§5=8,8j+1=t

= JLHQOE Z (Z pspst>

s,teS

= lim —
n—oo n

s tGS

s,tesS

10



1.2. Defini¢oes de Entropia

Pelo Corolario [1.2.2]

s,teS

Em particular, se g = v para uma medida v em S, entdo ps; = p;, €
ZSES DsPs,t = Dt ZsES ps = p;. Portanto, neste caso,

Zpt log —
tes

Na definicao de entropia de Kolmogorov-Sinai, nao exigimos que a
medida em questao fosse uma medida de probabilidade. A medida pode
até ser igual a zero. O lema a seguir serve para “normalizar” a entropia de
medidas finitas, substituindo-as por medidas de probabilidade.

Lema 1.2.4. Dado um sistema dinamico T : X — X e uma medida finita
T-invariante p nos borelianos de X, entao, para o > 0,

hay (T) = ahy, (T).

Demonstragao. Podemos assumir que « # 0, pois ho (T)) = 0.
Para qualquer particao mensuravel finita C,

1 « 1
- Z au(C) log () = Z wu(C) log ()

CGC" Ccecn

— % (Z w(C)log ﬁ) + %p,(X)logé.

cecn

Agora, basta tomar o limite para n — oo. O]

Entropia Topoldgica

Inspirados pela entropia de Kolmogorov-Sinai, Adler, Konheim e
McAndrew introduziram em [AKM65] um conceito puramente topoldgico
de entropia. Quando X é compacto, Dinaburg e Goodman provaram (veja
[Din69, (GooT1]) o principio variacional, que afirma que a entropia topoldgica
¢ igual ao supremo das entropias de Kolmogorov-Sinai tomadas sobre todas
as medidas de probabilidade de Radon T-invariantes. Uma medida finita u
¢ de Radon se para todo conjunto mensuravel A,

p(A) = sup  p(K).
KCA
K: compacto

11



1.2. Defini¢oes de Entropia

Em [Patl0], Patrao percebeu que quando o sistema dindmico admite uma
compactificagao por um ponto, o principio variacional continua valendo
desde que a definicao original seja adaptada. Neste trabalho, fornecemos
uma definicao de entropia topologica que estende as defini¢oes anteriores e
nos permite demonstrar o principio variacional em um contexto mais amplo.

Exemplo 1.2.5 (Sistema que nao admite compactificagdo por um ponto).
Seja X = (0,1). Considere o sistema

z, <
5, >

DO [ DR | =

Esse sistema nao admite compactificagado por um ponto. De fato, se (0,1)U
{o0} é uma compactificagdo por um ponto de X, entdo 1 — % — 0 e
0+ % — o0. No entanto,

1 1 1
limT(l——):—%oo: limT(O—i——)
n—00 n 2 n—00 n

(veja a Figura[L.3).

Figura 1.3: Sistema dinamico que nao admite compactificacao por um
ponto.

Definicao 1.2.6 (Entropia da Cobertura). Dada uma cobertura A de um
conjunto X, a entropia da cobertura A ¢é

H(A)=logN(A).

12



1.2. Defini¢oes de Entropia

Motivados pela definigao apresentada em [Patl0], vamos nos restringir
a coberturas abertas de um tipo especifico.

Definigao 1.2.7 (Cobertura Admissivel). Em um espago topoldgico X,
uma cobertura de abertos A é chamada de cobertura admissivel quando ao
menos um de seus elementos tem complemento compacto.

A

Figura 1.4: Em uma cobertura admissivel A, temos que os elementos de A
cobrem um conjunto K compacto tal que K¢ = A € A.

Observacao 1.2.8. Se X é uma compactificagao de X, entao, para
qualquer cobertura admissivel A de X, existe uma cobertura aberta A
de X, tal que A = XN A De fato, A pode ser construfda escolhendo, para
cada A € A, um aberto AC X tal que A = X N A A principio, nada
garante que a familia de abertos

ﬂ:{ﬁ’ AGA}

cobre X. Seja K C X um compacto tal que Ag = X \ K € A. Tomando
o cuidado de escolher AK =X \ K, garantimos que A seja de fato uma

cobertura para X.

Uma outra alternativa, menos _construtiva, é snnplesmente tomar para
.A a familia de todos os abertos A C X tais que X N A € A. Novamente,
A serd uma cobertura de X pelo snnples fato de X \ K pertencer a .A além
de K ser coberto por elementos de A.
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Definicao 1.2.9 (Entropia Topolégica). Para um sistema dinamico
T:X — X e uma cobertura A, a entropia topoldgica de T' com respeito a

Aé .
h(T|A) = lim —H (A").

n—oo M

A entropia topoldgica de T €

h(T)= sup h(T|A).
i

Neste trabalho, o termo entropia de AKM se refere a definicao original
de entropia dada por Adler, Konheim and McAndrew, onde o supremo é
tomado sobre todas as coberturas abertas, enquanto que o termo entropia
topoldgica se refere a nossa definicao modificada, onde o supremo é tomado
sobre todas as coberturas admissiveis.

Observagao 1.2.10. Como no caso da entropia de AKM e da entropia de
Kolmogorov-Sinai, o limite na Definicao [1.2.9| existe gracas a desigualdade

N(AVB) < N(A)N(B)
(veja o Teorema 4.10 de [Wal00]).

Vamos estabelecer algumas propriedades elementares da entropia
topoldgica. O lema a seguir, apesar de muito simples, contém a esséncia
dessas propriedades.

Lema 1.2.11. Dado um sistema dinamico T : X — X, sejam A e B

coberturas de X tais que B < A. Entdo, para todo k € N, e todo subconjunto
Y C X,

1. BF < AF.

2. Ny (BF) < Ny (A").

3. Np-iiy) (T7H(A)) < Ny (A),
4. h(T| B) < h(T| A).

Demonstragao. Os itens , e sao imediatos. O item (4) é
consequencia do item . L]

Como uma simples aplicacao do Lema [1.2.11] vamos calcular a entropia
topoldgica de uma rotagao do circulo.
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Exemplo 1.2.12 (Entropia topolégica da rotagao). Seja X = S € C o
circulo, e
T: X — X

2 = ze ¥
a rotacao no sentido horario por um angulo #. Vamos mostrar que i (T) = 0.

Tome uma cobertura aberta A qualquer. Como todo aberto de X é uma
unido enumeravel de arcos (intervalos), podemos assumir que a familia A
é composta por arcos, e como X é compacto, também podemos assumir
que A é um conjunto finito. E evidente que existe uma particao finita C,
composta por arcos (ndo necessariamente abertos), tal que A < C. Sendo
assim, resta apenas mostrar que h(T ’ C) = (0. Denote por E¢, o conjunto
dos extremos de cada intervalo de C (veja a Figura . Neste caso,

n—1

Een = JT7 (Ec).

§=0
Em especial,
N (C") < n#Ec.
Ou seja,
h(T|C) < lim Liog (n#E¢) = 0.

n—oo M

Figura 1.5: A cobertura A determina os extremos dos intervalos da particao

C.

O mesmo argumento pode ser utilizado para mostrar que um sistema
dinamico 7' : R — R, onde T é um homeomorfismo de R, possui entropia
topolégica nula. Neste caso, a familia A sera uma cobertura admissivel,
garantindo que C seja finita.
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Lema 1.2.13. Considere o sistema dinamico T : X — X, e seja k € N.
Entao,
h(T*) < kh(T).

Demonstragao. Seja A uma cobertura admissivel de X. Note que (A§)2, =
A Assim,

1 n 1 n

ko H (A7) = —H ((A7)7).

Tomando o limite para n — 0o, temos que

Bh(T| A) = n(T*| A%).
Assim, como A < A%,

p(T4| A) < (7| AL) = kn(T | A).

Agora, basta tomar o supremo para todas as coberturas admissiveis A para
concluir que
h(T*) < kh(T).
]

Observagao 1.2.14. O fato de A% nao ser necessariamente uma familia
admissivel nos impediu de concluir que h (Tk) = kh(T). No caso da
entropia de Kolmogorov-Sinai, o supremo de h, (T ‘ C) é tomado para todas
as particoes mensuraveis finitas C. Neste caso, a demonstracao do Lema
¢ facilmente adaptada para mostrar que h, (T’“) = kh, (T). Basta

notar que, como C% ¢ mensurdvel e finita,
B (T| €)= (T | 5 ) <y (T9).

Para os sistemas dinamicos do tipo produto (Definigao [2.1.1]), a igualdade
h(T’“) = kh(T) serd consequéncia do principio variacional (Corolério
3.1.4).

Se T': X — X é um sistema dinamico e 7: X — Y é uma aplicacao
sobrejetiva, podemos “transportar” o sistema dinamico em X para um
sistema dinamico em Y, de modo que 7(z) € Y seja levado em m(T'x).

Definicao 1.2.15. SeT: X — X e S:Y — Y sao sistemas dinamicos, e
m: X =Y € uma aplicacao continua sobrejetiva tal que o diagrama

xX-T.x

Yy 2.y
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1.2. Defini¢oes de Entropia

comuta, entao dizemos que o sistema dinamico S é semi-conjugado de T
pela aplicagao 7, ou que S (ou'Y) é um fator de T (ou X ).

O exemplo nao trivial mais simples de semi-conjugacao é o fator de um
sistema produto.

Exemplo 1.2.16 (Fator de um produto). Sejam Tj:X; — X; e
Ty : X9 — X, sistemas dinamicos. Denotando por T = 17 x Ty o produto
dos dois sistemas, e por 7; : X; X Xy — X, a projecao canonica na primeira
coordenada, temos que T; é semi-conjugado de T pela projecao m;. A
comutatividade do diagrama

T1 xT:

Xl X XQ#)Xl X X2
v s
T;

X; X;

¢é evidente.

Exemplo 1.2.17 (Quociente de um grupo). Seja T:G — G um
endomorfismo de um grupo de Lie. E seja H C G um subgrupo qualquer,
invariante por T'. Denotando por 7 : G — G/H a projegao candnica, e por

S: G/H — G/H
gH — T(g)H

o sistema induzido por T' no quociente, entao S é semi-conjugado de 7T

Exemplo 1.2.18. Seja G um grupo de Lie e H C GG um subgrupo qualquer.
Se S': H — H é um sistema dinamico qualquer definido em H, e se mg e my
sao as projecoes canonicas de G x H na primeira e na segunda coordenadas
respectivamente, entao, definindo o sistema

T: GxH — GxH ,
(g.h) +— (S(h)g,S5(h))

temos que 7y faz de S um sistema semi-conjugado de 7', mas em geral, g
nao induz uma semi-conugacao em G.

Quando S :Y — Y é semi-conjugado de T': X — X, é de se esperar
que a entropia topoldgica de S nunca seja superior a entropia topoldgica de
T. No caso de sistemas dinamicos compactos é exatamente o que acontece.
Mas para o caso nao compacto, precisamos de alguma hipotese adicional.
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Proposicao 1.2.19. Se o sitema dinamico S :' Y — Y € semi-conjugado de
T : X — X por uma aplicagao propria w, entdo

h(S) < h(T).

Demonstracdo. Assim como no caso compacto, a esséncia da demonstracao
estd no fato de que 7! leva coberturas admissiveis de Y em coberturas
admissiveis de X. De fato, coberturas abertas de Y sao levadas em
coberturas abertas de X, e se K C Y é um conjunto compacto, entao
como 7 é prépria, 7 1(K) é um conjunto compacto. Assim,

C

o (K) = 7 (K)

é o complementar de um compacto (veja a Figura [1.6]).

K)

N

ikl

< T _ > Y

Figura 1.6: 771(K°¢) = 77 }(K)® é o complemento de um compacto quando
m € propria.

Assim, para toda cobertura admissivel A de Y, D = 77! (A) é uma
cobertura admissivel de X. Como Y ¢ semi-conjugado de X, 71 (A") =
D". Sabendo que A, C A", entao A,, é uma subcobertura de A" se, e
somente se, 71 (A,,) for uma subcobertura de D". Concluimos que

N(A") = N (D").

Em particular,

h(S|A) =h(T| D) <h(T).
Tomando o supremo em todas as coberturas admissiveis A, chegamos ao
resultado desejado. O]

O exemplo a seguir mostra que se m nao é uma aplicagao propria, o
resultado da Proposi¢ao [1.2.19 pode nao ser verdadeiro.
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Exemplo 1.2.20. Considere X = R e seja T'(z) = 2z. A aplicagdo 7' é um
homeomorfismo, e portanto, de acordo com o paragrafo final do Exemplo
[1.2.12] h(T) = 0.

Por outro lado, apesar de S(z) = 2z? ser semi-conjugado de T' pela
aplicagdo m(z) = exp(iz) (veja a Figura[L.7), ¢ fato conhecido que h (S) =
log 2 (veja o Exemplo. Note que como 7 nao é uma aplicagao propria,
este exemplo nao contradiz a Proposigao [1.2.19

L A T(x) = 2x
n(x) = exp(ix) R

S(z) = 72 <
S

Sl

Figura 1.7: A transformacao T ¢é bastante simples, e possui entropia
topolégica nula (veja o comentério ao final do Exemplo [1.2.12)). Por outro
lado, S possui entropia topoldgica positiva.

Entropia de Bowen

Bowen introduziu em [Bow71] uma definigdo de entropia que coincide com
a entropia de AKM quando o sistema dinamico é compacto metrizavel.
Neste trabalho, nao vamos nos restringir a definicao que Bowen deu para o
caso nao-compacto. Ao invés disso, seguimos a ideia de Patrao de restringir
nossa atengao a métricas oriundas de alguma compactificacao X de X (veja
o conceito de d-entropia na Definigao [1.2.23)).

O seguinte resultado foi extraido do Teorema 6.1 de [Pat07], e
mostra que todo sistema dinamico separavel e metrizavel admite uma
compactificagao metrizavel.

Proposicao 1.2.21. Seja T : X — X um sistema dinamico onde X ¢é
metrizdvel_e separdvel. Entao T admite uma compactificagio metrizdvel
T:X—X.
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Demonstragcao. Por ser metrizavel e separavel, X ¢é tal que existe uma
familia enumeravel de aplicagoes

F CCOX,1),

onde C'(X, I) sao as aplicagoes continuas de X no intervalo I = [0, 1], tal que
F separa pontos e conjuntos fechados. Em particular, a familia enumeravel

Fr={foT"| feF, n=0,1,...},

além de separar pontos e fechados, é tal que pela Proposigao 4.53 de [Fol99],
a aplicacao
ep: X — I’7 )
= (f(2))rer,

definida de modo que para cada f € JFr, a coordenada f de erp(x)
é exatamente f(x), é um homeomorfismo sobre sua imagem. Ou seja,
podemos identificar X com o subconjunto er(X) do espaco compacto
metrizdvel I77. Note que, com esta identificacdo, a aplicacao 7' age em
er(X) como um shift. Mais precisamente, T é a restrigao a er(X) da
aplicagao B

T ((ag)serr) = (afor) rerr

e X 6 o fecho de ep(X). E evidente que T ¢ continua. O

Vamos ilustrar como fica a compactificacao da Proposicao [1.2.21] para
um caso bem simples.

Exemplo 1.2.22. Vamos considerar o sistema dinamico do Exemplo [1.2.5]
Seja X = (0,1), e
T: X — X

r, <
r 1
5, T >

N[ =R [

Tome para Fr, o conjunto {i,i 07T}, onde i : X — [0, 1] é a inclusao. Note
que i 0 T? =i 0 T. Neste caso, a imagem de e é o conjunto

er(X) = {(@.T(@)] = € X},

que é exatamente o grafico de T. A compactificagdo neste caso é igual ao
grafico de T acrescido dos pontos (0,0) e (1, %) (veja a Figura .

Escolha uma métrica d em X e, dado € > 0, denote por
Ba(e) = {Bd (z;€) ) e X}
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Figura 1.8: Uma compactificagao de (0,1) construida como o fecho do grafico
de T'. A compactifica¢do consiste em acrescentar ao grafico, os pontos (0, 0)

e (1,3):

a familia composta pelas bolas de raio €. E para n € N, defina

dn(z,y) = max d(T?xz, Ty).

0<j<n

Figura 1.9: O conceito de (n,e)-separado depende da métrica escolhida.
Os (1,¢)-separados maximais de R sdo sempre infinitos com a métrica
euclidiana, mas sao sempre finitos com métricas vindas de uma
compactificagao.

Defini¢ao 1.2.23 (d-Entropia). Seja T': X — X wum sistema dinamico e
d uma métrica em X. Dado € > 0, definimos

h*(T,e) = lim ! log N (Ba, (¢)),

n—oo M
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1.2. Defini¢oes de Entropia

he(T) = sup h* (T, ¢).

e>0

Denotamos a entropia de Bowen usual por

1
he(T)= sup lim —log Nk (B, (¢)).
e>0 n—oo 1
K: compacto

Observacao 1.2.24. Exatamente como no caso da entropia topoldgica e
da entropia de Kolmogorov-Sinai, o limite na Definicao [1.2.23| existe gracas
a desigualdade

N (By, (€)) < N (By, (¢))N (Ba,_, (¢))
para todo ¢ € N tal que 0 < ¢ <n (veja o Teorema 4.10 de [Wal00]).

Uma outra maneira de caracterizar a entropia de Bowen é através dos
conjuntos separados. Nossa demonstracao do principio variacional utiliza
esta caracterizacao.

Seja T': X — X um sistema dinamico com métrica d. Dados ¢ > 0
e n € N, dizemos que o conjunto S C X é (n,e)-separado quando todos
os pares de pontos distintos z,y € S forem tais que d,(z,y) > . Para
um subconjunto Y C X e ¢ > 0, escrevemos s (n,¢,Y) para denotar o
supremo dentre as cardinalidades dos conjuntos (n,¢)-separados que sao
subconjuntos de Y.

Lema 1.2.25. Em um sistema dinamico T : X — X, onde (X,d) é um
espaco métrico, dado'Y C X ee > 0, temos que para todo n € N,

Ny (By, (£)) < s(n,6,Y) < Ny (Bdn (g))

Demonstracao. A primeira desigualdade segue da afirmacao seguinte,
juntamente com a existéncia (através do lema de Zorn) de conjuntos
(n, )-separados maximais.

Afirmagao. Se E C Y € um conjunto (n,€)-separado mazximal, entdo

BE:{YﬂBdn(I;s)‘ er}

€ uma cobertura de Y .
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Se Bp nao for uma cobertura, entdao, tomando y € Y \
U,er Ba, (z;¢), temos que o conjunto £ U {y} é (n,e)-separado,
infringindo a maximalidade de F.

Para a segunda desigualdade, se S C Y é um conjunto (n, €)-separado,
e B C By, (%) uma cobertura de Y de cardinalidade Ny (Bdn (%)), entao,
para cada s € S, existe B(s) € B com s € B(s), pois B cobre Y. Esta

correspondéncia ¢ injetiva, pois se B(s1) = B(s2), entao d,(s1,s2) < e.

Neste caso, como S é (n,e)-separado, devemos ter s; = s;. Como a
aplicacao ¢ injetiva, a cardinalidade de S é menor ou igual a cardinalidade
de B. m

Proposicao 1.2.26. Para um sistema dinamico T : X — X, onde (X, d)
€ um espaco métrico,

1
h*(T) = sup lim —logs(n,¢, X).

e>0 o0 N

Demonstragao. E imediato do Lema[1.2.25] Basta tomar o log, dividir por
n, tomar o limite em

3

N (Bg, (¢)) < s(n,e,X) < N<Bd“ (5))

e depois o supremo para € > 0. ]

Para a definicdo da d-entropia, utilizamos as familias By, (¢). Note
que estas familias ndo sdo o mesmo que [B, (¢)]". O lema a seguir mostra
que poderfamos ter utilizado as familias [B, (¢)]" para definir a d-entropia,
tornando-a mais facil de comparar com a entropia topologica.

Proposicao 1.2.27. Seja T : X — X um sistema dinamico com métrica
d. Entao,

h (T) = sup h(T‘ B, (5>).

e>0

Demonstracao. E suficiente mostrar que
n 8 "
B ()" < Ba, (6) < |Ba (5)] -
De fato, isso implicaria que

1 n 1 1 13 n
~log N ([Ba ()]") < ~log N (By, () < ~log N (|Ba (5)])-
Agora, basta fazer n — oo e tomar o supremo para £ > 0.
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1.2. Defini¢oes de Entropia

E imediato que
Bdn (5) - [Bd (5)]n )

pois toda bola na métrica d,, é da forma

By(z;e) N NT~ "D (B (T ';€))

(veja a Figura(1.10). Por outro lado, um conjunto A € [Bd (%)} " é da forma
A= By (mo; %) N---nT- D (Bd (xn_l; g)) )

Em particular, quando A # ), podemos tomar y € A. Neste caso, temos
que d(T9y,z;) < e. Assim,

5) C Ba (T7y;e),

By (xj; 5

pois z € Bqy(z;;5) implica que d(z,TVy) < d(z,x;) + d(z;,T7y) < e.
Portanto,

AC By(y;e)n---N 7-(=1) (Bd (T”_ly; 5)) € By, (¢),

provando que [By (£)]" refina By, (¢).

By(T?*(x);€)
B4(T(x);€)

Figura 1.10: Dizer que d3(x,y) < &, é o mesmo que dizer que y € By (x;¢),
T(y) € By(T(z);e) e T?(y) € Bq(T?*(x);e). A bola centrada em z e de
raio € na métrica ds estd representada na figura. Note que By, (z;¢) =
By (x;e) N T (By, (T'();€)).
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Observacao 1.2.28. Do ponto de vista deste trabalho, seria mais natural
que a d entropia fosse definida como caracterizada na Proposigao [1.2.27]
Nao o fizemos para nao divergir da literatura atual. Daqui por diante,
usaremos a formula

iﬂ(]ﬁ::suph<77‘8d0ﬂ>.

e>0

como se esta fosse a definicao de d-entropia, sem fazer nenhuma referéncia

a Proposicao [1.2.27]

Observacao 1.2.29. Da mesma forma que na Proposi¢ao|1.2.27] a entropia
de Bowen também pode ser caracterizada pela equacao

1
hg(T)= sup limsup —log Ng (By(¢)"),
K: C(E)r>n%act0 oo M

pois assim como na Proposicao basta notar que
Km@@m<KmmA@<Kmp49}.

O lema a seguir enuncia a existéncia do chamado numero de Lebesque
em uma forma facil de aplicar na construgao de refinamentos de coberturas.
Essencialmente, toda cobertura admissivel pode ser refinada por uma
cobertura dada por bolas com um certo raio fixado. Note que pela
observacao 8, quando X ¢ uma compactificagao de X, toda cobertura
admissivel é da forrna XN .A onde A é uma cobertura aberta de X.

Lema 1.2.30 (Nimero de Lebesgue). Seja (X,d) um espago métrico que

admite uma compactificacao ()?,c?) Entao, para qualquer cobertura da

forma A =X nN ﬂ, onde A é uma cobertura aberta de )?, existe € > 0 tal
que

.A < Bd (6)

Em particular, o resultado vale para qualquer cobertura admissivel de X .

Demonstracao. Seja
C. = {xef(‘ JA € A, B;(z;¢) CA}

o conjunto de todos os = € X tais que a bola centrada em z com raio € esta
contida em algum elemento de A. Vamos encontrar ¢ > 0 tal que X =C..
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Afirmagio. X = U0 C-.

Para cada x € )?, existe um A € A que contém z. Como A é
aberto, isso significa que existe € > 0 com Bj(z;¢) C A.

Afirmacao. C. C int (C’g)
Basta notar que se x € C., entao
€

De fato, se d(z,y) < 5, temos que Bj (y; %) C Bj(x;¢). Esta tltima

bola esta contida em algum elemento de A, pois © € C.. Portanto,
(/S C%

Juntando ambas as afirmacoes, temos que

X =|Jint(C.).

£>0
Como X é compacto, existe € > 0 tal que
X =C..

Tomando a intersecao com X,

A=XNA<X0B;().
Agora, basta observar que

Byi(e) € X N B;(e),

pois

By (z;e) = X N By (x;¢).
E portanto,

A< By (e).

Finalmente, relacionamos a entropia topoldgica e a d-entropia.

Proposicao 1.2.31. Seja T : X — X um sistema dinamico e X uma
compactificagao metrizdvel de X. Se d € a restricao a X de uma métrica d
em X, entao

h(T) = suph(T’ XﬂA)
A
onde o supremo € tomado sobre todas as coberturas abertas Ade X.
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Demonstracao. A familia D = {Bg(x;e) ‘ T € X} cobre X, e é tal que
Bi(e) = X ND. O que implica que
h(T)< sup h T’Xm&).

A: abertos

Por outro lado, para uma cobertura aberta A qualquer de X , podemos usar
o Lema [1.2.30| para obter € > 0 tal que

XN .Z < By (6)
Isso significa que
h(T‘ ij) < h(T‘ Bd(5)>.
Tomando o supremo em ¢, concluimos que
h(T‘ XmZ() < h(T).
Tomando o supremo para todas as coberturas abertas Ade X ,

sup h(T‘ XNnA) <n(T).

A: abertos
]

Quando o sistema dinamico é compacto, sabemos que a d-entropia
independe da métrica d escolhida. O seguinte corolério da Proposigao|l.2.31
estende este resultado.

Corolédrio 1.2.32. Seja T: X — X um__sistema dinamico com X
admitindo uma compactificagio metrizdvel X. Se d e c sio a restrigao
a X de métricas d e ¢ em X, entdo

he(T) = he (T).

Na demonstracao a seguir, vamos utilizar uma técnica semelhante a
demonstracao do Lema para mostrar que independente da métrica d,
escolhida para X, dada uma cobertura admissivel A, sempre existe € > 0
tal que A < B, (¢).

Proposicao 1.2.33. Seja T : X — X wum sistema dinamico com uma
métrica d. Entao,

h(T) < hq(T) < h*(T).
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Demonstracao. A entropia de Bowen sera calculada conforme descrito na
Observagao [1.2.29, Dada uma cobertura admissivel A, tome K C X tal
que K¢ € A. Vamos utilizar uma técnica semelhante a demonstracao do

Lema [[.2.30} Seja
C. = {x € K‘ JA € A, By(z;2¢) C A}
o conjunto de todos os x € K tais que a bola centrada em x com raio 2¢ estd

contida em algum elemento de A. Assim como no Lema [1.2.30, podemos
tomar € > 0 tal que K = C..

Afirmagao. A < B, (¢).

Se B € B, (¢) nao intersecta K, entdo, B C K°. E se B intersecta
K, entao tomando x € BN K, pela escolha de ¢, existe A, € A tal
que

B C By (z;2¢) C A,.

Ou seja, A < By (¢).

Assim, definindo
D = Ba(e) U{K},

temos que A < D. Vamos particionar X em Ky,..., K,_1 e [?, com
K=K'nT " (K)N---nT~"Y(K°) € D"
e, param=20,....,n—1,
Kn=KnTHK)N---nT" ™V (K)NT™(K).

(veja a Figura . Note que, de fato, X = K U U”_:lo K. Assim,

n—1
N(D") < Ng (D") + ) N, (D).
m=0
Como K € D,
Nz (D") = 1.
Param =0,...,n — 1, denote por B,, a familia de conjuntos da forma

ANTHA) N NT~ " D(A,_),

onde A; = K°para j=0,...,m—1, e A; € B;(¢) para j > m. De forma
mais abreviada,

B, =K NTH(K)N---nT" "V (K)YNT™ (By(e)"™™) C D™
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Se F C By (e)"™™ é uma cobertura de K, entdo,
KenTHK)N---nT- ™V (K)NT™(F) C B,
¢ uma cobertura de K,,. Assim,

Nk,, (D") < Nk, (Bm)
< Nk (Bd (€)n_m)
< Nk (B (e)").

E portanto,
N(A") < N(D")

n—1
< Ng (D")+ ) N, (D")
m=0

n—1

<14 ) Ng, (D")

m=0
< (n+1)Ng (Bys(e)").
Tomando o logaritmo, dividindo por n, e fazendo n — oo, chegamos em
1 n
h(T| A) <limsup - (log(n + 1) + log Nk (Bg (€)™))
n—oo

1
= lim sup — log N (B4 (¢)")

n—oo T

< ha(T),
pois = log(n + 1) — 0. Tomando o supremo em A,
h(T) < hy(T).

E ¢ evidente que hg (T) < he(T).
[

Observagao 1.2.34. Quando as familias By (¢) formam coberturas
admissiveis, é evidente que

e (T) < h(T).

No entanto, mesmo quando d é a restricao de uma métrica proveniente
de alguma compactificacao do sistema, pode acontecer que B, (¢) nao seja
admissivel. Como exemplo, tome £ € (0, 1), e considere By (g) em (0,1)
com a métrica euclideana. Nenhum intervalo em B, (¢) terd complemento
compacto, e portanto, By (¢) nao é admissivel (veja a Figura [1.12)).
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1.2. Defini¢oes de Entropia

Figura 1.11: Elementos da familia B; que cobrem K; = K°NT~(K). Aqui,
n = 2. Cada elemento da cobertura ¢ a intersecao de K com a imagem
inversa de bolas de raio £. O conjunto X ¢ a uniao disjunta de Ky, K; e K.

Figura 1.12: Nenhum intervalo (a, b) contido propriamente em (0, 1) possui
complemento compacto, pois (a,b)* = (0,a] U [b,1) s6 é compacto se for
vazio, ou seja, se a =0e b= 1.

Exemplo 1.2.35 (Entropia de 2?). Vamos mostrar que a entropia de

f.: St — st

z = 22

¢ log2. Como S!' é compacto, a Proposicao juntamente com a
Observagao mostram que basta calcularmos a d-entropia de f para
uma métrica d qualquer. Vamos tomar para d o comprimento de arco, ou
seja, o angulo em radianos. Para tanto, a Proposicao [1.2.26] nos permite
fazer o calculo utilizando os valores de s (n, &, S1). O efeito da transformagao
f é o de dobrar o comprimento de arco para pontos suficientemente
préximos. Assim, o valor de s (n, e, S') praticamente dobra a cada iteracao
do sistema. De fato, particionando o S' em arcos de comprimento ¢ > 0,
podemos ver que s (n, &, S') = LZ”%”J , a parte inteira de 2”2?” (veja a Figura
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1.2. Defini¢oes de Entropia

1.13)). Assim,

2n+1 2n+1
7T—lgs(n,e,Sl)S 7T.
€ €
E portanto,
1 2n+1 1 2n+1
hm—log( 7T—1)gh(f)ghm—1og< 7T>.
n € n €

Ou seja, h(f) = log2.

Figura 1.13: Para estimar o valor de s (n, e, S'), basta dividir o circulo em
arcos de comprimento €. No desenho, s (1,¢,S') = 8, mas seria 7, se ¢ fosse
um pouco maijor que %”.
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CAPITULO

Sistemas Dinamicos
do Tipo Produto

Neste trabalho, estamos interessados em uma generalizagao de sistemas
dinamicos metrizaveis localmente compactos, que chamamos de sistemas
dinamicos do tipo produto. Neste capitulo, apresentamos a definicao
dos sistemas do tipo produto e demonstramos algumas propriedades que
nos permitirao estabelecer a validade do principio variacional para estes
sistemas.

2.1 Definicao

: oo ~ ’ .
Considere o espaco X = [[Z, X;, onde X sdo espagos topolégicos. Para
simplificar, vamos escrever simplesmente X = [][ X;. Denotamos por X" o
espaco X; X --- X X,,, e por 7, a projecao canonica

Ty, X - X7
(.fll'j) —> (SCl,...,lEn)

Dizemos que um conjunto A C X é m,-mensuravel quando existe um
boreliano B C X™ tal que A = m,!(B). Dizemos que uma aplicacao
f: X =Y ém,-mensuravel quando para todo conjunto mensuravel A C Y,
f~YA) for m,-mensurdvel.

Definigao 2.1.1 (Sistema Dinamico do Tipo Produto). Seja T : X — X
um sistema dinamico com X = [[X;. Dizemos que T : X — X € um
sistema dinamico do tipo produto quando

32




2.1. Definicao

1. Cada X; € localmente compacto separdvel.

2. Para todo n € N eziste m = m(n) = mr(n) € N, com m > n, tal que
w01 € m,,-mensurdvel.

Cada X; admite ao menos uma compactificagao metrizavel: a
compactificacdo por um ponto. Para um sistema dinamico do tipo produto
T : X — X, vamos supor que temos fixada uma compactificagao metrizavel
X de cada X;. Vamos denotar por

a compactificagao de X formada pelo produto das compactificagoes de X;.

Nem sempre X; serd tomada como sendo a compactificacao por um ponto
de X;. Por vezes, queremos que o sistema 1’ possa ser estendido a

T:X—X
(veja a Proposigao [1.2.21]).
Um sistema T : X — X, onde X é localmente compacto separavel,
é isomorfo ao sistema do tipo produto cujo isomorfismo é dado pela
identificacao entre X e X X {O}N. O produto enumeravel de sistemas

localmente compactos separaveis 1; : X; — X, denotado por [[7; é um
exemplo de sistema do tipo produto. Um outro exemplo, é o shift

T: Z8 — ZN ,
(2n) = (2n11)

onde X; = Z ¢ localmente compacto separavel (veja o Exemplo .
Note que a classe de sistemas dinamicos do tipo produto é fechada por
composicao. Ou seja, se T: X — X e §: X — X sao do tipo produto,
entao, T'0S também é do tipo produto. Neste caso, podemos tomar mr.g =
mrT O Mmg.

Exemplo 2.1.2 (O shift). Seja Z um espaco topoldgico localmente
compacto e separavel. Entao o shift

T: ZN — ZN
(zn) = (Zn41)

¢ um sistema dinamico do tipo produto. De fato, se Z 6 uma
compactificagao qualquer de Z, entao o shift é facilmente estendido para

T: v 5 ZN
(zn) = (2n41)

?
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2.1. Definicao

e para m(n), basta tomar m(n) = n + 1, pois para todo boreliano B C Z™,

T (7, (B)) = m,},(Z x B).
A instancia nao trivial mais simples para esta construcao, é quando 7 =7U
{o0} é uma compactificagdo por um ponto de Z. Note que esta construgao
ndo é a compactificacdo por um ponto de ZV.

Exemplo 2.1.3 (Derivacao de séries formais). Considere o conjunto
das séries formais reais {Z;io a;x! ) a; € R}, que pode ser identificado

canonicamente com R*. A derivada formal, dada por
d - J S ; J
o Zajx = Z(] + a1z
5=0 §=0

é um sistema dinamico do tipo produto. De fato, a derivada formal é a
composigao do shift com o sistema [] 7}, onde

Tia;a’ = jaja’.

As derivadas formais de ordens mais elevadas também sao sistemas
dinamicos do tipo produto, pois sao composicoes das derivadas formais de
primeira ordem.

Exemplo 2.1.4 (Produto enumeravel de sistemas do tipo produto). Seja
T,: X; — X;, (1 = 0,1,...) uma familia de sistemas dinamicos do tipo
produto. Entao, o sistema 17" = Ty x T} X --- também é do tipo produto.

De fato, escrevendo
Xi:Xi,l XXZ‘72 X oo,

temos que X = Xy x X; x ... é produto dos enumerdveis fatores X; ; que,
por hipdtese, satisfazem o item da definicao, pois cada T; é do tipo
produto.

Para verificar o item , escreva X como um produto dos fatores Xj ;
ordenado como na Figura . O k-ésimo termo do produto ¢é da forma X ;,
tal que

k= k(i j) = (2’+j—|—21)(i+j) .
De fato, usando a Figura como referéncia, o termo LW equivale
ao numero de fatores contidos no triangulo. Enquanto que ¢ é o ntimero
de termos que “faltam” para preencher o triangulo. O nimero de “linhas”
envolvidas é 7 4+ 7. Ou seja, sao as linhas de 0 a7+ j — 1.
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2.1. Definicao

Figura 2.1: Escrevendo X como um produto ordenado dos fatores X ;.

Vamos escrever m(n) para mr(n) e mj(n) para mg;(n). Seja ;) a
projecao de X nos k = k(i,j) primeiros termos Xo; x X171 X ... X X ;.
e m;; a projecao de X mnos j primeiros termos X;; X ... X X;;. Vamos
encontrar m(k) = m(i, j) tal que 7y ;) o T seja Ty, j-mensurdvel. Note
que, reordenando os fatores,

Th(i,j) = Too X ** " X Tigj—Lbiyj
para b adequados. Na Figura [2.1] por exemplo, reordenando os fatores,
Ts = T2 X 12 X T2 1.

Neste caso especifico, pela Figura [2.2| vemos que para borelianos By C X,
31CXleBQCX2,

ng(BO X Bl X Bg) = W[i§<BO> X Wi;(Bl) X Wi%(BQ),
e portanto,

(m50T) " (By X By X By) =
— (m20T) " (By) X (m20T) " (By) x (mp1 0 T) " (By)

é mg-mensurdvel, pois cada um dos (7, 01) " (Ba) € Tam, (b,)-mensurdvel,
e 19 > k(a,m4(b,)). Como os conjuntos da forma By x By X By geram os
borelianos de X1 X - -+ X X o, contra-dominio de 75 o T, temos que 75 o T'
é m9-mensuravel.

Para o caso geral, basta escolhermos m(i, j) = k(i/,j') para i’ e j' tais
que a sequencia Xo 1, X11,..., Xy j inclua todos os termos X, com s =
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2.2. Propriedades dos Sistemas do Tipo Produto

Xo1 Xoz Xosz Xoa Xos =M@ <molk)

k(0,5)=15
3=m;(2) < my(k)
X1 @ Xi3 K13)=9

X2 1 X2 2 X2 3 X2 4 4=m,(1) < my(k)

k(2,4)=19

Figura 2.2: Fatores envolvidos na mensurabilidade de 7 ; jyoT'. No desenho,
mo(2) = 5, m1(2) = 3 ¢ mo(l) = 4. Portanto, basta fazer m(i,j) =
k(2,4) = 19.

0,...,i+j—let=1,...,my(bs) (veja a Figural2.2)). Por exemplo, podemos
escolher

m(i,j) = max{k:(s,ms(bs)) ‘ s=0,1,...,i+7— 1}.
Neste caso, para todo conjunto m(; j-mensurdvel da forma

B = wago(Bo) N wigl (B))N---nN wijbli(BZ-)
= ﬂ-k_(t,j)(BO X X Bz)

temos que T~1(B) é Tm(i,j)-mensuravel. De fato, para cada s = 0,...,i +
J—1

T (703, (B) = 70 (C5)
para algum Cs € X1 X - - X X, 5,) mensurdvel. Mas esses conjuntos sao
todos my,(;,j) mensuraveis. Como a familia dos conjuntos y; ;-mensuraveis
¢ a o-dlgebra gerada pelos conjuntos da forma de B, temos que my; ;0T é

Tm(i,j)-ensuravel.

2.2 Propriedades dos Sistemas do Tipo
Produto

Vamos mostrar algumas propriedades que os sistemas dinamicos tipo
produto possuem.  Primeiro, vamos constatar algumas propriedades
elementares, como a metrizabilidade do sistema.
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2.2. Propriedades dos Sistemas do Tipo Produto

Os sistemas dinamicos do tipo produto sao definidos sobre o espago
X =[], X;, onde cada X; possui uma compactificagio metrizdvel X;. A
proposicao a seguir, cuja demonstragao sera omitida, nos da uma métrica
para a compactificacao X que nos sera 1til posteriormente.

Proposigao 2.2.1. Seja T : X — X um sistema dinamico do tipo produto.
Entao existe uma métrica d] para cada X tal que X tem diametro menor

que 1 e
_ o 1~
d((z;), (y;)) = sup ]d‘(%‘ayj)
J

=1

¢ compativel com a topologia produto em X = H)’EJ

Vamos chamar a métrica d da Proposicao m (ou sua restrigao a X)
de métrica do tipo produto.

Lema 2.2.2. Seja B C X" um boreliano. Entao,

0 (m, " (B)) ==, (0B).

n

Demonstracao.

Afirmacao.

Como T, é continua,
T, (B) C 7, ' (B).

Por outro lado, se (x;) € m,(B), entdo existe (bf,...,b%) € B
convergindo para (xi,...,x,). Fazendo b;? = x; para j > n, temos

que (b?) € 7, '(B) converge para z. Isso implica que =z € 7, (B).
Ou seja, o
7. Y (B) C m;Y(B).

n

Usando a afirmagao anterior para B e para B¢, segue que

0 (m, (B)) = m, (B) N, (B)
=, (B) N, (B°)
=, (OB).
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Definigao 2.2.3 (Medida de Radon). Uma medida finita p, definida nos
borelianos de um espaco topologico X, é chamada de medida de Radon
quando para todo boreliano A,

p(A) = sup p(K).
K CAt
compacto

E fato conhecido que toda medida finita nos borelianos de um espaco
compacto metrizavel é de Radon (Proposigao [A.4.3)).

Proposigao 2.2.4. Seja T : X — X um sistema dinamico do tipo produto.
Entao X € um boreliano de X. Em particular, todas as medidas nos
borelianos de X sao medidas de Radon.

Demonstracao.

Afirmacao. Cada X" ¢ um boreliano de Xn,

Como X" é um espaco de Haudorff localmente compacto
separavel, existe uma base enumeravel para a topologia composta
por vizinhancas com fecho compacto. Em particular, X" pode ser
escrito como uma uniao enumerdvel de compactos. Por sua vez, os
compactos de X" sao também compactos em X™. Por ser uma uniao
enumeravel de compactos de X", X™ é um boreliano de X".

Utilizando a afirmacao anterior, temos que os conjuntos 7, '(X™) sao

borelianos de X. Como
T (X)L X,

segue que X é também um boreliano de X. _
A topologia de X é dada por conjuntos da forma AN X, com A C X
aberto. Assim, os borelianos de X também serao conjuntos da forma BNX,
onde B C X é um boreliano de X. Em particular, toda medida y definida
nos borelianos de X pode ser estendida a uma medida nos borelianos de X
dada por
[i(B) = n(BNX).

Como fi ¢ uma medida de Radon e como os borelianos de X sao também
borelianos de X, temos que todos eles podem ser aproximados “por dentro”
por conjuntos compactos de X. Agora, basta notar que os compactos de X
contidos em X sao também compactos de X. O

A principal dificuldade em se estudar sistemas dinamicos que nao sao
localmente compactos decorre do fato de que o Teorema de Representacao
de Riesz nao pode ser utilizado diretamente. No restante desta secao, vamos
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2.2. Propriedades dos Sistemas do Tipo Produto

afirmar e demonstrar propriedades dos sistemas dinamicos do tipo produto
que se assemelham aquelas garantidas pelo Teorema de Representacao de
Riesz, que nos permitirao demonstrar a validade do principio variacional de
maneira semelhante a demonstracao dada por Misiurewicz (veja Teorema

8.6 de [Wal00]).

Lema 2.2.5. As aplicacoes f: X — R que sao m,-mensurdveis estao
em biyjecao com as aplicacoes mensurdaveis ¢g: X" — R através da
correspondéncia

g gomy.

Demonstracao. Como evidentemente g o m, é m,-mensuravel, a parte
nao trivial é a demonstracao de que qualquer aplicacao m,-mensuravel
f: X — R éda forma g o, para alguma aplicagao mensuravel g.

A aplicagao ¢ fica bem definida através da relagao g(m,(z)) = f(z). De
fato, se m,(x) = m,(y), entao, fazendo o« = f(x), como f é m,-mensurdvel,
existe um boreliano B C X, tal que

fHa) =7, (B).

Isso implica que 7, (y) = m,(x) € B. E portanto, f(y) = a. Note também,
que g : X" — R é mensuravel. De fato, como f é m,-mensurdvel, dado um
boreliano A C R, existe um boreliano B C X", tal que

T (g7 (A) = fH(A) =7 (B).
Como m, é sobrejetiva, isso implica que g~!(A) = B. ]

Exemplo 2.2.6. Vamos examinar o Lema para o caso especifico das
aplicacoes mi-mensuraveis

f:{0,1}" = R.

As aplicagoes ¢ : {0,1} — R, podem ser associadas a f, = g o m. Neste
caso,
oo {0,1}" = R
(Tn)nen = g(z1)

E evidente que f, = g o m é m-mensuravel.

O que o Lema afirma, é que toda aplicacdo m-mensurdvel
f:{0,1}" 5 R assume no maximo dois valores, e que o valor de f(z)
depende apenas de x; = m(z). Neste caso, associamos a f, a aplicacdo
g = g dada, por exemplo, por

g(a) = f(a,0,0,...).
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O Lema ¢ utilizado na demonstragao do principio variacional

3.1.2l No Lema, a proposicao ¢ utilizada na construcao de uma
medida T-invariante. No contexto dos sistemas dinamicos do tipo produto,

existem dois obstaculos a serem transpostos. Primeiramente, X = [[X;
nao ¢ localmente compacto, mas sim o produto enumeravel de espacos de
Hausdorff localmente compactos.

Lema 2.2.7. Seja T : X — X um sistema dinamico do tipo produto e oy,
uma sequéncia de medidas de probabilidade nos borelianos de X. Entao,
fazendo

=
l’[’k‘ = EZUkOT_]7
7=0
temos que existe uma medida p nos borelianos de X tal que
1. 0 < p(X) <1.
2. A medida v € T-invariante.
3. Paran € N, se C C X € m,-mensurdvel e satisfaz u(0C) = 0, entao

lim inf i (C) < pu(C).
k—ro0

Demonstracao. Note que cada X" é um espaco de Hausdorff localmente
compacto e metrizavel. E portanto, pela Proposi¢ao |A.4.1] o conjunto das
medidas positivas em X" de medida total menor ou igual a 1 é compacto
na topologia fraca-x. Vamos utilizar este fato para primeiro construimos
a medida u, e somente depois mostramos que ela possui as propriedades
mencionadas. Defina a sequéncia s(0,j) = j. Se s(n — 1,j) esté definida,
podemos escolher s(n, j), uma subsequéncia de s(n — 1, j), e uma medida
positiva u™ com 0 < p"(X™) < 1 tal que

[is(ng) © Tt — 1"

na topologia fraca-x. Usando o Teorema de consisténcia de Kolmogorov
(Teorema [A.4.4]), existe uma medida p definida nos borelianos de X, tal

que
pom,t = p"

Vamos mostrar que p possui as propriedades desejadas.

—  Item .
Note que 0 < p'(X1) < 1. Mas, u(X) = p(r '(X1)) = p(X1).
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2.2. Propriedades dos Sistemas do Tipo Produto

—  Item .

Afirmacgao. Para toda aplicagao limitada continua f : X" — R,

[rawen) = [rapuer tor),

Ou seja,
-1 _ -1 -1
pom,  =pol “om .

Seja m = m(n) (Definigao [2.1.1). Note que m > n. Como f é
limitada, é facil verificar através da prépria definicao de g, que

JFdlbsms o T rom ) o [raw = [raorn?).

Por outro lado, temos que f om, o T é m,,-mensuravel. Utilizando
o Lema [2.2.5] f om, oT pode ser escrita como ¢ o 7, para alguma
aplicacao mensuravel g : X™ — R. Assim,

/f A(psmjyoT tom ) = /f o 7y 0 T dpts(m, )
= /g O Ty Afs(m,j)
= / 9 d(tts(m gy © T')
= [gd(pomy,)
= /g O Ty dps
= /f om, oT du
— /f d(po T om 1.

Ou seja, para todo n, e toda aplicacao continua limitada f : X™ — R,
Jrawem) = [faporrom).

Portanto,

-1 _ —1 —1
pom,  =poT om, .
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A afirmacao anterior, juntamente com a unicidade do Teorema de
consisténcia de Kolmogorov implica que p = po T

—  Ttem (3).

Existe um B C X" tal que C = m,;*(B). Note que pelo Lema [2.2.2]
0C = 7;1(0B). Portanto, pela Observagao (3) da péagina 149 de [Wal00],
como o, (0B) = 0, temos que

Hs(n) (C) = fisnyy © T (B) = pom, ' (B) = u(C).
Em particular,

lim inf 1, (C) < p(C).

k—o00

O

Exemplo 2.2.8. Considere o sistema dinamico T : {0,1}" — {0,1}", onde
T é o shift. No Lema [2.2.7] tome

O = 6:v7

com z € {0, 1}N sendo um ponto periddico com periodo t. Ou seja, x =

(x1,22,...,2, 21, T2, ... ). Neste caso,
=
Mkt n Z dg 0T
=0
=
=-D 00T
=0
_— /-‘Lt

Ou seja, ug: ¢ a medida de probabilidade com distribuicao uniforme na
6rbita de x. Neste caso, a medida p do Lema serd necessariamente
igual a p;. De fato, note que

liminf p1;(A) = lim p1;(A)
Jj—00 Jj—00
= lim fu(A)
k—o0
= pu(A).

Assim, para qualquer y na érbita de =z,

% = lim inf 14 (WT:I (Wn(y)))

Jj—o0

= pie (" (ma(y)))
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para todo n > t. Mas como 7, " (m,(y)) | {y}, temos que pu({y}) > 1.
E como existem ¢ pontos na orbita de z, a condicao p < 1 implica na
igualdade.

Lema 2.2.9. SejaT : X — X um sistema dinamico do tipo produto, p uma
medida de Radon T-invariante sobre X e ¢ > 0. Entao, eviste n € N, e
uma particao mensurdvel finita C formada por conjuntos m,-mensurdveis
de diametro menor que € com respeito a métrica do tipo produto, e tais que
para cada C € C

pu(0C) = 0.

Além disso, para todo k € N, cada membro de C* ¢é Tk (n) ~TVENSUTAVEL COM
bordo de medida nula, onde m*(n) é a funcao m do item (@ da Defini¢ao
[2.1.1] aplicada k vezes a n.

Demonstracao. Escolha n > % Seja ¢ a métrica em X" dada por

E((al, PN ,an), (bl, ce 7bn)) = I?Zafcdj(aj, b])
E seja c a restricao de ¢ a X™. Para cada x € X", existe ¢, com % <e <eg
tal que B.(r;e,) C X possui bordo de medida p o ;! nula. De fato,

para diferentes ¢’ > 0, os bordos de B.(z;¢’) sdo disjuntos. A familia

dos bordos das bolas centradas em 2 com raio entre % e € é uma familia

nao enumeravel de conjuntos mensuraveis disjuntos. Assim, uma infinidade
. . -1 -
deles possui medida o 7, igual a 0.

A familia Bz (x; %) com x € X", cobre X, %% X’n, e portanto possui
subcobertura finita. Usando o fato de que

B, (w:5) = X" 0 Bs (w55),
2 2
obtemos uma cobertura finita para X" da forma
3 €
Bc (xla §>7 . '7BC <$k, 5)

Em particular, as bolas B.(x1;€4,), ..., Be (Tg;€s,) cobrem X. Podemos
entao assumir que esta subcobertura é minimal. Faca

Aj =, (Be (z1380,))-

Usando o Lema [2.2.2, temos que o bordo de A; tem medida p nula.
Agora, vamos construir C. Faga

Ci=A4\ (A U---UA;,)
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2.2. Propriedades dos Sistemas do Tipo Produto

Figura 2.3: Partigao C construida a partir da cobertura A = {A;,..., A5}.
Note que 0C}, C Ule DA;.

(veja a Figura[2.3).

A familia C = {Cy,...,C,} é uma partigao tal que todos os seus
elementos possuem diametro menor que £ em qualquer métrica do tipo
produto, pois escolhemos n > % Cada C} ¢é tal que

CjC:AjCUAlLJ"'UAj_l.

O bordo de um conjunto é o mesmo que o bordo de seu complemento. Para
concluir que o bordo de cada um dos C; tem medida p igual a 0, basta
mostrar que o bordo de uma uniao de finitos conjuntos esta contido na
uniao dos bordos de cada um deles.

Afirmacao. Para uma familia Yy,..., Y, C X",
d(Y1U---UYy) CcovLU---U0Ys.

Como

YiU---UY,=Y,U---UY,

int (Y, U---UY,) Dint (V) U---Uint (Ys),

segue que

(9(Y1U'--UY;)=?1U---
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2.2. Propriedades dos Sistemas do Tipo Produto

Usando a afirmacao anterior, nao apenas o bordo de cada elemento de
C estd contido em uma uniao finita de conjuntos de medida p nula, mas
também segue que o mesmo vale para o bordo de qualquer elemento de C¥,
pois p é T-invariante. Pela definicao de sistema dinamico do tipo produto,
é imediato que os elementos de C* sdo Tk (n)-INENSUTAVEIS. [
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CAPITULO

Principio Variacional

3.1 Demonstracao do Principio Variacional

A demonstracao que sera apresentada do principio variacional foi inspirada
na demonstracao dada por Misiurewicz para o principio variacional, no caso
em que o sistema dinamico é compacto. A demonstracao de Misiurewicz é
apresentada, por exemplo, em [Wal00].

Vamos comegar com um lema que generaliza a Proposicao 1.4 de
[HKRO5], pois a tnica hipdtese que impomos ao sistema 7" : X — X é que
T seja continua. O principio variacional fala sobre o supremo das entropias
de Kolmogorov-Sinai tomado dentre todas as medidas de probabilidade de
Radon T-invariantes. Se nao houver nenhuma medida de probabilildade
Radon T-invariante, entao, convencionamos que

suph, (T') = 0.
o

Lema 3.1.1. Seja T : X — X um sistema dinamico topoldgico. Entao,

suph, (T') < h(T),

onde o supremo é tomado em todas as medidas de probabilidade de Radon
T-invariantes. Se X € metrizdvel, entao

suph, () < h(T) < i%f ha (T).
o
Demonstrac¢ao. A ultima afirmagao segue da Proposicao [1.2.33]
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3.1. Demonstragao do Principio Variacional

Vamos mostrar que, dada uma medida de probabilidade de Radon p
definida nos borelianos de X,

h,, (T) < h(T).

Seja C = {CY,...,Cy} uma partigdo mensuravel. E suficiente mostrar que
existe uma cobertura admissivel A = {A1,..., Ay} tal que

ho(T|C) < h(T| A).

Utilizando a Proposigao |1.2.1] escolha § > 0 tal que todo é-refinamento D
de C é tal que h, (T ’ C) < h, (T ‘ D) +1. Como p é uma medida de Radon,
podemos tomar K; C C; compacto, com u(C; \ K;) < éu(C;). Faca

Ko=(K;U---UKy)".
Entao, denote a familia de tais conjuntos por

D:{Ko,...,Kk}.

Afirmacgao. hH(T‘ C) < hM(T‘ D) + 1.

De fato, os compactos K1, ..., K} foram escolhidos de modo que
D seja um d-refinamento de C, pois para j =1,...,k,
1(C; N K;) = p(Ch) — pu(C5 \ Kj)

J
> 1(C5) — ou(Cy)
(1= 8)u(Cy).
Mas ¢ foi escolhido através da Proposicao [1.2.1, de modo que a

desigualdade da afirmacao seja verdadeira.

Seja A = {KqUK,,...,KogUK}. Note que A ¢é uma cobertura
admissivel.

Afirmagao. N (D") < 2"N (A").
Seja A C {1,...,k}" um conjunto com #A = N (A"), tal que

X =K UKy N nT (KUK, ),
A€EA

onde A = (Ag, ..., A\y—1). Considere a aplicagao

f:Ax{0,1}" — D",
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3.1. Demonstragao do Principio Variacional

que leva (A\,z) em YyN---NY,,_4, onde Y; = T*jK,\j quando z; = 1,
e Y; = T7K, quando z; = 0. Como,

X =JTKy UK N nT- (K U Ky)
AEA

= Jra x{o,13m),

e D" é uma particao, temos que a imagem de f contém todos os
elementos nao vazios de D™. Assim,

N (D") < 2"#A.

Afirmacao. Para todo n € N,
ho(T| D) < h(T| A) + log2.

Basta tomar o log na desigualdade da afirmacgao anterior, dividir
por n e fazer n — oo.

Juntando todas as afirmacoes, temos que
h(T|C) <h(T)+1+log2. (3.1)

E como a particao C havia sido escolhida arbitrariamente, podemos tomar
o supremo para concluir que

h,(T) < h(T)+1+log2. (3.2)
E isso também é verdade se utilizarmos 7™ ao invés de 1"
hy, (T") < h(T") +1+log2.
Agora, pela Observacao e pelo Lema [1.2.13]
h,(T") =nh,(T) e h(T")<nh(T).

E portanto,
1 mn
i (T) = =1, (T)
< 1h(T”)+ 1(1+1 2)
— — 0
=z ” g
1
< h(T)+ —(1+log2).
n
Fazendo n — oo, obtemos o resultado desejado. O]
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3.1. Demonstragao do Principio Variacional

O teorema a seguir é o principio variacional para sistemas dinamicos do
tipo produto.

Teorema 3.1.2. Seja T : X — X um sistema dinamico do tipo produto.
Entao,

suph, (T) =h(T) = m}n hqg (T).

O minimo € atingido quando d é qualquer métrica que possa ser estendida
a uma compactificacao X de X.

Demonstragao. Do Lema [3.1.1] sabemos que

sup hy, (T) < h(T) < inf hy (T) < inf 1 (T),
M

onde o infimo é tomado em todas as métricas d compativeis com a topologia
de X. Basta entao mostrar que se r é a restricao a X de uma métrica
qualquer em X, entao, vale que

h" (T) < suphy, (T).

I

De fato, isso implica que

W (T) < suphy, (T) < h(T) < inf hy (T) < inf h* (T) < " (T).

n

Para mostrar que A" (T') < sup, h, (T), o Corolério nos permite
assumir que r é uma métrica do tipo produto, ou seja, r é a métrica dada
pela Proposicao [2.2.1]

Pela Proposicao |1.2.26], resta mostrar que na métrica r, para cada ¢ >
0 fixado, e cada sequéncia de conjuntos (n,¢)-separados, F,, existe uma
medida de Radon p que é T-invariante e tem medida total menor ou igual
a 1, e também que existe uma particao mensuravel C tal que

log#E, < H,(C").

Vamos primeiro construir a medida p e a particao C, para somente entao
mostrar que elas satisfazem as condicoes especificadas. Seja o, a medida
de probabilidade uniforme em E,,. Ou seja,

1
On = #En Z 5&07

zeE),
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3.1. Demonstragao do Principio Variacional

onde 9, é a medida de Dirac com suporte em z. Defina também

Agora, tome a medida de Radon T-invariante y do Lema [2.2.7] e entéao
escolha C como no Lema [2.2.9]

Afirmacao. H,, (C") =log#E,.

Seja C € C™. Se z,y € C, entao, exitem Cy,...,C, 1 € C tais
que Tz, T’y € C;j para j = 0,...,n — 1. Como cada elemento de
C tem diametro menor que €, temos que r,(x,y) < . Assim, C
pode conter no maximo um elemento de E,,. Ou seja, 0,(C) =0 ou
on(C) = ﬁ E portanto,

H,, (C") =log #E,.

Para passar de o, para p,, utilizaremos o Lema[A.3.3] Dados n,q € N
com 1 < ¢ < n, vamos calcular H, (C?). Tome um inteiro m tal que
mq > n. Entao, para todo 57 =0,...,q — 1,

C" < Cv T (Cm™)
—Cly T_j(Cq) v T+ (CHV -V T—(G+(m=1)q) (c9).
Assim, obtemos
H,, (Cn) < H,, (C]) + Ha'nOT_(j+Oq) (Cq) + -+ HonoT—(j-s-(m—l)q) (Cq)
Ho, (C*) + Hy,or-von (C) + -+ 4 Hy or-4n-na) (C7)

S lOg #Cq + Ho.noT*(jJqu) (Cq) + + H —(j+(m—1)q) (Cq),
onde a tltima desigualdade segue do Lema . Somando em j =
0,...,q— 1, e utilizando o Lema [A.3.3]

qlog #E, = qH,, (C")

q—1 m—1

< qlog #C? + Z Z oT—(i+aq) Cq)
7=0 a=0

n—1
= qlog #C* + > Hy o7 (CY)
p=0

—qlog#Cq+nZ —H, o (C9)

< qlog #C7 + nHun (CY).
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3.1. Demonstragao do Principio Variacional

Como cada elemento de C? é m,,-mensuravel para algum m, e cada um tem
bordo com medida p nula, segue do item (3) do Lema que dividindo
por gn, e fazendo n — oo,

1 1
limsup —log #E, <0+ —liminf H,,, (C?)
n

n—oo q n—oo

1
< -H,(C?
<3 u (C9)

para todo g. Agora, basta tomar o limite com ¢ — oo para obter

limsup%log #E, < hH(T‘ C).

n—o0

O

O resultado seguinte, um caso particular do teorema anterior, generaliza
o principio variacional para sistemas dinamicos localmente compactos
apresentado em [Patl(], pois ndo assume que a aplicagdo que define o
sistema seja prépria.

Corolario 3.1.3. Seja T: X — X wum sistema dinamico metrizavel,
localmente compacto e separdvel. Entao,

sgp h,(T)=h(T) = min ha (T).

O minimo € atingido quando d é qualquer métrica que possa ser estendida
a uma compactificacao X de X.

O Lema [1.2.13] foi necessario para a demonstracao do principio
variacional. Agora, o principio variacional nos permite irmos um pouco
além.

Corolario 3.1.4. Considere o sistema dinamico do tipo produto
T:X — X, esejak e€N. Entao,

h(T") = kh(T).

Demonstracao. A igualdade vale para a entropia de Kolmogorov-Sinai (veja
a Observacao [1.2.14)), e portanto, pelo principio variacional, vale para a
entropia topoldgica. O

Juntamente com o principio variacional, a Proposicao|l.2.31|fornece uma
caracterizagao alternativa da entropia topoldgica.
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3.1. Demonstragao do Principio Variacional

Corolario 3.1.5. Seja T : X — X um sistema dinamico do tipo produto,
e X uma compactificacao metrizdvel de X. FEntao,

h(T)=  sup hT’Xﬂ/T),
A: cobertura aberta
de X

onde o supremo € tomado sobre todas as coberturas abertas de X.

O principio variacional relaciona medida e topologia, assim como a
versao topologica do Teorema de Recorréncia de Poincaré. Uma implicagao
simples desta relacao, é o seguinte corolario.

Corolario 3.1.6. Se T: X — X € um sistema dinamico onde X ¢é
localmente compacto separdvel, entdo, denotando por R(T) o conjunto dos
pontos recorrentes de T', temos que

PT) = h (T )

Demonstragio. O fecho do conjunto recorrente, R = R(T) é invariante
e localmente compacto. Assim, T: R — R é um sistema dinamico do
tipo produto. Toda medida de probabilidade T'|g-invariante sobre R é a
restricao a R de uma medida de probabilidade T-invariante sobre X com
suporte contido em R. Por outro lado, pela versao topolégica do Teorema de

Recorréncia de Poincaré (Corolario |A.2.2)), para toda medida T-invariante

p, supp (1) C R(T) (Defini¢ao 4.1.3)), e portanto,

hy(T)=  sup hy (T‘ CV (R, R})
C: partlgz;io .Itnensurével

= sup Pyl (T]R ‘ R(T)N C)
C: partig%o .Itnensurével

= hH\R (T|R)'
Assim,
h(T|r) = sup hyj, (T[r)
I
=suph, (T)

I

— h(T).
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3.1. Demonstragao do Principio Variacional

Por vezes, precisamos considerar apenas as medidas ergddicas de um
sistema dinamico. O corolario a seguir é o principio variacional para as
medidas ergddicas. Lembre-se que uma medida T-invariante é ergddica
quando todos os conjuntos invariantes tiverem medida 0 ou 1.

Ou seja, vamos mostrar que no caso dos sistemas dinamicos do tipo
produto, o supremo das entropias das medidas invariantes coincide com o
supremo das entropias das medidas ergddicas.

Corolério 3.1.7. Seja T:X — X um sistema dindmico compacto, e X C
X um boreliano invariante. Entao, denotando por T : X — X a restricao
do sistema a X, temos que o valor de sup,, hy, (T') € o mesmo se o supremo
for tomado nas medidas ergodicas ou nas medidas T-invariantes.

Demonstracao. A demonstracao do Teorema 1, ao final da pagina 310 de
[PP84], mostra que dada um medida T-invariante p, existe uma medida
T-ergédica fis tal que by, (T') < hy,, (T'). Isso implica que o supremo tomado
nas medidas ergddicas é maior ou igual ao supremo tomado nas medidas
invariantes. Como as medidas ergddicas sao também invariantes, temos a
igualdade. O

Exemplo 3.1.8. Seja

R .

2x

De acordo com o pardgrafo final do Exemplo [1.2.12) h(T) = 0. Pelo
Principio Variacional, para a métrica d(x,y) em R dada pelo angulo 6 da
Figura .1 devemos ter hy (T') = 0. Vamos verificar este fato diretamente.
O argumento é muito parecido com o do Exemplo [[.2.12]

Primeiramente, note que na métrica d, as bolas serao sempre intervalos.
Para ¢ > 0, tome A C By(e) finito. Assim como no Exemplo [1.2.12]
é evidente que existe uma particao finita C, composta por arcos (nao
necessariamente abertos), tal que A < C. Sendo assim, resta apenas
mostrar que h(T | C) = (. Denote por E¢, o conjunto dos extremos de cada

intervalo de C. Agora note, que a transformacao T também leva intervalos
em intervalos. Portanto, assim como no Exemplo [1.2.12]

T: R —
Tr

n—1
Eer = JT7" (Ec).
=0

Em especial,
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3.1. Demonstragao do Principio Variacional

\@’

X y

Figura 3.1: A métrica onde d(x,y) é igual ao angulo € é uma métrica em R
que admite uma compactificacao.

Ou seja,

h(T|C) < lim l1og (n#Ec) = 0.

n—oo N

Exemplo 3.1.9 (Entropia topolégica do shift em N). Seja

T N — NN
(xn)nEN = (anrl)nEN

o shift nos naturais. Utilizando o Principio Variacional, vamos mostrar que
a entropia topoldgica de T' é infinita. Basta mostrar que existe uma medida
p T-invariante tal que hy, (T') é tao grande quanto queiramos. Considere

em N a medida
1 n
V== Z@',
7j=1
e faca u = N, a medida produto. Agora, tome a particao finita
C= {{j} XNN( j= 1,---,n}u{{n+1,n+2,...} x NN1.

Note que cada elemento de C* da forma C' = {(ci,...,cx)} x NN com
¢; € {1,...,n} tem medida v(C;) = 2. Enquanto que os demais elementos
de C* sao subconjuntos de {n + 1,n + 2, ...} x NN, que tem medida v nula.

54



3.1. Demonstragao do Principio Variacional

Assim,
h(T) = hy (T)
> h(T[C)
1
= hlgn EH“ (Ck)
.1 k
= hin z logn
= logn.
Fazendo n — oo, concluimos que h (1) = occ.

E bastante sabido que no caso compacto, a entropia do produto de
dois sistemas dinamicos é igual a soma das entropias de cada um deles. O
principio variacional nos permite estender este resultado.

Proposicao 3.1.10. Seja T, : X; — X1, 15 : Xo — Xo, ... uma familia
enumeravel de sistemas dinamicos do tipo produto. Considere o sistema
T =1[2,T;. Entdo, T € do tipo produto, e

h(T)=> h(Ty).

Demonstracao. O sistema T é do tipo produto pelo Exemplo [2.1.4
Considere a métrica d(z,y) = sup %dj (x;,y;) em H‘;‘;l X, onde cada d;

¢ a restricao a X; de uma métrica em )N(j. Entao, para cada € > 0,
Bd (8) = Bd1 (6) X Bd2 (22’:‘) X Bd3 (38) Xoeee

Note também que paran > 1, B, (ne) = {X,}. De modo mais geral, como
T age em cada coordenada, para cada k € N,

[Ba(e)]" = [Bay (€)]" x [Ba, (2))" x [Bay (32)]" x -+

Novamente, para n > I, [By, (ne)]® = {X,}. Segue que
N (1B(&)]F) = N (1B, ())") -+ N (1B, (ne)]*),

e N ([Bdm (mg)]k> =1 para m > n. Assim, para n > %,
h(T( Bi(e)) = ih(T]

j=1
_ i h(Tj

j=1

By, (j5)>

B, (jg)).
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3.1. Demonstragao do Principio Variacional

Utilizando o principio variacional, a igualdade anterior implica que

h(T) = sup h(T ‘ B, (8))

e>0
— hrnh(T‘ Ba(e))
el0
—lim > 1(T;
el0 4
7=1

= > limn(T;
— el0

B, (o))

By, (jg))

o0

= h(T)).

Jj=1

Onde a quarta equagao é devida ao Teorema da Convergéncia Mondtona.
m
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CAPITULO

Pares de Li-Yorke

4.1 Definicao e Propriedades

De certa forma, a entropia de um sistema dinamico determina seu grau
de caoticidade. Vamos mostrar que entropia topoldgica positiva implica,
por exemplo, na existéncia dos chamados pares de Li-Yorke. A definicao
usual de par de Li- Yorke utiliza uma métrica (veja [BGKMO02]). No caso de
sistemas nao compactos, esta definicao é dependente da métrica adotada.
Neste trabalho, vamos optar por uma definicao puramente topoldgica.

Defini¢ao 4.1.1 (Par de Li-Yorke Topoldgico). Dado um conjunto X, e
um subconjunto W C X, denotamos por Ay a diagonal

Ay ={(w,w) e W x W},

Se W = X, omitimos o indice e escrevemos apenas A no lugar de Ax.

Em um sistema dinamico T : X — X, dizemos que (z,y) € X x X é
um par de Li-Yorke topoldgico quando existirem a,b,c € X, com a # b,
tal que para toda vizinhanga V- C X x X de (a,b), (T x T)"(x,y) € V
para infinitos valores de n, e para toda vizinhanga U C X x X de (c,c),
(T x T)"(x,y) € U para infinitos valores de n (veja a Figura[{.1]).

Observagao 4.1.2. Quando (z,y), com x # y for um ponto recorrente de
T x T, podemos simplesmente tomar x e y no lugar de a e b na Definicao
M.1.1] Neste caso, resta mostrar a existéncia de ¢ € X tal que para toda
vizinhanga U C X x X de (¢,¢), (T x T)"(z,y) € U para infinitos valores
de n.
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4.1. Definicao e Propriedades

a J(a)
T%(a)
. a
‘Db
T?(b)
T(b)

Figura 4.1: O par (z,y) forma um par de Li-Yorke. Os pares de
Li-Yorke podem ser ainda mais complicados, com (7 x T')"(z,y) possuindo
subsequéncias que convergem para diferentes pontos de X x X.

Definigao 4.1.3 (Suporte). Se pu é uma medida de probabilidade de Radon
em um espacgo separdvel, o suporte de p € o menor fechado que tem medida
total. Ou seja,

supp (1) = [ F.

F': fechado
m(F)=1

Proposigao 4.1.4. Seja o uma medida de probabilidade de Radon em um
espaco métrico separdvel X. Entao, para todo aberto A C X,

w(A) >0 < Ansupp (1) # 0.

Demonstragao. Note que ANsupp (1) = 0 se, e somente se, A° é um fechado
que contém supp (u). Mas isso acontece se, e somente se p(A°) = 1. ]

Lema 4.1.5. Se T : X — X € um sistema dinamico e p uma medida
T-ergodica, entao existe um conjunto B C X de medida 1 tal que a orbita
de cada um de seus pontos é densa em supp (1).

Demonstracao. Seja Ay (A € A) uma base enumerdvel da topologia.
Considere a familia I' C A dada por

= {VEA’ A, Nsupp (1) ;é@}.
Vamos denotar por B, os pontos x € X tais que

#({T°(), ..., T ' (x)} N A4,))

n

= u(A,). (4.1)
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4.1. Definicao e Propriedades

Pelo teorema ergddico de Birkhoff (Teorema 1.14 de [Wal00]), u(B,) = 1.
Como I' é enumerdvel, fazendo B = (1) . B,

w(B) =1.

Os pontos de B satisfazem a equagao , e em particular suas orbitas
passam infinitas vezes por qualquer A, de medida positiva. Ou seja,
qualquer A, com v € I'. Seja z € supp(u) e A C X uma vizinhanca
aberta de z. Entao existe v € I, tal que A, C A. Em particular, a drbita
dos pontos de B passa infinitas vezes por A. Isso implica que = estda no
fecho da orbita de cada ponto de B. O

Vamos mostrar que os sistemas dinamicos do tipo produto com entropia
positiva possuem pares de Li-Yorke. Em particular, isso implica que
um sistema do tipo produto que nao admite nenhum par de Li-Yorke
nao pode ter entropia positiva. Para investigar os pares de Li-Yorke
de um sistema dinamico T : X — X, é natural olhar para o sistema
produto (T'x T): X x X — X x X. Dada uma medida de probabilidade
T-ergbédica p, vamos introduzir uma técnica para construir uma medida
(T x T)-ergbdica A em X x X. Para tanto, vamos utilizar a chamada
o-dlgebra de Pinsker do sistema dinamico 7' com respeito a medida .

Proposigao 4.1.6. Seja T : X — X um sistema dinamico e p uma medida
T-invariante. Entao a familia

P = {P: boreliano

h, (T ‘ (P, PC}) - o}
¢ uma o-dlgebra.

Demonstracao. E evidente que § € P, e que P é uma familia fechada por

complementacao. Para ver que P é fechada por intersecao, note que fazendo
C={P, P} eD={Q,Q}, temos que

{PNQ,(PNQ)}<CVD.
Portanto, se P e @ estao em P, entédo, pelo item (7)) do Lema[A.3.5]
h#<T‘ (PNQ, (PN Q)C}) < h,(T|C VD)
< h,(T| C) + h,(T | D) = 0.

Esta provado que P é uma algebra. Vamos verificar que se A, € P, com
A, T A, entdao A € P. Note que u(A\ A4,) — 0, e que

{A A} < {A,, A} V{AN A, (AN A)° )
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Assim, pelos itens e do Lema ,
B (T 44, 4%) < (T | {40, 4%} ) + H (AN Ap, (AN 40| {40, 4,7Y)

< (7] {40 A0Y) + Hy ({A\ A (AN 42))
= 0+ H, ({A\ An, (4 4,))

1 1
zglog——l—(l—e)logl — 0,
£

—€
onde ¢ = u(A\ A,) — 0. O

Definicao 4.1.7 (U—Algebra de Pinsker). Seja T : X — X um sistema
dinamico e u uma medida T-invariante. A o-dlgebra da proposicdo
¢ chamada de o-algebra de Pinsker do sistema dinamico T' com respeito a
medida i, e € denotada por P, ou simplesmente P.

Proposicao 4.1.8. Dado um sistema dinamico T': X — X e uma medida
T-invariante p, a o-dlgebra de Pinsker P, é T-invariante. Ou seja,
T-Y(P,) C P,.

Demonstracao. Basta observar que
b (T [ 1P, P7Y) = (T | {T71(P), T (P},

pois p é T-invariante. O

A proposigao a seguir servira para construirmos uma medida (ergddica).
Para tanto, utilizaremos o conceito de esperanca condicional.  Mais
detalhes e propriedades da esperanca condicional podem ser encontrados

no Apéndice

Proposicao 4.1.9. Seja p uma medida finita em uma o-dlgebra F
qualquer, e G uma sub-c-dlgebra de F. FEntao existe uma medida A\ na
o-algebra produto F x F que satisfaz

AMA x B) = /E(IA| G)E(Iz|G)dp.
Demonstracao. Pela linearidade da integral e da esperanca condicional,
é evidente que M\ é aditiva e portanto pode ser estendida a uma

medida aditiva na algebra das unioes disjuntas finitas dos retangulos
mensuraveis. Pela Proposigao 2.4.1 de [Fer96], é suficiente mostrar que A é
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4.1. Definicao e Propriedades

continua superiormente no vazio quando restrita a algebra dos retangulos
mensuraveis. Considere entao a sequéncia

nj

Aj = U Bjk: X Cjk,

k=1

com A; | 0. Entao,
NA4) =Y [E (1, | 9)B (i, | 9) dy
k=1

< Z 18015, | &) a1 (e | 6)]l

<5 () (o)

Mas como g X p é uma medida e A; | 0, temos que (1 x p)(A;) L 0, e
portanto, (1 x p)(A;)? J 0. O

Definigao 4.1.10 (Medida Produto ao Longo de uma U—Algebra). Seja
1 uma medida em uma o-dlgebra F de X, e G uma sub-o-dlgebra de F.
Definimos a medida produto i xg p ao longo de G como sendo a medida X

da proposicgao [{.1.9

Proposicao 4.1.11. Se T : X — X ¢é um sistema dinamico, p é uma
medida T-ergodica e P é a o-dlgebra de Pinsker de T, entao, fazendo

A= U Xp W,
1. A medida \ € ergddica.
2. Se h, (T) >0, entao \(A) = 0.

8. Se h,(T) >0, ese BCX xX éo conjunto do lema[{.1.5 para o
sistema (T x T) dotado da medida X\, entao

supp (A\) C B\ A.
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4. Se h,(T) > 0, entio Agppy C supp (). Em particular, A N
supp (A) # 0.
Demonstracao. —  Item .

Este é o conteido do Coroldrio 18.20 de [Gla03] (veja também a
Definigao 9.22 em [Gla03]).

—  Item .

Este item também estd enunciado — mas nao estd demonstrado —
no Corolario 18.20 de [Gla03]. Suponha que A(A) # 0. A diagonal é
evidentemente invariante. Pela ergodicidade de A, dada pelo item ({1), temos
que A(A) = 1. Entao, dado um conjunto mensuravel A C X qualquer, como
(A x AN A = (), temos que

0=MAxA) = /E(IA | P)E(Lae

73) dye.

Se notarmos que para um conjunto mensuravel C' qualquer, 0 < E ([C } 73),
a igualdade acima implica que

E(I4| P)E (L

P)=0 [u—dtpl. (4.2)

Seja
B={ve x| E(l1| P)>0}.

Entao, B € P, pois E(]A ‘ 73) é P-mensuravel. Assim,
u(A\ B) :/ IAd,u:/ E(Is|P)dp = 0.
BC c

Por outro lado, a equagao (4.2) implica que para quase todo ponto = € B,
E(I4 | P)(z) =0. Assim,

M(B\A):/BIAcdu:/BE(IAC

P) dp = 0.

Como os conjuntos de medida nula estao em P, P é uma o-édlgebra e
B € P, concluimos que

A=(AUB)\ (B\A) = (A\B)UB)\ (B\ 4) € P.
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Ou seja, todo boreliano esta em P. Mas isto implica que para uma particao
mensuravel finita qualquer C, como

c=\/{c.c,

cec

temos que
(T ) < Zh(T’ [c,c}) =0,
cec
Ou seja, h, (T') = 0.

—  Item .
E imediato dos itens e que A(B\ A) = 1. Em particular, o

conjunto fechado B\ A possui medida 1. Pela definigdo de suporte, isso
implica que
supp (A) C B\ A.

—  Item .

Considere (2,2) € Agpp(n) © uma vizinhanca aberta A C X x X de
(z,2). Como os conjuntos da forma U x U, com U C X vizinhanga aberta
de z compdem uma base de vizinhangas do ponto (z, z), entao existe um
tal U € X com U x U C A. Assim,

AA) > MU x U) = /E(IU | P)* dp.
Mas como, 0 < E(IU ‘ P) <1, temos que

/E(IU | P dp =0 /E(]U | P)dpu =0« pu(U) =0.

Em particular, se A(A) = 0, entdo u(U) = 0. No entanto, se z € supp (u),
temos que u(U) # 0. O

Os resultados deste capitulo estao intimamente relacionados com a
ergodicidade das medidas consideradas. Para chegarmos no nosso resultado
principal, vamos relacionar a entropia topoldgica com as entropias de
Kolmogorov-Sinai das medidas ergddicas. Note que pela Proposicao [2.2.4]
um sistema dinamico do tipo produto satisfaz as hipoteses da primeira parte

do Corolario B.1.7
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Teorema 4.1.12. Seja T : X — X um sistema dinamico do tipo produto
que admite uma compactificacao T:X — X onde X = HX Suponha
que h (T) > 0. Entao, existe uma medida T-ergédica u, possuindo pares de
Li-Yorke em todo aberto A C X que intersecta supp (). Em particular, o
resultado vale para todo sistema dinamico metrizavel, separdvel e localmente
compacto.

Demonstracao. Pelo principio variacional (Teorema , juntamente
com o Corolario |3.1.7] existe uma medida de probabilidade de Radon
T-ergodica p tal que h, (1) > 0.

Note que como A x A intercepta supp (), entdo, pelo item (3) da
Proposicao , A x A também intersecta o conjunto B \ A, onde B
é o conjunto do Lema . Agora, é s6 notar que todo elemento de B\ A
é um par de Li-Yorke. De fato, pelo lema [4.1.5 os pontos desse conjunto
sao recorrentes, e pelo mesmo lema, os pontos de B possuem orbita que
passa por qualquer aberto que tenha interse¢ao com A Nsupp (A), que pelo
item da Proposicao é nao vazio.

Um sistema localmente compacto é do tipo produto. E pela
Proposi¢ao [I.2.2]] todo sistema dindmico metrizdvel separdvel admite uma
compactificagdo. Assim, o resultado vale para todo sistema dinamico
metrizavel separavel localmente compacto. O
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CAPITULO

Dinamica de Endomorfismos

5.1 Caso Linear

Os grupos de Lie lineares sao casos particulares de grupos de Lie. Além
de motivar as técnicas que serao utilizadas para os grupos de Lie que
nao sao necessariamente lineares, o objetivo desta se¢ao é determinar a
entropia das conjugacoes de grupos lineares, ou seja, determinar a entropia
de transformacoes da forma

Co: G — G ,
r — grgt

onde G C Gl(n) é um grupo linear, Gl(n) é o grupo das transformacoes
lineares inversiveis de R", e ¢ € G. Com a entropia das conjugagoes,
determinaremos a entropia dos endomorfismos de grupos de Lie nilpotentes

e redutiveis (veja as Segoes e[5.3).

Aplicagoes Lineares

Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita e
T:V =V

um automorfismo linear. Vamos mostrar que a entropia topoldgica de
T é zero. Utilizaremos o Corolario e portanto, o primeiro passo
¢ determinar o conjunto recorrente de T. Considere a decomposicao de
Jordan multiplicativa

T'=TgTu1y,
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5.1. Caso Linear

onde Tg, Ty e Ty comutam entre si, e sao, as componentes eliptica,
hiperbdlica e unipotente de T'. Ou seja, Ty = I + N para alguma aplicacao
nilpotente N, Ty é diagonalizavel com autovalores estritamente positivos,
e Tp é diagonalizdvel na complexificacao CV de V, com autovalores
complexos de norma 1. A proposicao a seguir é essencialmente a Proposicao
4.2 de [Pat10].

Proposicao 5.1.1. Denotando por fix(Ty) e fix(Ty) os pontos fizos de Ty
€ TU;
R(T) = fix(Th) N fix(Ty).

Além disso, h (T) = 0.

Demonstracao. Considere a aplicagao

PT: PV — PV
o] = [T]

induzida por T no espaco projetivo. Pelo Teorema 2.2.11 de [Call(], ou
pelo Teorema A.8 de [FPS10], sabemos que

R(PT) = fix(PTy) N fix(PTy).

Note que os pontos fixos de uma transformacao linear projetivizada sao
justamente a projetivizacao dos os auto-vetores da transformacao original.
Como [R(T')] C R(PT), temos que

R(T) C eig(Ty) Neig(Ty) = eig(Ty) N fix(Ty),

onde eig(-) denota o conjunto dos auto-vetores da aplicacao linear. A dltima
igualdade segue do fato de que como Ty, é unipotente, seus auto-valores sao
sempre 1, e consequentemente, eig(Ty) = fix(Ty).

A parte eliptica Tg é diagonalizavel na complexificacao CV de V, com
auto-valores de médulo 1. Dada uma base x1,...,x, que diagonaliza Tg,
considere a métrica d induzida pela norma

-]l CVv — CV
Yoo, — max oy

Com esta métrica, T é uma isometria. Assim, se v € eig(Ty) N fix(Ty) é
tal que Tyv = Av, entao,

IT"0ll = |1 TETETyoll = 1Tl = [Alv]].
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Portanto, se v for um ponto recorrente de 7', notando que A > 0, temos que
A = 1. Ou seja, v € fix(Ty). Sendo assim,

Por outro lado, quando restrita a fix(Ty) N fix(Ty), a transformagao T é
eliptica, e portanto, todos os pontos sao recorrentes. Assim,

fix(Ty) Nfix(Ty) € R(T).

Para ver que h (T") = 0, note que R(T) ¢ fechado. Da caracterizagao de
R(T) que acabamos de demonstrar, temos que

T\r(ry = Te|r(1)-

Com a métrica d induzida pela norma || - || que torna Tp uma isometria,
T\rry = Tglrer) também ¢é isometria. Assim, hy (T |R(T)) = 0. Pelo
principio variacional,

hy (Tlrery) < ha (Tlrer)) = 0.

Conjugacoes

Seja o sistema dinamico T, : G — G, onde G C Gl(n) é um grupo linear, g
é um elemento de G, e

T,: G = G

T gmg_1
é uma conjugacao.

A conjugacao pode ser estendida a gl(n):
Ty: eln) — gi(n)

X = gXg!
onde gl(n) é a algebra de Lie de G. Ou seja, gl(n) é o espago vetorial
formado por todas as transformagoes lineares de R™. Por ser uma aplicagao

linear,
h (Tg> ~0.

Como a entropia da restricao nao pode ser maior que a da extensao, temos
que
h(T,) = 0.
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5.2 Endomorfismos de Grupos de Lie
Nilpotentes

Dado um sistema dinamico T : X — X com base enumeravel, o teorema
de recorréncia de Poincaré nos garante que para qualquer medida de
probabilidade p definida nos borelianos de X que seja T-invariante,
supp () C R. Sendo assim, uma importante consequéncia do principio
variacional é o fato de que para calcular a entropia de sistemas dinamicos
do tipo produto, podemos nos restringir ao conjunto R. As técnicas
empregadas neste capitulo para determinar o conjunto recorrente foram
desenvolvidas para o caso de grupos de Lie semi-simples agindo em
variedades flag, no artigo [FPS10]. Em [Fer(7], Ferraiol utiliza uma técnica
semelhante para demonstrar que a entropia de translagoes em variedades
flag é sempre zero. E em [Pat10], Patrao também utiliza esta técnica para
demonstrar que a entropia de automorfismos de grupos de Lie nilpotentes
conexos ¢ sempre zero (Veja o Teorema 4.4 em [Patl0]). Neste capitulo,
faremos o mesmo que Patrao em [Pat10].

Caso Abeliano

Como o caso abeliano ja estar incluso no caso nilpotente (que sera feito
logo em seguida), vamos analisa-lo aqui, apenas a titulo de ilustragao, sem
muitos detalhes. Os grupos de Lie Abelianos conexos sao difeomorfos a
T™ x R", onde T™ é o toro m-dimensional. Os endomorfismos de T™ x R",
podem ser representados por matrizes da forma

T:(g;), (5.1)

pois todo elemento de T™ tem que ser levado em T™. Vamos mostrar que
a entropia de T é exatamente igual a entropia de S. Como S é a restri¢ao

de T a T™, é evidente que h (S) < h (:F)
Note que para que um ponto (a, b) € T™xR" seja recorrente, é necessario
que b € R(T). Ou seja, R (T) C T™ x R(T). J& mostramos que R(T), é

fechado; e que T restrito a R(T") é o mesmo que Tg, a parte eliptica de 7.

Assim, fazendo
~ S %
e = ( 0 Tg ) ’
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Tl

Figura 5.1: A imagem de R"™ x {0} pode ter componente em T™. No
entanto, {0} x T™, por ser compacto, pode ser levado apenas em elementos
com componente R™ nula.

sabemos que

~

7) = (T
(Tlennir)
(Tolrmsrcn) )
(Tr).

Pela férmula de Bowen (Proposigao |[A.5.1]) e pelo principio variacional,

h ('T};) < Y lghl= Y logll

\: auto-valor de Tg A: auto-valor de S
[A>1 [A[>1

IN

IA
= == =

Pela férmula de Bowen (Proposicao [A.5.1]), e pelo principio variacional do
caso compacto metrizavel, o ultimo termo é igual a h (S). Assim,

h (T) < h(S).

Caso Nilpotente

Vamos comecar mostrando que todo endomorfismo sobrejetivo ¢ de um
grupo de Lie nilpotente conexo G é uma aplicacao prépria. Como ¢’ é um
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endomorfismo sobrejetivo da algebra de Lie g de G, ¢’ é um isomorfismo
linear e portanto uma aplicagao prépria. Se GG é nilpotente simplesmente
conexo, temos que ¢ é conjugado a ¢’ e o seguinte diagrama comuta

g g .
expl lexp
G

G @
De fato, como G ¢ nilpotente, a exponencial é bijetiva, e pelo Teorema
3.32 de [War83|, o diagrama comuta. Assim, ¢ é uma aplicagdo prépria.
Podemos reduzir o caso nilpotente conexo ao caso simplesmente conexo.
Para tanto, precisaremos do Lema e da Proposicao [5.2.3]

¢/
—

Lema 5.2.1. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um grupo
de Lie G. Entao,

¢ € propria < ker(¢) é compacto.

Demonstra¢ao. Sendo ¢ uma aplicagdo prépria, ker(¢) é evidentemente
compacto, pois é a imagem inversa do conjunto compacto {15}. Por outro
lado, um endomorfismo sobrejetivo é sempre uma aplicagao aberta. Se
ker(¢) é compacto, entao ¢ é uma sobrejecao continua com fibras compactas.
E um fato conhecido que qualquer sobrejecao continua e aberta com fibras
compactas é uma aplicacao propria. O

De posse de um critério para que um endomorfismo sobrejetivo seja
uma aplicacao prépria, vamos mostrar que quando G é um grupo de
Lie nilpotente conexo e T'(G) sua componente toral (o maior subgrupo
compacto e conexo do centro Z(G)), entdao G/T(G) é simplesmente conexo.
E ficil ver que T(G) existe, pois Z(G) é abeliano, e portanto sua
componente conexa é homeomorfa a T x R"™.

Definigao 5.2.2 (Componente Toral). Seja G um grupo de Lie. A
componente toral de G € o maior subgrupo compacto e conexo de seu centro

Z(@).

Proposicao 5.2.3. Seja G um grupo de Lie nilpotente conexo, e T(G) sua
componente toral. Entio G/T(G) é simplesmente conexo.

70



5.2. Endomorfismos de Grupos de Lie Nilpotentes

Demonstracao. Seja r : G — G o recobrimento universal de G. Vamos
utilizar o seguinte diagrama

exp jod

g G ,
e G, N

]} exp(3)

0 ew(tw) G q G

(3) exp((3)) T(G)

onde 3 = (r o exp)~!(1g) sao os elementos da &lgebra de Lie tais que sua
exponencial em G é 1¢, e (3) é o subespaco vetorial gerado por 3.

A aplicacao exp é um difeomorfismo entre g e G. A diferenga entre
ambos, é que g possui estrutura de espaco vetorial, enquanto que G
possui estrutura de grupo de Lie. Mas como variedades diferenciaveis, sao
idénticas.

Para demonstrar a proposi¢ao, precisamos mostrar que p, ¢, exp(- + 3)
e exp(- + (3)) estdo bem definidas e sao homeomorfismos, pois g/(3) é um
espago vetorial, e portanto, é simplesmente conexo.

Afirmacao. Z(G) = exp(ker(ad)).
De fato,

exp(X) € Z(G) < exp(X)exp(Y)exp(—X) =exp(Y)  (
< exp (Ad (exp(X))Y) = exp(Y) (
& exp (MM Y) = exp(Y) (VY eg
Xy =y (
& X —iq
< ad(X)=0
& X € ker(ad),
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onde o fato de e*@ = id implicar em ad(x) = 0 segue do fato
de que como g é nilpotente, entdo ad(g) também é nilpotente, e a
exponencial é um difeomorfismo em algebras de Lie nilpotentes (veja
Proposicao 1.32 de [Kna02]).

Afirmacao. As aplicacoes exp(-+3) e exp(-+(3)) estao bem definidas
e sao homeomorfismos.

Vamos mostrar que as aplicagoes estao bem definidas e sao
bijetivas. Neste caso, a comutatividade do diagrama e a defini¢ao
de topologia quociente implicarao que sao homeomorfismos. Para
tanto, basta mostrar que (3) C ker(ad). De fato, neste caso,
exp(X +3) = exp(X) exp(3) e exp(X + (3)) = exp(X) exp((3))-

Note que exp(3) = r~!(1g) é discreto e normal (Proposigao 1.101
de [Kna02]). Por ser normal, para Z € 3,

Fy . é —

qg —

estd definida e é contfnua. Como G é conexo e exp(3) ¢ discreto,

temos que Fy é constante igual a Fz(lg) = exp(Z). Ou seja,

exp(”Z) € Z(é) E portanto, exp(3) C Z(é) Pela Afirmacao
anterior e pela injetividade de exp,

3 C ker(ad).

Mas como ad ¢ linear, temos que (3) C ker(ad).

Note que G / exp(3) é um espago homogéneo, pois exp(3) é um subgrupo
fechado. A aplicacao

I'E G/exp(3) — G
exp(X)exp(3) — (roexp)(X)

estd bem definida e é uma bijecao, pois exp(3) é o kernel de r. E é
continua pela definicao de topologia quociente. Pelo Teorema 3.58 de
[War83], que garante a unicidade da estrutura de variedade nos espagos
homogéneos, p é um difeomorfismo. Para que ¢ esteja bem definida e
seja um homeomorfismo, basta que a afirmacao seguinte seja verdadeira,
pois neste caso, a definicao de topologia quociente, e o fato de p ser
homeomorfismo (difeomorfismo) implicard na continuidade de ¢ e ¢~ *.
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Afirmagao. T(G) = r (exp((3)))-

Note que p leva w(exp((3))) em r(exp((3))), que sao, portanto,
difeomorfos. Por sua vez, o homeomorfismo exp(- + 3) mostra
que 7(exp({3))) é homeomorfo a (3)/3, que é compacto. Ou seja,
r(exp((3))) é compacto. J& sabemos que exp((3)) € Z(G). Portanto,
pela sobrejetividade de r,

r(exp((3))) € r(Z(G)) C Z(G).
Assim,
r(exp((3))) € T(G).
Por outro lado, se
r(exp(X)) € T(G),
entao, pela compacidade de T(G), existem n, — oo e Y € g tais que

r (exp(ng X)) — r(exp(Y)).

Ou seja,
exp(ng X +3) — exp(Y +3).

E portanto, como exp(- + 3) é um homeomorfismo,
nX+3—Y +3.

Em particular,
X+ (3) =Y+ (3).

Mas isso s6 pode ocorrer quando X € (3) (e Y € (3)), pois caso
contrdrio, em uma norma qualquer em g/(3), || X + (3)]| — oo
Assim,

T(G) C r(exp((3)))-
O

Exemplo 5.2.4 (Grupo de Heisenberg). O grupo de Heisenberg sobre os
nimeros reais é o subgrupo de Gl(3) formado pelas matrizes da forma

1
0
0

S =
_ S0
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onde a, b, c sao nimeros reais. Sua algebra de Lie é formada pelas matrizes
da forma

0 a c
00 b |,
000

e o centro da algebra é dado pelas matrizes tais que a = b = 0. A aplicacao
exponencial — (r o exp) na notagao da Proposic¢ao — é dada por

2

0 a c 0 a c 1Oac
roexp| 0 0 b | =1+ 0 0 b +§ 0 0 b
0 0O 000 0 00
1ac+%ab
=101 b
0 0 1

Portanto, 3 = (r o exp)~!(1g) é trivial. Ou seja, o grupo de Heisenberg ¢
difeomorfo a seu recobrimento universal. Portanto, o grupo é simplesmente
conexo e sua componente toral é trivial.

Exemplo 5.2.5. Considere o grupo formado pelas matrizes da forma

1 a+Z c+7Z
0 1 b+7 |,
0 0 1

onde a, b, ¢ sao numeros reais. Sua algebra de Lie é formada pelas matrizes
da forma
0 a c
00|,
0 00
e o centro da algebra é dado pelas matrizes tais que a = b = 0. A aplicacao
exponencial — (r o exp) na notac¢ao da Proposicao m — ¢é dada por

0 a c 1 a+Z c—f—%ab—l—Z
roexp| 0 0 b | =10 1 b+7Z
000 0 0 1

Os elementos de (r o exp)~!(1g) sdo as matrizes tais que a, b, c € Z. Essas
matrizes geram a algebra de Lie, e portanto, este grupo nao é simplesmente
conexo, e sua componente toral é todo o grupo. O que de fato é evidente,
dado que o grupo é compacto e conexo.
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Finalmente, mostramos que todo endomorfismo sobrejetivo de um grupo
de Lie nilpotente conexo é uma aplicacao propria.

Proposicao 5.2.6. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um
grupo de Lie nilpotente conexo G. Entdo ¢ € uma aplicagao propria.

Demonstracao. Pela Proposigao temos que G = G/T(G) ¢é
simplesmente conexo. Além disso, para qualquer endomorfismo sobrejetivo
¢ : G — @, existe um outro endomorfismo sobrejetivo ¢ : G — G, tal que o
seguinte diagrama comuta

T T

onde 7 é a projegao canonica. De fato, como ¢ (T'(G)) é compacto, conexo
e abeliano, estd necessariamente contido em 7T'(G). Assim, podemos definir

¢>

¢>

Como G é simplesmente conexo, temos que (Z é um automorfismo de G.
Afirmamos que ker(¢) é um subconjunto fechado do compacto T'(G). De
fato, temos que

Portanto, ker(¢) é compacto e, pelo Lema sabemos que ¢ é uma
aplicacao propria. O

Vamos mostrar que, como no caso abeliano, a entropia de um
endomorfismo sobrejetivo de um grupo de Lie nilpotente GG coincide com a
entropia de sua restricao a componente toral de G. Antes, vamos a uma
proposicao referente ao caso compacto.

Proposicao 5.2.7. Seja G um grupo de Lie e T(G) C G sua componente
toral.  Denote por m:G — G/T(G) a proje¢io candnica. Entdo, se
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5.2. Endomorfismos de Grupos de Lie Nilpotentes

¢: G — G é um endomorfismo de G e K C G um subconjunto compacto
invariante da forma 7Y (B) para algum B C G/T(G), temos que

h(6lx) = h (1) +h (dlra),

onde ¢ : G/T(G) — G/T(G) € o endomorfismo induzido por ¢ em G/T(G).

Demonstragao. Note que B é compacto, pois B = 7(K). Note também,
que os grupos de Lie sao metrizdveis, e portanto, T(G), K e B sao
compacto metrizdveis. Entao, basta utilizar a Proposi¢ao 3.3.3 de [Fer(7],

substituindo G por T(G), X por K, T por ¢|k, S por ¢|g, T por id, e
definindo p: K x T(G) — K por p(x,g) = zg, para concluir que

ha (1) = hg (31) + ha (dlrcc)).

onde d ¢ uma métrica em T(G), e d ¢ uma métrica em G/T(G). Mas no
caso compacto, as entropias de Bowen e a entropia topoldgica coincidem.
Portanto,

h(0li) = b (dls) +h (Blre).
O]

Teorema 5.2.8. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um grupo
de Lie nilpotente conexo G. Entao,

h(¢) = h (dlr@)).

Demonstragio. Seja G = G/T(G), e denote por m:G — G/T(G) a
projecao canonica. Pela Proposicao , temos que G é um grupo de Lie
nilpotente simplesmente conexo e, como na demonstragao da Proposi¢ao
, podemos considerar o endomorfismo induzido ¢ : G — G, que ¢
conjugado através da exponencial a ¢’ : g — g, sua diferencial na identidade.

Por outro lado, temos que ¢’ é uma aplicacao linear e, pela Proposicao
4.2 de [Patl10], seu conjunto recorrente R(¢’) é fechado. Também sabemos
que existe uma norma em g tal que 5’ ’R(&) ¢ uma isometria. Em particular,

para qualquer bola fechada B C g com centro em 0, BN R((E’ ) é compacto
e 5’ -invariante. Pela conjugacao dada pela exponencial, existe uma métrica
em R((Z) tal que qualquer bola fechada B C R((Z) centrada na identidade
¢ compacta, com B e B¢ 5—invariantes.
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5.2. Endomorfismos de Grupos de Lie Nilpotentes

Seja R = 7' (R(¢)). Entao, como R ¢é fechado, segue que R(¢) C R.
Para € > 0, existe uma cobertura admissivel A = {A,,..., Ay} de R, tal
que Ay tem complemento compacto, e tal que

h(6) = = h(ol) —= < h(olr| A).

Se B C R(%) é uma bola compacta ¢-invariante tal que T (Ay°) C B.
Fazendo K = 7 !(B), temos que K é compacto, ja que 7 é prépria. E
também, Np\ i (A") = 1, pois
R\K = (R\K)n---NnT"" R\ K)
C AgN---NT " Ap).

Veja a Figura [5.2]

Figura 5.2: Dada uma cobertura admissivel A = {Ay,..., A,}, com Ay°
compacto, encontramos K compacto invariante com Np\ i (A) = 1.

Assim,
w9l | A) = tim —log Ny (A")
< lim % log (Nk (A™) + Npyx (A™))
= lim % log (Ng (A") +1)
— lim % log Nyc (A™)

=h<¢|K‘AﬂK>.
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5.3. Endomorfismos de Grupos de Lie Redutiveis

E portanto,

h(6) —= < h(dlr| A) < (ol | AN K) < h(@lx).

Por outro lado, aplicando a Proposigao para o fibrado compacto
T(G)-principal 7| : K — B, como ¢ é uma isometria quando restrita
a B, concluimos que

R(6l) = (3ln) + R (dlre)) = h (dlric)-

Assim,
h(¢) —e < h(9lr) < h(9).

E como ¢ é arbitrario, segue que

h(¢) = h (dlr@)).

5.3 Endomorfismos de Grupos de Lie
Redutiveis

Caso Semi-Simples

Vamos mostrar que todo endomorfismo sobrejetivo ¢ de um grupo de Lie
conexo semi-simples G é uma aplicacao propria. De fato, mostramos que
neste caso, o endomorfismo sobrejetivo serd um automorfismo.

Proposicao 5.3.1. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um
grupo de Lie conexo semi-simples G. Entao existe k € N tal que ¢F = C,
para algum g € G, onde Cy € a conjugacdo por g. Em particular, ¢ € um
automorfismo.

Demonstracao. Note que
¢" (exp(X)) = exp [(¢)"X] .

Mas como g é semi-simples, sabemos que existe k € N tal que (¢)* é um
endomorfismo interno de g (veja o Teorema 5.4, pagina 423 de [Hel7§]). Ou
seja, existe g € G tal que (¢')* = Ad(g), e portanto,

#* (exp(X)) = exp (((b’)kX) = exp (Ad(9)X) = Cy(exp X).

Como G é gerado por elementos da forma exp(X), segue que ¢* = C,.
Assim, conclufmos que ¢ é um automorfismo, pois ¢f = C, é
automorfismo. m
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5.3. Endomorfismos de Grupos de Lie Redutiveis

Exemplo 5.3.2. Seja G C Gl(n) a componente conexa de Gl(n) que
contém a identidade. Para h € (G, defina

T: G — G ,
g — hgth!
onde ¢t = (¢1)" = (¢")". Essa notacdo se beneficia do fato de as

operacoes de transposicao e inversao de uma matriz comutarem. Vamos
mostrar que 72 = C),,—+. De fato,
(hg*th ) ht
h(hg'h™*)"h
(h tght)
( ) (hth )
= (hh™") g (RA71)"
= Chn-1(9)-

g
1
g
Agora, caracterizaremos o conjunto recorrente de um endomorfismo
sobrejetivo ¢ de um grupo de Lie linear conexo semi-simples G.
A Proposicao mostra que para algum k, ¢* é, de fato, igual &
conjugacao por algum elemento de G. Assim, vamos primeiro considerar
a dinamica das conjugacoes e posteriormente vamos reduzir o caso geral a

este caso. Para g € GG, denotamos por G o centralizador de g em G. Este
¢ o conjunto dos pontos fixos de Cj,.

Lema 5.3.3. Seja G um grupo de Lie linear semi-simples conexo, e seja
Cy : G — G a conjugacao por g € G. Entao,

R(Cy) = G, NGy,

onde g = ehu € a decomposicao de Jordan multiplicativa de g. FEm
particular, restrita a sua componente recorrente, Cy € uma isometria para
uma métrica adequada.

Demonstracao. Note que Cy = Ad(g)|q, onde Ad é a representacao adjunta
de Gl(n), com G < Gl(n). Note também que o Lema 3.6 de [PSS11] mostra
que

Ad(g) = Ad(e) Ad(h) Ad(u)

é a decomposicao de Jordan de Ad(g).
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Como o conjunto recorrente se comporta bem com respeito a restrigoes,
sabemos por [Pat10] que

R(C,) = R(Ad(9)) N G
= fix(Ad(h)) N fix(Ad(u)) N G
= fix(Cy) N fix(C,)
= Gp NG,

O

Vamos agora, utilizar os resultados anteriores para mostrar que todo
endomorfismo sobrejetivo de um grupo de Lie semi-simples conexo possui
entropia topoldgica nula.

Teorema 5.3.4. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um grupo
de Lie semi-simples conexo G. Entao,

h(¢) =h (¢|r@) = 0.

Demonstracao. Como h (gb’“) = kh(¢), temos que h(¢) = 0 se, e somente
se, h (qﬁk) = 0. Como G é conexo e semi-simples, existe £ > 0 tal que
¢* = C,, para algum g € G. Portanto, ¢ suficiente provar que h (C,) = 0.
Do Teoremal4.1.12] como G é metrizavel separavel localmente compacto,
sabemos que se h (Cy) > 0, entdo existe um par de Li-Yorke para C,. Ou
seja, existem dois elementos distintos a,b € G, tais que (Cj*(a), Cp*(b)) —
(a,b) e (CF**(a), C* (b)) — (c,c), para algum ¢ € G. Considere Cpq(y), €
note que AdoCy = Caq(g) © Ad. Agora, como a,b € R(Cy), também temos
que Ad(a), Ad(b) € R(Cha(g))- Mas Caa(g)|r(Craiy)) = Cadle)[R(Cra(y)) € uma
isometria para uma distancia adequada em Ad(G). Assim, o fato de que

(c;”;(g)(Ad(a)),cg;(g) (Ad(b))) converge para (Ad(c), Ad(c)) implica que
Ad(a) = Ad(b).

Portanto, sabemos que a = wu e b = wv para algum w € G e algum
u,v € Z(G). Também temos que

Mas isso significa que v = v. E assim, a = b, contradizendo o fato de que
(a,b) é um par de Li-Yorke. O
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Caso Redutivel

Seja G um grupo de Lie redutivel e conexo. Sera ttil considerar o
homomorfismo sobrejetivo

7 Z(GoyxG — G,
(2,9) = zg
onde Z(G)o é a componente conexa do centro que contém a identidade,

e G' = [G,G] é o grupo derivado. Note que como G é redutivel, G' é
semi-simples. E facil ver que G’ também é conexo.

Lema 5.3.5. Se G é um grupo de Lie conexo, entao G' também € conexo.

Demonstracao. De fato, a aplicagao

f: GxG —» G

(9;h) = [g,h]
¢ continua. E como G x G é conexo, f(G x G) também é conexo. Se
Dn - G" — G

<g1>"'7gN) = g1 0On

¢ a aplicagao continua que multiplica n elementos de G, entao P, =
o (f(G X G),..., f(GxG)) também é um conjunto conexo, e contém a
identidade. Mas

G¢'=]JP

n>1
é uma uniao de conexos que possuem ao menos um ponto em comum.
Portanto, G’ é conexo. m

Note que, por G ser redutivel, G e Z(G)o x G’ possuem a mesma algebra
de Lie g = 3@ ¢, onde g é a algebra de Lie de G, 3 é a algebra de Lie de
Z(G)o e g =1g,9] ¢ a dlgebra de Lie de G’ (Corolario 1.56 de [Kna02]).

Lema 5.3.6. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um grupo
de Lie G redutivel e conexo. Entdo, ¢ induz o homomorfismo sobrejetivo

6 = Bl X dlar
em Z(G)o x G', tal que o diagrama

Z(G)o x G' —2 Z(G)o x G

ﬂ y

G G

comuta.
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Demonstragao. E evidente que
P(Z(G)o) € Z(G)o,

pois ¢(Z(G)p) é um subgrupo conexo de Z(G) que contém a identidade, e
portanto estd contido em Z(G)g. Acontece que

#(G) C G

O que implica que ¢'(3) = 3 e ¢'(¢g')) = ¢. E como ambos, Z(G), e
G’ sao conexos, temos que @|z @), : Z(G)o = Z(G)o € ¢l : G = G’ sdo
sobrejetivos.

A comutatividade do diagrama é uma consequéncia imediata do fato de
¢ ser um homomorfismo. O]

Proposicao 5.3.7. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um
grupo de Lie redutivel e conexo G. Se w € uma aplica¢do propria, entao ¢
também € propria.

Demonstracao. Primeiro, observe que o endomorfismo 5 apresentado no
Lema [5.3.6|é préprio, pois é o produto de duas aplicagoes proprias. De fato,
temos que ¢|z(q), € ¢|q sdo endomorfismos préprios pelas Proposi¢oes m
e 9.3.1], respectivamente. Considerando o diagrama no Lema temos
que se K C G é compacto, entdo ¢"1(K) = mo ¢t on I(K) também ¢é
compacto, pois qNﬁ e 7 sao aplicacoes proprias. ]

Entropia Topolégica
Iniciamos calculando a entropia topolégica do endomorfismo associado 5

Proposigao 5.3.8. Seja ¢ : G — G um endomosfismo sobrejetivo de um
grupo de Lie redutivel e conero G. FE seja ¢ o endomorfismo associado.
Entao,

n(9) = (dlr).
Demonstragao. Usando [3.1.10] temos que
h(8) = h (8lzan) + b (6la)

O resultado é entao consequéncia dos casos abeliano e semi-simples, pois
sabemos que h (¢]z(c),) = h (¢lr) e que h(¢|er) = 0. O
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Corolario 5.3.9. Para qualquer endomorfismo sobrejetivo ¢ : G — G de
um grupo de Lie redutivel e simplesmente conexo G,

h(¢) = h(dlr@).

Demonstracao. Como GG é um recobrimento universal, e como as algebras
de Lie de G e Z(G)p x G’ coincidem, o homomorfismo 7 é uma conjugagao
entre ¢ e ¢. O

Agora, vamos considerar o caso em que G nao é homeomorfo a Z(G)g x

G

Proposicao 5.3.10. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um
grupo de Lie redutivel e conexo G. Se a projecio 7 : Z(G)y x G' — G for
propria, entao

hi(¢) =h(dlr@))-
Demonstracao. Considere o endomorfismo gzNS do Lema . Entao, use as
Proposicoes [1.2.19) e para concluir que
n(6) < h () = h(dlrc) <h(9).
n

Uma consequéncia imediata, é a seguinte solucao do caso redutivel
linear.

Corolario 5.3.11. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um
grupo de Lie linear redutivel e conexo G. Entao,

h(®) = h (dlr@)).

Demonstracao. Usando a Proposicao[5.3.10), precisamos apenas mostrar que
7: Z(G)g X G' — G é prépria. Mas ker(w) = {(:c,a:_l) ‘ r e Z(G)N G’}.
E, como G é um grupo linear redutivel, Z(G)oNG" esta contido no centro de

G'. Mas o centro de um grupo de Lie linear semi-simples conexo é sempre
finito. Agora, basta usar o Lema [5.2.1] O

Outra consequéncia imediata é que a férmula para a entropia de um
endomorfismo de um grupo compacto se reduz a férmula para a entropia
de um endomorfismo de um toro.
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Corolario 5.3.12. Seja ¢ : G — G um endomorfismo sobrejetivo de um
grupo de Lie compacto e conexo G. Entao,

h(¢) = h (dlr@)).

Demonstragao. Como todo grupo de Lie compacto é redutivel (veja a
Proposigao 6.6 na pagina 132 de [Hel78]), precisamos apenas mostrar que
m:Z(G)y x G — G é propria. Mas Z(G)y e G’ sdo subgrupos compactos
do grupo compacto G (veja o Teorema 6.9 na pagina 133 de [Hel78]). Entao
Z(G)o x G' é compacto e 7 é prépria. H
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APENDICE

Apeéndice

A.1 Esperanca Condicional

Vamos definir esperanca condicional e enunciar algumas de suas
propriedades, que precisaremos no Capitulo [} Mais informagoes sobre
esperanga condicional podem ser encontradas em [Chu01].

Definigao A.1.1 (Esperanca Condicional). Seja p : F — [0, 1] uma medida
de probabilidade na o-dlgebra F definida sobre X. FE seja G C F uma
sub-o-dlgebra. Dada uwma fungcao mensurdvel f: X — R com integral
definida, a esperanca condicional E(f ‘ Q) de f com relacao a G € a unica
[in-qtp] funcao G-mensurdvel

E(f|G6): X >R

tal que, para todo A € G,

/Afduz/AE(f!Q)du-

A existéncia da esperanca condicional é garantida pelo Teorema de
Radon-Nikodym. As propriedades que precisamos da esperanca condicional
sao enunciadas a seguir. As igualdades e desigualdades sao u-qtp.

Lema A.1.2. A esperanca condicional satisfaz:
1. Linearidade: E(ozf+ﬁg| g) = ozE(f‘ g) —i—ﬁE(g‘ g).
2. Se 0 < f <1, entao,
0<EBE(f|g) <t
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3. 8e 0 < f <1, entao,

£10)l = (fron)

Demonstra¢ao. Vamos mostrar apenas os itens e . denote por h a
esperanca condicional de f. Seja A = h™1((1,00)). Como h é G-mensuravel,
A € G. Assim, pela defini¢ao de esperanga condicional, se pu(A) # 0,

u(A)</Ahdu=/Afdu§u(A)-

Portanto, u(A) = 0. Da mesma forma, B = h™!((—00,0)) também tem
medida nula.
Vamos calcular ||hl|,. Pelo paragrafo anterior, como 0 < h <1,

o<l = fitdns fnap= [ran

A.2 Teoremas de Recorréncia de Poincaré

O primeiro teorema é uma propriedade dos sitemas dinamicos onde esta
definida uma medida de probabilidade invariante. Nenhuma hipdtese é
feita sobre a topologia do sistema. Em seguida, para o caso de um sistema
dinamico, essencialmente mostramos que para efeitos de calculo da entropia
de Kolmogorov-Sinai, sempre podemos nos restringir ao fecho do conjunto
dos pontos recorrentes, independentemente da medida de probabilidade
considerada.

Teorema A.2.1 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja p uma medida
finita sobre X, e T : X — X wma aplicagao mensurdvel p-invariante.
Entao, para qualquer conjunto mensurdvel E C X,

[ (E \ lim sup T‘"(E)) = 0.

n—oo

Ou seja, a orbita de quase todo ponto de E passa por E infinitas vezes.

Demonstra¢ao. Considere os conjuntos
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E considere o conjunto E, = limFE, = limsup, . 7 "(E). Pela
T-invariancia de p, p(E,) = u(Ey) para todo n € N. Como p é finita,
E, | Ey implica que u(E,) | p(Fx). Ou seja, u(Eyx) = p(Ep). Assim,
1(Eop \ Ex) = 0. Mas como E C Ej, isso implica que

WE\ Ey) = 0.
O

Corolario A.2.2 (Recorréncia de Poincaré: versao topolégica). Seja
T: X — X um sistema dinamico separdvel, e p uma medida T-invariante
nos borelianos de X. Entao, o conjunto R(T) dos pontos recorrentes de T
tem medida total. Ou seja,

p(R(T)) = 1.

Demonstracao. Seja Aq, As,... uma base enumeravel para a topologia de
X. Pelo Teoremal[A.2.1] o conjunto B,, dos pontos de A,, que nao retornam
a A, infinitas vezes tem medida nula. Agora, basta mostrar que

R(T)" C G B,.
n=1

De fato, se x € R(T), entao existe n tal que = € A, mas a 6rbita de x nao
passa infinitas vezes por A,. Ou seja, existe n tal que x € B,,. O

A.3 Entropia Condicional

A demonstracao do principio variacional que apresentamos neste trabalho
depende de podermos aproximar uma particao mensuravel finita com n
elementos por uma outra particao formada por n compactos e 1 aberto, de
modo que diferenca entre a entropia dessas duas particoes seja tao pequena
quanto necessério. Esta construgao é o objeto do Teoremal[A.3.6] O conceito
que utilizamos para demonstra-lo é o de entropia condicional.

Se 1 ¢ uma medida de probabilidade, e C' C X é um conjunto mensuravel
de medida nao nula, entao a probabilidade condicional dado o evento C' ¢é a
medida de probabilidade dada por

_pune)

19 ="0)
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Dadas duas particoes mensuraveis finitas C e D, a entropia condicional
de D com relagio a C, denotada por H, (D‘ C), é a média das entropias
HM(.‘C) (D). Ou seja,

HM(D } C) - ZN(C)HM(. o) (D).

Vamos enunciar alguns lemas béasicos relacionados com a func¢ao x log %,
parte essencial da definicao de entropia de Kolmogorov-Sinai.

Lema A.3.1. A aplicacao

f: [0,00) = R
T xlog%
¢ concava. Ou seja, se ay,...,a, € [0,1] e xq1,...,x, € [0,00), com

n ~
> -1 @ =1, entao,

Z%‘f(xj) <f (Z ajx]-) :

Demonstragio. E consequéncia direta do fato de f'(x) = =1 — logx ser
decrescente. Para maiores detalhes, veja o Teorema 4.2 de [Wal00]. O]

Lema A.3.2. Seja p uma medida de probabilidade e C uwma partigao
mensurdvel finita. Entao,

H, (C) <log #C.
Demonstragao. Segue do Lema pois

H, (€)= f(u(C))

ceC

— 4y #f(u(C))

cecC

1
< #ef (Z %M@)
ceC
1
=4/ (5¢)
1

= log #C.
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Lema A.3.3. Sejam vy, ..., v, medidas de probabilidade nos Borelianos de
X. E seja

j=1
uma combinagao convexa das medidas v, ...,v,. FEntao, para qualquer

particao mensurdvel finita C,

j=1

Demonstracao. Basta mostrar que para qualquer C' € C,

1
log > a;v;i(C) log
( Z J J (C)

Mas isso é consequéncia da concavidade da fungao f(z) = zlog 1, pois

1
1(C) log o) f(u(C))
=f (Z 0@'%‘@))
> Z a; f(v;(C
a 1
— ; a;v;(C)log O
Veja o Teorema 4.2 de [Wal00)]. O

Observagao A.3.4. Note que dadas duas partigoes mensuraveis finitas C
e D, com C < D, entao, para cada C' € C, os elementos Dy,...,D, € D
contidos em C, sao tais que p(- } C’) ¢ dada pela combinacao convexa

-3 ulny] Ot )

Lema A.3.5. Em um sistema dinamico mensurdvel T : X — X, com
medida de probabilidade u, valem as sequintes afirmacoes.

1. Para p T-invariante, H, (T~*(C)) = H, (C).
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A.3. Entropia Condicional

2. H,(D|C)=H,(CVD)—H,(C).
3. Se D <&, entao H, (D‘C) <H, (S‘C).

4. SeC <E, entaoH D‘S <H(D|C.
Em particular, H, (D‘S) <H, (D).

5. H,(CVvD)<H,(C)+H,(D).

6. h,(T|C) < H,(C).

7. Para p T-invariante, h, (T | CV D) < h,(T | C) + h,(T | D).
8. Para p T-invariante, h, (T | CV D) < h,(T|C)+ H,.(D|C).

Demonstragao. O item ¢ imediato da invariancia p por 7. O item
segue por manipulagao algébrica:

H,(CVD)—H,(C)= Ce;};EDM(C nD) (log M(clm D) log u(lC))
_;GCDEE;) )u(D|C) logﬁ
_CZGCM ;) D|C)logﬁ—]{u(p‘c)'

Para o item , o resultado segue se notarmos que cada elemento D € D
¢ a uniao disjunta de Fy,..., E, € £. Note que para cada FEj,

1
w(E;)

log < log

u(D) ~

Em particular,

k k
1 E; 1 E; 1
1ogM = g HE:) log < g ) log

(D) ~ 2= u(D) " (D) = 2= u(D) *® (B
Ou seja,
p(D)log —— < 3" u(B;) log —
(D) ~ 4 U u(E)

Agora é s6 somar para todos os elementos D € D.
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A.3. Entropia Condicional

Para o item , note que pela Observacao [A.3.4) para cada C' € C os
elementos Fi, ..., F, € £ contidos em (', sao tais que

mwm=§ywumww@»

Pelo Lema [A.3.3]
H,( oy (D)2 Y n(E;| C)H, (g, (D).

Jj=1

Ou seja,
MOVH,( |0y (D) = ZM(C)M(EJ' | C)H,,(.|5,) (D)

= ZN(Ej>Hu(~|Ej) (D).

Agora, é s6 somar em C € C para obter o resultado desejado. O caso
particular segue tomando C = {X}, pois

H,(D| &) < H,(D| {X}) = H, (D).

O item segue dos itens e . O item @ segue de e , pois

H,(C" < Y H,(T7(C)) =nH,(C).

J

—_

Il
=)

Agora, é s6 dividir por n e tomar o limite.
O item segue do item , se notarmos que

(CvD)*=C"Vv D"
O item ¢ imediato dos itens @ e , pois

h(T|C VD) < (T C) + 1y (T] D)
<h,(T|C)+ H, (D).
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A.3. Entropia Condicional

A entropia condicional nos permite estimar o “erro” quando
“aproximamos” uma particao C por uma outra D. Utilizaremos esta
aproximacao na demonstracao do principio variacional (Teorema .
Dado ¢ > 0, diremos que D é um J-refinamento de C, quando N (D) <
N(C) + 1, e para cada C € C, existir D¢ € D tal que

W(C N De) > (1—8)u(C).

Quando D é-refina C e vice-versa, dizemos que D é uma d-aproximagao de

C.

Proposicao A.3.6. Seja T : X — X um sistema dinamico mensurdvel,
com medida de probabilidade T-invariante . Dados e >0 e N € N, entao,
existe & > 0 tal que para toda cobertura mensurdvel C com N(C) < N e
todo d-refinamento D de C,

ha(T'| C) < hy(T| D) +¢.
Em particular, se D for uma d-aproximacao de C, entado,
hu(T|C) = h(T| D)| <&

Demonstm@do Escolha 0 > 0 tal que para todo z d-préximo de 0 ou 1,
zlog + < 5. Note que, para u(C) > 0, temos que M(Dc‘ C)>1-9d,e
que, para D # D¢, temos que M(D| C) < 4. Ou seja, pela escolha de 6,
para todo C' € C e todo D € D,

Seja M = max,c(o,1)(rlog ). Entao,

WO, 10y (D) < H,( ) (D)

_Z (D] C) 1Og;

DeD (D‘ C)

€

< N(D)— e

€

<N e

_ =

=5

Portanto,
H,(D|C)<e
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Agora, basta usar os itens (3] e (§)) do Lema|A.3.5| pois

ha(T | €) < (T | C VD)
< h(T| D)+ H,(D| C)
< h,(T| D) +e.

Para a tultima afirmagao basta trocar os papéis de C e D. O

A.4 Teorema de Representacao de Riesz

Os espacos de fases dos sistemas dinamicos do tipo produto sao da
forma [] i X onde X; sao métricos localmente compactos separdveis.
Consequentemente, o espaco formado pelas primeiras n coordenadas,
X" = H?:l X, também é métrico localmente compacto separdvel. A
demonstracao do principio variacional envolve a construcao, através de um
processo de limite, de uma medida ™ em cada um desses X™. Assim sendo,
nesta secao, fixamos um espaco de Hausdorff localmente compacto X, para
descrevermos e mostrarmos propriedades importantes da topologia fraca-*
no conjunto das medidas finitas definidas nos borelianos de X.

Denote por M (X) a familia de todas as medidas finitas definidas nos
borelianos de X. Denotamos por Cj (X) a familia de todas as fungoes
continuas em X que s@o limitadas. Com a norma do supremo |||, Cy (X)
¢ um espaco de Banach. A familia C.(X) C Cy(X) é a sub-familia de
Cy (X) das fungoes continuas com suporte compacto. O fecho de C. (X) em
Cy (X) na topologia da norma ||-||  é Cp (X) = C, (X).

Note que para cada u € M (X),

Ay Cop(X) — R
Joo [fdu
¢ um funcional linear continuo na topologia da norma ||-||__, ou seja, A, €
Co (X)". Note também, que se u # v, entao A, # A,. Ou seja, M (X)
pode ser identificado com subconjunto de Cy (X)*. Em particular, podemos

induzir em M (X)) a topologia fraca-* de Cy (X)*. Ou seja, p, — pu quando
para todo f € Cy (X), A, (f) = Au(f). Explicitamente, quando

/fdun — /fdu

para todo f € Cy(X). Poderiamos ter colocado outras topologias em
M (X). A vantagem da topologia fraca-* de Cy (X)* é ser fraca o suficiente
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A.4. Teorema de Representacao de Riesz

para que o conjunto B (X) = {,u eM (X)) u(X) < 1} seja compacto
(Proposicao , e forte o suficiente para que a convergéncia tenha
implicagoes significativas (Lema .

O primeiro passo é determinar quais sao os elementos de Cy (X)" que
sao da forma A,. Este é o contetido do Teorema de Representacao de Riesz.
A seguir, mostramos que o conjunto B (X) é compacto na topologia fraca-*.

Proposicao A.4.1. Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto,
entao

B(X) = {neMx)| u(x)<1}

¢ compacto na topologia fraca-*.

Demonstragao. Pelo Teorema de Representagao de Riesz (Teorema 6.3.4
de [Ped89]), M (X)) estda em bijegdo com o conjunto dos funcionais lineares
positivos de C (X)*, ou seja, os elementos ¢ € Cy (X)™ tais que para f > 0,
#(f) > 0. Pelo mesmo teorema, p(X) = ||A,]].

Na topologia fraca-*, o conjunto M (X) é fechado em Cy(X)". De
fato, se A, (f) — &(f), para toda fungdo f € Cj(X), entdao para f > 0,
é(f) =lim [ fdu, > 0, e pelo Teorema de Representagdo de Riesz, existe
p e M(X), tal que ¢ = A,,.

Seja

B={oeCo(xy

loll < 1}.

Pelo teorema de Alaoglu (Teorema 2.5.2 de [Ped89]), B é compacto.
Portanto,
B(X)=M(X)NB

é compacto. O

A Proposigao garante que a topologia fraca-* é fraca o suficiente
para que seja facil encontrar (sub-)sequéncias convergentes. Resta mostrar
que tal topologia é forte o suficiente para garantir que propriedades
interessantes sejam preservadas pelo processo de limite. E importante notar
que p, — p nao implica que u,(C) — p(C) para um conjunto mensuravel
qualquer.

Lema A.4.2. Seja uma sequéncia de medidas de Radon p, que converge
para p na topologia fraca-*. Entao, para um conjunto mensurdvel C, se
pn(0C) =0, teremos que p,(C) — u(C).

Demonstracao. Veja o “remark” 3 na se¢ao 6.1 de [Wal00]. O]
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A.4. Teorema de Representacao de Riesz

Se p, ¢ uma sequéncia de medidas com uma subsequéncia p,, que
converge para i, e se u(0C) =0,

lim inf 1, (C) < u(C).

Para garantir a existéncia de uma medida em X com as propriedades
necessarias a nossa demonstragao do principio variacional (7-invariancia e
satisfazendo o Lema em X"), utilizamos o Teorema de Consisténcia
de Kolmogorov. A estratégia consiste em, dada uma sequéncia py; de
medidas de probabilidade em X, obter subsequéncias convergentes a uma
medida p”, quando puy € vista como uma medida de probabilidade no espaco
X" = H?:l X;. Vamos comecar com uma proposi¢ao que garante que para
uma medida de probabilidade em um espaco métrico separavel localmente
compacto, a medida de um boreliano E pode ser aproximada pela medida
de um compacto K C F.

Proposicao A.4.3. Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff, localmente
compacto e com base enumeravel, e seja | uma medida de probabilidade nos
borelianos de X . Entao, para todo boreliano E C X,

p(E) = sup p(K).
KCEt
compacto

Demonstracao. Seja

F =< E: boreliano | pu(E) = sup u(K), p(E) = inf p(A)
KCE ADE
compacto aberto
a familia de todos os borelianos que podem ser aproximados internamente
por conjuntos compactos e externamente por abertos. E evidente que F
contém todos os compactos. Vamos mostrar que F é uma o-algebra que
contém todos os abertos, e portanto, provando que F é formado por todos
os borelianos.

E facil ver que se Fy,Ey € F, entao Fy U Fy € F. Suponha que
E,, E,,... € F seja uma sequéncia crescente. Entdo, £ = JE; € F. De
fato, para todo ¢ > 0, existem compactos K,, C E, com K, C K, 1, e
abertos A, D F, com A, C A,.1, tais que

H(A) = = < p(Ey) < pllim K,) + = = ln (K, + =

Assim, fazendo A = J A,, e tomando N suficientemente grande,

pA) —e < p(E) < p(Ky) +e
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A.4. Teorema de Representacao de Riesz

Ou seja, £ € F. Como X ¢ localmente compacto com base enumeravel,
todo aberto é uniao enumeravel de compactos, e portanto, todo aberto esta
em JF. Da mesma forma, se F' C X ¢ fechado, entao tomando K, Ko, ...
compactos com X = Uj K;, temos que F = UjF N K; é uma unido
enumeravel de compactos. Portanto, todo fechado estd em F.

Para concluir que F é composto por todos os borelianos falta apenas
mostrar que F é uma familia fechada por complementacao. Para tanto,
seja E € F e ¢ > 0. Entao, existe um fechado (compacto) F' C E e um
aberto A D F tais que

Ou seja,

H(F®) =& < () < pu(A%) + 5.

Como A€ € F, existe um compacto K C A¢ C E° tal que

H(A®) < p(K) + 5

Assim,
C (& (& 8
pE) = < p(E) < p(A9) + 5 < p(K) +e
Ou seja, E° € F. ]

Vamos apresentar o Teorema de Consisténcia de Kolmogorov em um
formato facil de ser aplicado na demonstracao do principio variacional.

Teorema A.4.4. Sejam Xq,Xs,... espacos topolégicos localmente
compactos com base enumerdvel. Denote por X™ o produto finito X; X
- x X, e por X o produto enumeravel X1 X Xg X - -

T, X = X"

(xj)jo'il = (z )i

Suponha que p, sejam medidas de probabilidade nos borelianos de X,
satisfazendo a condi¢ao de consisténcia

T (B) =m0 (F) = pin(E) = pn(F).

Entao existe uma unica medida de probabilidade jv nos borelianos de X tal

que i, = pom," .
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Demonstracao. Note que pela condicao de consisténcia, p estd bem definida
em toda a &lgebra composta pelos conjuntos da forma w,'(E), onde E ¢é
um boreliano de X™. Considere a familia

C= {ng(K)‘ n=12..KcX"é compacto}.

Suponha que a familia C seja uma classe compacta (Definicao 2.4.2 de
[Fer96]). Entao, a Proposigao garante que as hipdteses do Teorema
2.4.1 de [Fer96] sao satisfeitas, e que portanto, u é o-aditiva. Basta entao
aplicar o Teorema de Extensao de Carathéodory (Teorema 2.2.1 de [Fer96])
para garantir que p pode ser estendida a toda a o-algebra pelos conjuntos
da forma 7, '(E).

Para mostrar que C é uma classe compacta, precisamos mostrar que
para uma sequeéncia de compactos nao vazios K; C X' tais que 7rj’1(K i) D
7rj_+11(Kj+1), entao ﬂ;’il 7Tj_1(Kj) # (). Vamos encontrar x € ﬂ;’il 7rj_1(Kj).

Suponha que a sequéncia finita z1,...,z, (possivelmente com n = 0)
tenha sido escolhida de modo que para qualquer m, m, ' (xy,...,2,) N
7Y (K,) # (. Denote por

Km,n = {(yl: cee 7ym) € Ky, Y1 = T15 - - - s Ymax(n,m) = xmax(n,m)}

o subconjunto de K,, composto pelas sequéncias que comecam com
x1,...,%,. Os conjuntos K,,, sao compactos com W;ll(Km’n) decrescentes.
Entao, 7,41 (7, (Ky.)) é compacto para m > n, pois é a proje¢ao em
X"t das primeiras coordenadas do compacto K,,. Agora, escolha z,_; tal
que

(.Z’l, ey Ip, I’n+1> € m Tn+1 (W;l(Kmm,)) ;é @
j=1

Para ver que = (1, Zs,...) estd na intersegao dos conjuntos 7 1(K,,),
note que para qualquer m, m,,(x) = m,(a™™) € K, C K,y Ou seja, C é
uma classe compacta.

A unicidade é consequéncia do fato de os conjuntos da forma ;' (C'),
para C' C X" mensurdvel formam uma algebra geradora. O]

Por fim, construida a medida i, o que garante sua 7T-invariancia ¢ o
item [2 da prépria definigao de sistema dinamico do tipo produto (Definigao

2.1.1). Veja o item [2] do Lema [2.2.7]

A.5 Entropia de Bowen em Grupos de Lie

Pelo principio variacional (Teorema [3.1.2), independentemente da métrica
escolhida em um sistema do tipo produto, a entropia de Bowen nos fornece
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uma cota superior para a entropia topologica. Para transformagoes lineares
em R", a entropia de Bowen pode ser calculada para a métrica euclideana.

Proposicao A.5.1. Seja S :R" x T™ — R™ x T™ um sistema dinamico
mduzido por uma aplicacao linear

T :R™™ — R™™,

E sejam Ay, ..., Ay 0s autovalores de T (possivelmente repetidos). Entao,
ha (S) =) log |\,
[As]>1

onde d € a métrica induzida em R™ x T™ pela métrica euclideana em R™™.

Demonstracao. Veja o Coroldrio 3.2.9 de [Fer(7]. O
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