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RESUMO

MODELAGEM MATEMATICA E CONTROLE DE UM
QUADRIMOTOR

Autor: Miguel Enrique Parra Mufioz.

Orientador: Eugenio Fortaleza

Programa de pos-graduacgd@o em sistemas mecatronicas.
Universidade de Brasilia 2012.

Este documento mostra a modelagem matematica de um quadrimotor, onde foram
feitas as seguintes consideracgdes do sistema: é analisando como um corpo solido o qual
gira em 3D, o sistema foi modelado mediante a segunda lei de Newton e as equacdes de
Euler- Lagrange, obtendo assim o sistema em funcdo da geometria do quadrimotor e os
angulos de Euler nos eixos correspondentes. O metodo de controle é feito por
planejamento de trajetdrias e controle estocastico, com objetivo de controlar a néo
linearidade do sistema, fazendo assim que o sistema seja comportado de forma desejada
em malha aberta. O desenvolvimento do projeto é baseado na construcéo e na simulacao de
trajetoria desenhadas em MATLAB e SIMULINK, tendo condig¢des iniciais definidas, com
objetivo de obter os dados das simulacGes para a realizacdo dos testes no quadrimotor.
Como equipamento de trabalho foi disponibilizado um quadrimotor (Parrot Ar Drone), o

qual tem desenvolvido um programa na plataforma de Java para sua comunicacao.

A parte final do trabalho é fundamentada na analise estocéastica do sistema em
relacdo aos parametros do controle PID e PD, o qual permitiu a identificacdo do
controlador que for projetado para a realizacdo dos testes. Finalmente com o controlador
projetado foram realizadas as provas e posteriormente foram processados e analisados 0s
dados obtidos experimentalmente, para ser comparados com os dados tedricos enviados ao
quadrimotor, com a finalidade de analisar o comportamento do controlador projetado no

sistema real.



RESUMEN

MODELAMIENTO MATEMATICO E CONTROL DE
CUADRIMOTOR

Autor: Miguel Enrique Parra Mufioz.

Orientador: Eugenio Fortaleza

Programa de pos-graduacion en sistemas mecatronicas.
Universidad de Brasilia 2012.

Este documento muestra el modelamiento matemético de un cuadrimotor, donde
fueron realizadas las siguientes consideraciones del sistema: es analizado como un cuerpo
solido el cual gira en 3D, el sistema fue modelado mediante la segunda ley de Newton y las
ecuaciones de Euler- Lagrange, obteniendo asi el sistema en funcion de la geometria del
cuadrimotor y los angulos de Euler en los ejes correspondientes, el método de control es
realizado por planeamiento de trayectorias y control estocastico, con el objetivo de
controlar la no linealidad del sistema, logrando a si que el sistema se comporte de forma
deseada en lazo abierto. El desarrollo del proyecto es basado en la construccion y
simulacion de trayectorias realizadas previamente en MATLAB y SIMULINK, las cuales
tienen condiciones iniciales definidas, obteniendo asi los parametros de las simulaciones
para ser programados en el cuadrimotor (Parrot Ar Drone), utilizando para realizar las
pruebas del sistema el programa de adquisicién de datos realizada en JAVA con el que

cuenta el vehiculo no tripulado.

La parte final del trabajo se fundamenta en el andlisis estocastico del sistema en
relacion a los parametros del controlador PID y PD, permitiendo asi la identificacion del
controlador que fue disefiado para la realizacion de las pruebas. Finalmente como el
controlador disefiado fueron realizados las pruebas y posteriormente fueron procesados y
analizados los datos obtenidos experimentalmente, para ser comparados con los datos
tedricos enviados al cuadrimotor, con la finalidad de analizar el comportamiento del

controlador disefiado en un sistema real.
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ASTRACT

MATHEMATICAL MODELING AND CONTROL OF A FOUR-
ENGINE HELICOPTER

Author: Miguel Enrique Parra Mufioz.

Supervisor: Eugenio Fortaleza

Programa de pos-graduacgdo em sistemas mecatronicas.
Universidade de Brasilia 2012.

This paper shows the mathematical modeling of a quadrotor, where the following
observations were made in the system: it isanalyzed asa solid body which
rotates in 3D, for modeling purposes the  system was represented by Newton's second
law and the Euler-Lagrange equations obtaining in this way the system in function from
the four engine geometry and the Euler angles in the corresponding axes, the control
method is performed by planning paths and stochastic control. The trajectories were
worked with the aim of controlling the nonlinearity of the system, thus making it behave in
a desired way, this is in aopen loop. The development of the project is based on the
construction and simulation of trajectories previously performed in MATLAB and
Simulink, which have defined initial conditions, obtaining the parameters of the
simulations to be programmed in quadrotor (Parrot Ar Drone), used to perform system

testing program data acquisition JAVA on that account to the unmanned vehicle.

The final part of the paper is to be based on the stochastic analysis of the system
relative to the parameters of PID and PD controller, thereby allowing the identification of
the controller was designed for performing tests. Finally as the controller designed tests
were performed and were subsequently processed and analyzed the data obtained
experimentally, to be compared with the theoretical data sent to the quadrotor, in order to

analyze the behavior of the controller designed in a real system
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1.  INTRODUCAO.

Um quadrimotor é um helicoptero de quatro motores, onde 0os motores adjacentes
giram em sentido contrario. As forgas exercidas pela hélice sdo perpendiculares ao plano
dos motores, o centro de massa € localizado no centro do veiculo, em relagdo a um
helicoptero tradicional o quadrimotor apresenta grandes vantagens por ser um veiculo
simétrico, tanto na simplicidade de constru¢do como na robusteza e facilidade de
manutencdo [1]. Estas vantagens sdo devido ao fato que o quadrimotor possui angulos
constantes em todas suas hélices, evitando o uso de sistemas de varia¢do dos angulos das
hélices que sdo sistemas complexos, pouco robustos e que necessitam de muita

manutencéo.

O helicoptero quadrimotor tem a vantagem de ser controlada a partir da variagdo
das quatro velocidades angulares dos quatro motores, cada for¢a produzida por cada motor
é igual ao quadrado das velocidades angulares (f; = kw?) [2], é importante saber que o
motor s6 pode girar numa direcdo fixa, pelo qual as for¢as sempre sdo positivas, como

pode-se observar na figura 1.

f
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Figura 1.1: Forcas e momentos do helicoptero quadrimotor [3].

Um dos principais problemas no trabalho com quadrimotores é a dificuldade que
existe na construcdo de um sistema de controle que seja robusto e permita uma adequada

funcionalidade do sistema, a razdo principal é que o quadrimotor ndo é ainda um



equipamento que faca parte da pesquisa tradicional, pelo fato que normalmente é

comercializado como um brinquedo.

O proposito principal no desenvolvimento do projeto é a edificagdo da planta do
sistema e a projecdo de um controlador que permita a manipulacdo do quadrimotor, por
esta razdo serdo estudadas algumas técnicas de controle, sendo o enfoque principal a
projecdo de um controlador baseado no estudo estocéstico, levando a analise ao tempo
discreto que permita a identificacdo das propriedades Markovianas, e por tanto o sistema
possa ser analisado como uma cadeia de Markov, com a finalidade de obtém uma relagéo
matematica que represente as caracteristicas estatisticas do sistema, de maneira que possa
ser projetado um controlador a partir dos p6los do mesmo, fazendo uma adequada
determinagdo dos parametros do controlador e a variancia, os quais serdo analisados e

provados no desenvolvimento do projeto.

1.1 JUSTIFICATIVA DO TRABALHO.

O quadrimotor é um veiculo ndo tripulado que apresenta grandes vantagens por sua
simplicidade de construcdo e manutencdo, o qual faz que o veiculo seja O6timo para
desenvolvimento em pesquisa. Um dos problemas que surgem da manipulacdo destes
veiculos é a projecdo de um controle que seja 6timo e confiavel e que permita ao veiculo

ser capaz de seguir uma trajetdria preestabelecida para realizar alguma tarefa especifica.

Dada a natureza do sistema quadrimotor, a qual é instavel porque apresenta um
duplo integrador no denominador [2], tradicionalmente a metodologia de controle que da
solucdo a instabilidade de um sistema € baseada numa pequena regido onde o sistema
apresenta um comportamento quase linear, as vezes esta suposicdo nao é a melhor solucao
ao problema, porque se esta limitando o comportamento do sistema mediante uma
aproximacao que pode ser inadequada para a representacdo do sistema de maneira real.
Para trabalhar com o sistema de maneira real é necessario a modelagem do sistema nao
linear, pelo qual é fundamental desenvolver técnicas de controle ndo linear que apresentem

uma solucéo 6tima e possam descrever o comportamento do sistema de forma geral.

A principal dificuldade que é identificada em relacdo ao trabalho com o
quadrimotor € o projeto de um sistema de controle, que seja confiavel e apresente boa
performance em sua funcionalidade, para isso neste trabalho serdo estudadas algumas

técnicas de controle classico, posteriormente sera projetado um controle PD ndo linear que



permita controlar as entrada planejada ao quadrimotor, a razdo principal é que mediante
um controle ndo linear é possivel controlar o sistema em toda a regido de trabalho, para
esta finalidade serd projetado um controle por meio de técnicas estatisticas, o qual sera
analisado no dominio do tempo discreto, para realizar uma identificacdo adequada dos
parametros do controlador, com a objetivo de obter um controle robusto que permita a
manipula¢do adequada do quadrimotor, posteriormente sera avaliado o comportamento do
sistema para uma entrada planejada mediante a realizacéo de alguns testes.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Encontrar 0 modelo matematico do quadrimotor e realizar o controle por meio de
trajetérias planejadas e estratégias de controle linear e ndo linear que permitam a

manipulagdo do sistema quadrimotor.

1.2.2 Objetivos Especificos

A fim de atingir o objetivo geral desta pesquisa foram propostos 0s seguintes

objetivos especificos:

o Obter um modelo matematico que represente a dindmica do sistema

quadrimotor e possa ser representado de forma geral para efeitos de simulagéo

o Desenvolver estratégias de controle que permitam a manipulacdo do

sistema de forma adequada, analisando sistemas lineares e ndo lineares.

o Estudar o comportamento do sistema em relacdo ao controle
proposto, e o efeito que tem os parametros do controlador PD de pdlos iguais no

calculo da na variancia.

o Estudar o comportamento do sistema em presenca de perturbacdes e
ruido para avaliar o comportamento da estratégia do controle frente a mudancas

bruscas do valor de referéncia.



o Realizar testes para verificar a funcionalidade do controle e testar de

maneira real as trajetorias planejadas no sistema quadrimotor.

1.2.3 Metodologia

Com o fim de desenvolver a modelagem e o controle do sistema quadrimotor,

propdem-se 0s seguintes passos:

o Determinar o0 modelo matematico que identifica o sistema

quadrimotor, obtendo o modelo correspondente para cada eixo.

o Obter a faixa de movimentagéo dos angulos de Tait-Bryan, por meio
de simulacdes, as quais serdo feitas em MATLAB e SIMULINK.

o Construir alternativas de controle iniciando com controle classico
PID, PD e passando ao controle ndo linear e controle PD para polos iguais,
analisando o sistema como um sistema da segunda ordem e modificando o

amortecimento do sistema em relagéo a constante derivativa do sistema.

o Construir a metodologia de trabalho gerando trajetdrias planejadas e
construir assim a trajetoria espiral para ser testada no quadrimotor e criar um
modelo de simulacdo que faca a representacdo do sistema quadrimotor de forma
geral, que permita a obtencdo dos dados das trajetorias planejadas para ser

verificadas no sistema quadrimotor real.

o Estudar o comportamento da variancia do sistema em malha fechada
em relacdo aos parametros do controle PID, e identificar quais dos parametros séo

significantes no célculo da variancia.

o Estudar o comportamento do controle PD com poélos iguais e sua
relacdo com a constante 8 (constante de um filtro da primeira ordem), o qual esta
em funcdo dos pélos do sistema e o efeito que tém a constante no calculo da

variancia do sistema.

o Estudar o valor esperado em funcdo do ruido o qual é analisado
como uma distribuicdo normal, para obter a saida da constante derivativa em
relacdo de um intervalo de variacdo que permita movimentar o sistema de um

estado sub-amortecido a criticamente amortecido.



o Obter para um sistema em funcdo do ruido, as constantes do
controlador, o valor do filtro limitante e a variancia do sistema, partindo do valor

dos pélos do sistema.

o Realizar testes das trajetdrias espirais geradas e analisar seu
comportamento, fazendo a comparagdo dos dados de entrada ao quadrimotor com
relagdo aos dados de saida.

1.3 ESTRUTURA DO DOCUMENTO

O documento apresentado encontra-se dividido em oito capitulos: no Capitulo 2 €
apresentada a metodologia realizada para a analise matematica do quadrimotor, gerando o
modelo dinamico do sistema e fazendo a representacdo do quadrimotor em relacdo aos
eixos (X, Y, Z) e os angulos de Tait-Bryan; no Capitulo 3 & mostrada a metodologia de
linearizagdo com a finalidade de estudar a dindmica do sistema; no Capitulo 4 séo
construidas as estratégias de controle classico, iniciando por o controle PD, passando ao
controle PID e projetando um controle PD de pdlos iguais para um sistema linear e
sistemas ndo linear, aplicado as tecnicas estudadas ao sistema quadrimotor; no Capitulo 5 é
construida a trajetdria espiral utilizando a metodologia apresentada no capitulo quatro para
ser testada no quadrimotor; no Capitulo 6 € apresenta desenvolvimento do sistema geral

que faz a representacdo do sistema quadrimotor.

Adicionalmente mostra o estudo estatistico realizado para o sistema de controle
baseados na teoria Markoviana, a qual permitiu a identificacdo dos parametros do
controlador para ser testados. Finaliza com a analise do valor esperado em relacdo a
constante derivativa do controlador. No Capitulo 7 sdo amostrados os resultados obtidos na
realizacdo dos testes com o quadrimotor para a obtencao das trajetorias espirais a partir das
trajetérias planejadas geradas e é realizado um andlises dos resultados obtidos. No
Capitulo 8 s@o apresentadas as conclus6es do trabalho e algumas propostas para trabalhos

futuros.



2. ANALISE MATEMATICA DO QUADRIMOTOR

Nesta secdo é analisada a modelagem matematica do quadrimotor mediante a
utilizacdo das equacOes Euler-Lagrange, o modelo obtido representa um sistema das forgas
exercidas para cada eixo (X, Y, Z), ndo séo considerados no desenvolvimento do projeto a
analises dos momentos em funcdo das coordenadas generalizadas em relagdo aos angulos

de Euler dada que néo séo analisados no controlador projetado para o quadrimotor.

2.1 MODELAGEN DINAMICA.

Para encontrar o modelo matematico do quadrimotor, se faz a consideracdo de
representa-lo como um corpo sélido em trés dimensdes, sujeito a uma forga principal e trés
momentos, onde o centro de massa fica no centro do sistema. Adicionalmente sdo
considerados insignificantes os efeitos dos momentos causados pelo corpo rigido sobre a
dindmica translacional e os efeitos do solo, 0 modelo é obtido a partir de equagdes Euler —

Lagrange.

2.1.1 Equacbes Euler — Lagrange.

A equacdo de Euler-Lagrange descreve o comportamento de um sistema dinamico
em termos de suas coordenadas generalizadas, sejam gq;,...,q,, as coordenadas
generalizadas que traduzem completamente um sistema dinamico [4], sejam T e U as
energias totais cinéticas e potencial, respectivamente, armazenadas no sistema dinamico
[4], a equacdo Lagrangeana € definida como mostra a equacgéo (2-1):

L(qq)=T-U
(2-1)

Como a energia cinética e potencial é funcdo das coordenadas generalizadas e suas
derivadas temporais, a equacdo Langrangeana é funcdo das mesmas variaveis, [4] entdo

sua definicdo é representada na equacéo (2-2):

d (6L> dL _ i=1,..,n
dt aql aql L (2_2)

Onde Q;, € a forca generalizada correspondente a cada coordenada generalizada q;.



Baseados na definicdo apresentada na equacdo (2-2), o quadrimotor apresenta seis
graus de liberdade, os quais sdo representados em coordenadas generalizadas como
apresentada na equacéo (2-3):

q(v,n) = (x,y,2,%,0,p)eR®
(2-3)
Onde:

¥ = (x,y,2)eR3, é a posicdo do centro de massa do quadrimotor relativo ao eixo de
referéncia.

n = (Y,0,d)eR3, é um tensor de inércia em funcéo dos trés angulos de Euler, vy é
angulo yaw (guinada), ¢ é angulo pitch (arfagem), 6 é angulo roll (rolagem).

O quadrimotor apresenta um movimento de rotacdo com relacdo a seus eixos, € um
movimento de translacdo em relagdo a sua posicdo, entdo baseados na equacdo (2-1) a

equacdo Lagrangeana para o sistema quadrimotor é representado na equacao (2-4):
L(QJ q) = Ttrans + Trot -U (2'4)

Onde:
Tirans = EmyTV , € a energia cinética translacional [5].

1 ; f e . .
Tror = EwTIa), € a energia cinética rotacional [5].

U = mgz, é a energia potencial do veiculo.

Para o sistema geral, z ¢ a altura do veiculo, m a massa do quadrimotor, w
velocidade angular, I é a matriz de inércia e g, é a aceleracdo da gravidade [6], entéo a

equacdo de Lagrange esta definida como mostra a equacéo (2-5):

L(q,q) = %m)'/T)'/ + %mTlm —mgz
(2-5)
Como as energias potenciais e cinéticas sdo funcdes das coordenadas generalizadas
e suas derivadas temporais, a equacdo Lagrangeana é também funcdo das mesmas

varidveis [4], usando equacdo Lagrangeana, as equacBes de movimento do sistema

dindmico sdo dadas pela equacéo (2-6):



d oL _ a_L:[Fu]
dt aq aq T (2'6)

Onde Fu = MyF, é a forma de translagéo aplicada para cada uma das componentes

(X,Y,2), F é a forca aplicada ao veiculo, Mg é a matriz de rotacdo, T sd0 0S momentos

correspondentes aos angulos de Euler, portanto a orientacdo do helicoptero sera definida
pela matriz do orientacdo, a qual relaciona 0 movimento nos eixos com os trés angulos de
Euler [4].

A solucdo da equacdo (2-6) é divida na dindmica para as coordenadas y e as
coordenadas para 7, pelo fato que equacdo Lagrangeana é definida em fungdo da energia
cinética translacional e energia cinética rotacional, como é representado nas equacdes (2-7)
e (2-8).

d OLTras _ OLrras —F
. § =F,
dt ay ay (2-7)

i*aLRot __ OLprgs 7
dt an an (2-8)

A orientacdo de um corpo rigido pode-se obter utilizando diferentes métodos. Na
realidade existem doze combinagdes possiveis para representar a orientacdo relativa dos
sistemas de coordenadas, as mais populares sdo as rotacdes em relacdo aos eixos Z-X-Z
(Angulos de Euler classicos) conhecidos em modelagem de maquinas e astronomia; as
rotacOes sobre 0s eixos Z-Y-Z conhecidos em mecéanica quantica; e as rotagdes nos eixos
Z-Y-X conhecidos em mecanica de voo, a Ultima convengdo é a mais utilizada para
aplicacBes de engenheira aero espacial e é chamada como os angulos de Tait- Bryan [7].
Portanto, os angulos de Tait-Bryan sdo formados por trés angulos utilizados para descrever
a rotacdo geral no espaco Euclidiano tridimensional, através de trés rotagdes sucessivas em
torno dos eixos do sistema no qual ficam definidos. [7]. Assim, os angulos de Tait-Bryan
descrevem a orientacdo do helicéptero como mostra a equacdo (2-5) a qual é o resultado da

rotacdo mostrada na figura 2.1

My = MRl,lJMRBMqu (2-9)



Pitch Roll

Yaw

Figura 2.1 Rotac&o dos eixos para os angulos de Tait-Bryan.

Onde os vetores da cor preta sdo os eixos de referéncia, o vetor da cor vermelha
representa a primeira rotacdo em torno do eixo Z, os da cor verde sdo da segunda rotacéo
em torno do eixo Y e os vetores da cor azul representam a terceira rotacdo em torno do
eixo X. A ordem da multiplicacdo da matriz de rotacdo vai corresponder a ordem da
transformacg@o como mostra a equacdo (2-10), e a matriz de rotacdo corresponde para cada

eixo em funcdo dos angulos de Tait-Bryan [5], é representada na equacéo (2-10):

cosyp —senyp 0 cos@ 0 sen@ 0
Mgp_ |senyp cosyp O cos¢ —seng (2-10)
0 0 1 —sen@ 0 cos@ 0 sen¢ cos¢

Realizando a multiplicacdo a matriz de rotagdo é representada pela equacéo (2-11):

cosycosl cospsenfseng — senypsengp cosypsenfBcosep + sinyPseng
Mp_ [Senlpcose senisenfseng + cos¢pcosy senysenbcosep — cosd}senqb]
—senf sengcosf cosBcosg (2-11)

Como ¢ conhecida a matriz de rotacdo, a solucdo geral do sistema em funcdo da
equacdo de Euler- Lagrange para a equacao (2-7) é dada por:
0

F, = jt « 2 (GmyTy —mgz) - ay(%m)'fT)'f—ng)



d 9
ko= (my) — ay (—mgz)
MgF = m(%,9,%) + mg(ﬁ) (2-12)

Onde F, é a forca resultante aplicada no centro do veiculo e é fundamental para
gerar 0 movimento do mesmo, 0 movimento de decolar e pousar do quadrimotor requer de
uma forca Ly a qual representa a entrada de controle principal em funcéo do eixo Z, e
depende da geometria das hélices, onde a parte mais importante é a longitude da mesma, a
qual define a eficiéncia do veiculo de vbo [6], a sustentacdo é a forca perpendicular da
velocidade que mantém um corpo em véo, e é proporcional ao quadrado das suas
velocidades angulares, conhecida como forca de sustentacdo [6], representada na equacéo
(2-13)

0 ] (2-13)

Onde:
LT = sz

A equacdo (2-13) representa a forca para o sistema de forma ideal, onde os motores
tém as mesmas constantes e velocidades, o qual no caso real ndo acontece porque o sistema
apresenta variacdes nas forcas geradas pelos motores, as quais podem ser ocasionadas por

constantes diferentes ou velocidades angulares que rodam com diferentes revolucdes.

Substituindo as equactes (2-11) e (2-13) na equacgdo (2-12) tem-se a equacdo (2-
14).

my | = |Lr(senysenbcosp — cosypsene)

[mjc'] Ly (cosysenBcosg + sinpsene)
m# Ly (cosOcosgp) — mg

(2-14)

A equacdo (2-14) mostra o sistema fisico para cada eixo o qual sera trabalhado de

forma independente para gerar as trajetdrias que serdo demonstradas posteriormente.

Se ¢ feita a solucdo da equacdo (2-8), é obtido os momentos generalizados em
funcdo dos angulos de Euler, este procedimento matematico ndo é apresentado no
devolvimento do projeto, dada que nas conclusdes ndo vao ser analisadas em relagcdo a seu

efeito no controlador projetado para a o quadrimotor.
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3. LINEARIZACAO DOS SISTEMAS NAO LINEARES.

Nesta secdo sdo apresentados os métodos para realizar a linearizacdo de sistemas,
inicialmente, é mostrada a técnica de linearizacdo para um sistema que apresente nao
linearidades, analisado a técnica no sistema quadrimotor para o eixo Y, posteriormente é
apresentada uma técnica de linearizacdo classica pelo método de series de Taylor a qual €
aplicada ao eixo Z do sistema, com a finalidade de identificar a estabilidade do sistema.

3.1. LINEARIZACOES DE SISTEMAS EM MALHA FECHADA.

O primeiro passo na concepcao de um sistema de controle para um modelo fisico é
determinar um modelo matematico da planta, ou seja, um modelo que possa captar a
dindmica da planta na faixa de frequéncia de interesse. Os modelos dos sistemas fisicos
apresentam diversas formas, dependendo da abordagem da modelagem e das suposicdes
assumidas, facilitando o projeto do controle linearizado com realimentacdo, e com a
aplicacdo de técnicas de transformacdo do modelo original em sistemas de modelos

equivalentes que tenha um projeto de controlador simplificado. [8].

A linearizacdo do sistema em malha fechada pode ser usada como uma metodologia
de trabalho para sistemas nao lineares. A nogdo basica € a transformacgdo de um sistema
ndo linear em um sistema linear (total ou parcialmente) e depois sdo usadas técnicas de
controle linear para completar o projeto do controlador. Abordagem que tem sido usada
para resolver uma série de problemas praticos de controle ndo linear. Aplica-se a
importantes classes de sistemas ndo lineares (os chamados linear de entrada-estado ou
sistemas de fase minima) e, normalmente, exige a medicdo de estados. Mas este nédo

garante a robustez frente as incertezas de parametros ou distarbios. [8].

3.2 LINEARIZACOES DE SISTEMAS NAO LINEARES.

Seja u a entrada de controle e x a saida de interesse X = [xx%,..,x0®D]T
conhecido como vetor de estados, e f(x) e b(x) sdo funcdes nao-lineares dos estados. Tem -

se 0 seguinte espaco de estados [8]:

11



X1 X7
d [ ‘ |2
E Xn—1| Xn 3-1
X, fx)+b(x)u (3-1)
Para os sistemas que podem ser expressos na forma candnica controlavel, usando a

entrada de controle em funcdo de uma entrada equivalente, v. E de uma funcdo néo linear

b diferente de zero, como mostra a equagao (3-2)

v - f] (3-2)

u =

S| =

Pode-se cancelar as ndo linearidades e obter a relagdo de entrada-saida simples

(forma de multiplos integradores) [12].
x"=v
Onde a lei de controle é definida como mostra a equacgéo (3-3)
v=—kox — kyx — . —k,_q xD (3-3)

O valor de ki é escolhido do polindmio p™+k,_p™~V + --- + k,, tendo todas as
raizes estritamente no plano esquerdo complexo, tornando assim a dinamica do sistema

exponencialmente estavel.
X"k x®D 4 kgx =0 (3-4)

Isso implica que x(t) — 0, para tarefas de rastreamento envolvendo a saida de um

xd(t) desejada, pode-se escrever a lei de controle como mostra a equacao (3-5)
v=xd" —koe —kyé —-.—k,_ e D (3-5)

Onde, e(t) = x(t) — xd(t) é o erro de rastreamento.

3.3 METODOS DE LINEARIZACAO

Desenvolvendo o método descrito anteriormente para o eixo Y tem-se:

my = Ly (senysenfcos¢p — cosyseng) (3-6)
Onde,
u = w?
yl=y (3-7)
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y2=yl=y (3-8)

y2 =yl =7j (3-9)
Saida, z=y?2 (3-10)
O modelo do sistema no espago de estados fica como mostra a equagéo (3-11)

(v1=y2 )
{ y2 = ﬁu(sinlpsin%osqb — cosysing) } (3-11)
m

kz=y2 )

Onde a lei de controle que faz o sistema linear é a seguinte:

u= Uy +v (3'12)
 sinysinfcos¢ — cospsing

v=—klyl — k2y2 (3-13)

Substituindo a lei de controle pela equacdo (3-12), o sistema em malha fechada
serré estavel, a representacdo do sistema € mostrada na equagao (3-14)

(y1=y2 )
12 = X, — Kyl — k2y2

y2 = —(u; = klyl = k2y2) (3-14)
z=1y2

O sistema de espaco de estado da figura (3-14) no software SIMULINK, onde a
figura 3.1 apresenta a saida do sistema. Para efeitos de simulacdo as constantes do
quadrimotor sdo assumidas com valores unitarios.

Saida do sistema

—

Tempo

Figura 3.1: Representacao do sistema linear.
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3.4 LINEARIZACAO MEDIANTE A EXPANSAO POR SERIE DE
TAYLOR.

Um dos métodos utilizado para realizar a linearizacdo de uma equacéao € a série de
Taylor [9], onde ela é definida como mostra a equacéo (3-15):

> fm (3-15)

F0) = a,(x - ay" an =

n=0

Uma série de Taylor é uma expansao de uma funcdo ao redor de um ponto em uma
serie polinomial. A serie de Taylor tem uma caracteristica muito importante que a associa a
uma funcéo fque é infinitamente diferencével, onde ela pode ser real ou complexa e esta
definida num intervalo aberto entre (a-r e a+r), em geral a série e definida pela equacéo (3-
16).

f (@ —a)t f "(a)(x — a)2 - ff(@x—-a)™  (3-16)

f)=fl@x-a)+ 11 21 n!

A aplicacdo da série é utilizada para fazer a linearizacdo do sistema matematico que
faz a descricdo da planta estudada, a qual foi apresentada na equacao (2-14), dado que o
sistema cuja parte ndo linear depende das func¢des sinosoidais [9], a expansdo da série de
Taylor para estas fun¢bes sdo mostradas nas equacdes (3-17) e (3-18):

x2  x*  x6 hd 2n (3-17)

X
fG) =cos(x) =1——rtm— et ;(—1)" (2n)!

P x2n+1 (3-18)

f@) = sini) = x =37+ a‘—+ Z<‘ ) T D)

A linearizacdo dos parametros das funcBes é feita para angulos

pequenos (x~0), é definida da seguinte forma:
sen(x)=x e cos(x)=1 (3-19)

A equacdo (3-19) representa 0s termos linearizados das funcdes sinosoidais.
Aplicando a linearizacdo dos termos ao sistema representado pela equacédo (2-14), € obtida

a equacdo (3-20).
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m{]  [Lr(6+ o)
mY | = |Lr(¥6 — ¢)
mZ Ly —mg (3-20)
Onde,
Ly = 4K w?

Do sistema de equaces linearizadas, pode-se observar que o sistema para cada um
dos eixos vai depender de um duplo integrador, por exemplo, seja o sistema que faz a

descricdo do eixo Z:

mZ =Ly —mg (3-21)

A dindmica do sistema é representada mediante a aplicacdo das transformadas de
Laplace ao sistema no dominio do tempo, com a finalidade de levar ao sistema no dominio
da frequéncia e realizar as simulagdes mediante o software SIMULINK, para identificar
seu comportamento. A equacdo (3-21) representa o sistema de forcas em relacdo ao eixo Z,
pode-se observar que esta equacdo apresenta um parametro constante, razdo pela qual néo
é possivel a aplicacdo da transformada de Laplace diretamente, entdo € necessario realizar
algumas mudancas de variaveis para que o sistema fiqgue em funcéo da entrada e saida, seja

a lei de controle para o sistema:
U= w?
Aplicando a lei de controle a equacao (3-21) tem-se:

. 4kU -
L (3-21)
m

Os pontos de equilibrio do sistema sao:
Z=0eZ=0.
Aplicando a lei de controle que cancela o parametro constante é representado pela
equacdo (3-22)

_gm (3-22)

U="1x

Da equacdo (3-22), pode deduzir uma lei de controle que represente 0 sistema em

funcdo da entrada e saida, a qual € representada na equacéo (3-23):
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_y 4+ Im (3-23)
U=U+

Substituindo a equacado (3-23), na equacdo (3-21), tem-se a equacéo (3-24):

. 4kU' (3-24)
7 =

m

A equacdo (3-24) pode-se representar no dominio de Laplace, onde a dindmica da
planta € representada na equacédo (3-25).

Z(s) _ 4k (3-25)
U'(s) mS?

Pode-se observar que o sistema representado na equacdo (3-25) é de segunda
ordem, sem zeros, marginalmente estavel, com dois integradores puros, o que indica que
tem dois polos de origem, observando a equacdo pode-se deduzir que efetivamente o
sistema é instavel, a figura (3-2) apresenta a simulagdo da planta realizada no software

SIMULINK, para valores de quadrimotor de valor unitario

- Saida do sistema
4 2
- M 2
a 2
Stepd TrnderFms 10 Worspace!
Tempo .

Figura 3.2: Modelo da planta, e resposta no tempo.

A figura 3.2 apresenta a dindmica do sistema a qual é instavel, se é feito andlises
similares sobre a equacdo (3-20) que representa o sistema de forcas em funcdo dos eixos
(X, Y, 2), para o eixo X e Y, efetivamente vai se encontrar uma funcdo que descreve o
sistema, a qual terd um comportamento similar a encontrado para o eixo Z, razao pela qual
€ necessario a projecdo de técnicas de controle que facam que o sistema seja estabilizado,

estas técnicas serdo apresentadas no capitulo 4 do manuscritos.
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4. METODOS DE CONTROLE.

Nesta secdo serdo apresentadas algumas metodologias da projecdo de técnicas de
controle para o desenvolvimento do projeto, inicialmente sera trabalhado o controle
classico PD e PID aplicado ao sistema quadrimotor, posteriormente realizar-se a analise do
controle PID do sistema em malha fechada, assim passado ao controle por planejamento, e
finalizando com apresentacdo de alguns exemplos que permitam o entendimento da

aplicacdo do controle mediante o planejamento de trajetorias.

41 CONTROLE PD

O controlador PD é uma versdo simplificada do compensador de avanco e tem a
funcéo de transferéncia descrita pela equacao (4-1), e a representacdo do diagrama de Bode
apresentado na figura 4.1:

G(s) = Kp A+T7,;9 (4-1)
Modulo assintotico
5[
1/71d
Fase
20
TSl -
a0 - -
3
E 48 - -
G § 4
18 ; —
n A .l B

w (rad/s)
Figura 4.1. Diagrama de Bode assintético do controle PD [8].

Em geral o valor de Kp é determinado para satisfazer as condicdes de estado
estavel, a frequéncia de corte 1/Td é escolhida, de modo que o adiantamento de fase seja
proximo da frequéncia de corte do ganho. Mas a margem de fase tem um aumento superior
a0 45° para frequiéncias superiores ao zero, como apresenta a figura 4.1 [10], o que pode

causar aumento na magnitude do compensador a qual continua aumentando para a regido
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de frequéncia %< w (portanto o compensador PD é um filtro limitante) [11], este

aumento de magnitude é inconveniente, dado que ele faz uma amplificagdo no ruido de alta
frequéncia que pode perturbar o sistema, desta maneira é feita uma limitacdo da parte

derivativa fazendo a multiplicacdo pelo fator [10]:

1
Bs +1

Onde B é um valor pequeno, para ndo ter efeito no controlador. [12], a tabela 4.1

apresenta os critérios para a sintonizacao do controlador de Ziegler - Nichols

Tabela 4.1. Caracteristicas do controle PID (Teoria de Ziegler- Nichols) [13].

RESPOSTA  TEMPO DE SOBRE TEMPO DE ERRO
SUBIDA SINAL ESTABILIZACAO ESTACIONARIO

Proporcional | Diminuigéo Aumento Sem alteragéo Diminuicéo

Integral Diminuicédo Aumento Aumento Elimina

Derivativo Sem alteracdo | Diminuicdo Diminuicdo Sem alteracéo

A tabela 4.1 mostra a sintonizacdo do controlador pelo Ziegler -Nichols, para um
sistema em malha fechada, fazendo que o sistema para uma entrada degrau fique oscilando
constantemente como mostra a figura 4.2. Dependendo assim, somente da acao
proporcional Kp onde ela é aumentada até atingir a oscilacdo desejada, levando do mesmo
modo a ter um valor de Ganho critico K., e o periodo de oscilacdo P.., como mostra a

figura 4.2:

|
AVAWAN
ERVAVER

Figura 4.2 Sintonizacao do controle pelo método de Ziegler-Nichols [12].
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Da figura 4.2, pode-se obter a seguinte tabela que faz a descricdo da sintonizagéo

do controlador pelo método de Ziegler -Nichols para um controlador P, Pl e PID.

Tabela 4.2. Constante do controlador PID. (Teoria de Ziegler e Nichols) [12].

CONTROLE FORMULAS
P k, = 0.5K,, 0 0
PI k, = 0.45K,, 0 T, =P, /1.2
PID k, = 0.6K, | Td=0.125P, T, = 0.5P.,

41.1 Controlador PD para o eixo Z:

A funcdo que realiza a descricdo matematica do sistema no eixo Z é mostrada na

equacao (4-2):

U= w?

4K w? (4-2)

7 =
m

Onde o erro é definido como mostra a equacao (4-3):
e=h-z (4-3)
é=h—2

Sendo que h € uma altura desejada e z a altura real:

4K w? . (4-4)
— mg = K,e + K,e

m
O controle vai ficar como mostra a equacéo (4-5):

i=Kye+Kyé (4-5)

No dominio de Laplace temos:

CPD = Kp + KdS (4'6)
Como a fungdo de transferéncia do controle PD tem um derivador puro como foi
mencionado anteriormente, é feita uma amplificacdo do ruido para altas frequéncias [8],

além disso, o sistema ndo pode ser representado fisicamente por ser um sistema nao causal
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[8], razdo pela qual é necessario limitar as frequéncias, entdo o controlador PD com
limitagdo é representado na equacéo (4-7):

Kp + KdS (4_7)
Cop = —F———
ps +1
Da mesma forma foram projetados os controladores PD com relacdo os eixos X e

Aplicando a técnica de sintonizacdo descrita pelo método de Ziegler-Nichols, é
obtido o periodo critico e 0 ganho critico do sistema, baseados na figura 4.3, os quais

foram os seguintes:

Kcr =01 e Pcr =10

Saida do sistema sintonizado
,f \ I/" | = Saiida do sistema
\ ;": \ — Entrada degrau
N g .-'! \ / \\ /f" \
; - / | .
plob T g
™ Gain  Transfer Fon Scope B I.-' \'. / \I / Illl
/ \ \ \
2 / \ \
/ / \i/ \

%5
Tempo

Figura 4.3. Resposta do sistema ante uma entrada degrau

A figura 4.3 apresenta o sistema desenhado em SIMULINK para a sintonizacdo do
controlador PID, onde se pode observar o diagrama de blocos que mostra o valor de ganho
critico e o periodo critico, os quais sdo fundamentais para obter os pardmetros

correspondentes do controle PID.

4.2 CONTROLE PID.

A parte derivativa do controle PID antecipa a tendéncia da saida da planta, que é
utilizada para fazer ajustes em processos baseados na razdo de troca da saida da planta em
relacdo ao set-point. Uma caracteristica do controle é que se 0 erro é mantido constante ou

em seu limite maximo, fazendo a mesma analogia, a parte integral é aquela que faz
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antecipagdo do comportamento futuro da planta, o controle proporcional utiliza a derivada
do sinal de erro e a fungdo que faz a representacdo do controle [14], é dado pela equacao
(4-8):

t d (4-8)
u=K,=e(t) + Kif e(t)dt + K, Ee(t)
o
Onde:
Kp = Constante Proporcional. Kd = Constante Derivativa
Ki = Constante Integral. e(t) = Funcéo do erro
No dominio de Laplace o controle é representado pela equacdo [14], (4-9):
U(s) 1 (4-9)
=Kp|l+= T,
E(s) p( st ds)

Dependendo do tipo de planta que se precisa controlar, pode-se utilizar um controle
P, P1, PD ou PID onde os valores dos ganhos proporcional, integral e derivativa podem ser
obtidos com a utilizacdo de técnicas como a regra de Ziegler-Nichols ou lugar geométrico

das raizes entre outras [10].

4.2.1 Controle PID para 0 eixo X.

Da mesma forma mostrada no controle PD, o controle PID é calculado, agora
fazendo o processo para o eixo X, onde a equacdo (4-10) faz a representacdo do controle
[12].

_ (KyS? +s(K, + BKi) + Ki) (4-10)
PID = s(Bs+1)

Para o controle PID realizando o método de Ziegler-Nichols a saida em malha

fechada ¢ mostrada na figura 4.2, onde o ganho para o controle PID é Kcr =0.1 e

Pcr = 10, os valores para ganhos do controlador sao:

Kp = 0.06 Kd = Kp * Td = 0.075 . _Kp
Ki :ﬁ

Seguindo a metodologia do controle PD agora para o controle PID, a tabela 4.3,

= 0.012

mostra as mudancas feitas no controle com relacdo a funcéo de transferéncia, e a figura 4.4

mostra a sintonizacdo do controlador PID, onde 0s parametros séo 0s seguintes:
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Tabela 4.3. Representacdo da sintonizacgdo do controle PID.

Crip1 Crip2 Crips
Mp Sobre sinal maximo 69% 11.1% 9.4%
tp Tempo de pico 73s 3s 1.4s
ts Tempo de estabilizacdo 23s 11.1s 4s
tr Tempo de subida 2s 0.13s 0.26s
td Tempo de atraso 2.3s 1s 0.14s

Saida do sistema sintonizado

Entrada degrau

Entrada degrau

Saida do controle Saida do controle

0.075S% + 0.06s + 0.012 0.4S% + 0.1s + 0.01

= C =
PID1 $(0.001s + 1) PID2 5(0.001s + 1)

A) B)

Entrada degrau

Saida do controle

N S2 + 0.5s 4+ 0.0795
PID3 ™ 5(0.001s + 1)

C)
Figura 4.4. Representacdo da saida da sintonizagdo do controle PID, A) Cp;p1,B)
CPIDZ! C) CP1D3
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A figura 4.4 A, mostra que o sobre sinal maximo tem 69% do valor de pico, que o
maior, fazendo o ajuste dos pardmetros da funcdo de transferéncia para fazer menor o

sobre sinal e o tempo de acomodagao.

A tabela 4.3 mostra o controle Cp;p; cOm suas caracteristicas onde ele tem dois
polos em (s=0 e s=-1000) e dois zeros em (s=-0.4 e s=-0.4), 0s quais sdo reais, agora a
nova funcédo de transferéncia que descreve o sistema, tem que ser modificada baseando-se
na tabela 4.1. Pode-se analisar que a parte derivativa tem que aumentar para que o sobre

sinal seja menor, da mesma forma a parte proporcional.

A tabela 4.3, que mostra a funcdo de transferéncia Cp;p, que representa o controle
PID modificado, pode-se observar na tabela 4.3 e figura 4.4 B, que ainda apresenta sobre
sinal grande de um valor de 11.1%, correspondente a dois zeros complexos conjugados nos
valores de (s =-0.1250 + 0.0968i e s = -0.1250 - 0.0968i) e dois polos reaisem (s=0; s =
-1000), fazendo a mudanca na parte derivativa e parte e integral para reduzir o tempo de
estabilizacdo, tal como mostra a tabela 4.1,0 novo controle PID é mostrado na tabela 4.3.

Na funcdo Cp;p3, pode-se ver na figura 4.4 C, que o sistema tem um tempo de
acomodacdo de 4 s menor, e que o sobre sinal agora é de 9.1%, e 0s outros parametros que
representam o controle PID sdo menores que os mostrados no controle Cp;py € Cpipy
adicionalmente pode-se analisar que os zeros complexos conjugados do controle PID séo

proximo do valor de zero na parte imaginaria, (s=-0.2500 + 0.1304i; s= -0.2500 - 0.1304i).

Sendo assim o sistema estavel, o qual mostra que fazendo a aproximacéo dos zeros

para um valor nulo o sobre sinal e o tempo de acomodacéo vai ser menor.

4.3 ANALISES DO CONTROLE PID EM MALHA FECHADA

Partindo dos resultados obtidos pela sintonizacdo do controle PID como foi
apresentado na figura 4.4, nesta secdo é analisado o controle em relacdo a planta do
sistema como mostra a figura 4.5, onde o modelo apresentado corresponde a um sistema
ideal em malha fechada, sem perturbac6es e disturbios, o0 modelo é analisado mediante a
implementacao do codigo no software SIMULINK e MATLAB.
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Figura 4.5. Representacao do sistema em malha fechada com o controle PID

Na figura 4.5 mostra o controlador PID e a planta do sistema que depende do A,
onde A é uma constante dos parametros do quadrimotor, dado que o sistema tem um duplo
integrador, entdo ndo é necessaria a parte integral do controlador, dado que o duplo
integrador da planta elimina o erro de estado estacionario [15], entdo o sistema em malha
fechada é representado pela equagéo (4-13):

Y(s) A(Kys + K)) (4-13)
U(s) s2(Bs+1)+AKys + AK,

H(s) =

Para B « 1 a funcéo de transferéncia fica como mostra a equacéo (4-14):

A(Kys + K) (4-14)
s? + AKys + AK,

H(s) =

. . . . 1 . .
Deseja-se um sistema com amortecimento critico (\/—7 < ¢ < 1), o qual indica que o

sistema vai mudar entre sub amortecido e criticamente amortecido, a equacdo que faz a
descricdo da funcdo de transferéncia para um sistema de segunda ordem sem zeros e ganho

unitario € mostrado na equacao (4-15):

w? (4-15)
s? + 2¢éws + w?

H(s) =

Onde, s? + 2éws + w? = 0 e representam os polos do sistema, onde é requerido
que o sistema seja ndo oscilatério com amortecimento critico, pois este € 0 minimo

amortecimento que torna o sistema ndo oscilatorio, entdo para pélos idénticos tem-se:
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(s+x)? =s*+2xs 4+ x* =s* + 28ws + w? = s* + AK;s + AK, (4-16)
Seja:

x* = AK, 2x = AK,
Como A4, é a constante do sistema, fazendo a substituicdo de x tem-se:

Onde a funcdo de transferéncia é mostrada na seguinte equacéo:
K 2
de + A (Td)

s?+Kys+A (%)2

H(s) = (4-18)

A equacdo (4-18) representa a fungéo de transferéncia a qual depende do valor K,
diretamente, fazendo que o valor de K; mude numa faixa de 0.001 até 100 como mostra a
figura 4.6 tem-se:

e Kd=0.001

—— Kd=0.01

e

Figura 4.6: Resposta ao degrau do sistema frente a diferentes valores de entrada de Kd.
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Pode-se ver no gréfico 4.6 que & medida que o valor de K, cresce o controlador fica
mais rapido, estabilizando-se num tempo menor, o qual mostra que o valor de K; tem que
ser grande para que o controle seja rapido. Dado que o sistema depende do amortecimento,

fazendo a aproximagdo do amortecimento com o parametro derivativo do controle, ent&o

este muda numa faixa de iz < K; <1, como apresenta a figura 4.7:

i
1 K;=1
K, = — d
)
1 1 s+ 1/4
—S+ 5 H =
_ 2 8 (s) s2+s+1/4
H(s) = 1 1
S+ —=s+ 75
V2 8

s Entrada degrau e Entrada degrau

— = ]_Isqrt(Z] —— Kd= 1

———  Entrada degrau

—— Kd=1/sqrt(2)

C)
Figura 4.7: Saida do sistema com amortecimento A) £ = 1/4/2; B)£ = 1; C)

superposi¢ao do sistema.

A figura 4.7 foi desenhada para o valor de K; = 1, a figura 4.7 B tem um zero em

(s=-0.2500) e dois poblos reais em (5=-0.5000), indicando assim uma resposta sub-
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mortecido, a figura 4.7 A tem um zeros em (5=-0.1768) e dois pdlos em (s=-0.3536), 0s

quais sdo reais e iguais, indicando assim uma resposta criticamente amortecida.

Pode-se observar na figura 4.7 C se tem os dois gréficos onde o gréfico da cor
vermelha é feito para & = 1/+/2, e o verde é feito para £ = 1. E possivel analisar que o
ganho estéatico € maior para o amortecimento £ = 1, o qual mostra que a medida que o

amortecimento cresce o ganho cresce e o controlador é fica mais rapido.

44 CONTROLE POR PLANEJAMENTO

Mais de 10 anos atrés, Fliess Michel e colegas de trabalho [16], introduziram uma
classe especial de sistemas ndo lineares ditos sistemas planejados. Estes sistemas sdo
caracterizados pela existéncia de uma saida planejada como mostra a equagéo (4-19):

dx (4-19)
- =f@w

O qual é planejado s0 se existe m = dim(u), tal que seja real e planejada, ent&o:

h=(hy e, hy) (4-20)
Como o valor de x depende do nimero finito de u derivadas, o valor de a vai
representar 0 numero de derivadas, tal que, a solucdo (x, u) do sistema quadrado

diferencial- algébrico este dado por:

t—=y() (4-21)

Onde ele envolve a seguinte equacdo diferencial:

@(y,9, ..., y®), u=9(yy, ..., yF"D) (4-22)
x = f(x,u), y(t) = h(x,u,1,........,u%) (4-23)

Os parametros ¥ e @ sdo fungdes suaves e B ¢ um namero finito, chamado
planejamento de saida ou linearizacdo da saida, em linguagem de controle, a saida
planejada é o inverso da y(t) = h(x,u,1u,...,u®). Este planejamento é relacionado com o
estado de realimentacdo e linearizacdo do sistema, onde pode ser considerado dois
controles x = f1(x)ul + f2(x)u2, em geral, o problema da caracterizacdo do

planejamento esta totalmente aberta para sistemas com multiplas entradas, dim(u) > 1. A
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situacdo é de alguma forma compardvel com os sistemas integraveis Hamiltoniano, onde
ndo tem nenhum algoritmo para decidir se um dado Hamiltoniano H (g, p) produz um
sistema integravel, na realidade existem exemplos de interesse fisico de sistemas
integraveis, onde a solucdo tem forma geral em termos das condigdes iniciais, e sO estas
condicdes sdo avaliadas, o papel dos sistemas de planejamento dentro do conjunto menor
de sistemas diferenciais ordinarias € muito semelhante aos sistemas integraveis dentro do

conjunto de sistemas diferenciais ordinarios [16].

Alguns problemas importantes podem ser resolvidos com o controle por
planejamento, por exemplo, um carro ao longo de uma trajetdria prescrita ou controle de
um reator quimico operacional. Existem métodos de controle de movimento para a
resolucdo de problemas que muitas vezes dependem de modelos ndo lineares. Devido a
significativa mudanga do comportamento do sistema para movimentos grandes.

Os controladores de planejamento de trajetorias em malha aberta podem ser
facilmente projetados, isso significa que a propriedade de acompanhamento de todas as
trajetérias do sistema pode ser calculada partindo de fungdes de um ndmero finito de
derivadas temporais associadas numa trajetéria de saida planejada. A relacdo entre
este planejamento e o sistema de variaveis de saida, é que ndo envolve nenhuma integracao
e avaliacdo depende de apenas uma funcédo, o objetivo do planejamento em meios de
movimento como a saturacdo do atuador pode ser explicada tendo a saida planejada

expressada como um sistema em malha aberta. [17]

45 PLANEJAMENTO DE TRAJETORIAS.

Trabalhos recentes apresentdo o planejamento de movimento para controle de
fronteira infinitedimensional em sistemas de parametros distribuidos que séo sistemas de
dimensdo infinita [18]. O trabalho com o planejamento de trajetorias € muito interessante,
pois pode definir matematicamente a trajetoria de véo que vai ser aplicado no veiculo nao
tripulado, permitindo o controle da posicéo, da velocidade e da aceleracédo do veiculo.

O problema da execucdo de trajetorias é constituido pelo planejamento e o
rastreamento de trajetorias os quais sao estudados num contexto de sistemas lineares de
dimensdo finita e sdo representadas por equacdes diferencias tendo um namero finito de
entradas ou variaveis de controle [18]. Na préatica os sistemas sdo representados pelo
conhecimento da evolucdo de variaveis com relacdo ao tempo, e controle de variaveis que

depois sdo designadas como entradas dos sistemas [18], numerosas exemplos destes
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sistemas podem ser encontrados em sistemas mecanicos como motores de satélites,
aeronaves, carros, entre outros, em sistemas elétricos como circuitos eletrénicos para
entrada de corrente e voltagem, conversores eletromagnéticos, térmicos como trocadores
de calor, resistores, reatores quimicos, biotecnoldgicos e processos que tém componentes

quimicos entre outros exemplos [18].

O processo de construgdo e planejamento de trajetérias correspondente €
intuitivamente entendido como a preparacdo de um plano de v6o ou um plano de
movimento de antecedéncia. Mas se temos um sistema off-line, a constru¢do de caminho
esta relacionada com agéo de controle de caminho, os caminhos limitados pelas condigdes
iniciais e condigdes finais. A malha aberta é baseada no conhecimento do modelo do
sistema, no caso ideal que o sistema ndo tenha perturbacbes e ndo considerando as
possiveis medidas do sistema de estados, as trajetorias sdo chamadas de referéncia ou
trajetérias nominais e sdo relacionas com o controle de referéncia ou controle nominal.
Esta nogdo é natural do controle de sistemas mecanicos, aeronaves, motores, carros,

sistemas de posicionamento e alguns sistemas quimicos e bioldgicos. [18]

O rastreamento da trajetdria esta relacionado com uma lei de controle capaz de
seguir a trajetéria, mesmo, se alguns distdrbios desconhecidos forcarem o sistema a
desviar-se, para esse efeito, esta lei de controle deve levar informacGes adicionais, ou seja,
medicdes on-line, a observacdo para que o deslocamento sempre seja com referéncia a

trajetdria deduzida, na préatica a observacao é feita pela utilizacdo de sensores. [18]

A classe de controle que faz as observacdes do estado de sistemas geralmente é
chamada de controle de malha fechada ou controle de circuito fechado. Sem desvio (sem
disturbios), o controle coincide com o controle em malha aberta, mas assim quando um
desvio é detectado, a lei de controle de malha fechado deve assegurar a convergéncia do
sistema para sua trajetoria de referéncia e o tipo de convergéncia (local, global, polinomial,

exponencial, etc.) que pode ser garantida [18].

46 PLANEJAMENTO E ACOMPANHAMENTO DE TRAJETORIAS.

No controle por planejamento de trajetdrias, a realimentacdo é fundamental para

cancelar os efeitos de disturbios desconhecidos e fornecer acdes de compensacdo em
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tarefas de acompanhamento. Muitas vezes é impossivel estabilizar o sistema sem

realimentacdo, onde reside a principal importancia da malha fechada.

E importante saber que os controladores por planejamento e acompanhamento s&o
representados como mostra a equagéo (4-24):

u = feedforward + feedback (4-24)

Onde parte feedforward pretende fornecer os elementos para a realizagdo da
trajetoria e cancelar os efeitos de alteracbes conhecidos [18]. O controle feedforward tem
como objetivo especifico medir as perturbacdes mais significativas, e gerar uma agao
preventiva antes que as mudancas acontecam na variavel controlada [19]. Para conseguir
isto, a medicdo da perturbacdo se deve realimentar mediante um controlador chamado

feedforward , 0 qual compensa a acédo das perturbacdes sob a planta ou processo [19].

O controlador feedforward é projetado para compensar as caracteristicas da planta
que sdo descobertos durante a modelagem [20]. Quando o erro torna-se pequeno, O
modelagem termina e apenas uma pequena parte do erro € necessario para compensar as
incertezas que sdo imprevisiveis e aleatdrios [20], Uma conseqliéncia imediata da

utilizacdo do controlador feedforward € que acelera a resposta do sistema [20].

A parte feedback estabiliza a dinamica de erro de rastreamento compensa 0S erros
de modelagem e cancela as perturbagdes [21]. A vantagem principal de um controle
feedback, é que permite fazer a identificacdo exata da perturbacdo entrante ao sistema, o

qual é feito mediante a medicdo do erro, fornecendo tarefas de correcao [22].

A combinacédo dos dois controles feedforward e feedback, tem como vantagem que
os beneficios delas também ficam combinados, compensando assim cada uma das
fraquezas da outra técnica de controle, enquanto o controle feedforward trabalha com os
disturbios medidos, o controle feedback compensa imprecisdes no modelo do processo ou
disturbios ndo estimados. Para o processo de projeto e sintonizacdo dos controladores, é

separado as malhas do controle e € sintonizado cada um de maneira independente [19].
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4.7 DESCRICAO DO METODO.

O controle por planejamento de trajetoria € um método que hoje é utilizado para o
controle de sistemas autdnomos na industria, o desenvolvimento do método € baseado na
construcdo de uma trajetdria de modo que o sistema tenha que fazer o acompanhamento da
trajetoria planejada tendo em consideracdo um polinbmio de acompanhamento o qual
depende diretamente do sistema, seja 0 sistema descrito pela equagao (4-25):

Y(s)  numerador (4-25)
U(s) denominador

A trajetoria planejada para o sistema é representada pela equacéo (4-26.)

X(s) B 1 (4-26)
U(s) denominador

Onde a lei de controle depende diretamente do polindmio do denominador como
apresentada a equacao (4-26), depois € necessario comprovar a estabilidade do sistema

fazendo se for estavel, o controle do sistema provocando oscilacdes e instabilidade de v6o.

Para realizar o calculo do grau do polinémio correspondente a trajetoria planejada
precisa conhecer as condicdes iniciais onde a ordem do polinbmio correspondente sera

igual ao numero das condigdes iniciais menos um.
4.7.1 Exemplo de planejamento de trajetorias.
Seja o sistema em funcéo de transferéncia, representado pela equacao (4-27):

X(s) B s+ 2 (4-27)
U(s) s*+1.5s3+10s2 + 65+ 10

Deseja-se que o sistema estabilize num tempo de 5 segundos, onde as condicGes

iniciais sdo zero para fazer o seguimento da trajetoria.
Para o sistema anterior os polos correspondem a:
—0.4529 + 2.8363i —0.2971 + 1.0601i

—0.45291 — 2.8363i —0.2971 — 1.0601i
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Pode-se observar que os pélos do sistema sdo complexos conjugados, baseando-se no

método apresentado nesta secao a trajetoria planejada para o sistema é:

X(s) 1 (4-27)
U(s) s*+1.5s3+10s2+ 65+ 10

A lei de controle é:

U(s) = (s* + 1.5s3 + 10s? + 65 + 10)X(s) (4-28)

No dominio do tempo:

U(t) = X" + 15X + 10X + 6X + 10X (4-29)

Para o sistema anterior as condicdes iniciais sdo nulas e precisa-se que ele fique

estavel no valor de 5 segundos depois, entéo:
X(0) = 0;X(0) = 0; X(0) = 0; X(0) = 0; X(0)"” = 0;
X(5) =1X(5)=0; X(5) =0; X(5) = 0;X(5)" = 0;

O polinémio correspondente no sistema de acordo com as condigdes iniciais é:

X(t) =at? + bt +ct’ +dt® +et® + ft* + gt3 + ht* + it + (4-30)

Avaliando as condicdes iniciais nulas é obtido:

Entdo o polindmio fica:

X(t) = at® + bt® + ct” + dtb + et® (4-31)

Aplicando as condi¢des finais do sistema temos um sistema de cinco equacoes, e

fazendo a solucao do sistema os dados correspondentes as constantes sdo:

a=3584e—5 b =8,064e — 4
c=6912e -3 d=2,688e—2
e =4,032e—2
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Depois avaliando as derivadas como mostra a lei de controle na equacdo (4-29) a
qual depende do polindmio X mostrado na equacgdo (4-31), a nova lei de controle fica da
seguinte forma:

U(t) =3.58t° + 1t8 + 0.13t7 + 1.038t° + 4.78t°> + 11.59t* + 18.7t3 + 13.3t2
+ 4.84¢t

A saida do sistema é mostrada na figura 4.8, onde ela apresenta um polinémio P o
qual é estabilizado em 5 segundos como é planejada, a figura 4.8 B. mostra o
comportamento da lei de controle que realizard o seguimento da trajetéria, o seguinte
diagrama mostra 0 seguimento da trajetéria realizada e o sistema simulado em
SIMULINK.

1
] K Sedei0sBe10

r

From Transfer Fen
Workspace
[ Trajetdria de saida
ig]
- e Trajetdria planejada
Tom -
Wortspacet

Trajetoria de saida

Trajetdria planejada

C)
Figura 4.8: A) Diagrama feito em Simulink do sistema. B) Saida do sistema com

relacdo a lei de controle e o polindmio de entrada. C) Ampliacéo do sinal de saida.
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A figura 4.8 A. representa o sistema feito em Simulink onde se pode observar a
trajetoria planejada e a figura 4.8 B representam a saida do sistema, pode-se verificar que o
sistema esta fazendo o acompanhamento do polindmio X, e em 5 segundos ele estabiliza
no valor um (1), como foi pedido na realizagdo do exemplo, na figura 4.8 C mostra uma
ampliacdo da imagem de saida onde se pode perceber de melhor forma que efetivamente o
seguimento ¢é feito, assim satisfazendo as especificagdes definidas inicialmente.

A metodologia do trabalho para o célculo das trajetérias e o seguimento delas € muito
importante, pois o mesmo método foi utilizado no desenvolvimento das trajetérias
planejadas, primeiramente com um sistema massa-mola para que ficasse claro o método e
posteriormente a analise do sistema quadrimotor nos diferentes eixos, onde foram
realizados os célculos dos angulos de giro do helicoptero, chegando assim a fazer o
planejamento de trajetdrias em forma de espiral, que apresenta o modelo completo do

sistema para realizar as mudangas necessarias.

4.7.2 Controle linearizante de um sistema sinosoidal.
Seja o sistema mostrado na equacao (4-28)

X =-—senx +u (4-28)

Em espaco de estados tem- se:

x1=x (4-29)
x2 =x1=x% (4-30)
x2 =i (4-31)

Entdo o sistema em espaco de estados € dado pela equacéo (4-32) e (4-33)

x1 = x2 (4-32)
x2 = —senx1 +u (4-33)

Os pontos de equilibrio do sistema como sao:
x1=0;x2=0
Entdo a lei de controle que realiza a linearizacdo do sistema € representada pela

equacéo (4-34):
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u=senxl+v (4-34)
Onde

v=—klx1—k2x2 (4-35)
Agora fazendo a linearizacdo tangente para a parte ndo linear que é a funcédo
sinosoidal no ponto de equilibrio, como representa a equagao (4-36) e (4-37):

df (o 4-36
sinx=f(0)+&(x—0) (4-36)
dx

sinx =0+ cos(0)(x —0) =x (4-37)

Saida do sistema

—» ¥
To Worspace 1
\
U = £ |
Step2 lineanzada Scopell /
Tempo ‘

Figura 4.9. Representacao do sistema linearizado pelo método tangente

A figura 4.9 mostra o comportamento do sistema linearizado pelo método de
linearizacdo tangente, onde o sistema apresenta uma forma oscilatéria, o objetivo é projetar
um controle linearizante para um sistema néo linear, de maneira que saida do sistema possa

acompanhar entrada, o sistema é representado na figura 4.10 a qual foi feita em SIMULIK.

1
pr
Sistema linear

[ g Imum -

Entrada
| als Saida
— e siniulu Sis ndo linear

Controle

—

Figura 4.10. Representacéo do sistema néo linear
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A parte ndo linear do sistema e mostrada na figura 4.11:

Saida do sistema

e Saida do sistema n&o linear

[@]

E XY Graph

Integrator  Integrator?
Fen

oun A

Tempo
Figura 4.11: Parte néo linear do sistema

—— Sistema linearizado

Amplitude
/

Utilizando o grafico do sistema linearizado pelo método da tangente e fazendo a
superposicdo do grafico linearizado pelo método do controle, é obtida a saida do sistema
como representa a figura 4.11, onde o grafico vermelho corresponde a saida do sistema
completamente superposto sobre o sistema linearizado, entdo o controlador que faz a
linearizacdo do sistema funciona corretamente, ja que ele tem o mesmo comportamento, do
sistema linearizado pelo método da tangente.

4.7.3 Sistema linear massa- mola.

Considerando o sistema linear massa mola descrita pela equagdo (4-38) e
representado na figura 4.12:

k d2X KX (43
dt2  m m
m d2X  k(u—X) (4-39)
= dt2  m
u x=y|

Figura 4.12: Sistema massa mola.

Deseja-se que ele realize o seguimento da trajetdria descrita pela equacdo (4-40), a

qual corresponde a um polinbmio de quarta ordem como apresenta a equacao (4-40).

X(@t) =at*+bt3 +ct’+dt+e (4-40)
Onde as condicdes iniciais sdo representadas pela equacédo (4-41):
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(4-41)

d?X () o dXx(ty)
atz2 7 dt
A equacdo (4-41) representa as condic@es iniciais do sistema, dada que o sistema é

=0; X(tr) = v

de segunda ordem, duas de suas condic¢des iniciais sdo zero para que 0 Sistema seja
estabilizado na posicdo desejada, avaliando as condicgdes iniciais tem-se as equacdes (4-
42), (4-43) e (4-44):

X(0)=0entioe=0

dXx(0) .
———=0entaod=0
dt
X(tf) = 'Uf: 'Uf = atf4 + btf3 + 2th2 (4'42)
dX(tf) (4-43)
— =0 0= 4ate’ + 3bte? + 2cty
d2X(t;) (4-44)

. — 2
T2 =0 0=12at” + 6bty +2c

Fazendo as contas por meio da manipulacdo das equacdes (4-42), (4-43) e (4-43) é

possivel calcular os valores de a, b, c:

-3b —8v —3tsb
b= L=

a

" 8¢ e 4

Para ty = 5s, as constantes do polindmio séo:
b= —0.064v¢; a = 0.0048vy ¢ = 0.24vf
Substituido os parametros na equacéo (4-40), tem-se a equacao (4-45):

X() = 0.00481th4 — 0.064vft3 + 0.24vft2 (4-45)

Fazendo a segunda derivada da equacao (4-45), tem-se o polinémio da equacédo (4-46):

X(t) = 0.0572vpt? — 0.384v,t + 0.48v; (4-46)
A lei de controle é mostrada na equacéo (4-47):
mX (4-47)

=—+4X
u k+

Substituindo os dados da aceleracdo na lei de controle é obtida a equacdo (4-47),
para efeitos de simulacdo os valores de m y k foram assumidos com valor unitario e os
resultados sdo mostrados na figura 4.13.
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u = 0.0048v5t* — 0.064v,t3 + 0.2976v,t* — 0.384vyt + 0.48v; (4-48)

p— Pnlhmluplmejndn‘

Lei de contrale

Figura 4.13: Resposta da lei de controle e fungdo de entrada.

Para efeitos de analises a representacdo em diagrama de blocos é feita em Simulink,
como mostra a seguinte figura:

From
Workspace s
L L ¥
To Worspace
—
Secoped
1
=+
Transfer Fon
From
Worspace1

Figura 4.14. Diagrama de Simulink para a simulacéo.

A figura 4.14 mostra um bloco U2, que e a lei de controle, a qual é a entrada da

funcdo de transferéncia que descreve o sistema massa mola, ela foi calculada partindo da
equacdo (4-49):

d’Xx kX _ku (4-49)
dt2 " m m
Fazendo a transformada de Laplace do sistema massa mola é obtido:

2x(s) + X6) kl;(ls) X(s) L
U(S) B SZ + ﬁ
m

Para k=1 e m=1 a funcdo de transferéncia fica como apresenta a equacao (4-50):
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X(s) 1 (4-50)
U(s) s2+1

Agora tendo a funcdo que descreve o sistema e as entradas, os resultados da

simulacdo sdo mostrados na seguinte figura 4.15:

L

s Sistema sem controle

. S@idla do sistema

= Lei de controle

Figura 4.15: Aplicacéo da lei de controle.

Pode-se verificar que o controle atua realmente sobre a trajetoria como € mostrado
na figura 4.15 onde é observado que efetivamente é feito o seguimento da trajetéria
planejada, adicionalmente € mostrado que o tempo de estabilizacédo € de 5 segundos. Como
foi calculada inicialmente, a figura 4.15, tem um grafico azul a qual mostra o sistema

oscilatorio no tempo, frente a uma entrada degrau, correspondente ao sistema sem controle.

4.7.4 Acompanhamento de trajetéria (modelagem eixo z).

Tendo a funcdo da trajetdria planejada do sistema massa mola como referéncia,
para fazer o acompanhamento da funcdo que modela o eixo Z, o processo € igual ao
sistema anterior, mas agora vai ser obrigada a seguir a trajetdria planejada como no sistema
anterior, seja o polinbmio planejado descrito pela equacdo (4-45) e (4-46) do sistema
massa-mola, mas agora com relacdo ao eixo Z, realizando a modelagem do eixo Z como

mostra a equacdo (4-51)

Z(t)m = Ly(cosfcosg) —mg (4-51)

O procedimento da linearizacdo para o sistema representado na equacao (4-51), foi

apresentado no capitulo 3.4, nas equacbes (3.20) até (3.24), onde o sistema ficou
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representado como apresentou a equacao (3-24), e o sistema no dominio de Laplace foi
apresentado na equacdo (3-25), onde a representacdo em fungdo da trajetoria planejada é

representada na figura 4.16

]
4 Scope
o M 3
Fram
W Transfes Fen1 y
To Wodspace1

g2

From
Workipace

Figura 4.16: Sistema em malha aberta da forca no eixo Z, com angulos nulos.

A figura 4.16 mostra um sistema em malha aberta, onde g1 tem os dados da lei de
controle, e g2 tem os dados de Z, o bloco da funcéo de transferéncia 1, descreve a dinamica
do sistema, apresentada na equacao (3-25) do capitulo 3. A figura 4.17 apresenta a saida do

sistema.

— . Sistema

= Trajetoria planejada

=== Segunda derivada

Figura 4.17: Resposta do sistema, acompanhamento da trajetdria planejada no eixo Z,

com angulos nulos.

Onde analisando a figura 4.17 € possivel observar que o sistema (grafico da cor
azul) e o grafico da cor vermelha estad realizando o acompanhamento da trajetoria
planejada. O grafico da cor verde é a representacdo da segunda derivada da fungdo com

relacdo ao eixo Z, onde é observado que s&o obtidos os dados esperados da simulacéo e
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que o sistema em malha aberta com as condigdes iniciais para os angulos acompanha
trajetoria desejada, fazendo a representacdo do movimento do quadrimotor em uma direcao

fixa, onde ele estabiliza no tempo escolhido.

4.7.5 Planejamento de trajetdrias para um sistema em malha fechada.

Fazendo as analises do sistema em malha fechada, frente a uma perturbacdo ruidosa
com distribuicdo Gaussina como apresenta a figura 4.18, em funcdo do controle PID
sintonizado pelo método de Ziegler - Nichols, o qual for apresentado no capitulo 4.2, tem-

S€: P

u

: a sys +)—
Controle HCiﬁ_R

C

Figura 4.18. Representacdo do sistema de controle com perturbacéo e ruido.

Para a figura 4.18, a descricdo matematica da funcdo de transferéncia é mostrada na

equacéo (4-52):
Y=P+aD
a=—-Y+R)C+U

Y=P-D(Y+R)C+DU

y__ P _CDR DU (4-52)
1+¢CD 1+CD 1+CD
Onde:
U é a entrada planejada D é o sistema
P ¢ a perturbacéo C é o controle
Y’ saida planejada. R é o erro.

A representacdo da saida em funcdo do ruido € apresentada na equacéo (4-53):
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Y  CD (4-53)
R 1+CD

Onde, D é descricdo matematica do quadrimotor e C é o controle PID definido
neste capitulo. Dando continuidade ao trabalho é mostrada o seguinte grafico que
representa a funcéo de transferéncia e a saida respectiva frente a uma entrada planejada

feita anteriormente a qual foi mostrada no capitulo quatro.

T
.

S TangherFen2

L
K]

Transfer Fent

5240 540,079
0001245

L 4

-

Scope

Transfer Fen
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|

Unifarm Random é ;'f
N

i

[ Saida do sistema

From
Workspace2 J
iy | Perturbacéo
From " ‘ Polinomio planejado ||
Workspace1 ) :
: : Ruido do sistema
92 i i Il
| § W [ £ 5
Tempo

A)
Figura 4.19. A) Diagrama de blocos do sistema. B) Saida do sistema em presenca de ruido

e perturbacao.

A figura 4.19 A, mostra o sistema geral feito para a simulacdo, onde gl é a entrada
planejada, g2 € a saida planejada, e o ruido aleatorio e uma perturbacdo, para este caso

particular foi trabalhado um filtro de banda passante de frequéncia m, a figura 4.19 B
mostra a saida do sistema onde a cor azul clara mostra o ruido que foi inserido no sistema,
a linha de cor vermelho mostra a entrada do filtro de frequéncia passante «, a cor verde ¢ a

saida planejada, e a cor azul é a saida geral do sistema.
Pode-se analisar que o sistema em malha fechada apresenta um zero instavel o qual

é produzido pela insercdo do filtro, e € mostrado na figura com o acompanhamento que
esta fazendo a saida até a frequéncia passante © da perturbagdo, pode-se analisar na figura
4.19 que o sistema faz o acompanhamento da entrada planejada ainda quando ele tem
perturbacdes ou ruido ou os dois a0 mesmo tempo, o qual mostra que o controle PID esta

fazendo o trabalho de acompanhamento de trajetoria desejada.
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5.  ANALISE MATEMATICO DA ESPERIAL

Para o desenvolvimento do projeto é de interesse conhecer a descricdo matematica
da uma trajetéria em forma de espiral, como método de verificagdo do controle projetado,
dado que existem diferentes equacfes matematicas que faz a descricdo das diferentes
formas de espiral, para o caso particular foi trabalhado a espiral de Arquimedes em
coordenadas cilindricas, com objetivo de obter uma descricdo matematica da trajetdria nos
diferentes eixos, que permitam a realizagdo dos testes de verificagdo que serdo
apresentados posteriormente, a espiral de Arquimedes em coordenadas cilindricas é

representadas pelas equacdes (5-1) a (5- 3);

X = btcos(t) (5-1)
Y = btsin(t) (5-2)
Z=ct (5-3)

Onde b e ¢ sdo constantes que alteram a amplitude e a inclinacdo da espiral, e t é
uma variacdo angular, para efeitos de simulacdo o valor das constantes foram considerados
0,1, a figura 5.1 mostra trajetoria espiral trabalhada:

A) B)

Figura 5.1: Diagrama da posicdo. A)No plano XY B) No espago XYZ

A figura 5.2 A mostra a mudanca da trajetéria no plano XY tendo uma variagao
numa faixa (-1.5 e 1.5) e a figura 5.2 B mostra a espiral no eixo Z com incrementos de 0 a

1.5, representado assim a posi¢do da trajetoria, dado que a espiral tem componentes nos
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trés eixos é fundamental conhecer o comportamento da velocidade e da aceleracdo, as

quais sdo apresentadas na figura 5.2.

X = b(cos(t) — tsin(t)) X = b(2sin(t) + tcos(t))
Y = b(sin(t) + tcos(t)) Y = b(2cos(t) — tsin(t))
Z=c Z=0

A) B)

Figura 5.2: Velocidade e aceleracao no espaco da espiral.

A figura 5.2 A mostra a mudanca da velocidade no plano XY numa faixa de dados
entre (-1 e 1), com relacdo ao eixo Z, pode-se observar que o valor é fixado numa
constante ¢ = 0.1, na figura 5.2B representa as equacdes de aceleracdo da espiral,
mostrando uma mudanca de dados em uma faixa entre (1.7 e 1.7) para o plano XY, sendo o

valor do eixo Z fixo em zero, como mostra equacdo da aceleracdo para a espiral.

Os dados de posicdo, velocidade e aceleracdo sdo importantes para 0 movimento do
quadrimotor, porque eles mostram o comportamento ideal da trajetdria planejada que o
veiculo vai acompanhar, o qual sera verificado mediante a realizacdo de alguns testes que
incluem trajetorias tipo espiral,0 propdsito principal é projetar as trajetorias e obter uma
serie de dados que fazem a representacdo do movimento, 0s quais serdo manipulados no

software SIMULINK e MATLAB para a proje¢do do controle do veiculo.

Dado que o sistema é instavel em malha aberta como foi apresentado no item 3.4 na
figura 3.2, e baseados no sistema de forgas que representa o quadrimotor apresentado no

capitulo 2, mediante a equacdo (2-14), foram projetadas leis de controle para cada um dos
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eixos como mostram as equacgdes (5-4) a ( 5-6), de maneira que estas leis de controle

possam cancelar as ndo linearidades do sistema como foi apresentado no capitulo 3.3:

Ux = mX /4K (cosysinfcosep + sinpsing) (5-4)
Uy = mY /4K (simpsinfcos¢p — cosysing) (5-5)
U’z = mZ /4K (cosOcose) (5-6)

A equacdo (2-14) representa a dindmica do sistema em funcdo das forgas, onde é
possivel fazer uma representacao do sistema em funcdo da forca de sustentacdo e o peso de
veiculo, fazendo assim anéalise para cada um dos eixos, com a finalidade de analisar o

comportamento dos angulos em relagéo as coordenadas do sistema, obtendo trés analises:

o Andlise matematica para a espiral no eixo X
o Analise matematica para a espiral no eixo Y
o Analise matematica para a espiral no eixo Z

5.1 ANALISE MATEMATICA PARA A ESPIRAL NO EIXO X

Seja o sistema de forcas no eixo X representado pela equacao (5-7) a (5-9):

mg = F.tan(¢) (5-7)
mg = mXtan(¢) (5-8)
tan(p) = mg/mX (5-9)

A trajetoria da espiral é dada pela equacao (5-10):
r = btcos(t), btsin(t), ct (5-10)

Como as trés componentes no eixo X,Y e Z tem segundas derivadas mostradas na
figura 5.2 . Entdo fazendo a substituicdo correspondente no eixo X o angulo €é representado

pela figura (5-12):

_ g (5-11)
tand = p s + teos(®)
¢ = arctan(g/(b(2sin(t) + tcos(t)))) (5-12)

Derivando a equacao (5-12), é obtida a equacdo (5-13), a qual € mostrada na figura
5.3
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¢ = (gb(tsin(t) — 2cos(t)))/(b*(sin(t) + tcos(t))2 + g% (5-13)

A) B)

Figura 5.3. A) Representacdo do angulo com relacdo do tempo, B) Representacao
da velocidade angular em relagéo ao tempo.

A figura 5.3A mostra 0 comportamento do angulo pitch (arfagem), e a figura 5.3B
representa a derivada da equacéo (5-12), representado a velocidade angular em fungédo do

eixo X.

5.2 ANALISE MATEMATICA PARA A ESPIRAL NO EIXO Y

Seja o sistema de forcas no eixo Y representado pela equacdo (5-14), da mesma

forma analisada para o eixo X, é feito o analise para o eixo Y para obter a equacao (5-16):

tan(0) = @ (5-14)
mY
_ g (5-15)
tand = 3cos(t) — tsin(o)
0 = arctan(g/(b(2cos(t) — tsin(t)))) (5-16)

A derivada da funcdo é definida como mostra a equacdo (5-28) e representada na

figura 5.4:

8 = (gb(2sin(t) — tcos(t)))/(b*(2cos(t) — tsin(t))2 + g% (5-17)
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A) B)

Figura 5.4. A) Representacdo do angulo com relacdo do tempo, B) Representagdo

da velocidade angular em relagdo ao tempo.

A figura 5.4 mostra o comportamento do angulo e a velocidade angular em funcao
do eixo Y para o angulo Roll (8) (rolagem), o movimento no eixo Y é oposto ao
movimento no eixo X, agora como € conhecido o comportamento das velocidades
angulares nos eixos X e Y, 0s quais sdo mostrados nas figuras 5.3 e 5.4, a figura 5.5 mostra

0 comportamento dos eixos (X-Y) em funcdo da mudanca das velocidades.

Figura 5.5: Relacéo das velocidades angulares nos eixos X e Y.

5.3.ANALISE MATEMATICA PARA A ESPIRAL NO EIXO Z.

Realizando o analises para o eixo Z, como a segunda derivada em relagéo no eixo Z
é igual zero, o angulo vai tender para 90° que é uma assintota da funcéo tangente, sendo

assim de valor constante, como a velocidade angular é zero, é necessario fazer as analises
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da velocidade linear, como a velocidade muda & medida que o tempo evolui, por tanto a
espiral cresce, alem disso, a analise € a mesma feita antes para encontrar os angulos nos
diferentes eixos, como a trajetéria que faz a descricdo do movimento foi apresentada na

equacéo (5-10).

O movimento que mostra a velocidade no espaco é representado como mostra a

figura 5.6:

VIl = /X2 + 12 (5-18)

X Y (5-19)
Y = arcotan(})

Figura 5.6: Representacao da velocidade linear em funcéo do plano XY.

Na figura 5.6 pode-se observar a velocidade linear com relagdo no plano XY, a qual
é representada pela equacdo (5-18) e 0 angulo feito com relagcdo aos eixos na equacéo (5-
19), entdo a velocidade linear é definida como apresenta equagdo (5-21), e o valor do

angulo é representado pela equacéo (5-24).

VIl = /(btcos(£))? + (btsin(t))?  (5-20) ¥ = arcotan <btsin(t)> (5-22)
btcos(t)

IVl = bt (5-21) Y = arcotan(tanift)) (5-23)

V=t (5-24)

Pode-se observar na equacdo (5-24), que o valor do angulo corresponde a reta
dependente do tempo, a qual esta limitada pelas condi¢des iniciais, e a velocidade angular

é determinada pela derivada da reta, a qual corresponde um valor constante.
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6. ANALISE ESTOCASTICO DO SISTEMA.

Nos capitulos anteriores o trabalho foi baseado na modelagem do sistema
quadrimotor, na construcdo das trajetorias planejadas, na identificacdo das técnicas de
controle que se pode aplicar ao sistema para sua manipulacdo e a definicdo do sistema de

controle em malha aberta do quadrimotor.

Nesta secdo, sera estudado um modelo que representa o sistema de forma geral,
enfocando a analise de um ponto de vista estatistico, iniciando com a analise dos
parametros do controlador PID e sua influencia no céalculo da variancia do sistema,
seguidamente é projetado um controle com pdélos iguais o qual é utilizado para a
verificagdo do sistema, E controlado as velocidades de entrada ao quadrimotor,
posteriormente € analisado o comportamento do parametro derivativo variavel no sistema,
o valor esperado da fungéo erro € analisada para o calcula da variancia e finalmente é
apresentado um modelo em malha fechada para a verificacdo dos parametros do
controlador projetado. A figura 6.1 apresenta a primeira aproximacéo do sistema em malha
aberta que descreve a dindmica do quadrimotor.

x2 In1
P 1020ut1
I3 —™ Y

teta  EboX Subsystem! To Workspace
Int xH

,—b In2 Y b— nl Scopel
- In2Outi L
phi

Ind

gamma  EwoZ Subsystem |‘ In3 z
2
—‘ I
Lal

v vy

In1

gamma
Sistena forca Angulos Medelo do sistema

F2=(Ltmjang

In20ut!

In3
’-:ubsystemz

Figura 6.1. Representacao general do sistema quadrimotor

A figura 6.1 mostra um bloco correspondente ao sistema geral de angulos de Euler
que fazem a descricdo da rotacdo em cada eixo. Para realizar as provas do sistema foi
implementada uma trajetéria em espiral como foi falado no capitulo 5 em relacédo a cada
um dos eixos. A figura 6.1 mostra os subsistemas g7, g8 y g9, que correspondem as

entradas planejadas do sistema, o ultimo bloco corresponde & descricdo da planta
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apresentada no capitulo dois, onde a saida é independente para um dos eixos, esta saida é

representada pela figura 6.2:

Saida

S /

e Saida do eixo X

Posi¢#o eixo Y

Saida do eixo Y

-
=

— Saida do eixo Z T~

T I T
1 7 B

<

Posigdo eixo X

Figura 6.2: A) saida correspondente nos eixo X e Y. B) Saida combinada do

sistema

A figura 6.2 A. mostra a saida correspondente para cada um dos eixos, X (verde),

Y (azul) e Z (azul claro), onde relacionando os eixos X e Y é obtida a figura 6.2 B, assim

realizando as mudancas no sistema geral baseados nos requerimentos do sistema,

0]

quadrimotor tém um programa de aquisicdo de dados que requer como entrada trés

velocidades nos eixos X,Y, Z e rotacdo no eixo Z, para obter na saida duas velocidades nos

eixos X e Y, a altitude e trés angulos, a figura 6.3 mostra o sistema com as mudancas

feitas.
To Workspace2
x2 In1
PIn2 To Workspace?
Veloddade X
theta
2 In1
[ 2 | e
In2
hi phi e N - Scope2
“ controleY  Velocidade
=
pamma B0 2 Ot intount
gamma P In2
P saida
Sistema angulos controle Z "
junciones Velocidade Z To W cod
-
saidad
Rotaciol

Rotacio

To Workspace5

Figura 6.3: Sistema general do quadrimotor modificado

A figura 6.1 apresentou um sistema onde as saidas sdo posicGes da trajetoria

espiral, dado que se precisam velocidades, sdo adicionados blocos que fazem a conversao

da posicdo em velocidade para cada um dos eixos como é mostrado na figura 6.3. O
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controle envolvido no sistema para manipulacdo das posicdes e das velocidades é um
controle PD de polos iguais similar ao projetado no capitulo 4, como serd falado
posteriormente.

Adicionalmente a figura 6.3 relaciona as entradas requeridas do quadrimotor, com

as saidas requeridas pelo sistema, onde a rotacao € obtida da seguinte forma:
VI =bt; V=owr
A velocidade angular no eixo Z é representada pela equacéo (6-1):

bt 6-1
bt _ (6-2)
T
Para efeitos de simulacdo a constante b foi assumido com valor unitério, entdo o
valor da velocidade angular no eixo Z tem o mesmo valor numérico que o tempo. A figura

6.4 mostra a saida do sistema:

/

e

e Saida recuperada para o eixo X

s Saida recuperada para o eixo Y

T

= Saida para o eixo X

e Saida para o eixo Y

o| == Saida para o eixe Z

rotagdo do sistema

C)

Figura 6.4. A) Resposta do sistema experimental, B) resposta de saida do eixo X e
Y. C) Saida do sistema
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A figura 6.4A mostra a saida do sistema, onde sdo recuperados os dados de
velocidade nos trés eixos para ser testados mediante um tempo de amostragem de 0.003s.
Na figura 6.4 C, mostra a saida do sistema a qual é idéntica a saida recuperada mostrada na
figura 6.4 A. Adicionalmente sdo percebiveis trés cores, a figura da cor verde corresponde
ao eixo X, a figura da cor azul corresponde ao eixo Y e a figura da cor vermelha
corresponde ao eixo Z, a rotacdo do sistema € mostrada na figura da cor azul claro, além de

isso a saida combinada do sistema é em forma de espiral como mostra a figura 6.4 B.

Tendo o sistema pronto para ser trabalhado, os dados serdo enviados no programa
do quadrimotor onde vao ser testadas as trajetOrias geradas, e as saidas medidas vao ser

trés velocidades as quais serdo analisados para a concluséo do trabalho.

6.1 VARIANCIAS NA SAIDA DO SISTEMA PARA O CONTROLE PID.

O objetivo nesta secdo € fazer a analise da variancia do sistema em funcdo do
controlador, dado que o proposito fundamental é a construcdo de um controlador a partir
da estatistica do sistema, a figura 4.4 mostra o modelo trabalhado para fazer as analises. O
sistema analisado € um sistema de velocidade o qual € mostrado na figura 6.5. Inicialmente
a analises ¢ feita mediante a projecao do controle PID, com a finalidade de identificar quais
parametros do controlador séo significativos no calculo da variancia em presenca de uma

perturbacdo de ruido Gaussiano.

€
% s

W=

Controle

C

N

Figura 6.5. Sistema de controle para velocidade

A relacdo que descreve matematicamente o sistema anterior € mostrada a seguir:

Y'=exD Y=(X=Cx(Y+R=Ype)))*D

52



€=X—C*(Y+R—Yps) Y(1+CD)=DX—CDR+CDYp)

y = D ¥ CD R+ CD Y, (6-2)

(1+cD)” (@A+cD)" ' (1+cD) R

Como:
Yrer = XD*

Onde:
Yres Saida de referéncia. R Ruido Gaussiano.
X Entrada do sistema. C Controlador
Y Saida do sistema. D Sistema.

Entdo o sistema fica como mostra a equacao (6-3).

_(1+4CDY) X CD < (6-3)
~(1+cb) " (1+cD)

Como :
D*=D
Entdo o sistema geral é representado pela equacéo (6-4).

D (6-4)

Y=DX—-——"—=—<R
(1+¢CD)

Da equacdo anterior, pode-se observar que a resposta do sistema esta em funcao da
entrada planejada e o ruido, onde o sistema com relacdo ao ruido tem ganho unitario, para

a analise da variancia é considerado a presenca do ruido como mostra a equacao (6-5).

Y cD (6-5)

R~ (1+CD)
Como

_ Kds® + Kps + ki (6-6)
 s(Bs+ 1)

u |k
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Para f§ « 1 , onde B ¢é o valor do filtro da primeira ordem e substituindo os
parametros do controlador e a planta, o sistema no dominio de Laplace é representado pela

equacéo (6-7)

Y Kds? + Kps + ki (6-7)

R~ s2(Kd+1)+ Kps +Ki

Dividindo a equacéo (6-7) por ;ﬂ) é obtido o sistema da equacao (6-8):

(Kd
Kd Kp ki (6-8)
Y ®d+D® T&ad+D T ®a+D
R 5 Kp Ki
St a+ D T Kd+ D
Onde
Kp Ki Kd
a=—- h=—— c=——
(Kd +1) (Kd +1) (Kd+1)

Entdo o sistema em funcéo das constantes a,b e ¢ € representado pela equacao (6-
9):

Y cs’+as+b (6-9)

R~ s+ as+b

Relacionando a equacdo anterior com o modelo discretizado, mediante

transformada delta, a qual apresenta as seguintes caracteristicas:

o Minimizar os erros causados por truncamento e arredondamento

numérico, tipicos de processadores de ponto [23].

o Aproximar 0 modelo matematico de um sistema discreto a de um

sistema continuo [23].

o Apresentar pequenos erros de discretizacdo quando a frequéncia de

amostragem é muito maior que a frequéncia de operacdo do sistema [23].

A Transformada delta esta definida como mostra a equacéo (6-10) [23]:
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k+1)T - f(KT -1 6-10
s ry < LEF DT Zf(KD) _ 2 (6-10)
T T
Onde:
T E o tempo de amostragem, ent&o o estado anterior é definido como:

fKT) = flk = DT —  1—7"1 (6-11)

fKT) = T T

Entdo o valor do pardmetro no dominio de Laplaces, no estado anterior é:

z—1
zT

S =

Agora substituindo o valor de s na fungdo de transferéncia tem-se a equacéo (6-12):

z—1
c( zT

Eb7 4 a(

Z

z
zT

)2 +a(

Y—
R Lt

O sistema pode-se escrever como mostra a equagéo (6-13):

Y z3(Tc + aT? + bT3) — z2(2Tc + aT?) + Tcz (6-13)

R~ z3(T+aT?+bT3) — 22(2T + aT?) + Tz

As novas constantes em funcéo dos parametros do controlador sao:

d=(Tctar? +b7%) = 4 TKp | _T°Ki
—Mera TKd+1D  Kd+D  (Kd+1
e = (2Tc+aT?) = #(TKd + T?Kp)
(Kd +1)
2
= 2 3 = ——— ]
f=(T+aT*+bT>) T+(Kd+1)(Kp+TK1)
ZKp
= 2) = -—
g = QT+ aT*) 2T+(Kd+1)

Simplificando o sistema mediante a substituicdo dos parametros anteriores tem-se:

dZ? —eZ + cT (6-14)
f77— gZ+T

Y
R
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A equacdo (6-14) apresenta um polindmio discreto de segunda ordem no
denominador, onde a solugdo dele é baseada no desenvolvimento matemético de um
sistema semelhante como € apresentado no apéndice 1, a solucdo obtida para dito sistema
é apresentado nas equagoes (6-15) e (6-16):

Yz(n)_< k )( 1 ) (6-15)

x(n) \z+a/\z+a
Onde:
a E uma variavél relacionada com o pélo do sistema.
a E uma variavél relacionada com o pélo do sistema.
k E uma constante do sistema.
y,(n) Saida do sistema de segunda ordem.
x(n) Entrada do sistema.

A solucdo pode-se escrever como mostra a equacao (6-16):

( k )( 1 )_kz;?‘;oz}zoaf alNDx(n—2-1) (6-16)
z+a)\z+a) x(n)
Com:

a=-a

a=-a

Entdo o sistema mostrado na equacao (6-14), considerando as equaces (6-15) e (6-

16), pode ser representado pela equacéo (6-17):

L S RN S
R ZZ—%Z+§ B 22—%Z+§ 22—%Z+IZ¢ 22—]—,Z+]Zr (6-17)
O qual pode-se escrever como mostra a equacéo (6-18):
d e cr
gz_ZZ Zia (Z-Il—d>+Z Zia (Z-Il—d>_ Zia (z-ll—c_z) (6-18)

Analogamente para o sistema feito no apendice 1, o sistema da equacédo (6-18) tem

a mesma forma que o sistema mostrada a equacgdo (6-16), entdo a solucéo pode ser
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representada mediante a multiplicacdo da resposta geral pelos fatores de avango, obtendo-

se assim a seguinte resposta:

ST PR 02 R
z+a [\z+a) ™ x(n)
]i " %zygozjzo &/ alDx(n—1-1i)
z+a (z + c‘z) B x(n)
T\, 1 Ry By @ a0 Dx(n =2 -1)
| z+a (z+a>=_ x(n)

Para o sistema trabalhado, o valor de x(n) = R(n), substituindo os termos tem-se:

y,(n) %Z‘;‘;O io@ alx(n— i) %2;;02;:0 & alDx(n—1-1)
R~ R(n) ¥ R(n)
Cf—TZ?O:o Yio@ aDx(n—2—1i) (6-19)

R(n)

A equacdo (6-19), mostra no sistema o termo de R(n), o qual é cancelado,
dependendo assim somente do estado anterior da entrada X como mostra a equacdo (6-
20).

: 6-20
—Cf—TZZ&f alDx(n—2-1) (6-20)

Ny -
(g) alx(n—2—1) (6-20)
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Como a equacdo (6-21), depende de somatorios, € preciso conhecer algumas
propriedades fundamentais que possam ajudar a reescrever a equacdo anterior de forma

reduzida, ditas propriedades séo as seguintes:

i it 6-22
2(1)1':11‘_1[1 (©22
=0

G (6-23)

St

j=0

Aplicando as propriedades anteriores aos somatdrios da equacédo (6-21) tem-se:
i+1

N 1—<£> M
Z ay __\IJ __ i (6-24)
a

-

Onde
. ; jit1 — l'—i+1
[ee] 14 2 [ee] [ee] .. L, [o/e] .

l - . —lll B ll+1 _ ll+1 3 bt
220 i e
i=0 j=0 i=0 L i=0 i=0

l
Entdo
pi = ji+1 _ [i+1 (6-26)

Substituindo no sistema a equacao (6-21) tem-se a equacao (6-28):
1 S i . - l . c l .
y,(n) = —(a _a)f<—d;b x(n—1i)+ e;b x(n—1-1) —cT;b x(n—2— l)) (6-27)
y,(n) = ; —dx(n) + x(n—1)(=bd+e) +e i(—dbi +eb™1 — chiT)x(n — i)
@-af £,
(6-28)

Pode-se observar na equacéo (6-28) que o sistema depende de uma série de termos
que estdo somados, por tanto € importante ter a sequéncia deles, para tal caso e feito o
proceso mostrado no apendice 1, onde a sequéncia para cada estado até o sexto termo €

mostrado a seguir:
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x(n) = —d
x(n—1) = —db + eb”
x(n—2) = —db? + eb — cT=b°(—db? + eb — cT)
x(n—3) = —db3 + eb? — cTb=b'(—db? + eb — cT)
x(n —4) = —db* + eb® — cTh? = b?(—db? + eb — cT)
X(n—5) =—db> + eb* — cTh?® = b3(—db? + eb — cT)
x(n—6) = —db® + eb® — cTbh*=b*(—db? + eb — cT)

Entdo relacionando os termos anteriores, com o objetivo de representa-los em
forma de série, pode-se analisar de forma recursiva a saida do sistema é representado
mediante o estado atual e anterior da entrada, assim o sistema de forma geral pode ser

representado como mostra a equagao (6-29) :

1

yo(n) = m

(=db% + eb —cT) z bix(n —2—i)+ (=db + e)x(n — 1) — dx(n)
i=0

(6-29)

A equacdo (6-29) tem uma caracteristica importante, que o estado da saida somente
depende do estado da entrada, ndo dos estados passados da propia saida, esta propriedade é
conhecida como Markoviana [24], na composi¢do da equacdo anterior pode-se analisar
como uma distribuicdo de cadeia Markoviana, onde uma cadeia € um processo estocastico
no qual o tempo é movimentado em forma discreta, e a variavel aleatdria s6 toma valores

discretos no espaco de estados e obedecendo as propriedades Markovianas [24].

E dito que um processo cumpre com a propriedade de Markov quando a historia
passada do processo pode-se resumir na posicdo atual que estd ocupando o processo, para
fazer o célculo de probabilidade para mudar ao outro estado, ou em outras palavras 0s
estados passados de um processo ndo influenciam o estados atuais, entdo, o valor atual do
processo, € a Unica informacdo necessaria para fazer a melhor estimacdo do valor
futuro[24]. Se um processo satisfaz tal regra e € movimentado de forma discreta no tempo
é chamado de cadeia de Markov (CM). Formalmente um processo estocastico em tempo
discreto é representado como X,, = 0 [25], onde a cadeia de Markov fica definida como

mostra equacao (6-30) [25]:
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P(Xn = xnlxo = xo,Xl = X1, ---Xn—l = xn—l) = P(Xn = Xn |Xn—1 = xn—l) (6_30)
Outra forma de escrever a propriedade de transicdo € da forma seguinte:
Pr(Xn = len—l = l) = Dpij (Tl) (6'31)

Uma propriedade muito importante que pode ter uma cadeia é que os valores de
p; (n), ndo dependem do valor de n, o que significa que a probabilidade de mudar de
estado é a mesma em qualquer instante, o qual € conhecido como propriedades de transicao
estacionarias. Um processo estocastico cujas caracteristicas estatisticas ndo variam com o
tempo, é dito como um processo estocastico estacionario. Mas se suas caracteristicas
mudam com o tempo diz-se que ndo é estacionario [26]. Um processo estacionario pode—se
classificar em estritamente estacionario e estacionario em sentido lato (ou estacionario de

segunda ordem) [26].

6.1.1. Estritamente estacionario.

Quando suas estatisticas ndo sdo afetadas por variagdes devido a escolha da origem
dos tempos, ou seja, quando as séries x;, e x,,1, estdo distribuidas identicamente, qualquer
que seja k, entdo a funcdo densidade de probabilidade de um processo estritamente
estacionario deve ser tal que permaneca idéntica quando se varia a origem dos tempos [26],

ou seja:
F(xl,xz,...,xt;tl,tz,...,tt;) = F(xl,xZ,...,xt; t1+k,t2+k,...,tt+k;) (6-32)

Para quaisquer t; t, t; €T ek.

6.1.2 Estacionaria em sentido lato (ou estacionario de segunda ordem).

Quando a sua funcdo valor médio é constante e sua funcdo de covariancia depende
somente da diferenca, em valor absoluto, de t;— ¢;, um processo € estacionario em sentido
lato se suas condicdes envolvem somente momentos de primeira e segunda ordem. Mas se
0 processo for gaussiano e estacionario em sentido lato, ele sera estritamente estacionario,
devido ao fato de a distribuicdo normal é determinada unicamente em termos do primeiro e

do segundo momento [26].

Sendo o processo estacionario Gaussiano suas condicdes estatisticas sao:
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cov(t, t +j) = cov(s,s +j)

A importancia de saber se 0 processo € estacionario ou nao reside em que quando
se trabalha com uma série estacionaria, a série do processo tem a mesma forma em todos
os instantes de tempo teT, 0 que faz as estimativas das caracteristicas do processo

bastante simples.

Voltando a equacéo (6-21), e analisando as propriedades faladas para 0s processos
Markovianos, y,(n), pode ser considerado como uma cadeia de Markov, que é afetada por

um ruido branco, o qual apresenta media zero e variancia &2.

O sistema geral da equacdo (6-21), apresenta as seguintes caracteristicas para cada

estado de tempo:
w, = E(x,), n=012.... (6-33)
o, =Var(x,) =Ex*)—p*, n=012.... (6-34)

Dado que a variancia é independente dos estados anteriores e é calculada para cada

estado atual, entdo pode-se representar da seguinte forma:
Var[x(n)] = Var[x(n — 1)] = Var[x(n — 2)] = ¢? (6-35)

Aplicando as variancias da equacéo (6-35), a equacdo (6-21) tem-se equacdo (6-
36):

(Var[y),(n)] = Var (—db? + eb — cT) Z bix(n—2—1i)
i=0

_
(a—a)f

(6-36)
+(—db+e)x(n—1) — dx(n)]

Onde pode ser representada como mostra a equacéo (6-37):
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2 o) 2
varly,(n)] = (L) o2 | (=db? + eb — cT)? (Z bi)

(a—a)f - (6-37)

+ (—db + e)2+(—d)2]

Da equacdo (6-26), tem-se os parametros das variaveis relacionadas com os polos

do sistema da seguitente forma:

bOZdl _ C_ll
b1=a2 _ C_lz
b2:d3 _ C_l3

Aplicando a propriedade da somatoria mostrada na equacdo (6-26) tem-se:

°°bl. 1 1 (6-38)
Z " 1-b 1-(a?-a?

i=0

Substituindo a equacdo (6-38), e os parametros das variaveis relacionadas com o0s

polos do sistema na equacéo (6-37),a variancia do sistema é dada pela equacéo (6-39):

1 2
var[y,(n)] = (m> 02 [(—d(cﬁ —@3) +e(a? —a?)

1 2
—cT(a—a))° (m> (6-39)

+(~d(a? - @) + e(a— @) + (~d(a - ‘_‘))zl

Observando a equacgdo (6-39), esta depende dos parametros a e a, e estes

parametros dependem diretamente das cosntantes do controlador, entéo:

T
7% — gZ+—=(z+a)(z+a)=ZZ+Z(a+a)+aa

o f
(640)

S

a+t+a=

(6-41)

1=
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Fazendo o calculo dos parametros a e a, é obtido o comportamento da variancia

com relagdo a mudanga dos parametros do controlador. Para efeitos de simula¢do o tempo

de amostragem foi considerado de 0.1 s e o valor de 62 = 1, A tabela 6.1 e a figura 6.6

mostram os resultados obtidos.

Tabela 6.1. Obtencdo da varidncia do sistema partindo dos pardmetros do

controlador PID

Kp Kd
0.5 1.0
0.9 1.0
0.1 1.0
0.5 1.5
0.5 0.5
0.5 1.0
0.5 1.0

—— Kd Variavél

| Kp Variavél

5| e K(i Variavél

Ki

0.0795

0.0795

0.0795

0.0795

0.0795

0.0845

0.0745

Variancia

0.2640

0.2768

0.2527

0.3707

0.1280

0.2640

0.2640

Figura 6.6 Comportamento da variancia em relagcdo a mudanca dos parametros do

controlador.
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A tabela 6.1 apresenta a variancia do sistema em relagdo a mudanca dos
diferentes parametros do controlador, a primeira coluna mostra a variagdo do parametro
proporcional, a segunda coluna mostra a variagdo do pardmetro derivativo e a terceira
coluna mostra a variacdo do parametro integral. Pode-se analisar que o parametro que
permiteu uma mudanca maior no célculo da variancia foi o parametro derivativo, seguido
do parametro proporcional e adicionalmente pode-se observar, que a variacdo do termo

integral ndo teve praticamente efeito no calculo da variancia do sistema.

A figura 6.6, representa de forma clara as mudangas dos parametros do
controlador em relagdo a variancia do sistema, no eixo horizontal da figura 6.6 é observado
um valor de K, o qual representa as diferentes mudancas feitas para os diferentes
pardmetros do controlador (Proporcional, derivativo e integral), os pardmetros foram
mudados numa faixa de (0-5), de maneira independente.

A figura 6.1 a cor preta apresenta a mudanca s6 do parametro derivativo em
funcdo da variancia do sistema, a figura da cor vermelha apresenta a mudanda do
parametro proporcional em funcdo da variancia do sistema quando 0s outros parametros
sdo constantes, e finalmente a figura da cor azul representa mudanca do parametro integral
em funcdo da variancia do sistema. Pode-se analisar que efetivamente a variancia do
sistema é sensivel as mudancas dos parametros derivativos e proporcionais, como foi

apresentado na tabela 6.1 e como foi corroborado na figura 6.6.

Dado que o termo integral ndo é fundamental para o calculo da variancia no
sistema, este parametro € tirado do controlador, de maneira que o controle fique
simplificado e possa ser analisado de maneira mais simples. Com as mudancas feitas na
proxima se¢do é projetado um controle PD de polos iguais para determinar a variancia do

sistema em funcao dos polos inceridos ao sistema.

6.2 VARIANCIA DO CONTROLE PD DE POLOS IGUAIS COM UM
B+ 0.

Nesta secdo € realizada a analise da variancia do controlador PD, em funcédo de S,
que é a variavel que limita a parte derivativa mediante a incorporacdo de um filtro de
primeira ordem, limitando assim amplificacdo do ruido para altas frequéncias, com o
objetivo de conhecer a influencia de 8 e o ruido do sistema, e fazendo assim a estimacéo

dos parametros do controlador a partir dos pélos do sistema. A figura 6.6 mostra o sistema
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geral trabalhado, onde séo realizando as mudancas com relacdo ao controlador, como

apresenta a equacdo (6-42):

Y Kds + Kp

R~ PBs?>+ s(Kd+1)+ Kp

Com £ em evidéncia tem-se a equacao (6-43):

Kd Kp
Y _ RN 3
R 24 s(Kd[;' D, %
Onde:
Kd Kp
c=— d=—
B B

(6-42)

(6-43)

Como o controle € baseado num sistema de polos iguais fazendo a transformacao

seguinte a funcgdo de transferéncia é representada pela equagéo (6-44):

Kd kp
Z__ Ts-l'F B cs+d
R ey D BT GG D)

Onde

p = p Sao o0s polos do sistema.

E:

_Kp

4=

Aplicando a transformacdo delta da equacéo (6-11) a equacao (6-44), tem-se:

z—1
C(T)-Fd

(ED+p)([ED +p)

Y
R
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Manipulando matemética a equacdo (6-45), e escrevendo o sistema da forma

representada na equagdo (6-15), o sistema discretizado é mostrado na equacgéo (4-46):

Y  —gZ*+fZ (6-46)
R (z+a)(z+a)
Onde:
_ T +dT? 4= -1
9= 1ot 1+ pT
_ cT _ -1
f=15r Ry

Dada que a e a sdo parametros que dependem dos polos do controlador e o tempo
de amostragem, entdo se baseando no apéndice 1, como foi falado anteriormente, e
seguindo a metodologia mostrada para obter a equacdo (6-16), e aplicando a resposta como

foi feito para obter a equacéo (6-18) a equacdo (6-46) tem-se:

—9 ,  —gXZoXj—o@ a'Dx(n—1i)
z+a)(z+a)” x(n)

f CfEIRe X @ alDx(n—1-1)
z+a)(z+a)~ x(n)

Substituindo os termos anteriores a equacéo fica:

Y  —gXioXioo@ aDx(n—i) fEL Y@ alPDx(n—1-1) (6-47)
= +
x(n) x(n) x(n)

Aplicando as propriedades do somatorio mostradas na equacdo (6-22) e (6-23) a

equacdo (6-47), a saida do sistema pode-se representar como mostra a equacéo (6-48):

1 S i = .
Y(n) = G—-a) (-g; wix(n—1i) + f; wix(n—1-— i))

O valor de w' esta relacionado com os pdlos do sistema como foi mostrado na

(6-48)

equacdo (6-26), entdo realizando a expansdo dos termos para obter um somatoério que faca

a representacgéo geral do sistema tem-se::

66



x(n) =—yg
x(n—1) = —gw + fw°
x(n—2)=—-gw?+ fw=wx(n-1)
x(n—3) = —gw? + fb? = wix(n — 2)
x(n—4) = —gw* + fb3 = wix(n — 3)
x(n—5) = —gw® + fb* = whx(n — 4)

x(n—6)=—gw® + fb> = wx(n — 5)

Da mesma forma feita para o item 6.1, pode-se analisar que o sistema pode-se
representar com os estados futuros em base dos estados atuais, entdo a somatéria geral

pode-se escrever da seguinte forma:

1 < (6-49)
yn) = ——=|(—gw +f) Z wix(n—1-1)+ gx(n)
(a—a) -t
Aplicando a propriedades da variancia tem-se:
(6-50)

var(y(n)) = ((a%a))z

(—gw + f)zvar< wix(n—1-— i))
2
+ gzvar(x(n))]

Baseado nas propriedades das somatorias e nas propriedades da serie que descreve
a equacdo, a qual corresponde um processo Markoviano como foi falado no intem 6.1.
tem-se a equacao (6-51):

S (6-51)

1 \2 2
var[y(n)]=( a)) > + g*w?°

(a—

(—gw+fw0

1—w

Da equacdo (6-51) pose-se analisar a variancia do sistema para o controle PD com
polos iguais, em funcdo do parametro limitante do filtro passa altas £, aqual é representada

mediante a seguinte figura:
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a Pélos iguis no domini

Polos iguais 0.1

Polos iguais 1.0

FEEEEEE

Polos iguais 10

Figura 6.7. Variancia do controle PD com polos iguais em funcéo de .

A figura 6.7 mostra a saida da variancia em funcdo de f, onde pode se analisar que
no sistema a variancia decresce a medida que o valor de S aumenta, o grafico mostra trés
sinais diferentes, a figura ponteada e a saida da variancia para pélos iguais de valor 0.1, 0s
pontos correspondem a saida do sistema para pdlos iguais de valor 1.0 e os asteriscos
fazem a representacdo da saida do sistema para pélos iguais de valor 10. Pode-se analisar
que o sistema tem uma variancia grande quando o valor de B é pequeno, a medida que o

valor f aumenta a variancia tem um decaimento exponencial.

6.2.1 Obtencéo dos parametros do controle a partir do polos iguais.

Na secdo anterior foi obtida a variancia para o sistema com polos iguais, onde o
parametro do filtro limitante 8 € variavel como mostrou a figura 6.7, agora partindo da
expressdo matematica que representa a variancia do sistema para um controlador PD de
polos iguais como foi mostrada na equacédo (6-51), s@o obtidos os valores das constantes do
controle para um valor de:

1

B=Top

Onde:

P é o polo do sistema.
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Fazendo a seguinte transformacédo de variaveis na equacdo (6-51):
g1=(@-a)=w°
g2=@—-a>)=w

gg=1-(@*-a>)=1-w

A variancia do sistema pode-se representar como mostra a equagao (6-52)

var[y(n)lg,%gs*
0-2

var[y(n)]g,®g;* (6-52)
g ~ 22 = (912 + 9195092 + f29:% — 29 9192

=[9%9:* + 292> — 299192 + 9°9193°]

Mudando as variaveis a variancia é representada como mostra a equacéo (6-53.)
gs = (g1* + g195°)
9s = 9192

var[y(n)]g:%g;* (6-53)
= = 049"+ f29.* — 29fgs

Substituindo os parametros de g e f, da equacéo (6-46), na equacao (6-53) tem-se:

var[y(n)]g,%g;®
[y((,z)i;ql 93— Ga[(cT)? + (dT2)? + 2¢TdT?] + (cT)?g,2 — 2(cT)(cT + dT?)gs
varly(m)lgig;” 650
azdszl S = 2(gs + g2 —295) + dX(T2gs) + cd(ga — g5)2T
Seja:

9s = (94 + 92° — 295)
g7 = (T?gy)
gs = (94 — g5)T

Substituindo as variaveis anteriores na equacdo da variancia fica representada pela

equacao (6-55)
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var[y(n)lg,%gs* (6-55)
GZdZTzl =c?ge + d?g; + 2cdgg

Substituindo os valores de c e d, da equacdo (6-43), para que a relacdo matematica

que representa a variancia em funcao dos parametros do controlador k; e k,:

var[y(n)]g,%g;*p>

—Tgipr = ka6 + ky' g7 + 2kaky, gs

(6-55)

A equacgéo (6-55) tem forma de um polindmio quadrado perfeito, entdo pode-se

representar da seguinte forma, fazendo a seguinte substituicao:

_var[y(n)]g:%gs* B> (6-56)
te 02a?T?

Substituindo a equacdo (6-56) tem-se:

2 -
ky = (kan[G6 + kpJ97) = ka®gs + kp2g7 + 2kak,\[9eg7 (6-57)

A equacdo (6-57), pode-ser representada como polinbmio quadrado perfeito,

comparando com a equacao (6-55) pelo fato que cumpre que:

9s = /9697

Entdo a relagdo matematica que define os parametros do controle PD em funcgéo

dos polos do sistema e em relacdo a variancia é dada pela equacéo (6-58)

Jki = (ka/gs + kyi[97) (6-58)

Fazendo o mesmo trabalho apresentado no capitulo 4 para obter a equacdo (4-17),

onde é obtido o parametro proporcional em funcdo do parametro derivativo, tem-se:

(e W

) B P )
2% p
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Substituindo a equacdo (6-59), na equacéo (4-17), tem-se a constante proporcional
do controlador como mostrou a equacdo (4-28), a equacdo (6-59) e (4-17) representam 0s
parametros do controlador PD com pdlos iguais onde eles dependem diretamente do valor
do pélo desejado, entdo para polos com valor unitario no sistema mostrado na equacéo (6-
60), os valores dos parametros sao:

%ds + %p (6-60)
H(s) = Rd T 1
B =01 k, = 0.1606
var = 0.0618 K, = 3.3677

Substituindo os pardmetros na fun¢do de transferéncia da equacédo (6-60), a saida do

sistema frente uma entrada degrau é mostrada na figura 6.8:

1.606 s + 33.68
s+ 11.61s+ 33.68

H(s) =

degrau

—— e

Figura 6.8. Resposta do controle obtido para um sistema de pélos iguais a 1.
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A figura 6.8 mostra a saida do sistema substituindo os pardmetros do controlador
para uma entrada degrau, a qual é representada pela equacgdo (6-60), a importancia do
método utilizado para a anélise de variancia € que por meio da analise de pdlos iguais do
sistema pode-se obter a variancia do sistema, a constante do filtro limitante da primeira
ordem e os parametros do controle PD.

6.3 ANALISE DO PARAMETRO DERIVATIVO VARIAVEL.

Na secdo 4.3 foi demonstrado que o valor do amortecimento esta relacionado com o
valor da constante derivativa do controlador PD, adicionalmente foi demonstrado na secéo
6.1 pelo método de variancia que a constante derivativa é aquela que faz a maior mudanca
no sistema, nesta se¢do sera estudado o comportamento dos valores de Kd, os quais variam

numa faixa determinada k, < k; < k;, como:

k1=1 k_i
)

Onde a variagdo da constante derivativa vai ser estudada como probabilidade, a
qual é afetada por uma perturbacdo com distribuicdo Gaussiana, A distribuicdo normal de

probabilidade de forma gréafica é representada pela figura 6.9:

flx) = e_% a P = %(1 + erf(z))

Figura 6.9: Distribuicdo normal e sua probabilidade acumulada.

A figura 6.9 mostra a distribuicdo normal com u =0 e o =1, e a probabilidade

acumulada dela, se pode observar que a probabilidade acumulada vai ter valores entre 0 e
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1, e a funcdo f(x) representa o ruido do sistema. O processo para o calculo da

probabilidade é mostrado a seguir:
Seja a distribuicdo gaussiana [27] dada pela equacéo (6-61):

- o205 (6-61)
fo) =~ \/—

A probabilidade de uma variavel aleatéria no intervalo a < x < b [28], € dado pela

equacéo (6-62):

b (6-62)
= f f(x)dx
a
Para a distribuicdo normal a probabilidade é dada pela equagéo (6-63):
P f L et
= e o X
e OV2T
1 x u 6-63
)de ( )
O'\/
Normalizando a equacdo tem-se:
xX— U
Z =
V2o
dx =20dz
1 i’/_%ﬂ (6-64)
P= 7 e~ *\20dz
oV 2m Jik
V2o
A probabilidade é descrita como mostra a equacéo (6-65):
b—u a—p (6-65)
P2 f" oy — 2 [V20 g2y,
2\Vm Jy 2\
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Por definicdo matematica a integral da fungdo normalizada é a funcdo erro [26], a

qual é mostrada na equagdo (6-66):

2 (" 2 (6-66)
erf(x) = — f e~ @°dz
Vi Jy
Entdo a probabilidade é dada pela equacao (6-67):
1 b—u a—u (6-67)
P=3(=r(5) = (%)
2 er \/Eo' er \/fo'

Agora fazendo a analise para a parte derivativa do controle, onde deseja-se que ele

possa variar como apresenta a equacao (6-68):

Onde P é a probabilidade da distribuicdo, e faz que K; = k,, para um valor de
probabilidade de 50%, K,; = k, para um valor de probabilidade do 100% ou 0%.

Avaliando o sistema geral em funcdo do erro ante uma entrada derivativa
variavel representada como mostrou a equacao (6-68), é obtida a figura 6.10, a qual foi
desenhada com ajuda do comando ODE45 de MATLAB onde o resultado foi o seguinte:

Figura 6.10: Saida do sistema geral para a fungéo de transferéncia variavel.

74



Pode ver na figura (6-10) que a saida inicia em k, e vai até k,, ficando constantes,
do ponto de vista as andlises do sistema mostra que o ganho vai crescer a medida que o
valor da constante derivativa cresce, e é simétrico com relacdo no eixo x, o grafico mostra
que quando o sistema muda da parte sub amortecido a criticamente amortecido a constante

derivativa vai ser constante igual ao valor unitario.

6.4 VALOR ESPERADO DA DISTRIBUICAO NORMAL

Nesta secdo serd estudado o valor esperado da distribuicdo normal pelo fato que o
ruido analisado no sistema tem estas caracteristicas, outra razdo importante é que a
constante derivativa do sistema esta relacionada com a probabilidade a qual é afetada pelo
erro. Na secdo anterior, a distribuicdo normal foi mostrada na equacdo (6-61) e sua
normalizacdo € representada pela equacéo [30] (6-69), onde z, é a normalizacdo da funcéo

distribuicdo Gaussiana e depende do valor aleatorio x:

X H (6-69)
o
o= 61

O valor esperado de uma variavel aleatoria [28] € representado pela equacdo (6-71):

E(x) = fx xf (x)dx (6-71)

—00

Aplicando a normalizacdo mostrada na equacdo (6-69) e na equacédo (6-70)

e substituindo na equacao (6-71) tem-se o valor esperado como mostra a equacdo (6-73):

X=zo+u (6-72)
z 1 1 6-73
E(z) = f (zo + ) —e 24y (6-73)

—w 21

A equacdo pode ser expressa em duas integrais como mostra a equacéo (6-74)
o (% 1., [T R P (6-74)
E(z)=—| ze Z(Z)dz+—f e 24z
@ VamJ_y VarmJ_y

Aplicando o método de substituicdo a primeira integral da equacédo (6-74), como se

mostra a seguir, € obtido o valor esperado como representa equagdes (6-75) e (6-76).
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2
dt = zdz
0 0
g ‘u 2 (6'75)
E(z =——f e—tdt+—f ¢2® dz+—f e 7 dz
D=l )
Z2
® —e 2 2 2
By =2 (¢ 2], H *<“_”)+ a *(‘/_")*erf(i)
V2n -1 V2m \ 2 V2m \ 2 V2
(6-76)
Finalmente o valor esperado é dado pela equacao (6-77):
o U (6-77)
Ez———e 2+—*(1+erf )

Na equacdo (6-77) pode-se observar que o valor esperado depende do desvio
padrdo e da funcdo normalizacdo (Z). Dado que o ruido branco tem variancia unitaria e
media zero, o segundo termo ndo vai influenciar no célculo do valor esperado pelo fato que
0 sistema apresenta media zero, a figura 6.13 mostra o valor esperado em funcéo da fungéo

normalizacéo.

Figura 6.11. Valor esperado do controlador.
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A figura 6.11 é obtida para uma variacdo aleatoria —5 < z < 5, pode-se observar
que o valor esperado depende diretamente da funcdo exponencial, o qual € observado em
seu comportamento para a faixa avaliada, como é preciso que o valor esperado seja
constante, pode-se analisar na figura 6.11 que o desvio padrdo tem que ter forma

exponencial.

Fechando a malha do sistema e fazendo a considerac¢do do controle PD com pdlos

idénticos como foi apresentado no item 6.2.1. O sistema fica como mostra a figura 6.12

Perturbacao

)| Sistema

Saida

Entrada ¢ ‘ R
Ruido

Controle k +

Figura 6.12 Sistema em malha fechada para o controle PD variavel

A figura 6.12 mostra o sistema em malha fechada onde a entrada corresponde a
trajetdria planejada, o controlador corresponde a um controle PD variavel que tem como
entrada a parte derivativa variavel como foi descrito no item 6.2.1. O sistema apresenta um
ruido com distribuicdo aleatéria, o qual corresponde ao ruido branco discreto que pode-se
considerar como uma sequéncia de elementos que tem variacdo aleatoria independente

entre eles [32], a definicdo matematica é a seguinte [33]:
x(k)}=0 (6-78)

Em outras palavras o valor esperado é igual a zero, e o ruido branco tem média zero
e variancia unitaria [34]. A figura 6.13 mostra também a perturbacdo introduzida ao
sistema, as simulacGes foram realizadas no software SIMULINK e MATLAB, onde foram
consideradas duas perturbagdes, uma de filtro passa banda com frequéncia de @, e outra

como um impulso, as respostas das simula¢es sdo mostradas na figura 6.13.
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Perturbagio

e Entrada
—

Saida

f
| . MV' |4 l' I I ‘ ' Ruide

llxwl‘wl WH\ V Ly JL ‘_Kd“,i“é.‘

Ty l‘| T i‘\'” I AL ww IR ‘.‘ il ‘ \_ ‘/“ 0
\M %|‘ ‘\l [ Il

| Perturbas3 ' I L |
WY = 22 | R v‘ mh“n ~‘|r| ’JH
' ’ — Saida

.
|

Ruido

—— Kd variavél

Figura 6.13. Saida do sistema em malha fechada com filtro passa banda de

frequéncia PI e para uma perturbacéo impulso

Na figura 6.13, pode-se observar que grafico da cor azul corresponde a perturbacao,
o gréafico da cor vermelha representa a saida do sistema, o grafico da cor verde mostra a
entrada planejada e o grafico da cor parpura corresponde ao valor de Kd variavel do
controle PD de po6los iguais, A figura 6.12 mostra 0 modelo desenhado para obter as saidas
da figura 6.13. Pode-se analisar que o sistema frente a uma perturbacdo e um ruido branco
apresenta robusteza, o qual € mostrado no grafico de cor vermelha onde é observado que a
saida esta fazendo o acompanhamento da entrada planejada, obtendo assim um controle

que teria boa resposta frente as perturbacdes e os ruidos externos.
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7. ANALISES DOS RESULTADOS.

Nas secdes anteriores foi apresentada, a modelagem matematica do quadrimotor, a
analise das técnicas de linearizacdo do sistema, a projecdo das técnicas de controle, a
construcdo das trajetorias para ser testadas e a analise estatistica no sistema, com objetivo
de obter um controle que permita a avaliacdo do trabalho. Nesta secdo inicialmente sdo
mostradas as caracteristicas do quadrimotor, posteriormente serdo apresentados 0s
resultados obtidos na realizacdo dos testes, os quais foram feitos inicialmente, num lugar
fechado e depois num lugar aberto para analisar 0 comportamento do quadrimotor em

relagéo ao vento.

7.1 CARACTERISTICAS FISICAS E TECNICAS DO QUADRIMOTOR.

Para a realizacdo dos testes foi utilizado um quadrimotor de referencia (Parrot
AR.Drone). Este veiculo ¢ movimentado mediante quatro hélices, ele tem duas carcacas,
uma é disponibilizada para voos em lugares fechados e outra para voos em lugares abertos
como apresenta a figura 7.1 [35]. O AR. Drone normalmente é utilizado como brinquedo, e
é controlado mediante iPhone, iPod touch e iPad [36]. Adicionalmente o AR. Drone tem
um sensor de ultra-som e acelerémetros para controlar a altitude, o controle dos angulos é
feito mediante giroscopios [34], alem disso tem duas caAmeras uma para medir a altitude e

outra camera frontal a qual é disponibilizada para captura de videos [35].

A) B)

Figura 7.1 Quadrimotor utilizado para realizar os testes [38]
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A figura 7.1 mostra as duas carcacas fabricadas de fibra de vidro e a parte da
espuma é feita de polipropileno o que da protecdo em caso de batidas, conseguido assim
um peso muito leve. A tabela 7.1 apresenta as seguintes caracteristicas do quadrimotor:

Tabela 7.1 Caracteristicas do Quadrimotor. [39]

Caracteristicas

Tipo

Veiculo aéreo ndo tripulado

Fabricante

Parrot (empresa)

Alcance do sinal

50 m. lugares fechados, 200 m lugares abertos

Alimentacgdo

Bateria 3 células de litio 11.1v, 1000mAh

Dimens6es com capacete

52,5x51,5cm

Dimens6es sem capacete

Sin casco: 45 x 29 cm

Efeito de luzes 4 leds

Efeito de som N&o possui

Escala Né&o possui

Modelo Parrot — AR. Drone
Peso com capacete 4209

Peso sem capacete 3809

Tempo da bateria 12 min.

Voltagem 110v - 220v
Velocidade 5 m/s, 18 km/h
Wi-fi Sim

Alcance Maximo Wi-fi

Entre 50 — 120 m

Microprocessador

ARM9 RISC de 32 bits @ 468 MHz

Memoéria RAM.

DDR SDRAM de 128 MB @ 200 MHz

Conector

USB

Sistema de orientacio

MEMS (Sistema eletro micro mecanico)
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interna. Trés eixos de acelerdmetro
Dois eixos giroscopio

Um eixo giroscopio precisao yaw

Motores 4 de 3500 RPM de 15w.

Céamera Com sensor CMOS de tipo grande angular da lente
diagonal. 93 graus de amplitude,

Resolucdo 640x480 pixels (VGA),
Resposta em frequéncia: 15 quadros /s,

Codificagéo e transmisséo ao vivo de Imagens em

para o dispositivo 10S.

Altimetro Ultra-sm com base
Faixa 6m
Frequéncia de emissdo 40khz

Estabilizacéo vertical

7.2 RESULTADOS OBTIDOS.

Para a realizacdo dos testes os dados foram enviados do computador ao
quadrimotor mediante a comunicacdo Wi-Fi que o quadrimotor possui, o trabalho foi feito
da seguinte forma: foram construidas trajetdrias planejadas tipo espiral baseado na teoria
apresentada no capitulo 5 e utilizando o modelo do sistema geral mostrado na figura 6.3, 0
controle de velocidade foi feito mediante a construcdo do controle PD de malha fechada
com polos iguais como foi apresentado no capitulo 4, e corrigido com base nos resultados

obtidos da andlise da variancia para o sistema no capitulo 6.

A realizacdo dos testes foi feita implementado os algoritmos no software
SIMULINK e MATLAB, gerando como entrada para o sistema trajetorias como sao
apresentadas na figura 7.2, onde o primeiro teste foi feito num lugar fechado com a

primeira carcaga como foi mostrado na figura 7.1.
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Entrada ao sistema quadrimotor

Velocidade

Velocidade no eixo X
Velocidade no eixo Y

Velocidade no eixo Z

Rotacdo

Tempo

Figura 7.2 Trajetoria em funcéo dos trés velocidades e a rotacdo enviada ao

quadrimotor

A figura 7.2 representa os dados enviados ao sistema quadrimotor, a figura da cor
verde representa a velocidade no eixo X, a figura da cor azul representa a velocidade no
eixo Y, a figura da cor vermelha representa a velocidade do eixo Z e a figura da cor azul
clara representa a rotacdo do sistema, estes dados foram pegos dos subsistemas de saida

apresentados na figura 6.3 com um tempo de amostragem 62.8 ms. A comparacdo dos
resultados entrada saida é representada pela figura 7.3:

Comparagdo entrada - saida para o eixo X Comparagdo entrada- saida para o eixo Y

| |mm——— Trajetéria de entrada
= Trajetdria de saida

=== Trajetdria aproximada

velocidade
velocidade

Al (== Trajetdria de entrada

| === Trajetdria de saida

== Trajetéria aproximada

Tempo Tempo
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Comparacdo entrada - saida para o eixo Z
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Figura 7.3 Comparacao da entrada — saida do sistema quadrimotor

Na figura 7.3 podem se observar trés cores, a figura da cor azul corresponde aos
dados obtidos do quadrimotor, o grafico da cor preto corresponde aos dados da trajetoria
enviada e o grafico da cor vermelha corresponde a trajetdria aproximada, como os dados
enviados ao quadrimotor sdo pegos das saidas 1,2,3 e 4 respectivamente como mostra a
figura 6.3, ndo é conhecida uma fungdo matematica exata da trajetoria enviada, a razao é
que os dados passam por multiplos integradores durante um ciclo, o qual faz que os erros
numéricos se sejam maiores em cada passo de integracdo e por tanto alterando assim a

funcéo original.

Observando a saida do sistema na figura 7.3 com relacéo aos eixos X e Y, os dados
obtidos do quadrimotor tém o mesmo comportamento que a trajetéria que faz a
representacdo dos dados enviados. Em relacdo ao eixo Z ocorre uma situacao particular a
qual foi mencionado anteriormente com relacdo aos erros numéricos, onde a aceleracao
com relacdo ao eixo Z é zero, fazendo assim que a lei de controle do eixo
matematicamente seja zero, mas a saida com relacdo ao eixo Z da figura 7.3 mostra que
ndo acontece como representa o grafico de cor preta, observando o comportamento da
entrada saida do eixo Z pode-se analisar que inicialmente os dados aumentam, e depois
decresce, 0 que indica 0 acompanhamento que a sinal de saida esta fazendo sobre o sinal

de entrada.

A trajetoria feita no primeiro teste foi calculada com um tempo de amostragem
diferente ao tempo de amostragem de processamento do gquadrimotor, para realizar uma

comparacdo adequada entre os dados de saida e os dados de entrada ao quadrimotor, foram
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desenhadas trés novas trajetdrias com um tempo de amostragem igual ao tempo de
amostragem do sistema real, estes testes sdo realizados num lugar aberto onde se tem
efeitos do vento, para tal caso foi utilizada a segunda carcaga como representou a figura
7.1. As trajetorias obtidas na saida sdo as representadas pela figura 7.4:

Comparacdo entrada - saida para o eixo X Comparac&o entrada - saida para o eixo Y

velocidade

—— Trajetéria de entrada N — fraietéria deentradal

=== Trajetoria de saida

=== Trajetoria de saida

Tempo | | Tempo

Comparagdo entrada - saida para o eixoZ

Altitude

= Trajetoria de entrada

=== Trajetoria de saida
Tempo
Figura 7.4 Espiral com altitude variavel e rotacéo zero
As figuras 7.4 mostram uma trajetéria espiral com altitude variavel e rotacédo zero,
onde o grafico da cor vermelha corresponde aos dados enviados ao quadrimotor e o grafico
da cor azul sdo os dados obtidos depois de ser feita a trajetoria, pode-se analisar da
comparacdo dos dados que o quadrimotor efetivamente esta acompanhando a trajetéria
espiral. Observando o grafico de altitude mostra que a resposta na saida corresponde a

resposta desejada, onde € obtido um comportamento crescente como foi desejado dado que

a altitude para esta trajetdria foi variavel.
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Adicionalmente ¢é

observado na trajetoria na parte final e inicial, que esta

apresentada uma perturbacdo forte para cada um dos eixos, iSSo acontece porque 0

programa que permite a manipulagdo do quadrimotor tem um comando que permite que o

veiculo decolar e pousar, mas o envio de dados é constante, o qual € mostrado na figura 7.4

com as perturbacdes fortes no inicio e final da trajetoria. Continuando com os testes a

seguinte trajetoria do tipo espiral foi feita para eixo X, Y altitude variavel e rotacéo
constante, obtendo os resultados mostrados na figura 7.5.

Comparagéo entrada - saida para o eixo) Comparacdo entrada - saida para o eixoy

velocidade

velocidade

| [ Trajetdria de entrada

| | Trajetdria de saida

Tempo

Altitude

‘ === Trajetéria de entrada U :
1

= Trajetoria de saida

Tempo

Comparagéo entrada - saida para o eixo Z

e Trajetéria de entrada |

== Trajetoéria de saida

Tempo

Figura 7.5 Espiral com altitude constante e rotagdo zero

Analisando os graficos obtidos na figura 7.5, pode-se observar que estes

apresentam um comportamento similar ao mencionado na figura 7.4, onde as trajetorias

apresentam perturbacdes na parte inicial e na parte final da mesma.
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Comparando os eixos X e Y, é observado que a trajetorias obtidas tem forma
proxima a trajetoria de entrada, dos gréaficos azuis dos eixos X e Y, é notavel alguns picos
significativos correspondentes aos efeitos do vento onde foram feitos os testes, isso
acontece porque os testes foram realizados no ar livre e o veiculo € leve, 0o que pode-se

observar na figura 7.45 com relag8o a altitude.

Na altitude pode-se observar que o acompanhamento da trajetéria é feito nos
primeiros segundos e depois ela apresenta um aumento de altitude, o qual é causado pelo
efeito do sensor de ultra-som, este sensor entre suas caracteristicas esta a alta sensibilidade
que ele apresenta, se ele detecta mudancas bruscas de altitude, sua resposta é um aumento
da altura, depois o quadrimotor é estabilizado e a trajetoria continua até finalizar e o
veiculo pousa como foi observado na realizacdo dos testes. Continuando com o trabalho
foi realizado o Gltimo teste com uma trajetdria espiral com altitude variavel e rotacdo
variavel como mostra a figura 7.6

Comparagdo entrada - saida para o eixo X Comparacdo entrada - saida para o eixo Y

velocidade

velocidade

[ Trajetoria de entrada

| == Trajetdria de entrada

=== Trajetdria de saida === Trajetdria de saida

Tempo

Comparacéo entrada - saida para o eixo Z

= Trajetoria de entrada

== Trajetdria de saida | : ; '/.‘/ e

NI

Tempo

Figura 7.6 Espiral com altitude variavel e rotacdo variavel.
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Figura 7.6 mostra um comportamento similar ao falado nas outras duas trajetorias
mostradas nas figuras 7.5 e 7.4, mas esta trajetoria apresenta rotacdo no voo, o qual faz que
0 comportamento em relacdo aos eixos X e Y esteja afetado pela rotacdo do sistema,
observando a figura 7.6 com relacdo as velocidades nos eixos X e Y, pode-se perceber
efetivamente o acompanhamento das trajetorias de velocidade. Com relacdo a altitude ¢
observado o acompanhamento da trajetéria como aconteceu com as outras trajetorias
testadas, adicionalmente é observado que a figura apresenta 0 mesmo comportamento
irregular ao inicio e ao final da trajetdria o qual acontece quando o quadrimotor decola e

pousa como foi relado anteriormente.

7.3 DISCUCAO DE RESULTADOS.

Para realizar as analises dos resultados obtidos € importante considerar, que o
modelo do sistema quadrimotor foi modelado de maneira ideal como foi apresentado na
equacdo (2-14). O quadrimotor apresenta duas constantes importantes, uma diretamente
relacionada com a dindmica e a fisica do modelo e outra que ¢ a massa do sistema, mas
para efeitos de simulacGes estas constantes foram assumidas de valor unitario, de maneira
que facilitam os célculos do sistema. A razdo fundamental para fazer esta suposicdo, €
baseada em que a mudanca das constantes da planta influencia diretamente os polos do
sistema, dado que o controle é projetado mediante a escolha dos pdlos do sistema, entdo os
parametros fisicos do sistema pode-se ajustar por meio de testes e simulacGes para obter
um resultado préximo ao real. A figura 7.7 mostra uma simulacéo da saida do sistema para

diferentes constantes da planta

Saida do sistema modificando o valor de K. e m

N

Amplitude

/ Entrada [ ji
Saida para K=1 e m=1.

— Saida para K=0.1 e m=1.

S
Saida para K=0.1 e m=10.

= Saida para K=10 e m=1.

i
:__‘::

Te;po

Figura 7.7 saida do sistema para valores de planta diferentes.
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A figura 7.7 mostra um sistema simulado em malha fechada para diferentes valores
da planta, a figura da cor azul representa a entrada planejada do sistema, a figura da cor
verde representa a saida do sistema normalizada para k=1 e m=1, a figura da cor vermelha
representa a saida do sistema para k=0.1 e m=1, a figura da cor azul clara representa a
saida do sistema para k=0.1 e m=10 e a saida purpura mostra a saida do sistema para k=10

e m=1.

Da figura anterior se pode concluir que a velocidade do seguimento esta
relacionada com o valor do pélo, onde se o pblo é distante do zero no plano esquerdo
complexo, o sistema vai ter uma resposta mais lenta para realizar o acompanhamento da
trajetéria de entrada como aconteceu com a figura azul claro que apresento pdlos em (-
20.45 ;-4.02), a figura da cor vermelha tem polos em (-1.25 + 2.61i ; -1.25 - 2.61i), 0
acompanhamento foi melhor nas figuras da cor verde porque teve polos iguais a (-0.12 +
0.90i ; -0.12 - 0.90i) e pdrpura com polos (-0.012 + 0.29i ; -0.012 - 0.29i). Entdo da figura
7.7 pode-se concluir que se o sistema apresenta polos que fiqguem proximos de zero o

sistema fara um melhor seguimento da trajetoria planejada.

Dado que os pdlos do sistema sdo fundamentais para o desenvolvimento do projeto,
foi considerada esta parte do trabalho como a mais importante a qual foi apresentada no
capitulo 6, onde foi descrito 0 processo estatistico que permitiu obter o controle PD de
polos iguais, mediante a modificacdo dos polos do sistema, permitindo assim a
identificacdo dos parametros do controlador e a variancia do sistema em relacdo aos pélos
introduzidos, os resultados obtidos mediante a projecdo deste controle foram apresentados
na secdo 7.2. Como que o sistema trabalhado foi testado com este controlador obtido de
maneira estocastica serdo feitas algumas comparac6es de desempenho em relacdo a outros

trabalhos apresentados na literatura.

Os trabalhos consultados reportados na literatura normalmente apresentam
resultados de sistema simulados mediante diferentes algoritmos, onde sdo apresentados 0s
comportamentos das diferentes técnicas de controle que véo desde controle linear [6] até
controle ndo linear [40], adicionalmente alguns trabalhos apresentam simula¢fes com
controladores robustos como LQG e LQR [1], onde sdo obtidas excelentes respostas com
os controladores projetados para o quadrimotor e suas leis de controle, mas ndo apresentam
resultados de testes reais, onde se possa fazer uma verificacdo da adequada funcionalidade

das estratégias de controle projetada.
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Na literatura consultada foi encontrado o trabalho (“Modelamiento y estabilizacién de
un helicoptero con cuatro rotores”) dos autores (CASTILLO P; GARCIA P; LOZANO R;
ALBERTOS P) referenciados como [2] nas referéncias bibliograficas, onde ele trabalha com
diferentes técnicas de controle entre as que estdo o controle LQR, e obtém alguns
resultados para os éangulos de Euler e as diferentes posicdes com relacdo ao
acompanhamento de trajetdrias, é de interesse observar os resultados obtidos pelo autor,
para a verificacdo dos resultados obtidos no desenvolvimento deste projeto, as
comparagdes feitas ndo serdo baseadas no processo que o autor desenvolveu, dada que as
condi¢des do trabalho sdo diferentes como é apresentado em [2], porque o quadrimotor que
utilizado para o desenvolvimento do projeto em [2], apresenta caracteristicas diferentes ao
quadrimotor disponibilizado para o desenvolvimento deste projeto. Baseado nesses fatos s6
sera analisado o rastreamento feito com as posi¢des. A figura 7.8 apresenta o primeiro teste

desenvolvido pelo autor.
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Figura 7.8 Resposta do quadrimotor com um controlador linear LQR [2].

Na figura 7.8 se observa uma linha ponteada corresponde a trajetdria desejada e a
figura da cor azul é a saida obtida com o quadrimotor, analisando a figura 7.8 mediante a
comparacdo visual das duas figuras, o seguimento da trajetoria planejada ndo esta sendo
feito, e adicionalmente é observavel que a saida tem uma margem de erro muito grande do
seguimento porque a figura da cor verde fica muito distante da figura da cor azul, como foi

apresentado em [2]. A figura 7.9 apresenta outros resultados obtidos pelo autor:
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Figura 7.9 Resposta do quadrimotor para um controle de altura [2].

Na figura 7.9 a cor verde representa a trajetéria desejada e a figura da cor azul
representa a saida do sistema real, pode-se analisar da figura 7.9 que os resultados obtidos
neste teste melhoram com relacdo aos resultados obtidos no teste anterior representados
pela figura 7.8, o seguimento da trajetdria desejada é bem melhor, o erro de rastreamento é
menor, mas ainda continua apresentando problemas de seguimento, adicionalmente a
trajetoria que faz o seguimento do eixo Z faz um melhor seguimento da trajetéria desejada
com algumas perturbacdes. Na figura 7.10 apresenta o Gltimo teste feito pelo autor citado:

15 30 50
Perturbaciofigs™ 20 Perfurbacione
0 40 / 1
\_‘ 10
30
— — D [ — _—
§ s § §
] = 10 M o
0= — ] 20
10
A el Perturbacionps
o] . . . . . -4 . . . . . 1] . . . .
20 40 60 80 100 20 40 B0 g0 100 20 40 B0 g0
time (s) time (s) time (s)

Figura 7.10 Resposta do quadrimotor para uma lei de controle ndo linear [2].
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Na figura 7.10 a figura ponteada apresenta a trajetoria desejada e a figura da cor
azul representa a trajetoria obtida na saida do quadrimotor, pode-se analisar que estas
trajetorias sdo muito similares as trajetorias obtidas no teste anterior mostrada na figura 7.8
e a figura 7.9, onde sdo apresentada uma serie de perturbacdes fortes nos eixos X e Y, 0
resultado melhora com o eixo Z que mede a altitude dado o quadrimotor esta fazendo um

seguimento da trajetéria desejada.

Comparando os resultados obtidos por este autor e os resultados obtidos no
desenvolvimento deste projeto, pode-se concluir que o controle projetado para o
quadrimotor mediante a combinacgdo das trajetérias planejadas foi considerado como bom,
dado que mediante a execucdo dos testes o controle ficou robusto em relacdo as
perturbacdes e é percebivel o seguimento das trajetérias desejadas, o qual mostra que o
controle projetado tem boa resposta para o sistema trabalhado. Uma comparacdo a
profundidade ndo pode ser feita deste trabalho com o trabalho apresentado pelo autor [2],

pelo fato que as condi¢des de trabalho e caracteristicas do quadrimotor séo diferentes.

Dado que os resultados foram bons no desenvolvimento do trabalho, é feita uma
observacdo: estes resultados podem ser melhorados se é trabalhado no fechamento da

malha o qual fara que o sistema seja mais robusto a perturbacdes fortes do vento.

Adicionalmente € importante esclarecer que o controle projetado foi baseado na
planta ideal, onde ndo séo conhecidas as caracteristicas das constantes do quadrimotor, as
constantes do quadrimotor ndo foram identificadas pelo fato que o desenvolvimento do
projeto foi enfocado na identificacdo de estratégias de controle que permitam projetado um
controle robusto para um sistema general, e o trabalho ndo foi baseado no desenho e
construcdo de um quadrimotor onde sdo consideradas efeitos do vento, geometria das
hélices comprimento dos rotores ao centro do veiculo entre outras consideracoes feitas para

a modelagem dindmica de um sistema.

Se for feita uma adequada identificacdo das constantes principais que faz parte da
descrigdo matematica da planta (k e m), pode-se obter um melhor seguimento do sistema
em malha aberta e posteriormente podem-se melhorar os resultados projetado um controle
em malha fechada, assim o sistema tera um melhor desempenho de trabalho dado que

ficaria mais robusto a perturbac6es externas do sistema.
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8. CONCLUSOES E RECOMENDACOES.

o Foi obtido um modelo matematico que permitiu a modelagem do
sistema quadrimotor, para analisar trajetorias e testar os sistemas de controle

projetados para o desenvolvimento do projeto

o Foram projetadas diferentes técnicas de controle que possibilitou a
analises do sistema em relacdo as trajetérias planejadas, enfocando a analise do
controle PD ndo linear de pélos iguais estudado de maneira discreta para obter os

parametros do controlador e a variancia do sistema.

o As propriedades Markovianas sdo fundamentais no desenvolvimento
de este trabalho, porque facilitam o estudo estocéstico para a identificacdo da
variancia no sistema de forma discreta, permitindo tratar cada componente de
forma independente e assim obter uma relacdo matematica que permita descrever o

sistema.

o O célculo estatistico € uma ferramenta poderosa porque permite
analisar para um sistema quais das variaveis sdo significativas, e baseadas nas
conclusdes pode-se desenvolver um controle mais robusto, o qual permita que 0s
polos do sistema se movimentem em uma regido de amortecimento desejado e

possa voltar novamente a seu estado de equilibrio.

o Mediante o controle projetado PD de pdlos iguais foi possivel obter
os parametros do controlador, o valor do filtro da primeira ordem e a variancia

correspondente para os pélos inserido no sistema.

o A metodologia aplicada para a identificacdo dos parametros do
controlador tem a vantagem de ser aplicada para diferentes sistemas que possam ser
levados ao tempo discreto, onde é possivel analisar o comportamento do sistema e

obter por meio desta analise a variancia do sistema e os parametros do controlador

92



o Foi estudado o sistema em malha fechada em funcéo dos parametros
de entrada do sistema quadrimotor como apresentou a figura 6.13, onde foi
observado que efetivamente o controle projetado pelo método estatistico apresentou
uma resposta boa para um sistema cujas entradas foram uma perturbacgéo forte e o

ruido inserido ao sistema.

o Foram feitos diferentes testes para a verificagdo do sistema de
controle, é importante lembrar que o sistema geral € um sistema em malha aberta,
onde a técnica de controle é baseada no planejamento de trajetérias, foi possivel
fazer o acompanhamento das trajetorias planejadas introduzidas no sistema.

o Pode-se concluir que a técnica de controle utilizada tem uma
resposta boa para o rastreamento de trajetdrias como foi mostrado nos testes feitos,
mas o resultado pode ser melhorado trabalhando com um sistema em malha
fechada para evitar que o sistema possa sair da trajetéria deduzida em presenca de

uma perturbacéo forte.

o O trabalho desenvolvido satisfaz os objetivos desejados, ja que foi
obtido um modelo matematico da dindmica do quadrimotor, e um controle por
planejamento de trajetorias que envolvem o controle PD de pdélos iguais, o qual
permite o controle de ruido e perturbacGes no modelo de veiculos ndo tripulados,
permitindo assim simulacdo das trajetorias nos trés eixos e de seus angulos de
inclinacdo. A verificacdo dos resultados obtidos foi feita mediante a comparacao

dos dados enviados ao quadrimotor com relacéo aos dados obtidos.

o O material bibliografico é muito reduzido em relacdo aos
quadrimotores, por enquanto algumas universidades e laboratdrios de pesquisa
estdo desenvolvendo projetos com quadrimotores autdnomos capazes de evitar
obstaculos verticais e horizontais. Com a finalidade de relacionar estes
equipamentos em projetos de pesquisa gerando conhecimento que permitam
conhecer mais profundamente a funcionalidade e aplicacBes de veiculos nao

tripulados.
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o Como trabalho futuro é proposto trabalhar no fechamento da malha
do sistema quadrimotor, para obter melhore resultados nos testes, de maneira que o
sistema fique mais robusto em relacdo as perturbacGes externas que se possam

apresentar.

o Baseados nos resultados obtidos durante o desenvolvimento do
projeto e as vantagens que apresentam o sistema sob Otica discreta e estocastica é
pretendido como trabalhos futuros, o desenho de técnicas de controle estocastico
para sistemas discretizados, porque mediante a utilizacdo destas técnicas pode-se
construir controladores robustos em relacdo ao ruido que permitam a utilizacdo de
ganhos menores durante a maior parte do tempo capazes de compensar de maneira
efetiva as perturbacbes do sistema. Estes controladores permitem uma melhor
utilizacdo dos atuadores do sistema de maneira que evitam o desgaste precoce dos

mesmos, garantindo bom desempenho do sistema
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APENDICE 1.

Al -1 SISTEMAS DE SEGUNDA ORDEM.

Seja o sistema descrito pela seguinte equacéo:

G(2) = k ( k )( 1 ) (A1-1)

Z? + 2§ounZ+ounzz z+a/\z+a
Onde
y(n) k (Al -2)
x(n) z+a

Escrivendo o sistema como equacéo de diferencas tem-se:
y(n)+ay(n—1) =kx(n—1)
yn) =kx(n—1) —ay(n—1)

y(n) =kx(n—1)+ ay(n—1) (Al -3)

Fazendo o mesmo tratamento feito para a equacdo (Al-2) para a equacdo (Al-4) tem-se:

y2(m) 1 (Al -4)
y(n) z+a

y,(n) +ay(n—1) = y,(n—1)

y,(n) =y(n—1) -ay,(n—1)

y,(n) =y(n—-1)+ay,(n—-1) (Al -5)
Onde
a=-a
a=-a

Fazendo a solucdo para a equacao (Al -2) tem-se:
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y(n) =kx(n—1) +ay(n—1)

Entéo:
yn—1)=kx(n—2)+ay(n—2) (Al -6)
y(n—2)=kx(n—3)+ay(n—3) (A1 -7)
yn—3)=kx(n—4)+ay(n—4) (Al -8)

Substituicdo a equacdo (Al -6) naequacao (Al -2) vai se ter

y(n) =kx(n—-1) + d(kx(n —-2)+ay(n— 2)) (Al -9)

E fazendo as substituicdes nas equacds (Al-7), (A1l-8) e (Al-9) na equacdo (Al -2) o
sistema vai ficar como mostra a equacédo (Al -10)

y(n) = kx(n—1) + akx(n — 2) + a’kx(n — 3) + a3kx(n — 4) (A1-10)
+a*y(n—4)

Entdo a relacdo que descrive a expancdo da serie mostrada na figura anterior é

> Al -11
y(n)=kzaix(n—1—i) ( )
i=0

Fazendo o mesmo desenvolvimento matematica para a equacgédo (Al -5) tem-se:

y,(n) =y(n—-1D+ay(n—1)

Como o sistema depende de um estado anterior, da equacdo (Al -11) tem-se:

- (Al -12)
y(n—1) = kz alx(n—2—1i)
i=0
Substituindo a equacdo (Al -12) naequacdo (Al -5) tem-se:
(Al -13)

y,(n) = kz alx(n—2—1i)+ay,(n—1)
i=0

Onde as espancdes respetivas sao dadas pelas seguintes equacoes:
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°° (Al -14)
y,(n—1) = kZdix(n —3-+ay,(n—-2)
i=0
°° (Al -15)
y,(n—2) = ch'Lix(n —4-D)+ay,(n—3)
i=0
°° (Al -16)
y,(n—3) = ch'Lix(n -5-D+ay,(n—4)
i=0
y,(n—4) =k¥2,alx(n—6—1i)+ay,(n—>5) (Al -17)

Fazendo a substituiséo dos termos respetivamente correspondentes na equagdo (Al -13)
tem-se a equacgdo (Al -18):

[ee]

y,(n) = kz alx(n—2-—1i)+ k&Zdix(n —3-1)
i=0 i=0

[ee] [ee]

+ ka? Z alx(n—4—i)+ ka® Z a'x(n—5—1) (Al1-18)
i=0 i=0

(o]

+ k&“Z alx(n—6—1i)+ a°y,(n—5)
i=0

A equacdo (A1-18) apresenta uma serie de somatorios 0s quais podesem transformar em
um sumatorio, conhecendo a sequéncia e o comportamento das constantes a e @,

mediante a expansdo dos temos fazendo a seguinte metodologia
x(n—2)=k
x(n—3)=ka+ka
x(n—4) = ka® + kaa + ka?
x(n—5) = ka® + kaa? + kata + ka’

x(n—6) = ka* + kaad + ka2a? + kada + ka
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As equacdes anteriores apresentam um padrom similar, que é quando a potencia
de a” disminui a potencia de @ aumenta, entdo a representacio geral vai estar dada por a

seguinte equacao:
(A1 -19)

y,(n) = kzz @ o x(n—2-1i)

i=0 j=0

Substituindo as equagdes (Al -11) e (Al-18) naequagdo (Al-1) tem-se:

k 1\ _ ymy,(n) kXX @ a'x(n—2-1) (AL -20)
(Z + a) (Z + d) Cx(m) y(n) x(n)

Onde a solucdo encontrada para o exemplo do apendice 1, mostrada mediante a equagéo
(Al -20), é importante para dar solugdo au sistema (Al -1), e fundamental para a

solucéo da variancia do sistema.
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APENDICE 2

A2-1. PROGRAMA PARA O CALCULO DA VARIANCIA

clec;

T=0.1;
delta=1.0;
kp=0.5;
kd=[{0:0.1:57;
ki=0.0795;

c=kd./ (1+kd) ;

d=(1./(1+kd)) .* (kd*T + T*T*kp + T*T*T*ki);

e=(2./(1+kd)) .*(T*kd + T*T*kp) ;

f=T + ((T*T)./(1+kd)).*(kp + T*ki);

g= 2*T + ((T*T*kp) ./ (1+kd));

$Zeros

s=[f -g T];

roots(s);

a= (2*T)./qg;

al=g./ (2*f);
A=(l-(a.”2-al.”2))."2;

B=((-d.*(a.”3-al.”"3) + e.*(a.”2-al."2)

- c*T.*(a-al))) ."2;

C=((-d.*(a.”2 - al.”2)+ e.*(a - al)))."2;

D=(-d.*(a-al)) ."2;
E= (1./(f.*(a-al)))."2;

var=E.* (B./A + C + D )*(delta”2)

plot (kd,var, 'k'")
hold on;

title('saida', 'FontName', 'Times',

xlabel ('"Kd', 'FontName', 'Times',

ylabel ('Varidncia', 'FontName', 'Times',
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