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Abstract

If G is a finite group with a BN-pair, it is always possible to construct a complex irreducible
character called the Steinberg character. In particular, if G is a finite group of Lie type,
the Steinberg character has a special place in the study of the irreducible characters of
G. In this work, we discuss the construction and some applications of the Steinberg
character. In particular, we show the irreducibility of the Steinberg character and, under
some additional hypotheses, we calculate all its values. As examples of applications, we
use the Steinberg character to show a few results about commutators and in order to
count the number of unipotent elements in certain finite groups of Lie type. Moreover,
we present a quick discussion of an extension of the Steinberg character introduced by
Walter Feit. We tried to keep this work as self-contained as possible, therefore we included
a chapter on groups with a BN-pair and another one on the theory of Linear Algebraic
Groups.

Keywords: groups with a BN-pair, linear algebraic groups, finite groups of Lie type,
Steinberg character.
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Resumo

O carater de Steinberg pode ser construido sempre que temos um grupo finito G equipado
com um par-BN. Em particular, se G é um grupo finito do tipo Lie, o carater de Steinberg
tem um papel de destaque no estudo dos caracteres irredutiveis de G. Neste trabalho,
discutimos a construcao e algumas aplicagoes do carater de Steinberg. Em particular,
mostramos sua irredutibilidade e, sob hipdteses adicionais, determinamos todos os seus
valores. Como aplicacoes, utilizamos o carater de Steinberg para provar resultados sobre
comutadores e para contar o nimero de elementos unipotentes em certos grupos finitos
do tipo Lie. Além disso, apresentamos brevemente uma extensao do carater de Steinberg
proposta por Walter Feit. Para que o texto seja auto-contido, apresentamos uma discussao
geral sobre grupos com par-BN e revisamos também alguns aspectos relevantes da Teoria
de Grupos Algébricos Lineares.

Palavras-chave: grupos com par-BN, grupos lineares algébricos, grupos finitos do tipo
Lie, carater de Steinberg.
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Lista de Simbolos

conjunto das raizes fundamentais associadas a
um sistema P

conjunto das raizes positivas de P

sistema de raizes associado ao subgrupo
parabdlico W,

sistema de raizes

indugao do carater y de um subgrupo de G ao
grupo G

restricao do carater y ao subgrupo H

corpo dos inteiros modulo p

carater central associado ao cardater y
1-ésima classe de conjugacao do grupo G

centralizador de g em G

conjunto completo de representantes das
classes laterais a esquerda de W; em W
conjunto completo de representantes das
classes laterais duplas de W; e Wx em W

conjunto dos endomorfismos de V' como es-
pago vetorial sobre K

a componente conexa que contém a identidade
do grupo linear algébrico G
subgrupo derivado de G
o conjunto de pontos fixos do endomorfismo
F: G — G, onde G é um grupo linear al-
gébrico

maior poténcia de p que divide |G|

G
e
conjunto de elementos semisimples de um
grupo linear algébrico G
parte semisimples de um elemento g de um
grupo linear algébrico G

a parte coprima com p de |G|, ou seja,
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conjunto de elementos unipotentes de um
grupo linear algébrico G
parte unipotente de um elemento g de um
grupo linear algébrico G

conjunto dos caracteres complexos irredutiveis

de G
anel das matrizes n X n sobre K

conjunto completo de representantes das
classes laterais duplas de Py e Px em GG

ordem de um elemento g de um grupo G

subgrupo parabdlico padrao de GG associado ao
subconjunto J C [

o radical de um grupo linear algébrico G
o radical unipotente de um grupo linear al-

gébrico G

carater de Steinberg
carater de Steinberg do subgrupo L

subgrupo parabdlico padrao de W associado
ao subconjunto J C [
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Introducao

Neste trabalho discutiremos algumas propriedades do carater de Steinberg [34, 35] e algu-
mas das suas aplicagoes. O carater de Steinberg é um carater irredutivel que possui uma
importancia fundamental no estudo das representagoes dos grupos finitos do tipo Lie e é
uma pec¢a importante para mostrar diversos resultados sobre tais grupos. Em verdade,
podemos definir tal carater em qualquer grupo finito que possua um par-BN. Se o par-BN
for split, podemos obter resultados ainda melhores. De toda forma, para apreciar o carater
de Steinberg, precisamos primeiro justificar a importancia dos grupos finitos do tipo Lie.

Um dos resultados mais marcantes da Teoria de Grupos Finitos do século XX, sem
duvida, foi o Teorema da Classificacao dos Grupos Finitos Simples. Podemos enuncia-lo
da seguinte forma:

Teorema. [39, Secio 1.2] Seja G um grupo finito simples, entao G € isomorfo a um
grupo que pertence a uma das seis familias abaixo:

(i) Um grupo ciclico de ordem prima.
(1) Um grupo alternado Alt(n), para n > 5.
(i1) Um grupo cldssico:

e Linear: PSL,(q), para n > 2, exceto PSLy(2) e PSLy(3).

e Unitario: PSU,(q), para n > 3, exceto PSU3(2).

o Simplético: PSpan(q), para n > 2, exceto PSpy(2).

e Ortogonal: PQani1(q),n >3 e q impar, PQ3,.(q),n >4 e PQ5,(q),n > 4.

Em todos esses casos, q € uma poténcia de um primo p.

(tv) Um grupo excepcional do tipo Lie:

Ga(9),q > 3; Fulq); Es(q); *Eo(q); *Dalq); Ex(q); Es(q)

onde q € uma poténcia de wm primo p, ou

2 2

32(22n+1); G2<32n+1); 2F4(22n+1>
paran > 1.

(v) Um dos 26 grupos esporddicos.

(vi) O grupo de Tits *Fy(2)'.



Mais detalhes sobre o Teorema da Classificacao e a notacao utilizada podem ser encon-
trados em [39]. Alguns autores consideram o grupo de Tits como um grupo excepcional
do tipo Lie. Neste trabalho, optamos por analisa-lo separadamente para tratar os outros
grupos do tipo Lie de maneira uniforme.

Os grupos das familias (i7i) e (iv) podem ser obtidos a partir dos grupos do tipo Lie.
Muitos desses grupos sao, de fato, grupos do tipo Lie, enquanto outros sao quocientes.
Assim, de certa forma, a maior parte dos grupos simples sao grupos finitos do tipo Lie
ou estao relacionados a tais grupos de forma bem proxima. Neste trabalho, discutiremos
brevemente como os grupos finitos do tipo Lie surgem a partir de um grupo linear algébrico
redutivo.

Nos casos tipicos em que o grupo finito do tipo Lie G possui um par-BN split em
caracteristica p, o carater de Steinberg St possui uma série de boas propriedades. Nesses
casos, temos:

B { +(Ca(9) ], se p nao divide a ordem de g;
St(g) = .
0, caso contrario.
Dessa forma, o carater de Steinberg satisfaz a condigao p { S‘ti(l) e é, portanto, um exemplo
de carater com p-defeito 0. Neste trabalho, discutiremos em detalhes a construcao de
St e como calcular os seus valores. Também veremos como o carater de Steinberg pode
ser utilizado para mostrar um Teorema de Gow [I4], que é um passo importante na
demonstracao da Conjectura de Ore [23]. O Teorema de Gow diz que em um grupo finito
simples do tipo Lie em caracteristica p, todo elemento g tal que p nao divide a ordem de
g ¢ um comutador.

Vamos agora apresentar um resumo dos capitulos. No Capitulo [T} revisaremos um
pouco de Teoria de Caracteres. Em particular, na Se¢ao[I.3.1|mostraremos alguns critérios
para dizer se um elemento g € G é um comutador.

O Capitulo [2| trata de grupos que possuem um par-BN. E o caso, por exemplo, dos
grupos finitos do tipo Lie. Se G é um grupo com par-BN, temos associado um grupo
de Coxeter chamado de grupo de Weyl. Tal grupo controla fortemente a estrutura de G.
Mesmos nos casos em que G ¢ infinito, muitas vezes W é finito e podemos obter bons
resultados. E o que ocorre, por exemplo, quando GG é um grupo linear algébrico conexo
e redutivo. Assim, uma parte substancial desse capitulo é dedicada ao estudo dos grupos
de Weyl e dos sistemas de raizes associados. Na Secao [2.3| apresentamos varios exemplos
de grupos finitos que possuem par-BN.

No Capitulo [3] discutiremos um pouco sobre a Teoria de Grupos Lineares Algébricos,
com énfase no caso em que a caracteristica do corpo é positiva. Quando G é um grupo
linear algébrico redutivo e F é um endomorfismo de Steinberg, entdao dizemos que G* é
um grupo finito do tipo Lie. Tais questoes sao discutidas na Secao |3.6|

O caréter de Steinberg é discutido no Capitulo 4l Mostraremos como ele pode ser
construido em qualquer grupo com par-BN e que é sempre um carater irredutivel de
G. Sob a hipdtese adicional do par-BN ser split e satisfazer a relacao dos comutadores,
veremos que os valores de St podem ser completamente determinados. Na Secao
explicaremos do que se trata a Conjectura de Ore e veremos uma aplicagao do carater de
Steinberg para tratar de um caso particular dessa conjectura. Na Secao discutiremos
outras aplicagdes do carater de Steinberg, como um resultado que nos permite contar



elementos unipotentes.



Capitulo 1

Teoria de Caracteres

Neste capitulo, o objetivo é discutir alguns resultados de Teoria de Caracteres que serao
importantes para os capitulos posteriores. A demonstracao de alguns resultados sera
omitida e maiores detalhes podem ser vistos em [20].

1.1 Algebras e Representacgoes

Antes de discutir representacoes, precisamos relembrar a definicao de algebra.

Definigao 1.1. Seja A um espago vetorial sobre um corpo K. Dizemos que A é uma
K-dlgebra se for também um anel com unidade e, para todo ¢ € K e para todos z,y € A,
valer (cx)y = c(zy) = x(cy).

Com a definicao de algebra, podemos definir representacgoes.

Definigao 1.2. Seja A uma K-édlgebra e V um espago vetorial sobre K, com n = dimgV'.
Dizemos que p é uma representagao de A (com espaco de representacao V') se p for
um homomorfismo de dlgebras entre A e Endg (V). O inteiro n é chamado de grau da
representacao p.

Se escolhermos uma base para V, podemos identificar Endg (V) com M,(K), onde
M,,(K') denota a élgebra de matrizes nxn sobre K. Assim, podemos considerar que p é um
homomorfismo de A para M, (K). Dizemos que duas representagoes p e o de mesmo grau
n sao equivalentes se existe uma matriz invertivel P € M,(K) tal que p(a) = Po(a)P™,
para todo a € A. Note que se p é um homomorfismo entre A e M,,(K) e trocarmos a base
do espaco vetorial subjacente, obteremos uma nova representacao equivalente a p.

Seja G' um grupo finito. Podemos associar ao grupo G uma &lgebra que consiste de
todas as somas formais finitas de elementos de G com coeficientes em K.

Definigao 1.3. Seja G um grupo finito e K um corpo. O conjunto K[G] = {>_ . a.9 |
a, € K} é chamado de dlgebra de grupo . As operagoes em K |G| sao definidas da seguinte
forma:
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(Z agg> + (Z bgg> = (ag+1by)g

geG geG geG
(Z agg> . (Z bgg) = chg, onde ¢, = Z apby
geG geG geG h,keG
hk=g
A (Z agg) = (Z()\ag)g> A EK.
geG geG

Note que K[G] é, de fato, uma &lgebra sobre K. Um elemento g € G, pode ser visto
como elemento de K[G], tomando a, =1 e a;, = 0, para h # g. Dessa forma, o grupo G
forma uma base finita para K[G]. Além disso, o elemento neutro é dado por 1x1¢.

A cada representagao p de K[G] é possivel associar um K [G]-médulo de forma canonica
e vice-versa. Tome V um espaco vetorial de dimensao n sobre K. Assim, podemos definir
o produto de um elemento v € V com x € K|[G| por zv = p(x)(v). De modo andlogo, para
um x € K[G] fixo, o produto zv estd bem-definido para todo v € V. Assim cada x induz
um endomorfismo xy tal que zy (v) = zv para todo v € v, e a fungao p tal que p(z) = zy
é uma representagao de K[G]. Com essa identificacao, temos a seguinte proposigao:

Proposicao 1.4. Se V e W sio K[G]-mddulos, entio eles sao isomorfos se, e somente
se, as representacoes associados a eles sao equivalentes.

Associando médulos a representacoes, € possivel entender melhor a estrutura das rep-
resentacoes. Dizemos que uma representacao € irredutivel se o modulo associado a repre-
sentacao é irredutivel, isto é, nao possui submodulos nao triviais. Se um modulo é tal que
todo submédulo admite um complemento, entao dizemos que o moédulo é completamente
redutivel. Com isso, podemos enunciar o Teorema de Maschke.

Teorema 1.5 (Maschke). Seja G um grupo finito e K um corpo cuja caracteristica nao
divide a ordem de G. Nessas condigoes, todo K[G]-mddulo é completamente redutivel.

Assim, caso as condi¢oes do Teorema de Maschke estejam satisfeitas, se uma represen-
tagao nao for irredutivel, ela pode ser decomposta em representacoes de grau menor. Como
esse procedimento pode ser repetido para cada uma das outras representagoes, temos que
toda representacao pode ser decomposta em representagoes irredutiveis. Assim, o Teo-
rema de Maschke fornece uma forte justificativa para trabalharmos com representagoes
sobre um corpo de caracteristica 0. Neste trabalho, adotaremos sempre K = C.

Se p é uma representagao de grau n, temos que a restrigdo p|g é homomorfismo de
G em GL,(C), pois se p(g)p(g~") = p(gg~t) = I, temos p(g)~* = p(g~'). Neste caso,
dizemos que p|g é uma representagdo de G de grau n. Por outro lado, se ¢ é uma
representagao de GG, que é uma base para K |G|, é possivel estender por linearidade ¢ para
uma representagao de K|[G].
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1.2 Caracteres

Um carater de um grupo é construido a partir de uma representacao utilizando o traco
das matrizes. Em um primeiro momento, parece que estamos descartando informacao,
mas na verdade estamos apenas nos concentrando no que é essencial.

Definicao 1.6. Seja p uma representacao de GG de grau n. O cardter associado a p é a
fungao x(g) = tr(p(g))-

A cada representacao estd associado um cardter, mas o mesmo carater pode estar
associado a diferentes representacoes. Note que se A e B sao duas matrizes quadradas
de mesmas dimensoes temos tr(AB) = tr(BA). Assim se p e o s@o duas representagoes
equivalentes, temos tr(p(g)) = tr(Po(g)P™) = tr(c(9)P~'P) = tr(c(g)). Portanto
representacoes equivalentes induzem o mesmo carater. Como estamos considerando K =
C, vale também uma reciproca para essa afirmacao, se duas representagoes induzem o
mesmo carater, entao elas sao equivalentes.

Dizemos que um carater é irredutivel, se uma representagao associada a ele é irredutivel.
Assim, pelo resultado anterior, essa definicdo nao depende da escolha da representacao
pois a irredutibilidade é preservada entre representacoes equivalentes.

Definicao 1.7. Seja f : G — C. Se f for constante em cada classe de conjugagao,
dizemos que f é uma funcdo de classe de G. O espaco vetorial de todas as funcoes de
classe complexas de G ¢ denotado por CF(G).

Note que os caracteres sao funcoes de classe, pois se g = zhz ! e p é uma representacao
associada ao cardter x, temos p(g) = p(z)p(h)p(x™1), assim x(g) = tr(p(z)p(h)p(x™1)) =
x(h). Além disso, p(1) = I,, onde I, é matriz identidade n x n, e dai x(1) = n, onde
n é o grau da representacao. O carater irredutivel que assume o valor 1 em todas as
classes de conjugacgao é chamado de cardter principal e sua representacao associada é o
homomorfismo p : G — GL{(C) tal que p(g) = 1, para todo g € G. Denotamos por 15 o
carater principal de G.

Na proposicao seguinte, listamos algumas boas propriedades dos caracteres.

Proposicao 1.8. Seja G um grupo finito e Irr(G) o conjunto dos caracteres irredutiveis
de G. Entao:

(i) O nimero de elementos de Irr(G) € igual ao nimero de classes de conjugagdo de

G.

(”) ‘Gl = erlrr(G) X(1)2

(1ii) Os caracteres irredutiveis formam uma base para o espago CF(G). Mais ainda, se x
¢ um cardter qualquer, entao x € uma combinacao linear de caracteres irredutiveis
em que os coeficientes da base sao todos inteiros nao-negativos e nao todos nulos.

(iv) Se x € Irr(G), entdao x(1) divide a ordem de G.

(v) Se x € um cardter de G, a fun¢ao X dada por X(g) = x(g) também € um cardter de

G, chamada de “cardter conjugado” e x(g) = x(g7).
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Naturalmente, nem toda funcao de classe é um carater. Se f é uma funcao de classe
em que os coeficientes dos caracteres irredutiveis sao todos inteiros, dizemos que f é um
cardter generalizado.

O espago das fungoes de classe pode ser equipado com um produto interno [, ¥]¢ da
seguinte forma:

[7 ZX

gEG

Quando ficar claro pelo contexto, escreveremos apenas [x,?]. Como as fungoes de
classe sao constantes nas classes de conjugacao, se particionarmos GG em suas r classes
de conjugacao %, %, ..., %, e escolhermos representantes para cada classe podemos
escrever:

X, ¥ |G| Z | | x () z) onde z; € ;.

Proposicao 1.9 (Primeira Relagao de Ortogonalidade). Se Irr(G) = {x1,Xx2,- -, Xr},
entdo [xi, xj] = 0ij, onde 6;; € o delta de Kronecker.

Isso significa que os caracteres irredutiveis nao apenas formam uma base para as
funcoes de classe, mas também formam uma base ortonormal. Note que se ¥ é um

’ ~ . T ~
cardter, entdo 1 € Irr(G) se, e somente se, [¢,9] = 1, pois se ¢ = ) |, a;x; entdo
[, 9] = >, a?. Como os a; sdo inteiros positivos, temos [, 1] = 1 se, e somente se,

exatamente um dos a; for 1.
Em alguns casos, o resultado abaixo também pode ser util.

Proposicao 1.10 (Segunda Relagao de Ortogonalidade). Sejam g,h € G e Irr(G) =
{X17 X27 . 7Xr}; 6ntdO

— Ca(g)| se g eh sao conjugados
> x(g)x(h) = {' 5(9) g :

0 caso contrdrio
x€lrr(G)

1.3 O centro da algebra C|G]

A dlgebra C[G] estd intimamente ligada com os caracteres de G. Essa ligacao fica mais ev-
idente quando analisamos o centro da algebra Z(C[G]). Particione G em suas r classes de
conjugacao 1, 4, ..., K. Para cada J, considere em C[G] o elemento K; = EQG% g.

Proposicao 1.11. O conjunto {K;, Ks, ..., K,} forma uma base para Z(C[G]). Assim,
temos K;K; = Y a;;,K, e 0s a;j, sdo inteiros nao-negativos. Os a;j, sio chamados de
constantes de estrutura e a;j, = [{(z,y) | * € K;,y € K;,xzy = z}|, para cada z € K,
fizado.

Demonstracao. Os K; sao linearmente indepedentes, pois estamos somando elementos de
subconjuntos disjuntos de uma base para C[G]. Note que para um elemento z € C|[G]
pertencer ao centro é suficiente que z = gzg~!, para todo ¢ € G. Assim ao conjugar K;
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por um elemento de g € G, temos que gK,;¢g~* é apenas uma permutacao da ordem em que
os elementos de .#; aparecem na soma K;. Dessa forma, gK;g7' = K; e K; € Z(K[G]).

Agora se z = Y a,9 € Z(C[G]), temos z = hzh™!, para todo h € G. Isso significa
Sa,g = > ashgh™t, para todo h € G. Assim, se g e k sdo conjugados, existe um h tal
que hgh™' = k. Dessa forma, o coeficiente de g é igual ao coeficiente de k. Portanto,
em cada classe de conjugacao, o coeficiente de z é constante e z pode ser escrito como
combinagao linear dos K;.

O centro da algebra é uma subélgebra, entdao K;K; € Z(C[G]) e K;K; = > a;j, K.
Novamente, isso significa que o coeficiente a;;,, ¢ 0 mesmo para todos os g € J#,. Assim,
a;j, ¢ o numero de vezes que um elemento g da v-ésima classe de conjugagao ¢ escrito como
um produto de um elemento da i-ésima classe de conjugacao com um elemento da j-ésima
classe de conjugagao. Portanto, a;;, ¢ um inteiro nao-negativo pois ¢ a cardinalidade de
um conjunto. O

Antes de prosseguir, precisamos de um lema.

Lema 1.12 (Schur). Seja p uma representacao irredutivel de C[G] de grau n. Se A €
M, (C) € tal que Ap(g) = p(g)A, para todo g € G, entao A = \I,,, com X € C.

Demonstracao. Tome V' simultaneamente espago vetorial sobre C e um C[G]-médulo ir-
redutivel correspondendo a p. Denote por C[G]y o conjunto {p(z) | = € C[G]}, que é um
subconjunto de End(V'). A matriz A pode ser vista como elemento de End(V'), mas além
disso, A também preserva a estrutura de C[G]-mddulo de V. Para verificar isso, basta
observar que A é uma transformagao linear e A(p(x)(v)) = p(x)A(v), justamente por A
comutar com os elementos de C[G]y. Segue que A é um endomorfismo de C[G]-mddulos.
Como ker A e ImA sao submddulos de V', temos ou ker A =0 ou ker A =V, pois V é
irredutivel. No segundo caso, temos A = 0. No primeiro caso, A é uma matriz invertivel.
Como C é algebricamente fechado, A tem pelo menos um autovalor \. Agora, A — A\,
também comuta com os elementos de C[G]y. Pelo mesmo argumento, temos que A — AI,,

é invertivel ou é zero. Mas como A é autovalor, concluimos que A = \I,,.
O

Se p é uma representagao associada a um carater irredutivel y, entao as imagens dos
elementos de Z(C[G]) comutam com todos os p(z), para © € C[G] e, pelo Lema [1.12]
p(y) = A\yL,, para y € Z(C[G]). Isso motiva a nossa préxima definigao.

Definicao 1.13. Seja p uma representacao associada ao carater irredutivel x. O cardter
central associado a x, denotado por w,, : Z(C[G]) — C, é o homomorfismo de dlgebras tal
que, para todo x € Z(C[G]), temos p(x) = wy(x)I,.

Um fato importante que deixamos registrado aqui é que os valores do carater central
sao inteiros algébricos. Uma demonstragao desse fato pode ser encontrada em [20, Teorema
3.7]. Se um inteiro algébrico for um numero racional, entao ele deve ser também um
nimero inteiro.

Proposicao 1.14. Seja x € Irr(G) e K uma soma de classe de conjugagdo, entio w, (K)
¢ um inteiro algébrico.
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Tome p uma representacao de grau n associada a y e seja K; a soma dos elementos

da classe de conjugacio ;. Temos p(K;) = w,(K;)l, e tomando os tragos das matrizes,
obtemos x(g)|%i| = wy(K;)x(1), para g € . Assim, w,(K;) = % Com o auxilio
do carater central, que pode ser obtido através da tabela de caracteres, podemos calcular

as constantes de estrutura.

Proposicao 1.15. Sejam J#1, %, ..., %, as classes de conjugacdao de um grupo finito G.
Se K; e K sao as somas correspodentes as classes J; e J;, entiao K;K; = 22:1 ;ju I,
e

- _ AN x(@i)x () x(z0)
G 2T am Y

x€lrr(G)

onde x; € um representante de ;.

Demonstragao. Aplicando o homomorfismo w, dos dois lados da equacao K;K; = Y a;; /K,
obtemos:

(@)l A (@)1~ x(@)]A]
x(h)  x(1) _; T

Simplificando a expressao e multiplicando por x(z,) dos dois lados temos:

EAIEA O AN NPV Ny ey
(1) —; il (@)X ().

Agora, a idéia é considerar essa expressao somada em relacao a todos os caracteres
irredutiveis de G.

A CANCINER I S NP

x€Irr(G) X(l) x€Ilrr(G) =1
= Zaz'jl|«%/l| Z X () x (o)
=1 x€Irr(G)

= Z a;i| || Ca(x)|61p (61 € 0 delta de Kronecker)
I=1

— 4y I Cola).

A peniltima igualdade segue da segunda relagdo de ortogonalidade. Como |7, =

%, isolando a;j, na ultima igualdade obtemos:

:|<1/i||<75§| Z X(xi)x(xj)x(xv)'

ijv
| | x€Irr(G) X<1)
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1.3.1 Resultados sobre comutadores

As constantes de estrutura a;j, contam de quantas formas distintas um elemento qualquer
da classe de conjugacao #, pode ser escrito como produto de um elemento da classe J#;
pela classe JZ;. Esse tipo de informacao nos ajuda a descobrir, por exemplo, quando um
elemento em um grupo G ¢ um comutador [z, y] = zyz 1y~

Proposicao 1.16. Sejam g,z elementos fizos em G. Entdo g € conjugado a [x,y] para
algum y € G se, e somente se,

x€lrr(G)

Demonstragdo. Note que x(z)x(z™) = x(z)x(z) = |x(x)|*>. Assim, pela Proposigao m,

temos ZxEITT(G’) % # 0 se, e somente se a;;, # 0, onde z € J#;, x7! € K e g € K,
Se a;j, ¢ nao-nulo, entao existem a € J%; e b € £ tal que ab = g. Porém, a é conjugado
a x e b é conjugado & 1. Entao, para certos h,k € G, temos a = hah™' e b = kx~ k™1

Assim:

g=ab
= hah 'k k!
= h(zh‘ka~ 'k~ h)R !
= hlz,h 'k]n .

Agora, se g é conjugado a [r,y], para algum y € G, temos xyr 'y~' = hgh™!, para
algum h € G. Como x € J; e yz~'y~' € %, temos que a;j, nao pode ser 0, pois pelo
menos um conjugado de g é produto de um elemento de J#; por um de JZ;. n

Note que para um elemento g ser um comutador é suficiente que ele seja conjugado a
um comutador. Afinal, se ¢ = hzyz~'y~'h™!, temos g = [hxh™!, hyh™!].

Denote por A(g) a cardinalidade do conjunto {(x,y) € G x G | [z,y] = g}. Observe
que A(g) é uma funcao de classe, pois se g e h sdo conjugados, existe k tal que kgk™ = h,
dessa forma, se g = [z, 9], entao [kxk™!, kyk™'] = h. Como a conjugagao por um elemento
fixo é um automorfismo de G, estabelecemos uma bijecao entre os pares (z,y) e os pares
(kxk™, kyk™'). Portanto A(g) = A(h). Sendo uma fungao de classe, A(g) pode ser
expressa como combinagao linear de caracteres irredutiveis.

Proposigao 1.17. O nimero A(g) de pares (x,y) tais que g = [x,y] € dado por:

(9)
Ag) =6 X,
’ x€Irr(G) X<1)

Em particular, A € um cardter do grupo G.

Este é um antigo resultado devido a Frobenius [11], mas como é dificil de encontrar o
artigo, optamos por demonstrar este resultado aqui.

Demonstracao. Tome g, x € G fixos. Se J#; é a classe de conjugagao de z, J#; é a classe
de 27! e #, é a classe de g, a constante de estrutura a;, conta de quantas formas é

10
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possivel escrever um elemento fixado da classe de g como um produto de elementos das
classes J%; e .

Como observado na demonstragao da Proposicao , se g = ab para a = hzh™! € %
eeb =k 'k™l € J#, entdo g é conjugado a um comutador da forma [z, 'k]. Em
particular g é também um comutador, porém, da forma [hxh™t kh™t] = [a, hk™1].

Considere a funcao auxiliar A;, onde A;(g) é a cardinalidade do conjunto A; = {(z,y) |
r € K,y € G,x(yr~'y™!) = g}. Evidentemente, se tivermos r classes de conjugagio
temos A(g) = >;_, Ai(g). Agora, compare A; com o conjunto B; = {(hah™, ka~ k™) |
h,k € G,(hah ™) (kz™'k™') = g}. Note que |B;| = ajiry.

A diferenga entre esses dois conjuntos é que em A;, se (z,y1) e (z,y2) sdo pares
tais que iz 'Yyt = yox~lyy t, mas y; é diferente de gy, entdo eles sio contados como
elementos distintos. J4 em B; esse par seria contado apenas uma tnica vez, através do par
(z,y127 ;). Assim o mesmo conjugado de x~! aparece vérias vezes em elementos de A;.
Para contar o tamanho do excesso, basta lembrar que existe uma bijecao entre os elementos
da classe de conjugagao #; e as classes laterais de Cg(z!) em G. Tome T um conjunto
de representantes das classes laterais de Cg(z7!) em G. Temos G = UiertCa(z™!) e
e 7t # taa 'ty se t; # ty. Dessa forma, para cada z temos que cada conjugado
de 71 ¢ contado |Cg(z™!)| vezes em A;. Além disso, o tamanho do centralizador é o
mesmo para todos os elementos da classe de conjugacao J#; e, independentemente de z e
z~! estarem na mesma classe de conjugagdo ou nao, é verdade que |Cg(z71)| = |Ca(x)].
Isso nos permite concluir que |A4;| = (z7Y| = ay|Ca(x;)|, onde z; € #;. Agora
podemos calcular A(g) por meio das constantes de estrutura. Entao:

= ZAi(g)

= Z@im|CG($z‘)|

:Zl‘%/H%’ Z X:EZXIZ’ ( )|CG($1)|

XEIrr(G) 1)
- X M X9 (o ot = (L o 1080 = 4
:2; > PGB (i ) = xto~) = 37)
> oy OIEICls

A dltima igualdade, vem do fato de que os z; sao representantes das r classes de con-
jugagao, portanto [x,x] = 1 = |_c1:| Sy |1 Ix(xi)]?. Agora, A(g) é a cardinalidade de

um conjunto, entdo A(g) é um nimero inteiro nao-negativo, portanto A(g) = A(g) =

11
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> el (@) x |G |, que ¢ precisamente a férmula que querfamos. Observe que A(g) é uma

combinacao hnear de caracteres irredutiveis em que o coeficiente de cada y é ?B, que é
um inteiro positivo (veja Proposigao [1.8). Portanto, A(g) é um cardter de G. ]

Com isso, obtemos também o seguinte corolério:

Corolario 1.18. Um elemento g € G € um comutador [x,y] para alguns x,y € G, se, e

somente se, erlrr Q) X 7& 0.

A prova do corolario é imediata, pois A(g) # 0 se, e somente se, erlrr(G’) % £ 0.
De toda forma, vamos apresentar uma demonstracao desse fato de forma independente
da Proposicao

Demonstragcao. Observe que se ernr(a) (D) ;é 0 e g nao é um comutador, entao para

cada z fixo nao existe y € G tal que g seja conjugado a [z,y]. Pela Proposigao m

x(@)[*x(9)

devemos ter, para todo z € G, > NG 9 — (. Em particular, somando em todos

0s T, temos:

x€lrr(G)

-y 3 | >_

zeG XEIT‘T‘(G)

= Z|X

XEIT‘T’(G) CCEG

x(9)

P> x(1)
x€lIrr(G)

A dltima igualdade vem da primeira relacdo de ortogonalidade, pois para um cardter
irredutivel |G|[x, x] = |G| = 3_,cc Ix(@)]*. A dltima equagao implica > el (@) XE g =0,
o que é um absurdo.

Se g é um comutador da forma [x,y], em particular, ele é conjugado a [z,y] e temos

Ix (@) x
que Exe Ire(G) T x(D 7é 0, mas mais do que isso, esse nimero é real e maior que 0, pois
s . Gla;
¢ igual a |Lg‘ﬁ;]£lf|. Assim, se somarmos essa quantia em relacao a todos os x, o resultado
K J

serd maior do que 0. Manipulando de forma idéntica, obtemos:

Px(@)*x(9) x(9)
2 Z = ¢l x(1)

~—

z€G xelrr(G x€lrr(G)
Como o lado esquerdo da equagao é diferente de 0, concluimos que er (G )’;(—fg
também tem que ser diferente de 0.
O]

12
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1.4 Inducao e restricao de caracteres

Se H é um subgrupo de um grupo G e a é uma funcao de classe de H, denotamos por
a% a funcdio de classe induzida de H a G definida por:

1

o = — Z a(zgz™h).

(9) 2 (zgz™)
zgr—leH

Note que o é, de fato, uma funcao de classe em G. Pois se ygy~—' = h, o somatério
acima nao se altera se substituirmos x por zy, para y fixo. Porém, nao é evidente que se
x é um cardter de H, entdo x“ também serd um carater de G. Isso é verdade e serd uma
consequéncia da reciprocidade de Frobenius. Observe que a®(1) = |G : H|a(1)

Se a é uma fungao de classe de G, denotamos por ay a restricao de aw a H. Se dois
elementos de H sao conjugados em H, eles também sao conjugados em G. Assim, ay é
também uma funcao de classe. Em particular, se x é um carater de G, entao yg também
é um cardter de H. Afinal, se p é uma representacao de G, a restricao de p a H é uma
representacao de H que déa origem ao carater xyy. Entretanto, se x for irredutivel nem
sempre yg serd irredutivel também.

Proposicao 1.19 (Reciprocidade de Frobenius). Se H é um subgrupo de G e o é uma
funcao de classe de G e  uma funcao de classe de H, temos

8%, e = [am, Bl
Demonstracao. Ver [20, Lema 5.2]. O

Agora, se 1 é um carater de H, entdo para todo carater irredutivel x € Irr(G) temos
que [x,v% ¢ = [xu,¥]g é um inteiro ndo-negativo. Pelo menos (1) é diferente de 0,
entao ¥ nao é nulo. Assim, ¥ é um carater de G.

~ Se H e K sao subgrupos de um grupo G' e T' é um subconjunto de G tal que G =
U,erHtK, entao diz-se que T' é um conjunto de representantes das classes laterais duplas
em relacao aos subgrupos H e K. Em geral, escolhe-se T tal que 1 € T. Com isso, temos
o seguinte resultado:

Proposicao 1.20 (Férmula de Mackey). Seja G um grupo e K, H subgrupos de G. Se
X € um carater de K e T é um conjunto de representantes das classes laterais duplas em
relagao aos subgrupos H e K, entao

onde (*x) € o cardter de tKt™' tal que (*x)(thkt™') = x (k).
Demonstracao. Ver [19, Teorema 17.4]. O
Como consequéncia, temos o seguinte corolario:

Corolario 1.21. Se ¢ e x sao caracteres de subgrupos H e K de um grupo G e T é um
representantes das classes laterais duplas, temos:

13
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[QOG> XG] = Z[%tX]Htht—l-

teT

Note que no lado direito da expressao acima, estamos cometendo um pequeno abuso
de notacao, pois escrevemos  ao invés de Y1 € “x ao invés de ‘X grere—1

Demonstracao.
[, x%e = [0, (X“)
= [e, Z((tX)Htht—l)H]H (pela Proposigao [1.20))
teT

= Z[‘Pa ((tX)Hthtfl)H]H
teT

= Z[% X rnere (pela Proposigao [1.20)) .
teT

14



Capitulo 2

Grupos com Par-BN

O carater de Steinberg é definido em termos de caracteres induzidos dos subgrupos
parabdlicos de um grupo com par-BN. Neste capitulo discutiremos precisamente esses
grupos que possuem um par-BN e alguns conceitos relacionados.

Definigao 2.1 (Par-BN). Dois subgrupos B e N de um grupo G formam um par-BN se:

(1) G é gerado por B e N.
(17¢) BN N é normal em N.

(iit) O grupo N/(BN N) =W é gerado por elementos s; com i € I tais que s? = 1. W
é chamado de grupo de Weyl e |I| é chamado de posto do par-BN.

(iv) Sejaw: N — W o homomorfismo quociente, se n; € 7~ 1(s;) entao (Bn;B)(BnB) C
Bn;nB U BnB, para todon € N.

(v) Se n; € 7 !(s;), entao n;Bn; # B.

Para alguns grupos do tipo Lie, o par-BN é construido naturalmente de forma a atender
as condigoes acima e na Secao [2.3|construiremos alguns exemplos de grupos com pares-BN.

2.1 Raizes e grupos de Weyl

Nesta secao discutiremos alguns conceitos importantes relacionados aos sistemas de raizes
e o grupo de Weyl. Esta se¢ao é um apanhado de resultados encontrados em [17, Capitulos
2 e 5], [13, Capitulos 1 e 2], [5, Capitulo 2] e [0, Capitulo 2].

Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita equipado com um produto interno
(.,.). Dado r € V, denotaremos por w, a reflexdo com respeito ao hiperplano ortogonal
ao vetor r. Neste caso, temos:

2(r, )

T
(r,r)

u mos usan rmo “reflexao” num sentido mais geral, j4 que nao nec-
Note que estamos usando o termo “reflexao” sentido mais geral, j4 que nao nec

essariamente o produto interno é o produto euclideano. Com isso, temos a seguinte
definicao:

wy(x) =2 —

15
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Definigao 2.2 (Sistema de Raizes). Seja V' um espago vetorial equipado com produto
interno (.,.). Seja ® um conjunto finito de vetores nao-nulos de V. Dizemos que ® é um
sistema de raizes de V se:

(i) ® NRr = {r,—r}, para todo r € ®, isto é, para r € ¢, temos £r € ¢ e estes sao os
unicos multiplos de r que estao em ®.

(ii) ® é um conjunto gerador de V.

(iii) Para todos r,s € ®, temos w,(s) € P.

(iv) (Condigao Cristalogrdfica) Para todos r,s € ®, 2% ¢ um inteiro.

Dado um sistema de raizes ®, o grupo de Weyl, denotado por W, é o grupo gerado
por todas as reflexoes w,, para r € ®. Veremos adiante que o grupo W de um grupo com
um par-BN também ¢ um grupo de Weyl neste sentido e mostraremos como associar um
conjunto de raizes adequado a ele.

Observe que W age sobre @, pois w € W é um produto de elementos da forma w,, para
r € ®. Assim, se s € ¢ temos w,(s) € P e, assim, w(s) € . Como P gera todo o espago
vetorial V', se w,w’ € W sdo elementos distintos deve existir r € ® tal que w(r) # w'(r).
Segue que W age de forma fiel sobre ®. Através dessa acao W pode ser visto como um
subgrupo do grupo das permutacoes de ®, portanto, W é um grupo finito pois ® ¢ finito.

O fato de @ gerar todo o espaco vetorial V| implica que ® contém uma base de V.
Gostariamos, porém, de obter uma base contida em ® que seja relativamente facil de
trabalhar. Para esse fim, introduziremos uma relacao de ordem em V' da seguinte forma:

1. Fixe uma base B = {ej,...,¢e,} de V.

2. Defina o conjunto V' como sendo o conjunto dos vetores de v € V tal que a primeira
coordenada nao-nula de v na base B ¢é positiva.

3. Para u,v € V escreveremos u < v se v — u € V1. Isso significa que se u = > a;e; e
v =) bje; e k é o menor indice tal que a; # by, entdo a; < by. Essa é a chamada
ordem lexicogrdfica.

Assim, se v # 0, temos v € VT ou —v € V*. Portanto, uma tal relagdo de ordem
particiona ® em exatamente duas partes iguais. Escreveremos & = & N V™' e diremos
que os elementos de ®T sdo as raizes positivas. Temos também &~ = &\ &+ que é o
conjunto das raizes negativas de ®.

Se B é uma base de V', podemos trocar cada elemento v € B por v que continuaremos
tendo uma base de V. Dessa forma, fica claro que ®* também tem que conter uma base
de V.

Definicao 2.3 (Sistema de Raizes Fundamentais). Um subconjunto A de ® é um dito
um sistema de raizes fundamentais ou de raizes simples de V' se:

(i) A é uma base de V.

(ii) Toda raiz de ® pode escrita como uma combinacao linear de elementos de A em que
os coeficientes sao todos nao-positivos ou todos nao-negativos.

16
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Note que se existe um sistema de raizes fundamentais A, podemos tomé-lo como
uma base para V e ®T coincidird com o conjunto {v € ® | v = > a;ry, r; € Aja; >
0, para todo i}. Assim, A determina ®*. Nao fica claro, porém, que ® sempre contém
um sistema de raizes fundamentais. Este é precisamente o objetivo da proposicao seguinte.

Proposicao 2.4. Fizada uma base para V, dado ®T = ® NV existe um tnico A C &+
tal que A € um sistema fundamental de raizes de V.

Demonstracao. Escolha A C &1 com as seguintes propriedades:

(i) Toda raiz em ®* pode ser expressa como combinagao linear com coeficientes nao-
negativos de raizes de A.

(ii) Nenhum subconjunto de A possui a propriedade (7).

Um tal subconjunto existe, pois o préprio @ possui a propriedade (). Se conseguirmos
mostrar que A é um conjunto linearmente independente, entao serd suficiente para mostrar
que A é um sistema fundamental de raizes. Primeiro, vamos mostrar que se r,s € A,
entao (r,s) < 0. Suponha (r,s) > 0 e faca A = 22:7‘3

Vamos considerar o que acontece se w,(s) € ®*. Neste caso, pela propriedade (i)
temos w,(s) = ZneA a;ri, com a; > 0 e, assim:

g a;r; = S — AT

r;EA

Dai A\r—s+3) . . airi = 0. Se a; é o coeficiente de s no somatério da expressao anterior,
K
podemos escrever a expressao assim:

(a; —1)s+ Ar + Z a;r; = 0.
r, €A\{s}
Todos os vetores de A estao em V', assim uma combinacao linear positivas de vetores

ntinua em . rém im ra evitarm ir em contradica
de A continua em V. Porém, 0 ¢ V7T e, assim, para evitarmos cair em contradicao
precisamos ter a; — 1 < 0. Passando s para o outro lado da equagao, obtemos:

Ar + Z a;T; = (1 — CLj)S.

ri €A\{s}

Assim, s pode ser escrito como uma combinacao linear com coeficientes positivos de
vetores de A\ {s} e isso viola a escolha que fizemos de A. Logo, devemos ter que
w,(s) € ®~ e portanto —w,(s) € ®*. Nesse caso, —w,(s) = >, .5 a;7; € temos:

7

s—)\r—i-Za@-n-:O.

r;EA

Denotando por a; o coeficiente de r no somatério obtemos:

(ap — D)r+ s+ Z a;r; = 0.
ri€A\{r}

De modo anélogo, devemos ter a; — 1 < 0, mas isso implica que r é uma combinagao
linear positiva de elementos de A\ {r}, o que ndo pode ocorrer pela escolha de A. Todas
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essas contradigbes surgiram por assumirmos que (r, s) > 0. Entao, devemos ter (r, s) < 0.
Com isso, vamos mostrar que A é um conjunto linearmente independente.

Suponha que Zri ea @iTi = 0. Podemos separar os coeficientes do somatério e deixar os
coeficientes positivos do lado esquerdo e os negativos do lado direito da equacao obtendo
STbir; = Y ¢is; com by > 0, ¢; > 0 e cada s; distinto de cada r;. Se tomarmos o vetor
v = > br;, temos:

(v,v) = Z Z bici(ri, s;).

i

Como cada r; é distinto de cada s; e b;c; > 0, temos (v,v) < 0 e daf v = 0. Novamente,
como 0 ¢ VT a; >0er; €Vt devemos ter a; = 0, para todo i. Isso mostra que A é
linearmente independente.

]

Com isso, sempre podemos admitir que ¢ contém um sistema fundamental de raizes.
Mais ainda, os subconjuntos ®* e A determinam um ao outro. Um fato importante ¢é
que W é gerado pelos w, com r € A. Como w, é uma involucao, temos que a ordem
de w,w,s para r,s € A é igual a ordem de wyw, = (wrws)_l. Se denotarmos o conjunto
dos geradores que correspondem as raizes fundamentais por {s; | ¢ € I}, onde I é um
conjunto de indices {1,...,¢}, entdo W satisfaz relacoes da forma (s;s;)" = 1, onde
mi; = 1, my; = my; e my; > 2, quando j # i .

O fato é que essas relacoes sao suficientes para determinar o grupo W todo. Assim W
possui a apresentacao (s;,¢ € I | (s;s;)™ = 1), onde m,;; tem as propriedades descritas
acima. Um grupo que possui uma apresentacao dessa forma é chamado umgrupo de
Coxeter. Deixaremos esse fato registrado como uma proposi¢ao cuja demonstragao pode
ser vista em [0, Proposi¢ao 2.1.8] ou em [I3, Teorema 1.2.7].

Proposicao 2.5. O grupo de Weyl é um grupo de Cozeter finito gerado pelas reflexies
associadas as raizes fundamentais. Além disso, nenhum subconjunto proprio de I gera

w.

O conjunto de geradores nao é necessariamente tnico, pois ® pode conter varios sis-
temas de raizes fundamentais. Por exemplo, se A é um sistema de raizes fundamental, —A
também o é. Na verdade, W também age sobre o conjunto dos sistemas fundamentais.

Proposicao 2.6. O grupo W age sobre o conjunto dos sistemas fundamentais de raizes
de ®, além disso essa agcao possui as sequintes propriedades:

(i) Se Ay e Ay sdo sistemas de raizes fundamentais existe um unico w € W tal que

’LU(Al) = Ag.
(i) Em particular, se w(A) = A, entdo w = 1.

Demonstracao. Ver [5l, Teorema 2.2.4]. O

2.1.1 A funcgao comprimento

A partir desta secao, utilizaremos I para indicar um conjunto de indices tal que cada r; é
uma raiz fundamental distinta e w; é o gerador w,,. Fixado um conjunto de geradores para
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o grupo de Weyl W, estamos interessados em saber, para w € W, qual o comprimento da
menor expressao de w como um produto de geradores.

Definigao 2.7. A funcdo I que associa a cada w € W o comprimento [(w) da menor
expressao de w como um produto de geradores é chamada de funcdo comprimento.
Convenciona-se que o comprimento do elemento identidade é 0.

Se w = wyws . .. Wy, € cada w; é um gerador, dizemos que wyws . . . wy, ¢ uma expressao
reduzida para w se l[(w) = m.

Proposicao 2.8. Se w, é um gerador de W temos:

(1) l(w,w) < l(w) se, e somente se, existe uma expressao reduzida de w que comega com
Wy

(i) l(w,w) = l(w) + 1.

Demonstragao. (i) Se existe uma expressao reduzida de w que comega com w,, entao
WpW = Wy Wiy Wi - . Wiy, = Wiy« Wiy, Assim w,w se escreve com no maximo [(w) — 1
geradores. Se l(w,w) < l(w), entdo w,w = w;wy, ... w; com k < l(w), assim w =
Wy Wy, Wy .. w;, tem que ser uma expressao reduzida, pela minimalidade de [(w).

(71) Acabamos de ver que l(w,w) < [(w) se, e somente se, existe uma expressao
reduzida de w que comeca com w,. Pela demonstracao que fizemos, devemos ter que
l(wyw) < l(w) < I(w,) + 1, o que implica l(w,w) = l(w) — 1.

Se nenhuma expressao reduzida de w comega com w,., entao l(w,w) > l(w). Se tivésse-
mos [(w,w) = l(w), terfamos w,w = wj, wi, ... Wy, = Wpwj,Wj, . .. Wy, onde cada w; ¢
um gerador e isso é uma impossibilidade. Agora observe que W é um subgrupo de O(V),
o grupo das transformagoes ortogonais do espaco V. Em particular, sendo w € W uma
transformacao linear, podemos falar do determinante de w. Note que um gerador w, fixa
um hiperplano ortogonal ao vetor » € V', assim, o autoespaco associado ao autovalor 1
tem dimensao dim V' — 1. Por outro lado, w,(r) = —r. Assim, o polinémio caracteristico
possui dim V' — 1 raizes iguais a 1 e uma unica raiz igual a —1. Portanto o determinante
de w, é —1. Isso implica det(w; w;, .. .wil<w)) = —det(w,wjwy, .. .wjl(w>) e portanto
l(wyw) # U(w). Se wiwi, ... wj,, = w, entdo podemos obter uma expressdo para w,w
com no maximo [(w) + 1 geradores, como l(w,w) > I(w) temos l(w,w) = l(w) + 1. O

Uma consequéncia da demonstracao da Proposicao [2.8] é que, embora um elemento
possa ser escrito de diferentes formas como um produto de geradores, a paridade do
niumero de elementos que aparece nas diferentes expressoes é sempre a mesma. Essa é
uma propriedade que W compartilha com os grupos de permutacoes.

O que faremos agora é mostrar que existe uma forma bastante conveniente de calcular o
comprimento de um elemento de W. Antes de prosseguir, precisamos de alguns resultados.

Proposicao 2.9. Sejar € V ew' € W, entdo w'w,w'™" = wy(y).

Demonstragdo. Para mostrar que w'w,w'™' = wyy () é suficiente mostrar que w'w,w'~! e

Wy (r) coincidem no vetor w'(r) e fixam o hiperplano ortogonal a w'(r). Se isso ocorrer,
ambos elementos coincidem em uma base de V' e o resultado estara mostrado. Primeiro,
observe que wyy () (w'(r)) = —w'(r) = w'ww' ™ (W' (r)).
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Como w'~!, w e w, preservam o produto interno. Para € V temos:
9

Assim, (z,w'(r)) = 0 se, e somente se, (w'w,w'~(x), —w'(r)) = 0. Portanto, w'w,w’™!
fixa o hiperplano ortogonal ao vetor w'(r). O

Lema 2.10. Parar € A, w.(r) € ®~, mas w,(s) € ®*, para cada raiz positiva s diferente
der.

Demonstragao. Pela definigao de w, fica claro que w,.(r) = —r e portanto w,(r) € ®~. Se
s € ®F, temos s =) . a;r;, comr; € Aea; > 0. Ja que s # r, temos a; > 0 para algum
J, tal que rj # 7.

Agora, w,(s) = >, a;w,(r;). Ao escrever w,(s) na base A, obtemos:

)= - (a4 T2

TiET TiFET

Como a; > 0, o coeficiente de r; de w,(s) ¢ maior que 0 também e w,(s) € ®. O

Vamos agora introduzir a fungao n, que conta o nimero de raizes positivas que sao
transformadas por w em raizes negativas, isto ¢ n(w) = [{w™(®~)N®*}|. Nosso objetivo
¢ mostrar a igualdade n(w) = l(w), para todo w € W. Vamos primeiro mostrar algumas
propriedades da fungao n.

Proposicao 2.11. Sejaw € W er € A. Entao:
(i) n(w,w) =n(w) +1, se w (r) e dF.
(w,w) (w) =1, sew™(r) € d~.
(111) n(ww,) =n(w) + 1, se w(r) € *.
(ww,) (w) =1, sew(r) € .

Demonstragao. Pelo Lema [2.10] w, s6 transforma uma unica raiz positiva em negativa,
o préprio r. No total, w, troca o sinal de apenas duas raizes r ¢ —r. Se s € ®T é tal
que w(s) # +r, entdo w,w(s) € T se e somente se w(s) € ®T. Se w(s) = r, entdo
wy(w(s)) € ¢~ e assim w,w muda o sinal de todas as raizes positivas que w ja muda e
ainda troca o sinal de s, portanto, n(w,w) = n(w)+1. Isso prova (i). Se w(s) = —r, entao
w,(w(s)) € &t e w,w muda o sinal de uma raiz a menos do que w e n(w,w) = n(w) — 1,
o que prova (ii).

Ses € ® com s #71ew(s) € P, entdo w, ' (s) € T e ww,(w, (s)) € P~. Dessa
forma, para cada raiz positiva s # r que w transforma em negativa, ww, transforma
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w;(s) de positiva para negativa e, caso w(r) € ®T, ainda transforma r em uma raiz
negativa. Portanto n(ww,) = n(w) + 1. Isso prova (i7i). De modo andlogo, se w(r) € &~
entdo ww, transforma r em uma outra raiz positiva e n(ww,) = n(w) — 1, o que prova
(1v).

O]

Proposigao 2.12. Para w € W, temos n(w) = l(w).

Demonstragao. Suponha w = wyws . .. wy,). Pelo Lema wy s6 transforma uma Unica
raiz positiva em negativa, logo n(w;) = 1. Pela Proposicao n(wjwy) é no maximo
n(wi) + 1. Assim cada vez que multiplicamos por um gerador w;, aumentamos n em no
méaximo 1. Como fazemos isso [(w) vezes, obtemos n(w) < l(w).

Suponha n(w) < I(w). Isso significa que em algum momento, ao acrescentarmos
mais um gerador w;y; ao produto wiws ... wj, o valor da funcao n nao aumentou. Pela
Proposigao [2.11], n nao fica constante quando multiplicamos por um gerador, logo:

n(wws ... wjwji1) = n(wjws ... w;) — 1

e isso s6 ocorre se wyws ... w;(rj11) € - pelo item (i27). Ora, w; ndo troca o sinal de
ri+1, assim, para que wyws ... w;(rj11) seja uma raiz negativa deve existir um ¢ < j tal
que Wwitg ... wi(rjiy1) € P~ e wipy ... w;(rj41) € . Como w; sé troca o sinal de r; e
—r;, temos Wiy ... w;(rjy) =15
Agora, podemos utilizar a Proposicao(2.9/com w’ = w;,1 ... w; e r = r;,q para concluir:
) + J J+

Wi = W' (rji1)

/ —1
W Wj41W

(wiJrl Ce wj)ijrl (IUj R wi+1).

Multiplicando por w’ pela direita nos dois lados da equacao, obtemos a seguinte relacao:
Wi... Wj = Wiyg1 ... .Wj41-
Isso nos permitir escrever w com menos geradores da seguinte forma:

w=wy... wi,l(wi . wj)ij . wl(w)

wy ... wi_l(wiﬂ ce le)ij ce wl(w)

=W1... . Wi—1Wi41 ... . WjWj42 ... wl(w)~

Conseguimos expressar w sem utilizar os geradores w; e wj;; e assim obtivemos uma
expressao para w de comprimento [(w) — 2, o que é um absurdo. Portanto, devemos ter

n(w) = l(w).
[

A demonstracao da Proposicao é curiosa, pois obtemos uma expressao com 2
geradores a menos, ao invés de apenas 1. Como ja discutimos anteriomente, embora w
possa ter varias expressoes, a paridade do comprimento das diferentes expressoes é sempre
a mesma. Assim, ao “simplificar” uma expressao sempre eliminamos um ntumero par de
elementos para nao trocar a paridade.
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Corolario 2.13 (Lei do Cancelamento). Suponha w = wyws ... w; e l(w) < k, entdo é
possivel cancelar dois geradores w; e w; e obter uma expressao de w com k — 2 geradores.

Demonstrag¢ao. Como l(w) = n(w), temos n(w) < k. Como n aumenta em no maximo
1, se n(w) < k existe um gerador w;;; que ao ser acrescentado ao produto wiws . .. w;
diminui o valor de n. Agora, basta prosseguir exatamente como fizemos na demonstragao
da Proposicao [2.12 O]

Uma implicacao da Lei do Cancelamento é que podemos obter uma expressao reduzida
de w a partir de qualquer expressao para w.

2.1.2 Camaras

Dado v € V, denotaremos por H, o hiperplano {z € V' | (x,v) = 0}. Se consideramos os
hiperplanos ortogonais as raizes, dividiremos V' em vérias regioes separadas pelos hiper-
planos. Essas regioes sao chamadas de camaras. Mais formalmente, as camaras sao as
componentes conexas de V \ U,co Hr =V \ U, co+ H;-

Existe uma componente conexa que estd intimamente ligada a A, que é a compomente
formada por todos os pontos que satisfazem (x,r) > 0, para r € A. Essa é a chamada
camara fundamental, que denotaremos por Ca.

Proposigao 2.14. O conjunto Ca = {x € V | (z,r) > 0,Vr € A} é uma camara.

Demonstracao. Primeiro, precisamos observar que Ca nao é vazio. Como A é uma base,
se escolhermos qualquer a € R, com a > 0, temos que o sistema de equagoes formado
pelas equagoes (z,r1) = a, ..., (x,ra)) = a admite uma solucao que pertence a Ca.
Como Ca é convexo, em particular é conexo. Falta verificar que Cx é maximal.
Suponha que existe um conjunto conexo C’ de V'\J, o4 H, que contenha Cx propriamente.
Entao existe y € C’ tal que y ¢ Ca. Em particular, (y,r;) < 0 para algum r; € A. Nao
pode ocorrer (y,r;) = 0, pois terfamos y € H,,. Se (y,r;) < 0, como Ca nao é vazio
existe z € C' tal que (z,7;) > 0 e por C’ ser conexo podemos aplicar o Teorema do Valor
Intermedidrio para concluir que existe z € C” tal que (z,7;) = 0, o que é um absurdo.
Assim, C é, de fato, maximal. m

Vamos agora introduzir a seguinte notagao:
o H)={veV|(vr)=0}
e HFf ={veV | (v,r) > 0}.
e H ={veV|(v,r) <0}

Com essa notacao temos V' \ J,cp+ Hr = (,cqor (H,7 U H,"). Assim, fica claro que as
componentes conexas sao da forma () .o+ HS", com ¢, € {+,—}. Cada elemento de w
preserva o produto interno, entao leva um hiperplano A" em H;T(T). Segue que w permuta
as componentes conexas e podemos considerar que W age sobre o conjunto das camaras.

Proposicao 2.15. O grupo W age sobre o conjunto das camaras, além disso essa a¢ao
possui as sequintes propriedades:

(i) Se Cy e Cy sdo camaras eziste um unico w € W tal que w(Cy) = Cs.
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(i) Em particular, se w(C) = C, entdo w = 1.

A Proposicao [2.15] é andloga a Proposigao [2.6] A razao disso é que hd uma corre-
spondéncia entre as camaras e os sistemas fundamentais de raizes. Por exemplo, podemos
caracterizar A como sendo o conjunto das raizes que sao ortogonais a pelo menos uma
das “paredes” da camara fundamental e que apontam para dentro dela. Com essa mesma
ideia, podemos obter sistemas fundamentais a partir das outras camaras vendo as raizes
que sao ortogonais as “paredes” e que apontam para dentro da camara. Veja [5, Proposigao
2.3.1 e Corolario 2.3.2].

2.1.3 Subgrupos Parabdlicos

Dado um conjunto de raizes fundamentais, temos associado um conjunto de geradores
para W. Retomando a notagao da Secao [2.1.1] os geradores sao da forma w; € W, com
¢ € I um conjunto de indices. Com isso, podemos definir os subgrupos parabdlicos de W.

Definicao 2.16. Um subgrupo parabdlico de W é um subgrupo conjugado a um subgrupo
da forma W; = (w; | j € J), com J C I. Um subgrupo da forma W; é chamado de
parabolico padrao.

Com essa notagao temos W; = W e Wy = {1}. Um fato importante é que que W,
também surge a partir de um sistema de raizes, e assim, também é um grupo de Weyl no
sentido em que estamos discutindo nesta se¢do. Denotaremos por A; = {r; € A | j € J}
e ®; =PdNVy, onde Vj é o espaco vetorial gerado pelos vetores de Aj.

Proposicao 2.17. O conjunto ®; é um sistema de raizes e Ay € um sistema fundamental
de raizes de ® ;. Além disso, o grupo de Weyl correspondente a ®; ¢ W;.

Demonstra¢ao. Como ®; é um subconjunto de ®, a condigao (iv) da Definigao é
automaticamente satisfeita. Como A estd contido em ®;, ®; gera V, e a condigao (i7)
estd satisfeita. Para a condigdo (i), e r € ®;, entdo —r € & e —r é gerado pelos vetores
de Ay, assim —r € &;. Ser,s € &, entdao w,(s) é uma combinagao linear de r e s. Como
r,s € Vyew.(s) € P temos w,(s) € O,.

Como Aj; é um subconjunto de A e gera V;, toda raiz de ®; pode ser escrita como
combinacao linear de elementos de A; em que os coeficientes sao todos nao-negativos
ou todos nao-positivos. Assim, A; é um sistema fundamental de raizes. O grupo de
Weyl correspondente ao sistema de raizes ®; é gerado pelos elementos w, com r € A e,
portanto, é precisamente W ;. O

Agora, vamos examinar o que acontece com a func¢ao comprimento nos subgrupos
parabdlicos. Como temos menos geradores para formar palavras, esperamos que para
w € Wy, tenhamos ly (w) < ly,(w). Na verdade, as duas fungoes sdo iguais.

Proposigao 2.18. Para w € W, temos ly,(w) = ly (w).

Demonstracao. Como w estd em W, é possivel escrevé-lo como um produto dos geradores
wj, para j € J. Pelo Corolario é possivel cancelar termos desse produto até obtermos
uma expressao reduzida em W. Por construcao, tal expressao reduzida contém apenas
geradores de W. Segue que ly, (w) = ly(w). O

Com alguns outros resultados auxiliares é possivel mostrar que toda expressao reduzida
de w € W, contém apenas geradores de W;. Veja, por exemplo, [13, Proposigao 1.2.10].
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2.1.4 Representantes de Classes Laterais

Nesta secao vamos discutir alguns bons representantes para as classes laterais dos subgru-
pos parabdlicos W; em W. Antes de prosseguir, apenas uma observacao sobre a notacao:
para tornar mais claro, nas proposicoes seguintes passaremos a usar s; para denotar um
gerador de W; e w; para denotar um elemento arbitrario de W;.

Defina D; como sendo os elementos w € W tais que w(r) € ®T para todo r € Aj.
Mostraremos que D; é um transversal a esquerda de W; em W, isto é, cada d; € D,
esta em uma classe lateral a esquerda distinta e cada classe lateral contém um elemento
de D J-

Proposicao 2.19. Dado J C I, cada elemento w € W pode ser escrito de forma unica
como w = dyw; com dy € Dy e w; € Wy. Além disso, temos l(w) = (d;) + l(w;).

Demonstrag¢ao. Primeiro mostraremos por inducao que ¢é possivel fatorar w da forma d yw;,
com l(w) = I(d;) + [(w;), depois mostraremos que isso é feito de forma unica.

Se [(w) = 0, entdao w = 1. Neste caso, basta tomar d; = w; = 1. Agora suponha que
[(w) > 0. Se w € Dy, basta tomar w; = 1. Entdo, vamos supor w ¢ D;. Isso significa
que existe uma raiz r com r; € Ay tal que w(r) € ®~. Pela Proposigao temos
n(ww,) = n(w) — 1. Como n(w) e l(w) sdo iguais, temos

l(ww,) = l(w) — 1. (2.1)

Por indugao ww, possui uma fatoragao da forma d;wj tal que

l(ww,) = I(d}) + L(w). (2.2)

Temos w = djwiw,, com d; € D; e wiw, € W;. Vamos mostrar que d; = dj
e w; = w}wT tem as propriedades desejadas. Combinando as Equagoes e
obtemos [(w) = I(d}) + [(w}) + 1. Note que I(w;) < [(w}) + 1, mas se l(w;) < l(w)) + 1,
poderfamos escrever w como um produto de menos do que I(d}) + I(w}) + 1 geradores.
Assim, devemos ter [(w;) = I(w}) + 1 e portanto [(w) = I(d;) + [(w;).

Falta mostrar a unicidade dessa fatoragao. Se djyw; = djw) temos d; = djw;wj.
Considere uma raiz r; € A;. Por hipdtese temos d;(r;) € ®* e d;(r;) € ®T. Como isso
ocorre para toda raiz em Ay, isso também deve ocorrer com toda raiz de ®F. Portanto,
dada uma raiz r; € Ay, w;w}(r;) tem que pertencer a 7, pois d/; preserva o sinal.
Portanto, ny, (ww}) = 0 = ly, (w;w’) e wjw; =1 e dal d; = d.

O

Corolario 2.20. O conjunto D; é um transversal a esquerda de Wy em W. Além disso,
dy € o unico elemento de comprimento minimo de d;W;.

Demonstragao. Da Proposigaomtemos W = UdJeDJ d ;W , precisamos apenas verificar
que a uniao é disjunta. Isso é verdade, pois se ocorrer dyw; = df,w;, a unicidade da
fatoraciao garante d; = d; e w; = wj.

Para mostrar que d; é o elemento de comprimento minimo de d;W; basta usar a
igualdade [(djw;) = I(dy)+1(w;). Além disso, ele tem que ser tnico, pois I(d w;) = (dy)
se, e somente, se w; = 1. O
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Se 5182 ... 5wy ¢ uma expressao reduzida para w € W, dizemos que s; ... s ¢ um
sufizo de w. Note que para x € W ser um sufixo de w é necessario e suficiente que uxr = w,
para algum u € W com [(x) + [(u) = l(w). Teremos como consequéncia da proposigao
seguinte que todo sufixo de um elemento de D; também pertence a D).

Proposicao 2.21. Seja d;j € Dy es; € W, com i € I. Entdao ou s;d; € Dy ou
sidy = djs;, para algum j € J.

Demonstragao. Suponha s;d; ¢ D, isso significa que existe alguma raiz a; € Ay que
s;dy transforma em uma raiz negativa. Pela Proposicao [2.11] temos:

l(sidysj) = l(sidy) — 1. (2.3)

Queremos mostrar trés coisas: I(dys;) = U(dy) + 1, I(sidy) = U(dy) + 1 e l(s;dys;) = U(dy).
Em seguida, mostraremos que isso implica s;d; = d;s;. A primeira igualdade é verdadeira,
pois dy € D;. Temos:

I(dy) = U(dys;) — 1
S (l(SidJSj) + 1) —1
<(I(sidy)—14+1)—1 pela Equagao (12.3).
Isso implica I(s;dy) > l(dy) e I(s;dy) = I(dy) + 1. Também pela Equacio obtemos
l(sidys;) = l(dy). Vamos mostrar agora que essas trés equacoes implicam s;d; = ds;.
Como l(s;d;s;) = l(dy), temos uma expressao reduzida para s;dss; da forma s1s5 . .. 514,),
onde cada s; ¢ um gerador. Assim ;515 ...5,q,)s; ¢ uma expressao para d; que ndo ¢
reduzida. Utilizando a Lei do Cancelamento, podemos excluir dois geradores e obter uma
expressao reduzida para d;. Se nao excluirmos o gerador s;, obteriamos uma expressao
reduzida para d; que comegaria com s; assim [(s;d;) < [(d;), uma contradi¢do. Da mesma
forma, se nao excluirmos o s;, obterfamos uma expressao reduzida que termina em s; e
I(dys;) < l(dj). Dai dj = s153...54,) = Sid;s; e, portanto, s;dy = ds;. O

E interessante notar que o argumento final utilizado na demonstracao da Proposigao
2.21|nao depende do fato de que d; € D;. Deixaremos isso registrado como um corolario.

Corolario 2.22. Se w, s;,s; € W sao tais que s;, s; sio geradores de W, l(s;ws;) = l(w),
[(s;w) > l(w) e l(ws;) > l(w), entdo s;w = ws,;.

Demonstracao. Basta proceder como no ltimo paragrafo da demonstracao da Proposicao
2.21} com w no lugar de d;. [l

Corolario 2.23. Todo sufizo de dy € Dy também esta em Dj.

Demonstragdo. Tome dj = s155 ... S(q,). Temos l(s1d;) < [(dy) e para todo j € J, temos
[(dysj) > U(dy). Assim, nunca teremos d;s; = s1d;. Pela Proposicao , s1dy € Dy, isto
é, 52...51a,) € Dy. Fazendo d; = s5...8ya,), temos [(s2dy) < U(d)) e s3...81a;) € Dy.
Prosseguindo por inducéo, fica claro que, para todo i < l(dy), temos s;... 8w € Dy. O

A funcao que leva w em w™! leva classes laterais & esquerda em classes laterais a
direita. Além disso, temos [(w) = I(w™!). Assim, D;' é um conjunto de representantes
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das classes laterais a direita de Wy em W e cada d; € D' é o elemento de comprimento
minimo de W;d;. Dessa forma, os resultados discutidos anteriomente se aplicam de forma
analoga nesta situacao. O tnico cuidado é que a Proposicao[2.23| passa a tratar de prefizos,
isto é, todo prefixo de um elemento de Djl também esta em D;l. Para maiores detalhes,
veja [13, Proposi¢ao 2.1.1, Lema 2.1.2, Observacao 2.1.6].

Agora, para J,K C I, defina Dy = D;' N Dg. Vamos mostrar que Dy é um
conjunto de representantes para as classes laterais duplas da forma W;wWy. Para isso,
precisamos de alguns resultados auxiliares.

Lema 2.24. Se w;d;k(ry) € &, para w; € Wy, dyx € Dy e k € K, entdo djk(ry) =
ry, para algum j' € J.

Demonstragao. Pelo fato de dj i estar em Dy temos dy k() € @, J& que w;dy i (ry) é
uma raiz negativa, entao dj i (ry) tem que estar em ®7. A razao disso é que como l(w;) =
nw,(w;) = n(w;), pela Proposicao , todas as raizes positivas que sao transformadas
em negativas por w; tém que estar em ®F, caso contrdrio terfamos ny,(w;) < n(w;).

Assim,
dJ7K(rk) = Z CLjTj,

TjEAJ

onde cada a; > 0. Disto temos r, = 3, o a;d; 5 (r;) e cada dj j(r;) é uma raiz positiva.
Observe que se a;; > 0, ao escrevermos d}k (rj) como combinagao linear de raizes simples,
os coeficientes das raizes diferentes de r, tém que ser 0. Além disso, o coeficiente de 7y, deve
ser +1 ou —1 pelo propriedade (i) da definigao de sistemas de raizes. Logo dj}((rj/) = Tg.

Como o somatério nao é nulo, um tal j' com certeza existe. O]
Lema 2.25. Se d,d € D, entio W;NdWgd ™" € vazio a menos que d = d'.

Demonstragao. Tome w € W; N dWgd' ™!, vamos mostrar que d = d’, por inducio sobre
[(w). Se l(w) =0, entdo w = 1. Assim, existe u € W tal que du = d’. Segue que d e d’
estao na mesma classe lateral a esquerda de Wi e devemos ter d = d. Agora, suponha
que [(w) > 0. Temos # = d'wd € Wg. Se ocorrer que z = 1, temos d = wd' e isso
significa que d e d’ estdao na mesma classe lateral a direita de W; e portanto d = d'.

Assim, vamos supor  # 1. Como x estd em Wy, tomando uma expressao reduzida
para z, podemos escrever x = sy, com s, € Wi e l(z) = I(2") + 1.

Como n(zsg) = n(x’) = n(z) — 1, pela Proposigao temos z(ry) € . Como d €
Dy, temos dz(ry) € P e wd'(ry) € Px. Pelo Lema 2.24} d'(ry) = r;, para algum j € J.
Isso nos permite concluir dois fatos: w(r;) € @~ e, pela Proposigao , sj=dspd ™.

O fato de w(r;) ser uma raiz negativa implica que alguma expressao reduzida de w
termina com s;. Em particular, podemos escrever w como w's;, com [(w) = [(w') 4 1.
Temos:

I _ .
w' = ws;
= wd' spd "

= drspd L.

Como zs; é um elemento de Wy, entao w' € dWxd'~!. Assim, w’ é um elemento de
W;NdWgd ™" de comprimento menor do que I(w). Por indugao, temos d = d'. H
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Proposicao 2.26. O conjunto Dk € um conjunto completo de representantes das classes
laterais duplas. Além disso, todo d € Dk € o tunico elemento de comprimento minimo
na classe lateral dupla W;dWi .

Demonstracao. Cada classe lateral dupla contém um elemento de comprimento minimo e,
em principio, nao necessariamente tal elemento é iinico. Vamos mostrar que um elemento
de comprimento minimo necessariamente estd em Djx. Se d € WywWgk e d = w;dwy,
possui comprimento minimo, entao d possui comprimento minimo na classe lateral W ;dwy,
portanto d € D;l. Da mesma forma, d possui comprimento minimo na classe lateral
w;dWk e d € Dg. Assim, cada classe lateral dupla certamente contém um elemento de
D k. Precisamos verificar que esse elemento ¢ unico.

Se d' = wjdwy, entdo w; = dw,'d”t € W; N dWgd ™! e, pelo Lema temos
d=d. m

Proposicao 2.27. Todo elemento de w € W pode ser escrito da forma w;dwy, com
de DJ,K, w;j € Wy, w, € Wik e l(w) = l(wj) + l(d) + l(wk)

Demonstra¢ao. Primeiro, vamos escrever w como dxwy, com dg € Dg. Agora, vamos
escrever dy como w;dy, com d; € D;'. Essa decomposicio satisfaz [(w) = [(dg)+1(wy) =
l(w;) + I(dy) + l(wyg). Precisamos apenas verificar que d;' estd em Dp. Isso é verdade,
pois dx = wjdy e l(dk) = l(w;) + (d;). Assim, d; é um sufixo de df e, pelo Corolario
2.23] temos d; € D. O

Note que dessa vez, a decomposi¢cao obtida nao é necessariamente unica. Para um
elemento w na classe lateral dupla W;d; x Wk podem haver vérias formas de expressé-lo
como w;dy gwy, ¢ nem todas satisfazem l(w) = l(w;) + 1(dy k) + l(wg).

2.1.5 Complexo de Coxeter

Considerando o fecho C' de uma camara fundamental podemos particiona-la em partes de
tal forma que os subgrupos parabdlicos sejam os estabilizadores dessas regioes. Faremos
isso introduzindo em V' uma relacao de equivaléncia.

Dados x,y € V, diremos que x ~ y se para cada r € ®, tivermos (r,z)(r,y) > 0 ou
(r,xz) = (r,y) = 0. Isso significa que dois pontos estdo numa mesma classe de equivaléncia
se, e somente se, para cada hiperplano H, ou ambos estao em H, ou ambos estao do
mesmo lado do hiperplano.

Definicao 2.28. O conjunto das classes de equivaléncia da relacdo ~ é o complezo de
Cozeter, que denotaremos por C.

A definicao de C deixa claro que todos os elementos de C sao da forma (), .4+ HS", com
e € {0,+,—}. Como W é composto de transformagoes que preservam o produto interno,
para w € W temos que H " é levado em H;T(T). Segue que w leva um elemento de C em
outro elemento de C e, assim, W age sobre C.

Agora, dado J C I, considere os elementos de C da seguinte forma:
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(T, 7)) = sejed

O‘]_{ V(x,rj sejel\J
cv (x,r) = ser €Ay

(x,r) > ser € A\ Ay

Lembrando que o fecho da camara fundamental é
C={zeV|{x,r)>0Viecl}

temos C' = J g1 € Assim, podemos utilizar alguns elementos do complexo de Coxeter
para particionar C' e os C sdo os tinicos elementos de C que estdo em C.

Proposigao 2.29. O subgrupo W; € o estabilizador de C;. Mais ainda, W fixa C; ponto
a ponto.

Demonstracao. Para mostrar que W fixa C; ponto a ponto, basta verificar essa pro-
priedade para os geradores de W;. Cada gerador s; de W fixa o hiperplano H,, ponto a
ponto. Como C; C ﬂ] c; Hy , o resultado segue.

Suponha que w fixe CJ Pela Proposicao , temos w = djw;, com w; € W;. Logo
Cy=d;(w;(Cy)) =d;(Cy). Se d; =1 nao hd nada a ser feito e w € W;. Caso contrario,
[(dy) > 0 e existe pelo menos uma raiz positiva que é levada por d; em ®~. Isso implica
que hé pelo menos uma raiz fundamental r tal que d;(r) € ®~.

Pela defini¢ao de d; temos r € A\ A;. Agora, seja v € Cy, entao (v, —r) < 0 e dai

(dy(v), —dy(r)) < 0. (2.4)

Como —d;(r) € &, temos —d;(r) = > \ir; e \; > 0. Por outro lado, como d; fixa
Cy, temos d;(v) € Cy, em particular d;(v) pertence ao fecho da camara fundamental, o
que implica (d;(v),r) > 0, para todo r € A. Assim:

(dy(v), —ds(r)) v), Y Airs)
_Z (dy(v), \ir3)

>0,

o que contradiz a Equagao (2.4). Portanto, d; =1e w € Wj. H

Desta maneira, os subgrupos parabdlicos padroes de W podem ser caracterizados
como sendo os estabilizadores das classes de equivaléncia contidas no fecho da camara

fundamental. Agora, vamos verificar que C' contém um elemento de cada érbita da acdo
de W sobre C.

Proposicao 2.30. Seja K € C, entdo existe x € W e um unico J C I tal que K = x(Cy).

Demonstracao. Dado K € C, fica claro que K tem que estar contido no fecho de alguma
camara Cj. Pela Proposicao [2.15, existe x tal que z(C) = C}, onde C' é a camara
fundamental. Agora, por W agir sobre complexo de Coxeter, x7'(K) também ¢ um

28



2.1. Raizes e grupos de Weyl Capitulo 2. Grupos com Par-BN

elemento do complexo do Coxeter, além disso, ele estd contido em C. Mas os tnicos
elementos de C que estao no fecho da camara fundamental sdo da forma C}, portanto,
z71(K) = Cy, o que implica K = z(Cj). O

Proposicao 2.31. Os subgrupos parabolicos de W sao os estabilizadores dos elementos do
complexo de Coxeter. Mais ainda, se w € W fixa um elemento do complexo de Coxeter,
entdo w fiza esse elemento ponto a ponto.

Demonstracao. Pela Proposicao [2.30, um elemento do complexo de Coxeter é sempre da
forma z(C;). Assim, se w é tal que wx(Cy) = z(C;), temos 2 wz(Cy) = C; e, pela
Proposicao [2.29] isso ocorre se, e somente se, x 'wx € W;. Isto é, se e somente se
w € Wizt Segue que cada elemento do complexo de Coxeter é estabilizado por um
subgrupo parabdlico e um subgrupo parabdlico zW;x~! sempre estabiliza x(C}).

Além disso, como z 7 lzw(C;) = Cy, temos que x~'wz(Cy) fixa C; ponto a ponto.
Assim, dado v € Cy, temos 2 'wz(v) = v e wzr(v) = z(v). Isso significa que w fixa x(C})
ponto a ponto.

m

Mais detalhes sobre o complexo de Coxeter podem ser vistos em [17, Se¢ao 1.15] ou
[5, Secao 2.6].

2.1.6 Raizes para um grupo com par-BN

Até este ponto, a abordagem foi construir o grupo de Weyl a partir de um sistema de
raizes. Quando temos um grupo com um par-BN nao temos, em principio, um sistema de
raizes a disposicao. Assim, para usar os resultados que discutimos até agora, precisamos
corrigir essa falha. Temos dois objetivos aqui:

1. Construir um sistema de raizes ¢ tal que o grupo de Weyl correspondente seja
precisamente o W que é dado pelos axiomas de par-BN.

2. Gostariamos que os geradores do grupo de Weyl correspondessem a um sistema de
raizes fundamentais A C ®.

Na verdade, s6 podemos atingir esses dois objetivos no caso em que W é finito, pois o
grupo de Weyl associado a um sistema de raizes é sempre finito. Para o que precisamos,
essa nao é uma restricdo severa, pois os grupos de nosso interesse sao finitos. Faremos
aqui apenas um esboc¢o da construgao para ter certeza de que podemos, de fato, aplicar
os resultados anteriores. Maiores detalhes podem ser vistos em [I7, Secao 5.3].

Dado que W possui uma apresentagdo da forma (s;,7 € I | (s;s;)™% = 1), vamos
escolher uma base {1, ay, ..., o} para um espaco vetorial real V' de dimensao |/|. Em

V' vamos introduzir a seguinte forma bilinear:

s
B iy ;) = — .
(ay, aj) Cos (mij>

Essa forma bilinear é simétrica, pois a matriz (m;;) também é simétrica. Além disso,
pode-se mostrar que essa forma bilinear é positiva definida, portanto, da origem a um
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produto interno em ||, que podemos denotar por (.,.). Como m;; = 2, temos {a;, a;) = 1.
Para cada «; considere a seguinte reflexao:

<aiv J}>
(i, o)

=x — 2(a;, 7).

oi(r)=x—2 ;

Tomando W’ C GL(V') como sendo o grupo gerado pelas reflexdes o;, pode-se mostrar
que (0;0;)™% =1 e que a funcdo f que leva s; € W em 0; € W’ é um isomorfismo. Além
disso, f(w) preserva a forma bilinear B, pois cada o; também a preserva.

Com a identificagao fornecida por f, podemos tomar ® = {w(a;) | w € W,i € I}, que
é um sistema de raizes tal que A = {«; | i € I'}. Com isso, cumprimos nossos objetivos e
podemos utilizar os resultados discutidos anteriormente.

2.2 Consequéncias dos axiomas de par-BN

Seja G um grupo com par-BN. Apés discutir algumas propriedades do grupo de Weyl do
par-BN, vamos agora discutir algumas propriedades de G. Primeiro, vamos verificar que
existem subgrupos de GG analogos aos subgrupos parabdlicos de W. Como BN N é normal
em N, para cada subgrupo parabdlico W, existe um N; tal que N; /(BN N) = W.

Proposigao 2.32. O conjunto Py = BN ;B ¢ um subgrupo de G.

Demonstracdo. O inverso de um elemento de P; certamente estd em P;. Precisamos
apenas verificar que Py é fechado para a operacao do grupo. Assim, seja bnb’ € Py, onde
bt/ € Ben e N;. W; é gerado pelas reflexdes s; € W, que sdo imagens de elementos
n; € N; pelo homomorfismo quociente. Assim, temos:

n(BNN)=mny...ng(BNN).

Dai n =ny...nph, com h € BN N. Vamos verificar a inclusao bn; ...n hd’ BN;B C
BN;B, isso sera suficiente para mostrar que BN ;B é fechado para a operacao do grupo.
Temos:

bm Ce nkhb'BNJB = bn1 c. nkBNJB

A propriedade (iv) da Definigao para n; = ng e n = 1 implica n,B C BnyBU B,

e como BnyBU B C BN;B, obtemos bn,...nyBN;B C bn;...n,_1BN;B. Segue, por

inducao, bny...n_1BN;B C bBN;B e, portanto, nbBN;B C BN;B. Como bnb é um
elemento arbitrario de BN, B, temos (BN;B)(BN;B) C BN,B.

H

Com isso, podemos definir os subgrupos parabdlicos de G.

Definicao 2.33. Seja G um grupo com par-BN que possui um grupo de Weyl gerado por
um conjunto de reflexoes s;, com ¢ € I. Os subgrupos da forma P; = BN;B, para J C I,
sao chamados de subgrupos parabdlicos padrao. Um subgrupo parabdlico de G é qualquer
subgrupo que seja conjugado a um P;.
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Uma consequéncia imediata da Proposicao [2.32] é que o préprio G é um subgrupo
parabdlico, pois G = BN;B = BNB. Isso é verdade, pois pela propriedade (i) da
Defini¢ao[2.1, G é gerado por B e N. Temos também B = Fy, pois Wy = {1} e Ny = BNN.

E interessante notar que os subgrupos da forma P; para J C [ também possuem um
par-BN dado pelos subgrupos B e N;. Pela Proposigao 2.32] B e N; geram P;. Além
disso BN Ny = BN N e BN Ny é normal em N;. Isso mostra que as propriedades
(1) e (i1) da Definigao sao validas. O grupo de Weyl correspondente é W, que é
gerado por elementos de ordem 2. Tais elementos podem ser escolhidos entre os geradores
de W, assim fica claro que as propriedades (iii), (iv) e (v) da Defini¢ao [2.1) também sao
atendidas.

Outra consequéncia interessante da Proposicao [2.32[é que podemos tomar alguns ele-
mentos de N como representantes das classes laterais duplas de B em (. Na proposicao
seguinte veremos que se tomarmos, para cada w € W, um n tal que 7(n) = w, entao esses
elementos formam um conjunto de representantes das classes laterais duplas de GG. Nessa
situagao, costuma-se escrever que G = BW B.

Proposigao 2.34 (Decomposicao de Bruhat). Escolha um transversal d esquerda T de
BN N em N. Entao T também €é um conjunto de representantes das classes laterais
duplas de B em G. Em particular, temos BnB = Bn'B se e somente se m(n) = 7(n’)

Demonstragao. Suponha BnB = Bn'B, w = w(n) e w' = w(n’). Podemos assumir, sem
perda de generalidade, [(w) < [(w’). Mostraremos que 7(n’) = 7(n), por induc¢ao sobre
[(w). Se l(w) = 0, temos w = 1. Isso significa que n € BN N e que Bn'B = B. Logo
n’ € BN N en(n) =1 também.

Suponha agora [(w) > 0. Entao existe um gerador s; € W tal que [(s;w) = I(w) — 1.
Em particular, existe w” € W tal que w = s;w”, com [(w”) < l(w). Considere elementos
n;,n" € N tais que 7(n;) = s; e 7(n") = w”. Como s; tem ordem 2, entdo w(n; ') = s;.
Temos, assim:

n;'n”"(BNN)=n(BNN)
=n'(BNN).

Isso implica n; 'n” B = n’B e, em particular, n; 'n"” B C Bn'B. Dai

n'B Cn;Bn'B
C Bn;n'BU Bn'B (pela propriedade (iv) do par-BN).

Portanto, como as classes laterais duplas sao todas disjuntas, temos Bn”B = Bn;n'B
ou Bn”"B = Bn/B. Por inducdo, temos w” = s;w’ ou w” = w’. Como [(w") < l(w) e
[(w) < l(w'), ndo podemos ter w” = w’. Assim, w” = s;w’ e w = w'.

Agora, se T' é um transversal de BN N em N, como G = BNB, entao G = Uycr BtB.
Além disso, s6 ocorre BtB = Bt'B se m(t) = w(t') e isso significa que t e t’ estdo na
mesma classe lateral de BN N em N. Por hipdtese, temos t = t'. Portanto, 7' também ¢é

um transversal das classes laterais duplas de B em G.
m

A partir da decomposicao de Bruhat mostraremos que ha uma correspondéncia entre as
classes laterais duplas de subgrupos parabdlicos padroes de GG e de subgrupos parabdlicos
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padroes de W. Se W; e Wxg sao subgrupos parabdlicos padroes de W, seja Djx um
conjunto de representantes das classes laterais duplas de W; e W em W. Para cada
d € Djk escolha n € N tal que 7(n) = d. Denotaremos tal conjunto por N k.

A primeira observacao é que N; i é um conjunto de representantes das classes laterais
de Nje Nk em N. Afinal, se n,n’ € N sdo tais que n # n’ e NynNg = Nyn' Nk, entao
T(NynNg) = 7(Nyn'Ng). Isso implica Wi (n)Wx = Wim(n' )Wk, que é um aburdo pois
pela escolha dos elementos de N g, m(n) e m(n') tém que estar em classes laterais duplas
distintas. Assim, NynNg # Nyn'Ng. Agora, se n é um elemento arbitrario de N, temos
m(n) = wjdwg, com w; € Wy, d € Dy e w, € Wg. Se tomarmos n; € N;, ' € Ny,
n, € Nk tais que m(n;) = w;, 7(n') = d e m(ny) = wy, entdo n(BNN) = njn'ny,(BNN).
Em particular, n € Nyn'Ng(BNN) = Nyn'Nkg.

Proposicao 2.35. Nk € um conjunto representantes das classes laterais duplas de Pj
e Py em G.

Demonstracao. A demonstracao desse resultado depende de mostrarmos que se n € N,
entao PynPx = BN;nNgkB. Suponha inicialmente que esse resultado seja verdadeiro.
Pela Proposicao [2.34, se n,n’ € N, sio tais que BN;nNgkB = BN,n'NgB, temos
T(NynNk) = w(Nyn'Ng). Em particular, m(n) e m(n’) estdo na mesma classe lateral
dupla de W; e Wi em W. Porém, pela escolha de N isso s6 ocorre se n = n'.
Dessa forma, as classes laterais duplas BNnNgB = PnPk, para n € Nk, sao todas
distintas. Além disso, se g € G, entao g = bnb’, para bt/ € Ben € N. Como os N,
sdo representantes das classes laterais duplas de N; e N em N, entdo n = n;n'ny, com

n’ € Njk. Portanto, g = bn;n'ngb'.

Vamos agora verificar a igualdade PynPx = BN ;nNkgB. Temos PynPxy = BN;BnBNkB,
logo BNynNgB C PjnPy. Precisamos mostrar a inclusao BN;BnBNgB C BNynNkgDB.

O primeiro passo serd mostrar nBNxgB C BnNgB. Tome n' € N, entao m(n') =

m(ny)...m(ny, ), onde n; € Nk e cada m(n;) é um gerador de Wg. Pela Proposicao
, temos nBn'B = nBn; ...ny, B. Queremos mostrar que nBn; ...n, B C BnNkB.
Faremos isso por indugado sobre /1, que é o comprimento de 7(n') no grupo de Weyl.
Se /1 = 0, nao ha nada a ser feito. Considere, entao, o que ocorre quando ¢; = 1.
Temos a expressao nBn;B e precisamos mudar o elemento n; de posicao, mas ele nao
estd na posicao certa para usarmos a propriedade (iv). Para contornar isso, observe que
como m(ni) tem ordem 2, temos w(n;') = m(n;). Pela propriedade (iv) do par-BN,
temos nl_an*I C Bnl_lnle U Bn~'B e isso implica nBn; C Bnn;B U BnB. Logo
nBn; € BnNgB e nBn1B C BnNgB.

Suponha agora ¢; > 1. Pelo que acabamos de argumentar, temos

(nBny)ng...ny B C (BnniB)ny...ng BU (BnB)ny...ny, B.

1

Agora, tome n” = ny...ng, entdo I(n”) = ¢; — 1. Assim, podemos utilizar a hipdtese
de inducao para obter nn;Bn”"B C BnniNgB e nBn”"B C BnNgB. Juntando essas
informagoes, temos:

nBning...ny B C BnniBny...ngy BU BnBny...ny B
- BnnlNKB U BnNKB
C BnNkgB (pois n; € Nk).
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Dai nBn'B C BnNgkB e, como n’ é um elemento arbitrario de Ny, temos nBNgB C
BnNgB.

Até agora, mostramos a inclusao BN;BnBNgB C BN;BnNgB. O préximo passo é
mostrar BN;BnNgB C BN;nNgB e tal fato finalizard a demonstracao. Dado n” € Ny,
temos Bn”"B = Bn;...n.B, onde cada 7(n;) é um gerador do grupo W; e w(n") =
w(ny)...m(ng,). Procederemos exatamente como antes, mas dessa vez, podemos utilizar
diretamente a propriedade (iv) do par-BN. Se /5 = 0, nao ha nada a ser feito. Quando
¢y = 1, utilizando a propriedade (iv) do par-BN, obtemos ny, Bnn' C Bng,nn’'BU Bnn'B.
Isso implica ngy, Bnn’'B C BNnNkB.

Suponha agora ¢, > 0. Temos:

ny...npy_1(ng,Bnn')B Cny...ng,_1(Bngnn'B)Uny ...ng,_1(Bnn'B)
C BNyng,nn'BU BN nn'B
C BNnn'B (pois ng, € Ny).

Note que foi utilizada hipétese de indugao com elemento n” = ny ...n,,_1 para obtermos
a segunda inclusao. Isso finaliza a indugdo. Como n' e n” sdo elemento arbitrarios de N,
(§ NK, temos NJBTLNKB Q BNJTLNKB (§ BNJBTLNKB Q BNJ’I”LNKB

O]

Deixamos registradas na proposicao seguinte algumas outras propriedades interes-
santes do par-BN. Com excegao do item (i) da proposi¢ao abaixo, os outros itens nao
sao necessarios para o desenvolvimento tedrico dos capitulos seguintes.

Proposicao 2.36 (Propriedades Adicionais do par-BN). Se G é um grupo com par-BN,
tal que I € um conjunto de indices que correspondem aos geradores do grupo de Weyl,
entao:

(i) Os unicos subgrupos de G que contém B sdo os parabdlicos da forma Py, com J C I.
(11) Cada subgrupo parabdlico de G € igual ao seu prdprio normalizador.
(i1i) Se J, K sdo subconjuntos distintos de I, entao Py e Pgx nao sao conjugados.

(iv) Se J, K sdo subconjuntos de I entao P;N Px = Pjng. Além disso, os subgrupos P;
formam um reticulado isomorfo ao reticulado de subconjuntos de I.

Demonstracao. Veja [5l, Teoremas 8.3.2; 8.3.3, 8.3.4]. O]

2.3 Exemplos

Nesta secao veremos alguns exemplos de grupos com par-BN. Outros exemplos aparecerao
no Capitulo 3] quando discutiremos os Grupos Finitos do tipo Lie. Os grupos discutidos
aqui sao subgrupos ou quocientes dos chamados grupos cldssicos. Nao ha uma definicao
muito precisa do que é um grupo classico, mas eles constitutem, em esséncia, os seguintes
grupos de matrizes: os grupos lineares, simpléticos, unitarios e as familias de grupos ortog-
onais [39]. Alguns autores também incluem alguns subgrupos e quocientes desses grupos.
O que tais grupos possuem em comum ¢ que eles respeitam certas formas sesquilineares.
Mais detalhes sobre os grupos cldssicos podem ser vistos em [39, Capitulo 3], [37], [3,
Capitulos 4,7 e 14] e [21].
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2.3.1 GLy,(q)

Utilizamos G L,,(q) para denotar o grupo das matrizes n x n invertiveis sobre o corpo F,
com ¢ = p™ elementos. Vamos construir um par-BN para G = GL,(q) através de uma
acao de GG a esquerda numa sequéncia de espagos vetoriais. Nesta secao dado g € G,
escreveremos ¢;; para denotar a entrada (i, j) de g.
Seja V um espago vetorial de dimensao n sobre o corpo F, e fixemos uma base A =
{e1,...,e,} para V. Considere a seguinte sequéncia de subespagos vetoriais de V:
(e1) C (eq,e9) C ... C{eq,...,en) =V.

= =

Essa é a chamada bandeira padrao de V. Uma bandeira completa é qualquer sequéncia
de n subespagos vetoriais de V tal que 0 C V; C Vo C ... C V,, = V. J4 uma bandeira

¢ uma sequeéncia de k subespacos vetoriais de V tal que V; C V5, C ... C Vp, =V. Um
elemento g € G age sobre o conjunto das bandeiras levando V; C Vo, € ... C Vi em
gViCgVa & ... C gV

Se {v1,vg,...,v,} é uma base para V', chamaremos de frame o conjunto {(vy), ..., (v,)}.
Também podemos considerar que G age sobre o conjunto dos frames levando {(v1), ..., (v,)}

em {{g(v1)), .., {g(vn))}-

Tomaremos B como sendo o estabilizador da bandeira padrao e N como sendo o esta-
bilizador do frame associado. Se b € B, temos que, para cada e;, b(e;) é uma combinagao
linear de {eq, e, ...,¢;}. Segue que na base A, b é uma matriz triangular superior e toda
matriz triangular superior (na base A) estabiliza a bandeira padrao.

Para que n esteja em N, é preciso que cada n(e;) seja um multiplo de algum e;. Assim
cada coluna e cada linha de n possui exatamente uma entrada nao-nula. As matrizes de
N sao chamadas de matrizes monomiais.

O subgrupo T'= B N N consiste das matrizes diagonais e nao é dificil verificar que T’
é um subgrupo normal de N. De fato, se t € T, n € N e n"'(e;) = a;e; entdo, para cada
e;, temos:

ntn~'(e;) = nt(ae;)
= n(aitj;e;)

= tjjei.

Assim, ntn~! também é uma matriz diagonal. O grupo de Weyl W = N/T ¢ isomorfo ao
grupo das matrizes de permutagao, que sao as matrizes monomiais em que cada entrada
¢ 0 ou 1. Para ver isso, basta observar que em cada classe lateral nT', se n’ € nT, entao
n'(e;) = A\n(e;), isto é, as matrizes possuem as entradas nao-nulas localizadas nas mesmas
posigoes, porém tais entradas diferem por um escalar. Por sua vez, o grupo das matrizes de
permutacao é isomorfo ao grupo das permutacoes S,,. Assim, temos W = S, e W é gerado
por elementos de ordem 2 que correspondem as transposicoes {(1 2), (2 3),...,(n—1n)}.
Tomando tais elementos como geradores para W, segue que o posto do par-BN é n — 1.

Até agora, verificamos que as propriedades (i) e (i7i) da Defini¢ao sao satisfeitas
por B e N. Para mostrar que B ¢ N geram G, utilizaremos matrizes da forma X;;(a),
com ¢ # 7, tais que suas entradas sao idénticas as da matriz identidade com excecao da
entrada (i, j), que é a. As matrizes da forma X;; sdo chamadas de transvecgoes.
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As transvecgoes correspondem as operacoes elementares em matrizes. Assim, se g € G,
X;j(a)g é idéntica a matriz g com excecao da i-ésima linha que é igual a i-ésima linha de
g somada com « vezes a j-ésima linha de g. Notes que as transveccoes que estao B sao
aquelas em que 7 < j.

Proposicao 2.37. G = GL,(q) € gerado por B e N.

Demonstragao. |2, Paginas 44 e 45] Dado g € G, como g é invertivel, a primeira coluna
certamente possui uma entrada que é nao-nula. Escolha k; tal que g;; = 0 para ¢ > k;
e gr,1 # 0. Assim, podemos multiplicar g a esquerda por matrizes da forma Xy, («) de
tal forma que o tnico elemento nao-nulo da primeira coluna seja g1, isto é, estamos
utilizando a entrada gg,; como pivo para zerar as demais entradas da primeira coluna.
Além disso, pela escolha de k;, as matrizes X, () que realizam o pivoteamente satisfazem
t < ki, logo estao em B. Denotaremos a matriz obtida ao término desse processo por
Mg, onde M; é um produto de transveccoes.

A matriz M;g também é invertivel e assim possui um elemento diferente de 0 na
segunda coluna numa linha diferente de k. Se isso nao ocorresse, as duas primeiras
colunas de Mg iriam diferir por um escalar, o que seria absurdo. Agora, escolhemos ky tal
que ko # k1, (M19)ky2 # 0, (M19)i2 = 0 para i > ko, i # k. Assim, as entradas ndo nulas
da segunda coluna estao nas linhas menores ou iguais que ks ou na linha k. Utilizaremos
a entrada (Mjg)g,2 como pivo para zerar as linhas tais que i < ks e i # ky. Isso pode ser
feito por meio de transvecgdes da forma Xy, () e, como i < ko, tais transvecgoes estao
em B. Assim obtemos uma matriz MsM;g que possui uma entrada nao-nula na primeira
linha e no maximo duas entradas nao-nulas na segunda linha.

Continuando esse processo, obtemos uma matriz M,, ... My Mg tal que M,, ... My M, €
B e possui no maximo i elementos nao nulos na i-ésima coluna. Chamando M, ... MyM;
de b, temos que bg difere de uma matriz triangular superior apenas pela ordem das linhas.
Podemos escolher em N uma matriz n que rearranja as linhas de bg de forma que nbg € B.
Isto é, g = U'n~'b~!. Em particular, B e N geram G.

m

Tomamos como conjunto gerador para W elementos s; que correspondem as trans-
posigoes (i i+ 1). Assim, s; troca e; por e;11 e fixa os outros vetores da base. Por sua vez,
se a imagem de n; pelo homomorfismo quociente é s;, entao n; troca e; por um multiplo
de e;41 e leva e; em um multiplo de ej, para j # 7. Com isso em mente, nao é muito
complicado verificar a propriedade (v) da Definigao . Se g € GG, entao n;g é a matriz g,
porém com a i-ésima coluna trocada por um multiplo da coluna i + 1. As outras colunas
aparecem iguais a menos de um multiplo. Agora, n;gn; é a matriz n;g, porém com a
i-ésima linha permutada com a linha 7+ 1, de forma anédloga. Se tomarmos, por exemplo,
uma matriz triangular tal que b;; # 0 para i < j, fica claro que n;bn; certamente nao sera
uma matriz triangular e n; Bn; # B.

A propriedade (iv) da Definigao ¢ um pouco mais trabalhosa de ser verificada.
Uma demonstracao de que B e N satisfazem esta propriedade pode ser encontrada em [I,
Secao 6.5] ou em [37, cap 5, paginas 32 e 33].

Uma vantagem dessa construgao do par-BN de G através de bandeiras, é que torna
facil identificar os subgrupos parabdlicos de G. Se da bandeira padrao retirarmos alguns
dos espacos vetoriais obtemos uma sub-bandeira. Assim, o estabilizador de uma sub-
bandeira com certeza contém B. Pela Proposicao [2.36] os tnicos subgrupos de G que
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contém B sdo os parabdlicos da forma Py para J C I. A bandeira padrao possui 271
sub-bandeiras distintas, considerando que nao faz diferenca se a bandeira possui o espago
V. Pode-se mostrar que os estabilizadores dessas sub-bandeiras sao todos distintos e,
portanto, correspondem aos subgrupos parabdlicos padroes de G.

2.3.2 SL,(q), PSL.(q) e PGL,(q)

A construcao do par-BN para SL,(q) se da a partir do par-BN de GL,(¢). Tomaremos
como par-BN para SL,(q) os grupos By = BN SL,(q) e No = NN SL,(q), onde B
e N formam um par-BN para GL,(¢) como na segao anterior. Por sua vez, o par-BN
de PSL,(q) serd construido a partir do par-BN de SL,(q), tomando By/Z(SL,(q)) e
No/Z(SL,(q)). Ja o par-BN de PG L, (q) seré formado por B/Z(GL,(q)) e N/Z(GL,(q)).
Vejamos primeiro o par-BN para SL,(q).

E interessante notar que boa parte dos argumentos utilizados na segao anterior de-
pendem apenas da posi¢ao dos elementos nao-nulos nas matrizes consideradas e nao dos
valores em si. Por exemplo, para verificar que By e Ny geram SL,(q), basta proceder
como na Proposicao . As transvecgoes X;;(«) possuem determinante 1, de modo que
se g € SLy(q), a matriz M, ... MyM;g também estd em SL,(q). Precisamos ter cuidado,
porém, na hora de escolher a matriz monomial que reordenara a matriz. Uma escolha
segura é tomar uma matriz de permutacao. Uma tal matriz sempre possui determinante
+1 ou —1. Se a matriz de permutagao ng necessaria para transformar M, ... MsM;g em
uma matriz triangular superior tiver determinante —1, basta trocar o sinal de um dos
elementos de ng. Assim, ngbgg € By, onde by = M, ... MM, e isso é suficiente para
mostrar que By e Ny geram SL,(q).

O subgrupo Ty = By N Ny é formado por matrizes diagonais com determinante 1.
E utilizando o mesmo argumento de antes, que sé depende da estrutura das matrizes,
obtemos que Tj ¢ normal em N,. Curiosamente, o grupo de Weyl correspondente também
é isomorfo ao S, isto é, o posto do par-BN nao cai. Para ver isso, observe que toda forma
de trocar linhas e colunas de matrizes pode ser realizada por um elemento de N,, desde de
que nao nos preocupemos se as linhas aparecem a menos de um multiplo. Por exemplo,
a matriz de permutagao que troca a primeira linha com a segunda linha, dependendo
da caracteristica do corpo, nao estard em SL,(q), pois o determinante da matriz serd
—1. Porém, se trocarmos um dos elementos nao-nulos de tal matriz por —1, obtemos
um elemento de Ny que produz o mesmo efeito de trocar a primeira linha com a segunda
linha. Uma das linhas aparecera multiplicada por —1, mas isso nao é problema. Quando
consideramos o quociente Ny /Ty ndo interessa se as linhas aparecem multiplicadas por um
escalar, o que importa é quais linhas sao permutadas.

A propriedade (iv) da Definigao é verificada de forma andloga. Como omitimos a
demonstracao da propriedade (v) para GL,(q), também omitirems para SL,(q). De toda
forma, a demonstracao também é andloga. Veja, por exemplo, [8, Remarks, pag. 583].

Observe que Z(SL,(q)) é formado por matrizes escalares com determinante 1, portanto
Z(SL,(q)) < BoN Nyg. Com o que foi visto até agora, fica claro que By/Z(SL,(q)) e
No/Z(SL,(q)) devem formar um par-BN para PSL,(q). Nesse caso, temos que

By N No  BynN
Z(SLu(0))' ' Z(SLu(@))  Z(SLa(q))’
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e tal fato pode ser verificado observando as entradas nao-nulas das matrizes. Assim, o
grupo de Weyl correspondente é

N,
ZGL@ ~ Mo
BoNN, - :
Zragy  DoN Mo

que é exatamente o grupo de Weyl de SL,(¢q). Um resultado andlogo vale para PGL,(q).
No total, temos pelo menos 4 grupos com o mesmo grupo de Weyl: GL,(q), SL,(q), PSL,(q)
e PGL,(q). Esse fato as vezes é mencionado dizendo que tais grupos possuem a mesma
geometria.

2.3.3  Span(q)

Nesta secao discutiremos brevemente a construcao do grupo simplético e de um par-BN
associado a ele. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo F,. Vamos
supor que V' esteja equipado com uma forma bilinear alternada 8 :V x V — F,. Uma
tal forma f3 satisfaz as seguintes propriedades para todos u,v € V e A € F:

(i) Blu+u',v) = Blu,v) + B, v).
(i) Blu,v+v') = Blu,v) + Blu, v').
(idi) B0, v) = Blu, M) = A3(u, v).
() Blu,u) = 0.

Uma tal forma é sempre anti-simétrica pois, f(u+v,u+v) = 0 e isso implica 5(u, u)+
B(u,v) + B(v,u) + B(v,v) = 0. Logo B(u,v) = —B(v,u)'. Dado X C V, escreveremos X+
para designar o conjunto {v € V| f(v,z) = 0, Vo € X}. Iremos exigir também que /3
satisfaca V1 = {0}, isto é, B ndo deve ser uma forma singular. Dizemos, entdo, que 3 é
uma forma simplética.

Nessas circunstancias, podemos obter uma base bastante conveniente para V. Escolha
qualquer e; € V diferente de 0. Como /8 é nao singular, existe v; € V' tal que f(eq,v1) =
A1, com Ay # 0. Tome f; = A 'v; Agora, considere a restricio de S ao subespaco
(e, f1)*. Se V # (e, f1), podemos escolher ey € {e1, f1)+, tal que es # 0. Deve existir
um vy € {eq, f1)* tal que B(ey, v2) = Ao, com Ay # 0, caso contrario, teremos ey € V=+.
Com isso, podemos tomar fo = A5 11}2 e repetir esse processo até obtermos uma base para
V. Podemos concluir desta maneira que V' deve possuir dimensao par. Os pares da forma
{e;, fi} sdo chamados de pares hiperbdlicos. Nessa base, cada vetor é ortogonal a todos os
outros com a excecao do vetor que forma o seu par hiperbélico.

O grupo simplético Spa,(q) é o subgrupo de G Ly, (q) das isometrias da forma simplética
B, isto é, g € Span(q) se, e somente se, f(g(u),g(v)) = B(u,v), para todos u,v € V. Na

base A ={e1,...,€n, fn,..., f1}, a matriz J da forma bilinear  assume a seguinte forma:
0 1
0
J = ( onde Q =
D g - [
1 .- 0

1Observe que se a caracteristica for 2, 3 é simétrica.
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Dessa forma g € Sps,(q) se, e somente se, g’ Jg = J. Isso implica det(g)? = 1 e,
portanto, det(g) = £1. Na verdade, com um pouco mais de trabalho, pode-se mostrar
que det(g) =1 e Span(q) < SLau(q).

O par-BN para o grupo simplético também serd construido a partir de uma bandeira
completa do espaco vetorial V. Considere a seguinte bandeira:

(er) ©...C ety ... en) Cler,. e ) S . Cle)tC V.

Tomaremos como B os elementos de Sps,(q) que estabilizam essa bandeira completa.
Note que se g € Spa,(q) e g estabiliza um espaco vetorial W, entdo g também estabiliza
W+, Dessa forma, podemos descrever B alternativamente como o estabilizador da seguinte
bandeira:

(e1) C ... C (e1,...,en).

Dizemos que um espaco W ¢é totalmente isotrépico se W C W+, Nessas condicoes,
definimos o indice de Witt de V' como a maior dimensao possivel de um espaco totalmente
isotrépico. O indice de Witt de um espaco vetorial equipado com uma forma simplética
é sempre n. Assim, essa bandeira é especial pois é uma bandeira maximal com respeito a
propriedade de ser composta de espacos totalmente isotropicos.

Observe que se W = (ej,eq,...,¢;), entdo Wt = (ey,ea,...,€n, frn,---, fiz1). Por-
tanto, na base A, as matrizes de B também sao triangulares superiores. Para o grupo N
tomaremos o estabilizador do frame padrao:

{<61>> ) <6n>, <fn>> e <f1>}

Assim, N é composto das matrizes monomiais que estao no grupo simplético. Isso restringe
um pouco as possibilidades de permutar linhas e colunas. Dado n € N, como n deve
preservar a forma alternada, temos que n leva pares hiperbdlicos em pares hiperbdlicos.
Assim, se n(e;) = Avj, com v; € A, temos n(f;) = Aty e (uj,v;) devem formar um par
hiperbdlico.

Como nos casos anteriores, BN N também é composto de matrizes diagonais e quando
consideramos o grupo de Weyl W = N/(BNN), nos preocupamos apenas em como as lin-
has e colunas sao permutadas, desconsiderando o fato de uma linha aparecer multiplicada
por uma constante, por exemplo.

Dessa vez o grupo de Weyl nao sera todo Ss,, ao invés disso, obteremos um subgrupo
de S5,. Um elemento w € W permuta os n pares hiperbdlicos, e para cada forma de
permutar os pares hiperbdlicos, é permitido trocar um elemento do par pelo outro. Para
exemplificar, temos que w tem que levar um par hiperbdlico {e;, f;} em um outro par
{e;, f;}, mas hé liberdade para escolher se w(e;) = e; ou se w(e;) = f;. Assim, a ordem
de W é n! 2™. Para descrever de forma sucinta W, vamos discutir brevemente o produto
entrelagado de grupos. Mais informagoes podem ser encontradas em [31], Capitulo 7].

Definicao 2.38. Sejam D e () grupos, {2 um conjunto sobre o qual () age e seja K o
produto direto de |€2| cépias de D. Entao o produto entrelagado de D por @), denotado
por D Q) é o produto semidireto de K por @), onde, para ¢ € (), a acao de ) sobre K
leva (d,,) em (dy,). O subgrupo K de D (@) é chamado de base do produto entrelacado.

Vamos fazer algumas observagoes sobre a definicao e a notacao utilizadas. Um ele-
mento de K é da forma (d,,), isso corresponde a uma escolha de um elemento de D em
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cada uma das || cépias de D. Como € ¢ finito, convencionamos w = (wy,...,wjq|) €
podemos considerar um elemento (d,,) como sendo da forma (dy,,du,, . .., dy, ). Note
que a operacao em K é dada coordenada a coordenada. Agora, para q € (), a acao de @)
sobre K corresponde a levar (du,, dus; - - - s dug) €M (dg(ur)s dgun)s - - - » dg(uoygy)) € 1550 estd
bem definido pelo fato de @) agir sobre 2.

Para descrever a operacao de um grupo que é o produto semi-direto de dois grupos K
e (), precisamos conhecer como é o homomorfismo de @ em Aut(K). Para cada ¢ fixo, a
acao de @) sobre K define um automorfismo e isso nos da uma expressao para a operagao

do grupo D1 Q. Para ((d,),q1), ((du),q2) € D2 Q, temos

((dw), @1)-((der), @2) = ((dusdlgy (o)), 41.02)-

Com isso em mente, o grupo de Weyl de Spa,(q) é isomorfo ao produto entrelagado Cy0.S,,,
onde (5 é o grupo ciclico de ordem 2. O conjunto €2 é formado pelos pares hiperbdlicos
da base A e S, age sobre eles permutando-os. Um elemento de C51 S, é da forma
((e1,¢2,...,¢0),q), com g € S, e (c1,¢a,...,¢,) € K, onde K é o produto direto de ||
copias de Cy. Informalmente, ¢ especifica como os pares hiperbdlicos sao permutados entre
si e os ¢; indicam se o par hiperbdlico (e;, f;) serd levado em (e;, f;) ou em (f;, e;). Dessa
forma, ao menos informalmente, fica claro que W = (5 5,,. Um tal grupo, é chamado de
grupo de Weyl de tipo B,,. Veja, por exemplo, [17, Capitulo 2].

A verifica¢do de que B e N formam um par-BN de Sps,(q) pode ser encontrada em
[37, Teorema 8.12].

2.3.4 Grupos Simples entre os Grupos Classicos

Para cada classe de grupos cléssicos, ha pelo menos uma familia infinita de grupos simples.
Pode-se mostrar que PSL,(q) é sempre simples, quando n > 3 ou F, > 4 [39] Secao 3.3.2].
Podemos também considerar o grupo simplético projetivo PSps,(q) = Sp2n(q)/Z(Sp2n(q))
e mostrar que PSpy,(q) é simples, com a excegao de PSps(2), PSpa2(3) e PSps(2) [37,
Teorema 8.8]. Os grupos unitérios e ortogonais também possuem familias de subgrupos
ou quocientes simples.

Mostrar que tais grupos sao simples, em geral, envolve argumentos parecidos, mas
que devem ser desenvolvidos caso a caso. O que eles tém em comum é que a simplici-
dade costuma vir como consequéncia do Lema de Iwasawa [39), Teorema 3.1], que fornece
condicoes suficientes para um grupo perfeito agindo sobre um conjunto ser simples. Para
finalizar este capitulo, mencionamos que é possivel uma prova alternativa utilizando o
seguinte resultado:

Teorema 2.39. Seja G um grupo com par-BN satisfazendo as sequintes condi¢oes:
(1) G=G
(i)
(iii) Nyeq 9By~ =1
)

(1w

B ¢ soluvel

O congunto de indices I, ao qual correspondem os geradores do grupo de Weyl, nao
pode ser particionado em dois conjuntos complementares J, K tais que, para todos
w; € Wy, wy € Wy, tenhamos wjwy, = wiw;
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2.3. Exemplos Capitulo 2. Grupos com Par-BN

Entao G ¢ simples.
Demonstracao. Ver [0, Teorema 11.1.1] ou [3, pagina 223]. O

Em [5], o autor utiliza esse resultado para provar a simplicidade dos grupos de Chevalley
e dos grupos twisted. Os grupos de Chevalley contém alguns dos grupos cléssicos simples,
porém nao todos. Os grupos clédssicos restantes aparecem como subgrupos dos grupos de
Chevalley, os chamados grupos twisted [5, Secao 13.4 e Teorema 14.4.1].
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Capitulo 3

Grupos Lineares

Este capitulo apresenta alguns conceitos basicos para podermos tratar dos Grupos Finitos
do tipo Lie. Ha pelo menos duas formas distintas de obté-los. A primeira é através
de automorfismos de certas dlgebras de Lie. Essa construcao da origem aos grupos de
Chevalley, os grupos twisted, sendo que todos os grupos finitos do tipo Lie se encaixam
em uma dessas duas classes. Essa abordagem pode ser vista, por exemplo, em [5].

A segunda construgao envolve Grupos Lineares Algébricos e os grupos do tipo Lie
aparecem como pontos fixos de endomorfismos de Steinberg. Esta é a abordagem que nés
discutiremos brevemente nesse capitulo.

A Teoria dos Grupos Lineares Algébricos é vasta e depende essencialmente da Ge-
ometria Algébrica. Dessa forma, trataremos apenas de forma superficial os conceitos
necessarios. Mais informagoes podem ser vistas em [4], [16], 24 [33].

3.1 Um pouco de Geometria Algébrica

Esta secao trata de alguns conceitos importantes de Geometria Algébrica. Mais detalhes
podem ser vistos em [25] ou [33], Capitulo 1].

Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica p. Considere a dlgebra de
polinémios em n variaveis K[11,T5,...,T,], que denotaremos por K[T]. A topologia de
Zariski é a topologia em K™ obtida ao declarar que os conjuntos fechados sao precisamente
os conjuntos de zeros dos polinomios de um ideal I de K|[T.

Definigao 3.1 (Topologia de Zariski). Um subconjunto X de K™ é dito fechado na
topologia de Zariski, se X = V(I), onde I é um ideal de K[T] e V(I) = {x € K" | f(z) =
0, para todos f € I'}. Dizemos que X é um conjunto algébrico .

De forma dual, se X é um subconjunto de K, defina Z(.X') como sendo o conjunto { f €
K[T] | f(z) = 0, para todo € X }. Nessas condi¢oes, podemos enunciar o Nullstellensatz
de Hilbert:

Teorema 3.2 (Nullstellensatz). Se I € um ideal prdprio de K[T], entdao V(I) # 0. Além
disso, vale Z(V(I)) = /I, onde /T € o ideal radical de I, isto ¢é,

VI={feK[T]| f* eI para algum n inteiro nio-negativo}.
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3.1. Um pouco de Geometria Algébrica Capitulo 3. Grupos Lineares

As funcgoes V e Z induzem bijecoes que revertem as inclusoes entre os fechados da
topologia e os ideais radicais de K[T]. Agora, se X é um subconjunto fechado, podemos
associar a ele uma algebra isomorfa a K[T|/Z(X), basta tomar os polinémios de KT
e restringir a X. De forma mais precisa, cada polinomio f € K[T] define uma fungao
polinomial f : K™ — K que leva (ay,...,a,) em f(ay,...,a,) e podemos considerar
também a restri¢ao f|x : X — K. Assim, o nicleo do homomorfismo que leva f em f|x
é precisamente o conjunto das funcoes polinomiais que se anulam em todo X. Costuma-
se denotar a &lgebra K[T|/Z(X) por K[X] e diz-se que K[X] é a dlgebra afim de X.
Mostraremos a seguir que a topologia induzida em X coincide com a topologia de Zariski
quando se considera os polinémios de K[X].

Proposicao 3.3. Um subconjuntoY de X € fechado (na topologia induzida) se, e somente
se, Y =Vx(Ix), onde Ix é um ideal de K[X] e Vx(Ix) ={x € X | f(z) =0,Vf € Ix}.

Demonstragao. Como X ¢é fechado entdo X = V(I), para algum ideal radical de K[T7.
Mostraremos primeiro que se Y é fechado, entao Y = Vx(Jx). Se Y é fechado na topologia
induzida, como X é fechado, isso significa que Y é fechado em K™. Assim Y = V(J)
para algum ideal radical I de K[T]. Como Y C X, entdao I C J. Como temos um
homomorfismo K[7T']/1 = K[X], um ideal J que contém I corresponde a um ideal Jx de
K[X]. Temos Y = Vx(Jx). Afinal, dado y € Y, temos f(y) = 0, para todo f € J, como
Jx é apenas a restricdo dos polinomios de J a X, temos f(y) = 0, para tod f € Jx.
Reciprocamente, se y é tal que f(y) = 0 para todo f € Jx, ndo podemos ter g(y) # 0,
para algum g € J. Assim y € V(J).

Se Y = Vx(Jx), existe um ideal J de K™ que corresponde a Jx pelo homomorfismo
dado pela restrigdo. O mesmo argumento utilizado nos da Vx(Jx) = V(J) e, assim, Y é
fechado em K™. Portanto, Y é fechado na topologia induzida. O

Note que de forma andloga, podemos definir Zx (YY) como o ideal radical {f € K[X] |
f(z) = 0,para todo x € Y} de K[X] . Como consequéncia do Nullstellensatz, hé também
uma bije¢ao entre os conjuntos fechados de X e os ideais radicais de K[X]. Deixaremos
registrado isso como uma proposicao.

Proposicao 3.4. Se X € um conjunto algébrico de K", as funcoes Tx e Vx sao bijecies
que revertem a inclusio entre os conjuntos fechados de X e os ideais radicais de K[X].
Se I é um ideal préprio de K[X], entio Vx(I) # (.

Na proposicao seguinte, veremos que K[X] e os seus ideais maximais determinam por
completo nao apenas a topologia de X mas também o proprio conjunto X.

Proposigao 3.5. Se X é um conjunto algébrico e para todo x € X, entao vale:
(i) A topologia de Zariski € Ty, ou seja, {x} € fechado.
(ii) O conjunto M, ={f € K[X]| f(x) =0} é um ideal mazimal.

(i1i) A correspondéncia que leva x em M, é uma bijecdo entre os pontos de X e os ideais
mazximais de K[X].

(iv) Ewxiste uma bijecao entre os homomorfismos de dlgebra K[X]| — K e os ideais M,.!

! Consideramos aqui que um homomorfismo de dlgebra é ndo-nulo e deve preservar o elemento identi-
dade da multiplicagao
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3.1. Um pouco de Geometria Algébrica Capitulo 3. Grupos Lineares

Demonstragdo. (i) Considere o ideal I, = @;_,(T; — x;), onde (T; — x;) denota o ideal
gerado pelo polinomio f(Ty,Ts,...,T;, ..., T,) = T; — z;. Assim, V(I,) = N, V((T; —
z;)) = {x}, logo {z} é fechado.

(i1) Note que Zx({x}) = M, é um ideal radical. Isso decorre do fato mais geral que
se Y é qualquer subconjunto de X, entdao Z(Y) é um ideal radical. De fato, se f é tal que
f™(z) =0, para z € Y, entdo como K ¢é um corpo, temos f(z) =0e f € Z(Y). Agora,
se M, nao for um ideal maximal, entao existe um ideal préprio J de K[X]| que contém
M,. Como {x} é fechado, temos V(M,) = {z} e {z} D V(J). A tnica possibilidade disso
ocorrer é se V(J) = (), mas pela Proposigao isso nao poderia ocorrer, pois J é um ideal
proprio. Entao M, é, de fato, um ideal maximal.

(111) Se x # y, ndo podemos ter M, = M, pois V é uma bijecao e temos V(M,) = {z}
e V(M,) = {y}. Se M é um ideal maximal de K[X], temos que V(M) s6 pode conter um
unico ponto. Afinal, se tiver mais de um ponto, haveria um subconjunto fechado préprio
e nao-vazio de V(M) que seria levado por Z em um ideal préprio de K[X] que conteria
M. Entao V(M) = {z} e Z(V(M)) = M,.

(iv) Se ¢ é um homomorfismo de K-algebras entre K[X] e K, observe que ele neces-
sariamente é sobrejetor. Pois se ¢ € K, temos ¢(c) = ¢. Assim, K[X]/kerp = K e kerp
¢ um ideal maximal. Agora, se M, é um ideal maximal, o homomorfismo de algebras ¢,
que leva em f € K[X] em f(z) tem M, como nicleo. O

A Proposicao mostra que um ponto x € X pode ser visto em K[X] como ideal
maximal ou como o homomorfismo que avalia f no ponto x.

3.1.1 Variedades Afins

Comecaremos com a definigao de variedade afim.

Definicao 3.6. Uma K-variedade afim é um par (X, K[X]) com X um conjunto algébrico
e K[X] a sua dlgebra afim.

Quando nao houver possibilidade de confusao, escreveremos apenas variedade afim ao
invés de K-variedade afim. Além disso, escreveremos X ao invés de (X, K[X]). A partir
do par (X, K[X]) é possivel construir um feixe O de fungoes, de tal forma que (X, O) é um
ringed space. Assim, os morfismos entre duas variedades afins X e Y sao definidos como
os morfismos entre X e Y vistos como ringed spaces. Mais detalhes sobre essas defini¢oes
podem ser vistos em [33, Secao 1.4]. Neste trabalho, utilizaremos uma especializagao
dessa definicao para o caso em que X e Y sao apenas variedades afins.

Definicao 3.7. Se (X, K[X]) e (Y, K[Y]) s@o variedades afins, entdo uma fungao continua
¢ : X =Y é um morfismo de variedades afins se, para todo f € K[Y], temos fo ¢ €
K[X].

Um morfismo ¢ de variedades afins induz um homomorfismo de algebra ¢* de K[Y]
em K[X] que leva f em foyp. Com isso, podemos caracterizar os morfismos de variedades
afins.

Proposicao 3.8. Uma fungcao ¢ : X —Y, com X C K" eY C K™ € um morfismo de
variedades afins se, e somente se, cada fung¢ao coordenada de p é um polinéomio de K[X].

43



3.1. Um pouco de Geometria Algébrica Capitulo 3. Grupos Lineares

Demonstragao. A fungao f; que leva y = (y1,...,%i,...,Ym) €m y; ¢ um polindmio de
K[Y]. Assim se ¢ for um morfismo de variedades afins, temos f; o ¢ € K[X], isto é, a
i-ésima fungao coordenada de ¢ é um polinémio de K[X].

Reciprocamente, se ¢ = (p1,...,...,¢m) € cada ¢; € K[X], para f € K[Y] temos
que f o ¢ continua sendo um polindémio em K[X]. Resta mostrar que ¢ é continua. Para
isso, tome um conjunto A fechado em Y, entdo A = V(I), para algum ideal radical I de
K[Y]. Podemos escrever também A = (., f~'(0). Agora, o= '(A) = o (e, £71(0)).
Portanto, ¢~'(A) = ;¢ '(f71(0)). Para cada f € I, temos ¢~ '(f(0)) = (f o
) ~1(0). Logo ¢~ (A) = N;;(fow)'(0). Como cada fop € K[X], isso expressa ¢~ (A)
como a intersegao de conjuntos de zeros de polinomios em K[X], portanto, p~'(A) é um

subconjunto fechado de X.
m

Agora vamos mostrar a existéncia de um functor contravariante da categoria das K-
variedades afins para as K-algebras afins.

Proposicao 3.9. A correspondéncia F que leva X em K[X]| e ¢ em ¢* é um functor
contravariante (isto é, F “inverte as setas”) fiel e completo.

Demonstracao. Mostraremos que se X,Y, Z sao K-variedades afinse ¢ : X — Y e ¢ :
Y — Z sao morfismos, entao

(i) ¢* é um morfismo entre K[Y] e K[X].

(17) Se ¢ = idyx, entao idy = idgx].

)

)
(@i1) (Yo@)" = oy,
(iv) Se ¢* = ¢* entao p = .
)

(v) Sev: K[Y] — K[X] é um morfismo de K-édlgebras afins, existe um tinico morfismo
de K-variedades afins ¢ : X — Y tal que ¢* = 7.

Para (i), ja vimos que ¢* é um morfismo entre K[Y] e K[X]. Verifiquemos que se idx é
o morfismo identidade em X, entao id% é também o morfismo identidade em K[X]. Isso
é evidente pois, dado f € K[X], temos id% o f = f, isso prova (ii). Agora, se [ € K[Z],
temos (Yo p)*f = (for)op = (V*f)op=¢*op*f eisso prova (iii). Esses trés itens
estabelecem F como um functor contravariante.

(1v) Considere a projegao m; na i-ésima coordenada. Se ¢* = ¥*, temos m;0¢ = m; 01,
para todas as coordenadas. Como as fungoes coordenadas de ¢ e 1) sao iguais, temos
= 1.

(v) Suponha X C K" eY C K™. Se v : K[Y] — K[X] é um morfismo de K-élgebras
afins, 7 opera levando f € K[Y], em um polinémio vy o f € K[X]. Agora, considere os
polinémios g; que levam y € Y na i-ésima componente de y, que denotaremos por y;. Pela
lineariedade e por ser um homomorfismo de K-édlgebras, v é completamente determinado
pelos valores que assume nos polinomios g; e vale a seguinte relagao:

(yo £)(@) = F((yogu)(x), .., (7 © Gm)(x))- (3.1)
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Isso sugere fortemente considerar a funcao ¢ : X — K™ tal que as suas coordenadas
sejam (Y(%1), .-, (Um)). Verifiquemos a inclusdo p(X) C Y. Se f € Z(Y), temos

flo(x)) = f((yom)(x), ..., (7o dm)(x)). Pela Equagao (3.1), temos:
flp()) = (v o f)(z).

Como em K[Y], f é o polinémio nulo e como v é um homomorfismo, ele deve levar f
também no polinémio nulo. Logo f(p(z)) = 0. Assim, temos ¢(X) C Y. Falta verificar
que ¢ é um morfismo. Note que as fungoes coordenadas de ¢ sao polindémios de K[X] e,
pela Proposicao [3.8] ¢ é um morfismo de variedades afins. Pelo que foi exposto, fica claro
que ¢ deve induzir o homomorfismo de algebras ~, basta observar que o homomorfismo
que leva f € K[Y] em f o ¢ coincide com 7 nos polinémios ;.

Finalmente, note que ¢ deve ser o inico morfismo que induz ~. De fato, se existir um
outro morfismo v que induza ~, eles devem coincidir em suas fungoes coordenadas, pois
caso contrario, ¢* e 1* nao iriam coincidir nos polinomios g;. Assim, ¢ = .

]

Se X e Y sao variedades afins, podemos formar o produto X x Y. O problema é
que, quando falamos do “produto”, estamos nos referindo ao objeto produto na categoria
correspondente e é necessario mostrar que o objeto existe e pode ser identificado com o
produto cartesiano. Esse fato é verdadeiro, porém a algebra afim correspondente nao é
o produto cartesiano, mas sim o produto tensorial K[X] ® K[Y]. Antes de prosseguir,
vamos relembrar a definicao de produto e coproduto em uma categoria.

Definicao 3.10. Se X e Y sao objetos de uma mesma categoria, Z é chamado de produto
entre X e Y se existem morfismos 7 : Z — X e my : Z — Y tais que, para quaisquer
objeto W e pares de morfismos f; : W — X e fo : W — Y, existe um tnico morfismo
f:W — Z, que faz o diagrama abaixo comutar.

w

3!f§

T > U

X Z Y

f2

Definicao 3.11. Se X e Y sao objetos de uma mesma categoria, Z é chamado de coproduto
entre X e Y se existem morfismos i, : X — Z ey : Y — Z tais que para quaisquer objeto
W e pares de morfismos f; : X — We fo : Y — W, existe um tnico morfismo f : 7 — W,
que faz o diagrama abaixo comutar.

w

S A

f2

X——Z«—Y
11 12

As projegoes canonicas 7 e w3 que levam (z,y) € X XY em x e em y, respectivamente,
sao morfismos de variedades afins e elas podem ser usadas para mostrar que o produto de
variedades afins existe e pode ser identificado com o produto cartesiano.
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Pelo fato de existir um functor contravariante da categoria C; das K-variedades afins
para a categoria Cy das K-algebras afins, um objeto produto em C; é levado num objeto
que atende os requisitos para ser um coproduto em Co. Em Cy, o coproduto de duas
algebras afins é o produto tensorial, portanto, temos K[X x Y] = K[X] ® K[Y]. Uma
observacao importante é que a topologia em X X Y nao é a topologia produto, mas sim
a topologia de Zariski.

3.1.2 Alguns conceitos topoldgicos

Um espaco topoldgico X é dito conexo se nao admite uma cisao nao-trivial, isto é, se Ae B
sao fechados em X com AUB =X e ANB =0, entao A = X ou B = X. Quando X estd
equipado com a topologia de Zariski, o conceito de irredutibilidade também é relevante.

Definicao 3.12. Um espaco topoldgico X ¢é dito irredutivel se X nao é a uniao de dois
subconjuntos fechados e préprios de X.

Assim, um espaco irredutivel é sempre conexo, mas a reciproca nao é verdadeira. Note
que um espaco topolégico que é Hausdorff e irredutivel, se reduz a um tnico ponto. Dessa
forma, o conceito de irredutibilidade nao é particularmente 1til nesses casos.

Proposicao 3.13. (i) O conjunto K™ € irredutivel.

(17) Se X é uma variedade afim irredutivel, entdo todo subconjunto aberto de X também
é trredutivel.

Demonstragao. (i) Suponha K™ = V(I) UV(J). Temos V(1) UV(J) = V(I N J). Isso
implica I N.J = 0. Quando I e J nao sao ideais vazios, temos I.J C IN.J e I.J certamente
nao é vazio. Assim para I NJ = (), devemos ter I = ) ou J = 0 e V(I) = K" ou
V(J)=K".

(77) Sejam A um subconjunto aberto de X e B,C subconjuntos fechados de X tais
que A= (BNA)U(CNA). Assim BUC C X. Podemos escrever X = (BUC) U A°.
Como X é irredutivel, devemos ter BUC = X ou A° = X. O segundo caso implica
A =0, que é irredutivel. O primeiro caso implica B =X ou C = X e temos BN A=A
ou CNA=A. Assim, A é irredutivel também. O

Proposicao 3.14. Sejam X um espaco topologico e A um subconjunto de X entao:
(i) A € irredutivel se, e somente se, o fecho de A, denotado por A, é irredutivel.

(ii) Se ¢ : X — Y € uma fungao continua e A € irredutivel, entio @(A) também é
irredutivel.

(i1i) Se X € um conjunto algébrico, entao X ¢é irredutivel se, e somente se, K[X] é um
dominio de integridade.

(iv) Se X eY sao conjuntos algébricos irredutiveis, entao X XY € irredutivel.

Demonstragao. (1) Suponha A irredutivel. Se_ﬁ nao for irredutivel, podemos escrever
A=BUC, com Be C fechadosem X, BC AeC CA Dal A=(BNnNAU(CNA).
Como A é irredutivel, isso implica BN A= Aou CNA = A. Se ocorrer BNA = A,
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entdo A C B e, como B ¢ fechado, temos A C B. Isso é uma contradicdo com B - A.
Portanto, devemos ter C' N A = A, que leva a uma contradicio andloga. Assim, A deve
ser irredutivel.

Agora, suponha que A seja irredutivel. Se A néo for irredutivel, podemos escrever
A=(BNA)U(CNA), onde B e C sao fechados de X, BNAC AeCNAC A. Isso
significa A C BUC e, assim, A C BUC, pois B e C sio fechados. Logo B = A ou
C =A. Se B= A, entdio BN A = A, que é uma contradicio. Se C' = A também temos
uma contradicao.

(77) Suponha ¢(A) = (BN p(A)) U (C’ N(A)), com B e C fechados de Y. Como
¢ é uma aplicagao continua, ¢ !(B) e ¢ }(C) sdo fechados de X. Além disso, temos
A= (o Y(B)NnA)U (¢ 1 (C)N A). Como A ¢ irredutivel, isso implica ¢ '(B)N A = A
ou ¢ 1(C)N A = A. No primeiro caso, temos p(A) C B e BN p(A) = A. No segundo
caso, de modo anélogo, temos C'N p(A) = A. Portanto, ¢(A) deve ser irredutivel.

(7i) Veja [25, Prop 2.19].

(1v) Pelo item (7ii), como X e Y sdo irredutiveis, entao K[X]| e K[Y] sdo dominios
de integridade. Assim, se K[X x Y] = K[X]| ® K[Y] for dominio de integridade, entao
X x Y serd irredutivel. A verificagao de que K[X]® K[Y] é dominio de integridade pode
ser vista em [25, Prop 4.15(b)]. O

Em um espacgo topologico podemos falar das componentes conexas dele, que sao os
subespacos maximais em relacao a propriedade de ser conexo. De modo anédlogo, podemos
discutir as componentes irredutiveis de um espago topolégico. Em geral, as duas coisas
sao distintas e uma componente conexa pode conter varias componentes irredutiveis.

Proposicao 3.15. Seja X um conjunto algébrico, entao X é uma uniao finita de com-
ponentes irredutiveis unicas.

Demonstrac¢ao. A Proposicao 2.17 de [25] estabelece X como um espago topoldgico noethe-
riano. Ja a Proposigao 2.21 de [25] mostra que todo espago topolégico noetheriano é uma
uniao finita de subconjunto irredutiveis X; U ... U X,,. Quando os X; sao tomados sem
inclusoes entre eles, obtemos as componentes irredutiveis e elas sao tnicas a menos da
ordem em que elas aparecem na uniao. O

3.1.3 Dimensao

Precisamos primeiro relembrar algumas defini¢oes sobre extensoes transcendentes. Mais
detalhes podem ser vistos em [26, Capitulo 8|. Lembramos que se K é um corpo e L é
um subcorpo de K, um subconjunto finito A = {ay,...a,} C K é dito algebricamente
independente sobre L, se o nicleo do homomorfismo ¢ : L[Ty,...,T,] — K que leva
f e L,....,T,] em f(ay,...,an) é {0}. Isto é, A nao satisfaz nenhum polinémio
nao trivial de |A| varidveis sobre L. Se A for infinito, dizemos que A é algebricamente
independente sobre L se qualquer subconjunto finito de A for algebricamente independente
sobre L. Uma base de transcendéncia de K sobre L é um conjunto A algebricamente
independente sobre L tal que K é uma extensao algébrica sobre L(A). Nesse caso, L(A)
denota o corpo de fragoes do dominio de integridade obtido ao adicionar os elementos de
A ao corpo L. Finalmente, o grau de transcendéncia de K sobre L é a cardinalidade de
uma base de transcendéncia de K sobre L. Com isso, estamos em condigoes de definir
dimensao.
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Defini¢ao 3.16. Seja X uma variedade afim irredutivel. Neste caso, K[X] é um dominio
de integridade e podemos considerar o seu corpo de fragdes K (X). Definimos a dimensao
de X como sendo o grau de transcendéncia de K(X) em relacdo a K. Se X nao for
irredutivel, definimos a dimensao de X como sendo o maximo entre as dimensoes de suas
componentes irredutiveis.

Proposicao 3.17. Seja X um variedade afim wrredutivel e Y é um subconjunto fechado
e proprio de X, entao dimY < dim X.

Demonstracao. Veja [25, Proposigao 2.26). O

Agora precisamos de um resultado técnico sobre morfismos de variedades afins. Se
v : X — Y é um morfismo de variedades afins, as fibras de ¢ sdo as imagens inversas
de elementos de Y, isto ¢, sao conjuntos da forma ¢~!(y), para y € Y. Dizemos que
¢ : X = Y é um morfismo dominante se ¢(X) é denso em Y. Muitas vezes, nao traz
prejuizos substituir Y por ¢(X). Assim, essa nao é uma hipdtese muito restritiva sobre
um morfismo. O préximo resultado nos da informagoes sobre a dimensao das fibras de
um morfismo dominante.

Proposicao 3.18. Seja ¢ : X — Y um morfismo dominante entre variedades afins
irredutiveis, entao:

(1) dim X > dimY
(it) Paray € p(X), temos dimp~1(y) > dim X —dimY

Demonstragao. Veja [25, Teorema 10.9] O]

3.2 Grupos Lineares Algébricos

Um grupo linear algébrico é uma K-variedade afim em que as operacgoes de grupo sao
compativeis com a estrutura de variedade afim. Mais explicitamente, temos:

Definicao 3.19. Seja G um grupo, que é também uma variedade afim. Dizemos que G
é um grupo linear algébrico, se:

e A operacao do grupo * : G X G — G é um morfismo de K-variedades afins e

e A inversao i : G — G é um isomorfismo de K-variedades afins.

Existem homomorfismos de grupos que nao sao morfismos de variedades afins e vice-
versa. Nesse contexto, dizemos que ¢ : G; — G é um homomorfismo de grupos lineares
algébricos se p é um morfismo de variedades afins e um homomorfismo de grupos.

Exemplos de grupos lineares sao GL,(K), SL,(K), os grupo simpléticos, os grupos
ortogonais e varios outros.

Para mostrar que SL,(K) é uma variedade afim considere o espago vetorial V = K n?
em que os pontos de V sdao as matrizes n x n. A funcao que leva uma matriz no seu
determinante ¢ uma funcao polinomial em n? varidveis. Assim, SL,(K) = {v € V |
det(v) — 1 = 0} e, portanto, SL,(K) é fechado em V e isso mostra que SL,(K) é uma
variedade afim.
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Note que em V, GL,(K) nao é um fechado e sim um conjunto aberto pois é o
complementar do conjunto {v € V | det(v) = 0}. Para enxergar GL,(K) como va-
riedade afim, precisamos considerar o espaco W =V x K, assim GL,(K) é o conjunto
{(v;\) € V x K | Mdet(v) —1 = 0}. Como a fungao que leva (v,A) em Adet(v) — 1 é
uma expressao polinomial em n? + 1 varidveis, isso mostra que G'L,(K) pode ser visto
como uma variedade afim. Naturalmente, SL,(K) continua sendo variedade afim nessa
situagao, pois é a intersegao de GL,,(K) com os zeros do polindémio Tj2,1 — 1.

Falta ainda mostrar que as operacoes do grupo sao morfismos de variedades afins. Para
ver isso, basta considerar as matrizes como pontos de um espaco de n? + 1, a operacao *
leva (((aij), M), ((bij), A2)) € G x G em ((cij), MA2), onde (¢;;) é produto matricial entre
(ai;) e (bij). Dessa forma, como ¢;; = Y ,_; a;by;, observa-se que as fungdes coordenadas
de * sdo expressoes em (n?+1) x (n?+1) varidveis e, portanto, polinomios de K[G]® K|[G].
Assim, * é um morfismo de variedades afins. Mostrar que a inversao de matrizes é um
isomorfismo é feito de forma andloga. Também consiste em observar que cada elemento da
matriz invertida é uma expressao polinomial em n? + 1 varidveis dos elementos da matriz
original.

Vimos que, em geral, irredutibilidade e conexidade sao conceitos diferentes para va-
riedades afins. Porém, em se tratando de grupos lineares algébricos os dois conceitos
coincidem.

Proposicao 3.20. Seja G um grupo linear algébrico. As componentes conexas e irre-
dutiveis de G coincidem. Em particular, a componente conexa que contém a identidade,
denotada por G°, é um subgrupo fechado, normal e de indice finito.

Demonstra¢ao. Suponha que X e Y sejam duas componentes irredutiveis que contenham
a identidade. Pela Proposigao [3.14] X x Y também ¢ irredutivel e como a operacao do
grupo ¢ uma aplicagao continua, XY também ¢ irredutivel. Como X e Y ambos contém
a identidade, temos X C XY e Y C XY. Como sao ambos maximais, isso implica
XY =X=Y.

Assim, ha uma tnica componente irredutivel que contém a identidade. Verifiquemos
agora que G° é um subgrupo fechado. Os conjuntos (G°)™! e G°GY sdo componentes
irredutiveis que contém a identidade, entao (GY)™' = G° e G°GY = G°. Note que G°,
sendo um componente irredutivel, tem que ser fechado, pois caso contrario GO seria um
conjunto irredutivel contendo propriamente G°.

Vamos mostrar que G° é normal. Se ¢ € G, a funcao que leva z em gxg~! é um
automorfismo de grupos algébricos. Em particular, é um homeomorfismo de variedades
afins e leva componentes conexas em componentes conexas. Assim, ¢G%~! é uma outra
componente conexa que contém a identidade. Portanto, devemos ter gG%g~1 = G°, para
todo g € G e GY é normal.

Como G° é um subgrupo de G, podemos escrever G = U,eqgG°. A fungao que leva
r € G em gx é um homeomorfismo, entdo as classes laterais ¢gG° devem ser componentes
irredutiveis. Pela Proposigao G tem um numero finito de componentes irredutiveis.
Dessa forma, cada componente irredutivel deve ser uma classe lateral. Além disso, como
as componentes irredutiveis sao todas disjuntas, elas devem ser as componentes conexas

de G.

1

]
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Assim, um grupo linear algébrico é conexo se, e somente se, G = G°. Note que G°
é “quase” um subgrupo caracteristico. Se ¢ é um automorfismo de G' que também é um
morfismo de variedades afins, entdao p(G°) = G°.

Com auxilio das Proposigoes e podemos verificar a conexidade de alguns
grupos. Por exemplo, GL,(K) é conexo, pois é um aberto em K "0 grupo aditivo
do corpo K também é um grupo linear algébrico conexo, que denotaremos por G,. O
grupo multiplicativo de K, denotado por G,,, é isomorfo a GL1(K) e, portanto, é conexo.
Denotaremos por D,, o subgrupo de GL,, formado pelas matrizes diagonais, como D,, é
isomorfo ao produto cartesiano de n copias de G,,, entao D,, é conexo.

Proposicao 3.21. Sejam G um grupo linear algébrico e (X;, vi)ie;r uma familia de va-
riedades afins irredutiveis tais que cada p; : X; — G seja um morfismo de variedades
afins e G; = p(X;) contenha a identidade. Nessas condi¢des, o grupo H = (G; | i € I)
gerado pelos G; € fechado e conexo. Além disso, existem n € N e (iy,...,i,) € I" tais
queI—I:Gij[ll...G-lLl

in

Demonstragao. [33, Proposicao 2.2.6]. ]

Em um grupo linear algébrico, a nocao de conexidade coincide com a de irredutibil-
idade. Assim, a Proposicao implica que um subgrupo gerado por outros subgrupos
fechados e conexos também ¢é fechado e conexo.

Proposicao 3.22. Se G ¢ um grupo linear algébrico e H, K < G sao subgrupos fechados
tais que pelo menos um deles é conexo, entao [H, K| € fechado e conezo.

Demonstracao. Se H é conexo, entao também é irredutivel. Considere a familia de mor-
fismos ¢ : H — G, com k € K, tais que px(h) = hkh™'k™'. Cada px(H) contém a
identidade e podemos utilizar a Proposi¢ao para concluir que (px(H) | k € K) é
conexo e fechado, mas esse grupo é precisamente [H, K].

Se K fosse conexo, poderfamos considerar ¢, : K — G tal que ¢i(k) = hkh 'k~ e o
argumento seria analogo. O

Com auxilio das duas proposicao anteriores é possivel mostrar a conexidade de mais
alguns grupos. O grupo SL,(K) é conexo, pois é [GL,(K),GL,(K)]. Outra forma de
verificar isso é considerar os subgrupos X;; = {X;;(a) | « € K}, com i # j. Um elemento
X;j(a) € X;; é uma tranvecgdo, que é uma matriz que difere da identidade apenas pelo
fato da posigao (i,7) ser a. Ja utilizamos transvecgoes previamente na constru¢ao do
par-BN de GL,(q), veja a Segao [2.3.1]

Temos X;;(a)X;;(8) = Xij(a + ), assim o homomorfismo que leva X;;(a) em «
estabelece um isomorfismo entre X;; e G,. Logo todos os subgrupos da forma X;; sao
conexos. Pode-se mostrar que SL, (K) é gerado por todas as transvecgdes, assim usando
a Proposicao SL,(K) é conexo.

Considere agora o grupo U,, das matrizes triangulares superiores em que os elementos
da diagonal sao todos 1. Certamente, U,, contém todas os subgrupos X;; com 7 < j. Dado
u € U,, suponha que o elemento da posicao (1,2) seja a # 0, entdo podemos multiplicar u
A esquerda pela transvecgao Xyo(a™!) para zerar essa posi¢do. Se na terceira coluna tiver
um elemento nao nulo que nao esteja na diagonal, multiplicar a esquerda por transvecgoes
Xos(By1) e X13(By 1) é o suficiente para zerar essas posicoes. Proseguindo dessa forma,
podemos escrever Mu = 1, onde M é um produto de transvecgoes com ¢ < j. Dai
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uw= M~" e, portanto, é um produto de transveccoes. Assim, U,, também é um subgrupo
fechado conexo. Com um pouco mais de trabalho, pode-se mostrar que U,, é um subgrupo
nilpotente.

Com isso, podemos mostrar que o grupo 7,, das matrizes triangulares superiores tam-
bém é fechado e conexo, basta observar que U,, < T, D, < T, e que T,, é gerado por U,
e D,. Além disso, podemos mostrar que 7;, é solivel. Observe que [T,,,T,] C U,, pois
se t,v € T, entao diagonal de tv é da forma (11011, .. tanUns). Assim, a diagonal de
tvt~!'v~! é da forma (1,...,1). Por outro lado, dado o subgrupo X;; com i < j, temos
Xij = [Dn, Xij] e, como [D,,, X;;] C [T, T,,], segue que [T}, T},] contém cada X;; com i < j.
J& observamos que os X;; com ¢ < j sao suficientes para gerar U,, assim [T,,,T,] = U,.
Isso mostra que a série derivada de 7T, desce até {1} pois U,, ¢ nilpotente e, em particular,
é soluvel.

Os exemplos vistos até agora sao todos de grupos de matrizes. Em verdade, os grupos
lineares algébricos sempre podem ser vistos como grupos de matrizes.

Proposicao 3.23. Se G ¢ um grupo linear algébrico sobre K, entao existe um isomorfismo
de grupos algébricos p entre G e algum subgrupo fechado de GL,(K).

Demonstragao. Veja [16, Segao 8.6]. ]

3.3 Acoes sobre variedades

Seja G um grupo linear algébrico e X uma variedade afim, ambos sobre o mesmo corpo
K. Dizemos que G age morficamente sobre X se G age sobre X como grupo abstrato e
a funcdo ¢ : G x X — X que leva (g, z) em g.x é um morfismo de variedades afins.

A agado de G sobre si mesmo que leva (g,z) € G x G em gx é um exemplo de agao

morfica. Outro exemplo é a a¢ao por conjugagao que leva (g, ) em grg™'.

Proposigao 3.24. Se G age morficamente sobre uma variedade afim X # (), entdo:
(1) Para cada x € X, a fungdo ¢.(g) = g.x € um morfismo de variedades afins.
(74) Toda orbita O(x) € aberta no seu fecho.

(1ii) Existem drbitas fechadas.

Demonstragao. (i) Considere a fungao ¢ que leva (g,x) em g.x. Por hipétese, ¢ é um
morfismo. Considere também a imersao i, : G — G x X que leva g em (g, x). As fungoes
coordenadas dessa funcao sao claramente polinomias, assim 7, é um morfismo. Assim,
Yr = @ 01,, portanto ¢, é, de fato, um morfismo.

(77) Para mostrar esse item, precisamos de um resultado da Geometria Algébrica. Se
¢ : X — Y é um morfismo de variedades afins, entao ¢(X) contém um subconjunto
aberto nao vazio do seu fecho ¢(X), veja [25, Teorema 10.2].

Munido desse fato, temos ¢,(G) = O(x) e existe Y C O(z) tal que Y é aberto em
W. Agora, para cada g € G, a funcao 9, : X — X que leva  em g.z ¢ um isomorfismo
de variedades afins. Logo 1,(Y) também é um subconjunto aberto de W Como G age
transitivamente sobre a érbita O(z), temos O(x) = Ugeatpy(Y). Assim, O(x) também é
um subconjunto aberto.
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(7i1) Primeiro, vamos observar que O(x) é uma uniao de érbitas. Para isso, ¢ suficiente
mostrar que g.0(z) = O(x), para todo g € G. Agora, dado g € G, temos que g.0(z) é
um subconjunto fechado de X que contém O(zx), como O(z) é o conjunto minimal com
essa propriedade, temos O(z) C g.O(x). Da mesma forma, temos O(x) C ¢g~'.O(x), mas
isso implica gg~'.O(x) C O(x). Dal g.0(z) = O(xz).

Suponha que nao existam orbitas fechadas. Tome X; = O(z;), para z; € X. Agora,
O(x1) \ O(z1) é um conjunto fechado que também é uma unido de 6rbitas. Por nao
existirem drbitas fechadas, podemos tomar X, = O(x3), tal que O(z3) C O(xy1) \ O(z1).
Por construgao, temos X; 2 X,. Novamente, como nao ha érbitas fechadas, podemos
escolher uma érbita O(x3) que esta na fronteira de O(zy) para construir X3 = O(x3).
Assim, a sequéncia X; 2 Xo 2 X3 2 ... viola o fato de X ser um espago topoldgico
Noetheriano (veja [25, Proposicao 2.17]). Portanto, devem existir érbitas fechadas. O

Se G age morficamente sobre X e Y, Z C X sao subconjuntos de X, definimos o
transporte de Y em Z como sendo Transg(Y,Z)={g€ G | g.Y C Z}.

Proposicao 3.25. Se G age morficamente sobre X, entao:

(1) SeY,Z C X sao tais que Z € um subconjunto fechado de X, entao Transg(Y,Z) é
fechado em G.

(17) Para x € X, o estabalizador G, = {g € G | g.x = x} € fechado.

Demonstragao. (i) Pela Proposicao m, para cada y € Y, a fungao ¢, : G — X, que
leva g em g.y ¢ um morfismo. Assim ¢, 1(Z) ¢ um subconjunto fechado de G. Agora,
Transq(Y, Z) = ey ¥y (£), € assim Transg(Y, Z) também ¢ fechado.

(17) Para x € X, considere a fungao ¢,, que leva g em g.z. Novamente, tal fungao é

um morfismo. Além disso, G, = ¢, '({z}). Portanto, G, é um subconjunto fechado.
O]

Proposicao 3.26. Se G é um grupo linear algébrico, entdo:
(1) Para g € G, Cg(g) € um subgrupo fechado.
(ii) O centro Z(G) de G € um subgrupo fechado.
(i1i) Se H é um subgrupo fechado de G, entio Ng(H) é um subgrupo fechado de G.

Demonstragao. (i) O grupo G age morficamente sobre si mesmo por conjugagao. Pela
Proposicao , os estabalizadores sao fechados. Assim, para g € G, temos Gy = C¢(9),
que é um subgrupo fechado.

(ii) Basta observar a igualdade Z(G) = (,c¢ Cal(9)-

(7i1) Consideramos novamente a agao por conjugacao de G sobre si mesmo. Temos
N¢(H) = Transg(H, H), como H é fechado, segue que Ng(H ) é fechado, pela Proposigao
B.25 O
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3.4 A decomposicao de Jordan

Primeiro, algumas definigoes.

Definigao 3.27. Seja a € End(V), onde V é um espaco vetorial de dimensao finita
sobre K. Dizemos que a é nilpotente se existe m tal que a™ = 0, semisimples se a for
diagonalizavel e unipotente se a — 1 for nilpotente.

Um resultado de Algebra Linear diz que dado a € End(V'), podemos escrever a de
forma tnica como s + n, em que s é um endomorfismo semisimples, n é nilpotente e
sn = ns. Essa é chamada de Decomposi¢cio Aditiva de Jordan. Quando g € GL(V),
temos também o seguinte resultado:

Proposigao 3.28 (Decomposicao Multiplicativa de Jordan). Dado g € GL(V'), podemos
escrever g de forma unica como ¢sg, = gugs, onde g, € semisimples e g, € unipotente.

Demonstragao. [33, Proposicao 2.4.4 e Corolario 2.4.5]. ]

Pela Proposigao[3.23se G é um grupo linear algébrico qualquer, existe um isomorfismo
¢ de grupos algébricos entre G e um subgrupo fechado de algum GL, (K). Dessa forma,
dado g € G, podemos aplicar o resultado anterior para escrever g como gsg, em G L, (K).
Essa é uma forma intuitiva de ver o que acontece. Na verdade, estamos considerando a
decomposicao ¢(g) = ¢(g)s¢(g). € nao é evidente que existam g, g, € G tais que g = g9,

e ©(gs) = ¢(9)s € (gu) = ©(9)u-

Proposicao 3.29. Seja G um grupo linear algébrico. Entao:

(i) Para cada imersio ¢ de G em algum GL(V) e, para cada g € G, existem unicos
Js, 9u € G tais que g = gsgu = gugs, ©(gs) € semisimples e ©(g,) € unipotente.

(13) A decomposi¢ao g = gsg, = gugs nao depende de p.

(1i1) Se ¢ : Gi — Go € um homomorfismo de grupos algébricos, entio ¢(gs) = ¢(g)s €
©(gu) = ©(9)u-

Demonstracao. Veja [24, Teorema 2.5|, [16], Secao 15.3], [33), Teorema 2.4.8] ou [4, Capitulo
1,64 ]. 0

Se a caracteristica de K for p > 0, podemos mostrar que a é unipotente se, e somente
se, a tem ordem poténcia de p. Com efeito, se a — 1 = n, onde n é nilpotente, temos
nt* = 0, para k suficientemente grande. Portanto, a?’ = (1+ n)pk =1+n” =1. Por
outro lado, se a tiver ordem p™, (a — 1)P" = a?" — 1 = 0.

Nas mesmas condicoes, podemos mostrar que a é semisimples se, e somente se, a ordem
de a é coprima com p. Se a é semisimples, existe z € GL(V) tal que zax™! é uma matriz
diagonal. Como K ¢é algebricamente fechado, podemos escrever K = |J,,.oFpn. Assim,
podemos considerar que os autovalores da matriz a estao todos em um mesmo corpo finito
Fpm. Assim se A é um autovalor de a, entdo A\’ = \. Isso implica (zaz™')P" = zax~' e
a’" = a. Em particular, a ordem de a é coprima com p. Utilizando a decomposicao de
Jordan, podemos mostrar a reciproca. Escrevendo a = ¢,g,, como a ordem de g, e de g,
sao coprimas e os dois elementos comutam, a ordem de a é o produto das ordens de g5 e
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gu- Se a ordem a for coprima com p, como a ordem de g, é um poténcia de p devemos ter
g =1 e a = g, portanto a é semisimples.

Dessa forma, podemos olhar a decomposicao de Jordan como uma versao especializada
do seguinte resultado:

Proposicao 3.30. Seja G um grupo e g € G um elemento de ordem finita. Para todo
primo p existem unicos x,y € G tais que g = vy = yx, a ordem de x é um poténcia de p
e a ordem de y € coprima com p. Além disso x,y € (g).

Demonstragao. Veja [20][Lema 8.18]. O

No caso de G ser um grupo linear algébrico sobre um corpo de caracteristica prima,
fica claro que g5 e g, fazem o papel do = e y da Proposicao [3.30] Escrevemos G5 e G,
para denotar os subconjuntos de G que contém os elementos semisimples e unipotentes,
respectivamente. Note que, em geral, G, e (G; nao sao subgrupos de G. Se G = G,
dizemos que G é um grupo unipotente, porém um grupo com G = G, nao é chamado
de semisimples. Esse nome é reservado para um outro conceito que veremos adiante. Se
G for um grupo linear algébrico abeliano, pode-se mostrar que G, e G, sao subgrupos
fechados e que G é isomorfo ao produto cartesiano G x G, [16, Secao 15.5].

Um exemplo de grupo unipotente é U, e um exemplo de grupo tal que G = G, é D,,.
Na verdade, pode-se mostrar que todo grupo unipotente é isomorfo a um subgrupo de U,
[24, Proposicao 2.9].

3.5 Subgrupos importantes

Dizemos que G é um toro se G é isomorfo ao produto direto de um ntumero finito de
copias de G,,. O subgrupo das matrizes diagonais D,, é um exemplo de toro. Antes de
prosseguir, precisamos de um lema técnico.

Lema 3.31. Seja ¢ : V. x G — H um morfismo de variedades afins satisfazendo as
sequintes hipoteses:

(1) G é um grupo linear algébrico em que o subconjunto dos elementos de ordem finita
formam um conjunto denso.

(ii) H é um grupo linear algébrico tal que, para cada m > 0, existe um numero finito de
elementos de ordem m.

(i1i) V € uma variedade afim coneza.

(iv) Para cada v € V', o morfismo p, : G — H dado por ¢,(g) = ¢(v,g) é um homo-
morfismo de grupos algébricos.

Entao a funcdo que leva v em @, € constante, isto €, ¢ nao depende de V.

Demonstracao. Denotaremos o subconjunto dos elementos de ordem finita de G' por Gr.
Para g € G, considere o morfismo ¢, : V. — H tal que ¢4(v) = ¢(v,g). Observe que
como ¢, ¢ um homomorfismo, temos ¢(v, ¢g"™) = (v, g)™ e p(v,1) = 1. Assim, se g € Gr
tiver ordem finita m, temos ¢, (v)™ = (v, g)™ e Py4(v)™ = 1. Portanto, 1,(v) tem ordem
finita.
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Pela hipétese (ii), 1,(V) é um conjunto finito. Além disso, por V' ser conexo, ¢, (V)
é conexo, entdo 1,(V) se reduz a um unico ponto, isto é, p(v,g) = p(v',g), para todo
v,v" € V e para cada g € G com ordem finita.

Pela hipétese (i), dados v,v" € V., ¢, e @, sao iguais em um subconjunto denso de
G. Em um espaco topoldgico que é Hausdorff, isso seria suficiente para garantir ¢, = ¢,
mas nao é o caso aqui. De toda forma, podemos mostrar que isso é verdade usando o
fato de que a diagonal Ay = {(h,h) | h € H} é um subconjunto fechado de H x H.
Vamos assumir isso por enquanto. Considere a fungao f : G x H — H que leva g em
(pu(h), o (h)). Como cada funcao coordenada é continua, entdo f é continua. Assim,
f~Y(Ag) é um subconjunto fechado de G que contém Gr. Como G ¢é denso, segue
YAg) =G e p, = ¢y. Em particular, a funcao que leva v em ¢, é constante.

Para mostrar que Ay é fechado, considere o ideal I em K[X] ® K[X] gerado por
{1 f—f®l]|fe K[X]}. Temos Ay CV(I). Agora, temos (u,v) € V(I) se e somente
1@ f(v)— f(u)®1 =0, isto é, se f(v) = f(u) para todo f € K[X]. Para cada coordenada
i, considere o polinomio que leva = € X em x;, assim para (u,v) € V(I) temos v; = u;,
para todo i. Portanto, v = v. Logo V(I) = Ay e Ay é fechado. O

Com isso, pode-se mostrar o seguinte resultado:

Proposigao 3.32. Seja T um toro de um grupo linear algébrico G, entio Ng(T)? =
Cq(T)°. Em particular, o indice de Cq(T) em Ng(T) € finito.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar essa proposi¢ao apenas no caso em que a caracteristica de
K é maior que 0. A demonstracao do caso geral pode-se ser vista em [16, Segao 16.3]. A
idéia é utilizar o Lema considerando o morfismo ¢ : Ng(T)° x T — T definido por
o(x,t) = xtx™L.

A condicao (i) é satisfeita, afinal todos os elementos de 7' tem ordem finita. Dado
[ > 0, os elementos de G,, que possuem ordem [ sao raizes do polindmio 2! — 1 e héa
apenas um ntmero finito deles para cada [, portanto (i) é satisfeita. O subgrupo Ng(T')°
é conexo, entao (iii) estd satisfeita. Para cada x € Ng(T)°, ¢, é a restricio de um
automorfismo interno de Ng(T') ao subgrupo T, assim (iv) também é satisfeita.

O Lema implica p(z,t) = ¢(1,t), isto é, atz~! =t e portanto cada x € Ng(T)°
centraliza T. Logo Ng(T)? C Cgq(T) e portanto Ng(T)? C Cg(T)°. Reciprocamente
como Cg(T) é um subgrupo de Ng(T') e Cq(T)° é uma componente conexa que contém
a identidade, temos C(T)° C Ng(T)°. Assim, Ng(T)° = Cq(T)°.

Pela Proposicio [3.20) Ce(T')° é um subgrupo de indice finito tanto em Cg(T') quanto
em Ng(T). Vale a equagao |Ng(T) : Cq(T)°| = |Na(T) : Co(T)||Ca(T) : Ca(T)°|
e o lado esquerdo da equacao ¢é finito se e somente o lado direito também é. Assim,
|ING(T) : Ce(T)? finito implica que |[Ng(T) : Cq(T)| também é finito. O

O fato de Ng(T')/Cq(T) ser finito e podermos utilizar o Lema para um toro T
costuma ser expresso dizendo que o toro é “rigido”. Na demonstracao da Proposicao |3.31
foi usado o fato da caracteristica de K ser maior que 0 para argumentar que o conjunto
dos elementos de ordem finita é denso. Se a caracteristica fosse 0, o argumento nao seria
muito diferente mas teriamos que levar conta que 1" pode ter elementos de ordem infinita.

Agora, vamos definir os subgrupos de Borel de G.
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Definicao 3.33. Dado G um grupo linear algébrico, dizemos que B < G é um subgrupo
de Borel se ele for fechado, conexo, solivel e for um subgrupo maximal com respeito a
essas trés propriedades.

Se T' é um toro de um grupo G, dizemos que ele é maximal se ele for maximal em
relacao a inclusao, isto é, nenhum toro préprio de G o contém propriamente. O toro é
fechado, conexo e soltivel, pois é o produto direto de grupos abelianos. Assim, todo toro
estd em algum subgrupo de Borel de G. Naturalmente, isso também vale para os toros
maximais. A reciproca também vale e um toro maximal de B também tem que ser um
toro maximal de G, veja [16], Segao 21.3].

Proposicao 3.34. Seja G é um grupo linear algébrico conexo e solivel, entao:

(1) SeG < GL,(K), entao G € conjugado a um subgrupo de T, o subgrupo das matrizes
triangulares superiores.

(13) G, € um subgrupo fechado, conexo, normal e [G,G] C G,,.

(1ii) Todos os toros mazimais de G sao conjugados e se T é um toro mazimal, entio G
¢ o produto semidireto entre G, e T. Além disso, No(T) = Cq(T).

Demonstracao. Veja [16, Secao 19.3]. O

Para o grupo GL,(K), temos que T, é um subgrupo de Borel de GL,(K). Para
SL,(K), um subgrupo de Borel é obtido tomando T,, N SL,(K). Os subgrupo de Borel
satisfazem as seguintes propriedades adicionais:

Proposicao 3.35. Seja G um grupo linear algébrico conexo, entao:

(1) Todos os subgrupos de Borel de G sdo conjugados.

(13) Se B € um subgrupo de Borel, vale G = U gBg™t.
geG

(iti) Ne(B) = B.
Demonstracao. Veja [24, Teoremas 6.4, 6.10 e 6.12]. O

Definicao 3.36. O tnico subgrupo de G fechado, soltivel, conexo e normal que é maximal
em relagao a essas propriedades é chamado de radical de G e é denotado por R(G). A
componente unipotente de R(G) é chamada de radical unipotente de G e é denotada por
R,(G). Um grupo linear algébrico que satisfaz R,(G) = {1} é chamado de redutivo. Se
G for conexo e R(G) = {1} dizemos que G ¢é semisimples.

Se N e N’ sao dois subgrupos normais, fechados, conexos e soliveis, entao NN’ é
outro subgrupo com as mesmas propriedades. Assim, R(G) é, de fato, o unico subgrupo
maximal com respeito a essas propriedades. De modo andlogo, podemos caracterizar
R, (G) como sendo o maior subgrupo normal, fechado, conexo e unipotente de GG. Primeiro,
observe que R,(G) ¢ normal em G. A razao disso é que R(G) sendo normal em G, a
conjugagao por um elemento de G induz um automorfismo de grupos algébricos em R(G).
Pela Proposigao [3.29, tal automorfismo deve levar elementos unipotentes em elementos
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unipotentes, portanto fixa R,(G). Agora, pela Proposicao R,(G) é um subgrupo
fechado e conexo. Assim, R,(G) tem todas as propriedades que mencionamos. Por outro
lado, se H < G também possui essas propriedades, entao H é soluvel, pois H é isomorfo
a um subgrupo de U,,. Assim H < R(G) e por H ser unipotente, H < R,(G).

Os grupos lineares redutivos e semisimples sao de importancia fundamental e é a

partir deles que construiremos certos grupos finitos. Vejamos agora algumas propriedades
adicionais de R(G).

Proposicao 3.37. Seja G um grupo linear algébrico, entao:
(i) R(G) = (NgB)°, onde a intersegao percorre todos os subgrupos de Borel de G.
(ii) Se G for conexo redutivo, R(G) é um toro e R(G) = Z(G)°.

Demonstracao. (i) Como o radical R(G) é fechado, conexo e solivel, certamente estd em
algum subgrupo de Borel B;. Se By é um outro Borel, By e B, sao conjugados e existe g
tal que gR(G)g~! < By. Como R(G) é normal gR(g)g~! = R(G), para todo g € G, e dai
R(G) C (NgB). R(G) é conexo, logo R(G) C (NgB)°.

Reciprocamente, (NpB)°? ¢é fechado, conexo e solivel. Se mostrarmos que também é
normal, teremos (NpB)? C R(G). Sabemos que (NpB)° é normal em NzB. Observe que
como todos os subgrupos de Borel sao conjugados, podemos fixar B e escrever NgB =
NgecgBg™". Agora, NyeggBg~" é um subgrupo normal de G.2

Em geral se H é normal em GG e K é normal em H, nao é verdade que K é normal em G.
Mas se G é um grupo linear algébrico e H é normal em G, entao H° também é normal em
G. A razao disso é que a conjugagao por um elemento de G é um automorfismo de grupos
algébricos de H, pois H é normal em G. Em particular, a conjugacao leva componentes
conexas em componentes conexas e portanto deve levar H° em H°. Portanto, (NzB)? é
normal em G e segue que (NgB)° C R(G).

(i4) O radical R(G) satisfaz as hipéteses da Proposicao [3.34 e assim é o produto
semidireto de R(G), e um toro. Como G ¢ redutivo, temos R(G), = 1 e R(G) deve ser
um toro.

O centro de G é sempre um subgrupo normal e solivel. Com a hipétese adicional de
G ser grupo linear algébrico, o centro também é um subgrupo fechado, pela Proposicao
B.26] Assim, temos Z(G)° < R(G).

Reciprocamente, como R(G) é um toro, pela Proposi¢io [3.32] temos Ng(R(G))? =
Co(R(G))". Como R(G) é normal em G, temos Ng(R(G))? = G°. Dai, Cq(R(G))
contém a componente GY. Como G é conexo, temos G = G° e C(R(G)) = G. Portanto
R(G) < Z(G). Como R(G) é conexo, temos R(G) < Z(G)°.

O

Como exemplo, temos que G = GL,(K) é redutivo mas nao é semisimples. O centro
de GL,(K) é composto por toda as matrizes escalares, portanto, Z(GL,(K)) = Gp,.
Assim, o centro é um grupo conexo, solivel, fechado e normal e R(G) nao pode ser
trivial. O subgrupo T,, das matrizes triangulares superiores é um subgrupo de Borel e
L,, o subgrupo das matrizes triangulares inferiores também é. Pela Proposicao [3.37]
temos R(G) < T, N L,, mas T, N L, consiste apenas de matrizes diagonais, ou seja,

2Se H < G, entdo gec 9H g~ ! é sempre um subgrupo normal de G. Tal subgrupo normal é chamado
de core de H em G e é o maior subgrupo normal de G contido em H.
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T, N L, = D,. Por sua vez, D, é composto apenas de elementos semisimples, entao
(Dp)u = {1} e portanto, R(G), = {1}. Isso mostra que GL,(K) é redutivo.

Um argumento analogo mostra que SL, (K) também é redutivo. Assim, temos R(G) =
Z(G)°. O centro de SL,(K) ¢ formado por matrizes escalares, mas a restrigao que a matriz
tenha determinante 1 implica que os elementos da matriz satisfazem z” = 1. Assim, o
centro de SL,,(K) é um subgrupo finito e portanto Z(G)? = {1}. Isso mostra que SL,(K)
¢ semisimples.

Teorema 3.38 (Par-BN para grupos redutivos). Seja G um grupo linear algébrico conexo
redutivo. Tome B um subgrupo de Borel de G, T um toro mazimal de B e N = Ng(T).
Entao valem as sequintes propriedades:

(1) Co(T) =T.
(ii) BAN=T.
(1ii) B e N formam um par-BN para G.
Demonstragao. Veja [24], Corolario 8.13, Teorema 11.16] n

Vimos no Capitulo [2 que se G possui um par-BN, a estrutura de G ¢é controlada
fortemente pelo grupo de Weyl. Assim, o teorema anterior é bastante surpreendente.
Observe que o grupo de Weyl é N/T = Ng(T)/Cq(T), que pela Proposicao é finito.
Assim, todos os resultados desenvolvidos no Capitulo [2 continuam validos. Em particular,
vale a decomposicao de Bruhat G = BW B. Além disso, podemos falar dos subgrupos
parabdlicos de G da mesma forma como foi feito antes.

3.6 Endomorfismos de Frobenius

Nesta se¢ao comecaremos a ver como surgirao os grupos finitos do tipo Lie. Até este ponto,
consideramos apenas grupos lineares definidos sobre corpos algebricamente fechados e,
portanto, infinitos. Os grupos finitos surgirao ao considerar endomorfismos especiais dos
grupos lineares e tomar os seus respectivos pontos fixos. A referéncia fundamental para
essa abordagem é o trabalho de Steinberg [36]. Uma discussao um pouco mais recente pode
ser encontrada em [24, Parte 3] ou [9 Capitulo 3]. Nessa se¢ao sempre consideraremos
que K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica prima.

Precisamos primeiro relembrar alguns fatos gerais sobre corpos de caracteristica prima.
Jé utilizamos anteriormente que se K é um corpo algebricamente fechado em caracteristica
p, podemos escrever K = J,.,F,». Outro fato importante é¢ que os elementos de [F,» sao
precisamente as raizes do polinémio z?" — .

Considere G = GL,(K) e considere a fungao [ que leva uma matriz (a;;) em (ag;),
onde ¢ ¢ uma poténcia de p. A funcao F,, na verdade, ¢ um endomorfismo de grupos
algébricos. Note que cada fun¢ao coordenada de F, é o polinomio x;]j, assim F, ¢ um
morfismo de variedades afins. Precisamos verificar ainda que Fj, ¢ um endomorfismo de
grupos.

Se (a;j;) € GL,(K), temos det(a;;) # 0. O determinante é uma soma alternada da
forma ) ¢ sgn(o) [I'_; ais(:), onde S, é grupo das permutagdes de n elementos e sgn(o)
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¢ o sinal da permutagao o. Assim, o determinante de (af;) é dadopor ) 4 sgn(o) [T, T i)

Em caracteristica p, temos a relagao (z + y)? = z¢ + y?, assim:

Z sgn(o) Uagg(i) = (Z sgn(o) Haw(i)> )

O'esn O'ESn

Logo o determinante de (ay;) deve ser ndo-nulo também. Usando a relacao (z+y)? = 29+y?
também ¢é possivel mostrar que F, preserva a operagao do grupo. Portanto, Fj é, de fato,
um endomorfismo de GL, (K). Mais ainda, F, é uma bije¢ao, mas ndo é um automorfismo
de grupos algébricos, pois as fungoes coordenadas de Fq_1 nao sao definidas através de
polinémios em K. Um endomorfismo de um grupo linear algébrico da forma F;, é chamado
de endomorfismo de Frobenius padrao.

Vamos olhar para o que esta acontecendo do ponto de vista da Geometria Algébrica.

Se X é uma variedade afim, dizemos que X estd definida sobre F, se K ®p, Ag = K[X],
onde Ay é uma F-dlgebra (de polinomios) finitamente gerada e o isomorfismo é dado pela
fungao que leva Y k® fem > kf.

A algebra Aj ¢é chamada de uma Fy-estrutura para X. O endomorfismo de Frobenius
geométrico com respeito a essa Fy-estrutura é definido pela funcao F* que leva k ® f em
k® f1, enquanto o endomorfismo de Frobenius aritmético é a funcao ® que leva k ® f em
k1® f.

O endomorfismo de Frobenius geométrico é um endomorfismo de K-algebras, enquanto
o endomorfismo de Frobenius aritmético é apenas um endomorfismo de F,-dlgebras. De
fato, para A € K e f € Ag, temos AM(1® f) = AR fe P(A® f) = N ® f e isso s6 igual a
AP(1® f), se A = A, portanto, se A € [F,.

Como F* : K[X] — K[X] é um homomorfismo, ele induz um endomorfismo de
variedades afins F' : X — X, pela Proposicao (v). Esse endomorfismo de va-
riedades afins é o que chamaremos de endomorfismo de Frobenius padrao associado a
F,-estrutura. Quando nao houver possibilidade confusao, chamaremos F' apenas de en-
domorfismo de Frobenius. Queremos verificar que F' é o morfismo que leva (z1,...,x,)
em (xf,...,2%) e, portanto, o endomorfismo de Frobenius padrdao que discutimos an-
teriormente. Para isso, basta verificar que dado h € K[X] com h = Y k ® f, temos
Nk fUxy, ... mn) = Dk f(al,...,2%). Isso é verdade, pois cada f estd em A,
assim f? é o polinomio que corresponde a elevar cada termo de f a ¢. Note que os

coeficientes de f satisfazem a? = a, entdo eles sao fixados. Assim, fica claro 3 que

fixy, .. x,) = f(of, ..., 22).

Proposicao 3.39. Seja X uma variedade afim definida sobre Fy e Ay a sua F-estrutura.
Denotando por I o endomorfismo de Frobenius associado temos:

(i) Ao ={f € KIX]| F(f) = f"}.

(13) Uma subvariedade fechada Y C X € F-estavel, isto é, F(Y) CY se, e somente se,
K[Y|= K ® Iy, com Iy um ideal de Ay. Nesse caso, Y estd definido sobre F, e seu
endormofismo de Frobenius correspondente € a restricao de F' a variedade Y .

3Por exemplo, em uma tnica variavel, temos f(z) = Y. a;z' e fi(x) = > (a;z*)9. Como cada a; € F,,
temos af = a;. Portanto, f4(x) = > a;(z9)" = f(x9) .
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Demonstracao. Veja [9, Proposigao 3.3]. ]

Note que na Proposicao ja partimos de uma variedade afim que possui uma F,-
estrutura. Isso nao é problema, pois se X é uma variedade afim sobre K, sempre podemos
considerar que X C K", para algum n. A algebra afim de K™ é a algebra de polinomios
sobre K em n variaveis K[11,...,T,], que denotaremos por K[T']. Para todo subcorpo F,
de K temos K[T'] = K ®p, F,[T], assim K sempre possui uma F-estrutura para qualquer
subcorpo de K. Assim, podemos usar a Proposicao [3.39 como critério para decidir se uma
variedade afim tem uma [Fg-estrutura.

Se X C K" é uma variedade afim cujo ideal Z(X) é gerado por polinémios com
coeficientes em I, entao X possui uma [F-estrutura. Isso ocorre, por exemplo, quando
os polinomios que definem X possuem todos os seus coeficientes em F,. Para verificar
isso, considere a restricao a variedade X do endomorfismo de Frobenius associado a K™.
Agora suponha que exista S C F [T tal que = € X se, e somente se, f(x) = 0, para todo
f € S. Note que para f € S, temos f(z) = 0 se e somente f(z?) = 0. Portanto, temos
F(X) C X, isto é, X é F-estavel. Pela Proposigao isso implica que X tem uma
F,-estrutura.

Se G' é um grupo linear algébrico, dizemos que G estd definido sobre F, se G esta
definido sobre F, como variedade afim e o endomorfismo de Frobenius correspondente ¢
um endomorfismo de grupos.

Vamos, agora, voltar a discutir a situagao de alguns grupos. O fato de GL,,(K) possuir
um endomorfismo de Frobenius implica GL,,(K) ter uma F -estrutura. A luz da discussio
anterior poderiamos ter inferido a existéncia de um endomorfismo de Frobenius F' usando
o fato que (g, \) € K" *! estd em GL,(K) se, e somente se, Adet(g) — 1 = 0, que é uma
expressao polinomial em que os coeficientes estao todos em F,,. E claro, ainda terfamos
que mostrar que F' é um endomorfismo de grupos.

Agora, se G < GL,(K) e G estd definido sobre F,, podemos ver o endomorfismo
de Frobenius correspondente como uma restricao do endomorfismo de Frobenius da FFy-
estrutura de GL,, (K'). Hé véarios exemplos de grupos com F-estruturas: SL,,(K), Spa,(K),
T,, e outros.

A importancia de se analisar o endomorfismo de Frobenius F, de um grupo linear
algébrico estd no conjunto de pontos fixos de F,. Por exemplo, os elementos g € GL,(K)
que satisfazem Fj,(g) = ¢ sdo aqueles em que cada coordenada da matriz satisfaz agj = aj,
isto ¢, cada coordenada de g ¢ uma raiz de 27 — x e, portanto, estd em F,.

Se G é um grupo linear algébrico e F' um endomorfismo de grupos algébricos de
G, denotaremos por G o conjunto dos pontos fixos de F. Com essa notacdo, temos
GL,(K)f = GL,(q). De modo analogo, temos SL,(K)f = SL,(q).

O problema é que os endomorfismos de Frobenius nao sao suficientes para construir
todos os grupos finitos do tipo Lie e precisamos considerar endomorfimos F' em que F™
é um endomorfismo de Frobenius, para algum m > 1. Seguindo [24], chamaremos tais
endomorfismos de endomorfismos de Steinberg.

Definig¢ao 3.40. Um endomorfismo de grupos lineares algébricos F': G — G é chamado
de endomorfismo de Steinberg se existe m > 1 tal que F™ : G — G é o endomorfismo de

Frobenius com respeito a alguma F-estrutura de G. Denotaremos o conjunto de pontos
fixos de F por G
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Pelo que foi discutido até agora, fica claro que se F' é um endomorfismo de Steinberg,
entao G* é finito. Sob a hipdtese de G ser simples, é possivel mostrar que hd uma certa
dicotomia em relacao aos endomorfismos de G. Steinberg mostrou em [36, Teorema 10.13],
que se G é simples e ¢ ¢ um endomorfismo qualquer de GG, entao ou ¢ é um automorfismo
de G ou G7 é finito. Note, porém, que no contexto de grupos lineares algébricos o conceito
de grupo simples é um pouco diferente. Dizemos que um grupo linear algébrico é simples
se for semisimples e nao contiver nenhum subgrupo fechado normal e conexo préprio
nao-trivial.

3.6.1 Grupos Finitos do tipo Lie

Nesta secao finalmente definiremos o que é um grupo finito do tipo Lie.

Definicao 3.41. Seja G um grupo linear algébrico redutivo sobre um corpo K de carac-
teristica p e F' : G — G um endomorfismo de Steinberg. O conjunto de pontos fixos G
é chamado de grupo finito do tipo Lie em caracteristica p.

Uma das vantagens de se tratar os grupos finitos do tipo Lie como grupos da forma
GF ¢é que podemos transferir muitos resultados da teoria de grupos redutivos para GF.
Nesse sentido, o seguinte teorema ¢ essencial.

Teorema 3.42 (Lang). Seja G um grupo linear algébrico conexo e F um endomorfismo
de Steinberg. Entdao a fungio L(g) : G — G que leva g em g~ 'F(g) € sobrejetiva. A
fungao L(g) € também chamada de fungao de Lang.

Em verdade, vale um resultado um pouco mais forte em que F' é substituido por um en-
domorfismo o : G — G tal que G ¢é finito. Esse resultado é o Teorema de Lang-Steinberqg.
Nos dois casos, a prova usualmente nao é muito elementar e utiliza a diferencial dos en-
domorfismos envolvidos, que depende de resultados sobre a élgebra de Lie associada a um
grupo linear algébrico. Discutiremos aqui uma prova alternativa [27] que depende apenas
de alguns resultados béasicos sobres grupos lineares algébricos e morfismos de variedades
afins.

Antes de comecar a demonstracao, vamos apenas observar o fato que se GG é F-estavel,
entao G também é F™-estavel, para m > 1. Isso significa que se F' é o endomorfismo
de Frobenius associado a uma [Fg-estrutura, entao /™ é o endomorfismo de Frobenius
associado a uma Fym-estrutura.

Demonstracao. Considere a acao morfica de G sobre si mesmo tal que, cada g € GG, define
um morfismo que leva z € G em g 'z F(g). Pela Proposigao , existe pelo menos uma
orbita fechada €2 dessa acao. Fixe x € (2 e considere o morfismo ¢ : G — {2 que leva g em
g '2F(g). Como G é conexo, se mostrarmos que dim G = dim 2, teremos G = 2, pela
Proposicao . Nessa situagao, temos 1 € Q e portanto {¢g7'F(g) | g € G} = G.

A aplicacao ¢ é um morfismo sobrejetor entre variedades afins, portanto é um morfismo
dominante. Além disso como G é irredutivel, entdo ¢(G) = Q também o é. Assim,
podemos utilizar a Proposigao[3.18 para concluir que as fibras do morfismo ¢ tém dimensao
pelo menos dim G —dim 2. Dessa forma, se mostrarmos que existe uma fibra de dimensao
0, isso obriga dim G' = dim 2. Considere a fibra o ~!(z). Temos g € ¢~ () se, e somente
se, g 'xF(g) = x. De forma equivalente, temos g € p~!(z) se e somente se xF(g)z~! = g.
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Vamos mostrar agora que a equagao zF(g)r~! = g tem um ntimero finito de solugoes para
ge€aq.

Considere a fungao f(g) = xF(g)z~'. Queremos mostrar que f(g) = g tem um
numero finito de solugoes. Como F' é um endomorfismo de Steinberg, existe m > 1 tal
que F™ ¢ um endomorfismo de Frobenius padrao. Existe um corpo finito F, tal que
todos as entradas de z estao nesse corpo, logo podemos tomar m grande o suficente de
tal forma que F™ seja um endomorfismo de Frobenius padrao e F(x) = z. Note que
f"(g) = zF(z)... Fr Y (2)F*(g)F"Y(z71)...271. Agora, seja r a ordem do elemento
oF(z)... F™1(x), entao f™(g) = F™ (g). Assim, f(g) = g implica f™ (g) = g e, pela
equacao anterior, F™" (g) = g. A equagao F"(g) = g tem um ntmero finito de solugoes
e, portanto, o mesmo vale para f(g) = g.

O

O Teorema de Lang-Steinberg possui muitas aplicagoes na teoria de grupos algébricos,
veja [9, Capitulo 3|, [24, Capitulos 21 e 22] ou [36, Capitulo 10]. Aqui, utilizaremos o
Teorema de Lang para mostrar que existem subgrupos de Borel e toros maximais que sao
F-estaveis.

Proposicao 3.43. Seja G um grupo linear algébrico conexo com um endomorfismo de
Steinberg F : G — G. Suponha que exista uma acao de G em um certo conjunto X e
uma funcdo ¢ : X — X satisfazendo ¢(g.x) = F(g).p(z), para g € G, x € X. Nessas
condigoes, se Q0 é uma orbita da a¢ao de G em X tal que o(Q) C Q, entdo existe x € )
tal que p(z) = x.

Demonstragao. Seja 2 uma O6rbita da agdo de G em X satisfazendo ¢(£2) C 2. Dado
x € Q, existe g € G tal que g.¢(x) = . Pelo Teorema de Lang, podemos escrever g como
h~'F(h), para algum h € G. Temos entao:

r=h"'F(h).o(x)
= hto(h.z).

Isso implica ¢(h.x) = h.x e h.xz é o ponto fixo desejado. O

Proposicao 3.44. Seja G um grupo linear algébrico conexo com um endomorfismo de
Steinberg F' : G — G. Entao existe um par (B,T) formado por um subgrupo de Borel B
e um toro maximal T contido em B tal que ambos sao F-estdveis.

Demonstragao. Considere o conjunto X das duplas da forma (B,T) em que B é um
subgrupo de Borel e T' é um toro maximal de B. Tomaremos a acao de G em X por
conjugacao, isto é, g € G leva (B, T) em (gBg~',¢gTg™"). A idéia ¢ utilizar a Proposicao
com a fungdo ¢(B,T) = (F(B),F(T)). Como F é um endomorfismo bijetor, F'(B)
e F(T) sdo também subgrupo de Borel e toro maximal, respectivamente. Assim, de fato,
p(X) € X. Além disso, p(¢Bg~",gTg™") = (F(9)F(B)F(97"), F(9)F(T)F(97")) =
F(g).¢(B,T). Portanto, todas as hipdteses da Proposi¢ao estao atendidas. Portanto
existe (B,T) € X tal que (F(B),F(T)) = (B,T). O

Um toro maximal T" que é F-estavel e esta contido em um subgrupo de Borel também
F-estavel é dito mazimally split com respeito a F'.
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Proposicao 3.45. Seja G um grupo linear com um endomorfismo de Steinberg F' e H
um subgrupo de G fechado, conexo, normal e F-estdvel. Entio (G/H)" e (GF/HY) sdo
isomorfos como grupos abstratos.

Demonstrag¢ao. Considere o homomorfismo quociente 7 : G — G/H que leva g em gH.
A restricao de 7 ao subgrupo G leva um elemento de G¥ em um elemento gH que
satisfaz F'(gH) = gH, assim m(G") C (G/H)". O niicleo dessa restrigio ¢ H portanto
GF/HT ¢ isomorfo a um subgrupo de (G/H)". Vamos mostrar agora que essa restricao
é sobrejetora. Seja gH € (G/H)¥, entdo F(gH) = gH, como H é F-estdvel, temos
F(g)H = gH e portanto g~'F(g) € H. Como H é conexo, podemos usar o Teorema de
Lang e concluir que existe h € H tal que h™*F(h) = g~ 'F(g). Rearranjando os termos,
temos gh™' = F(gh™!), ou seja, gh™! € GF e n(gh™') = gH. Portanto 7 : G — (G/H)*
é sobrejetora e GI'/HY = (G/H)T. O

Quando H é um subgrupo fechado e normal de G, G/H também é um grupo linear
algébrico de forma natural [24], Proposigao 5.7]. Sob a hipétese adicional de H ser conexo,
a proposicao anterior garante que nao hé surpresas desagradaveis ao considerarmos os
pontos fixos do quociente G/H. Quando H n&o é conexo, a situacdo pode se tornar
bastante delicada. Por exemplo, hd uma certa dificuldade em se obter PSL,(q) como um
grupo da forma G, para G grupo linear algébrico.

Seja L um corpo arbitrario. Com a definigao usual, temos PSL,,(L) = SL,(L)/Z(SL,(L))
e PGL,(L) = GL,(L)/Z(GL,(L)). Quando cada elemento de L tem uma raiz n-ésima
em L, PGL,(L) e PSL,(L) sao iguais. No nosso caso, em que estamos considerando um
corpo K algebricamente fechado, certamente essa condigao ¢ satisfeita. Considere um en-
domorfismo de Frobenius padrao F' com respeito a uma F-estrutura, entao PG L, (K ) =
PSL,(K)¥. Agora, o centro de GL,(K) é isomorfo ao grupo G,,, em particular, ele
é conexo. Portanto, pela Proposigio [3.45, PGL,(K)" = GL,(K)'/Z(GL,(K))F =
PGL,(q). Assim, PGL,(q) é de fato um grupo finito do tipo Lie. J& o centro de SL, (K)
nao é conexo, entao nao podemos utilizar a Proposi¢ao Em principio, ainda pode-
ria ser o caso que mesmo assim PSL,(K)! fosse isomorfo a SL,(K)'/Z(SL,(K))" =
PSL,(q), porém é possivel mostrar que para certas combinagoes de n e ¢ isso nao ocorre,
veja [9, Exemplo 3.14]. De toda forma, pela discussdo que fizemos até agora, temos
PSL,(K)" isomorfo a PSL,(q) se, e somente se, PGL,(q) = PSL,(q).

Vamos agora exibir um par-BN para G

Teorema 3.46. Seja G um grupo conexo redutivo e F' um endomorfismo de Steinberyg.
Tome B um subgrupo de Borel F-estavel, T um toro maximal F'-estdvel contido em B
e N = Ng(T). Entio BY e N formam um par-BN para G¥ em que o grupo de Weyl
correspondente é W

Demonstracao. Veja [24, Teorema 24.10). O

A hipédtese de que G seja conexo nao é muito restritiva. Assim, uma parte consid-
eravel dos grupos finitos do tipo Lie admite um par-BN herdado do grupo linear algébrico
correspondente. Mesmo em situacoes em que GG nao é conexo, ainda podemos construir
por outros meios o par-BN para G
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3.7 Par-BN split

Alguns grupos possuem um par-BN que satisfazem condigoes um pouco mais fortes. E
o caso da maior parte dos grupos finitos do tipo Lie e dos grupos lineares algébricos
conexos e redutivos. Discutiremos brevemente nesta segao o conceito de par-BN split.
Mais detalhes podem ser vistos em [30], [6l Secao 2.5] ou [8, §69]. Em [24, Capitulos 11,
12, 24, 25, 26], nao se discute explicitamente o conceito de par-BN split, mas mostra-se
que o par-BN usual para um grupo conexo redutivo tem vérias boas propriedades e que
elas sdo herdadas por G¥. Em muitos casos, tais propriedades sdo consequéncias do fato
do par-BN para G ser split.

Definigao 3.47. Seja G um grupo linear algébrico sobre um corpo K de caracteristica
p > 0. Suponha também que G possua um par-BN. Dizemos que G possui um par-BN
split se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) T'= BN N é um subgrupo abeliano fechado em que todos os elementos sao semisim-
ples.

(i) B=U x T, onde U é um subgrupo fechado normal e unipotente.
111 nBn ' =T.
(#ii) (Nen

Antes de prosseguir, observe que todo grupo finito pode ser visto como um grupo
linear algébrico. Pelo Teorema de Cayley, todo grupo finito G é isomorfo a um subgrupo
de algum S,,, onde n é no méximo |G|. O grupo S, por sua vez, é isomorfo ao grupo das
matrizes de permutacao, entao é um subgrupo de GL,(K). Assim, G é um subgrupo de
algum GL,(K) e, por ser finito, é fechado.

O ponto importante é que faz sentido falar de um par-BN split quando G ¢ finito.
Quando isso ocorre, temos T" um subgrupo abeliano com ordem coprima com p e U um
p-grupo. Para deixar em evidéncia o primo p, dizemos entao, que G possui um par-BN
split em caracteristica p.

Vamos agora observar que se GG é conexo redutivo, ele possui um par-BN split. Pelo
Teorema [3.38, G possui um par-BN em que BN N é um toro maximal, assim a condi¢ao
(1) é satisfeita. O B do par-BN é um subgrupo de Borel que, pela Proposicao , éo
produto semidireto entre B, e T'. Além disso, B, tem todas as propriedades desejadas, logo
fazendo U = B, temos a condigao (i7) satisfeita. Como T < B, temos nTn™' < nBn~!,
para todo n € N, mas N = Ng(T), portanto nTn™* =T e T C (), cynBn~!'. Para
obter a inclusao contraria, veja [24, Corolario 11.18], onde mostra-se que existe n € N
tal que nBn~' N B = T. Assim, a condigao (4i¢) também ¢ satisfeita. Aproveitamos este
momento para comentar o fato de que se G é um grupo qualquer com um par-BN (B, N),
nao necessariamente split, sempre é possivel obter um par-BN (B, N') em que a condigao
Npen'nBn~' = BN N’ é satisfeita e ambos os pares possuem o mesmo grupo de Weyl [30),
Lema 2.1].

Quando G é conexo e redutivo, é possivel mostrar que o par-BN de G herdado de G
também ¢é split. Tal fato é comentado brevemente em [6, Se¢ao 1.18] e também pode ser
deduzido a partir dos resultados discutidos em [24], Parte 3].

Proposicao 3.48. Seja G um grupo linear algébrico com um par-BN split, entao U é
um subgrupo de G que é maximal com respeito a propriedade de ser unipotente.
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Demonstracao. Suponha M um subgrupo unipotente que contenha propriamente U. Se
ocorrer M C B, isso implica M = U(T'NM). A inclusao U(T'N M) C M é clara. Agora,
se m € M, comom € B, temos m = ut, comu € U et €T, dal u"'m =t que estd em
T N M. Porém, T contém apenas elementos semisimples, assim TN M = {1} e M = U.
Isso nao pode ocorrer, pois M contém U propriamente. Logo M nao pode estar contido
em B.

Provemos que BN M = U. A inclusao U C B N M é clara. Por outro lado, se
m € BN M, podemos escrever m = ut e t = u~'m, com u € U, t € T. Isso implica t = 1
e obtemos a inclusao BN M CU.

Considere o normalizador P = Ng(U). Pode-se mostrar que todo grupo linear al-
gébrico unipotente é isomorfo a um subgrupo de U,,. Agora, U,, é sempre nilpotente, logo
todo grupo linear algébrico unipotente é nilpotente [24, Proposigao 2.9 e Corolério 2.10].
No caso em que G é finito, é mais facil verificar tal fato, pois um grupo unipotente nada
mais é do que um p-grupo e todo p-grupo finito é nilpotente. Em um grupo nilpotente,
todo subgrupo préprio estd contido propriamente em seu normalizador. Assim, Ny, (U)
contém propriamente U e Ny (U) esta contido em P. Além disso, como U é normal em
B, temos que P também contém B.

A partir desses fatos, somos levados a concluir que P deve conter propriamente B. Se
ocorrer P = B, temos PN M = BN M, mas PNM = Ny(U) e BN M = U. Assim,
P = B implica Ny (U) = U, o que violaria a nilpoténcia de P.

Pela Proposigao [2.36] os tnicos subgrupos de G' que contém B sdo os parabdlicos da
forma P;, com J C I. Como P; contém propriamente B, J nao pode ser vazio. Isso
significa que deve ser possivel obter n; € N, tal que m(n;) é um gerador do grupo de
Weyl W;. Tal elemento satisfaz n;U nj’l = U, pois P normaliza U. Como T é normal em
N, também temos nj_lTnj = T. Agora, n;Bn; = njUnjnj_lTnj = B. Isso contradiz o
axioma (v) do par-BN. Portanto, M nao pode conter U propriamente. O]

Observe que U é composto apenas de elementos que possuem ordem poténcia de p.
Assim, no caso em que GG € finito, a proposicao anterior estd afirmando que U é um
p-subgrupo de Sylow de G.

Precisamos de um resultado técnico para prosseguir. Pela discussao da Secao [2.1.6]
sempre podemos associar ao grupo de Weyl um sistema de raizes ®. Quando G possui
um par-BN split, podemos estabelecer uma bijegao entre ® e uma cole¢ao {U, | o € ®}
de subgrupos de G. Para cada a € ®, o subgrupo U, é chamado de subgrupo raiz. Os
subgrupos raizes podem ser escolhidos de tal forma que W aja sobre eles de forma similar
a agdo de W em ®. Mais detalhes sobre os subgrupos raizes podem ser vistos em [8] §69]
ou em [0, Segdes 2.5 e 2.6 e Proposigao 2.5.15].

Definicao 3.49. Se G é um grupo com par-BN split, dizemos que G satisfaz as relacoes
dos comutadores, se, para quaisquer raizes linearmente independentes «, f € ®, temos:

Uas Us] € [ Uiatso

onde o produtodrio é tomado sobre todas as raizes que podem ser expressas da forma
ia+ 753, com 7,7 > 0.

As relagoes dos comutadores sao essenciais para mostrar certos resultados sobre o par-
BN split. Se G é um grupo linear algébrico conexo e redutivo, entdo G e G certamente
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possuem um par-BN split que satisfaz as relacoes dos comutadores, veja os Remarks apds
o item (69.2vii) em [§] ou em [6], antes da Proposigao 2.6.4.

Teorema 3.50 (Decomposicao de Levi). Seja G um grupo linear algébrico com um par-
BN split que satisfaz as relacoes dos comutadores. Tome Pj; um subgrupo parabdlico
padrao de G, entdo:

(1) Eziste Uy um subgrupo unipotente e normal em Py tal que Py = Uy x Ly, onde Ly
¢ um complemento de U; em P;.

(13) Uy € o maior subgrupo normal e unipotente de Pj.
(1ii) Ly possui um par-BN split cujo grupo de Weyl correspondente é Wy.
(1v) Os subgrupos parabdlicos padrées de Ly sdo da forma Px N Ly, para K C J.

Demonstracao. Se G for um grupo finito, uma demonstragao desses fatos pode ser encon-
trada em [8, Teorema 69.10]. Para o caso geral, em que assumimos apenas que G é um
grupo linear algébrico com um par-BN split, veja [0, Segdes 2.5 e 2.6]. O

A decomposicao P; = U; x L; do teorema anterior é chamada de decomposicao de
Levi. Quando G é um grupo linear algébrico conexo e redutivo, ele sempre possui um
par-BN. Nesse contexto, os dois itens (i) e (i) sdo sempre verdadeiros e sao resultados
classicos da teoria de grupos lineares algébricos, veja [24, Proposicao 12.6], [16, Segao
30.2] ou [33], Teorema 8.4.3]. Nesse caso, temos, na verdade, que U é o radical unipotente
de PJ.
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Capitulo 4

O carater de Steinberg e Aplicacoes

Neste capitulo discutiremos o cardter de Steinberg definido por Robert Steinberg em
[34, 35]. Nesses dois artigos, a énfase é na construgao da representacdo e nao no carater
propriamente dito. Assim, um dos caminhos para discutir o carater de Steinberg é definir
a representacao associada, mostrar que é irredutivel e que seu carater é dado pela Equacao
(4.1). Uma referéncia moderna para essa abordagem ¢ [8] §66¢].

Neste capitulo, seguiremos [6, Capitulo 6] e primeiro definiremos o caréater de Steinberg
como um carater generalizado e, em seguida, mostraremos que é um carater irredutivel.
Essa abordagem tem a desvantagem de nao fornecer de forma o6bvia a representagao
associada ao carater, mas isso nao serd um problema para as aplicacoes discutidas aqui.
Esta construcao, que pode ser aplicada para todo grupo finito com par-BN, foi obtida por
Curtis [7].

4.1 Definicao e Irredutibilidade

O carater de Steinberg é definido em termos de uma soma alternada dos caracteres princi-
pais induzidos a partir dos subgrupos parabdlicos de um grupo com par-BN. Nesta secao,
assumimos que G é um grupo finito que satisfaz as hipdteses da seguinte defini¢ao.

Definicao 4.1. Seja G um grupo finito com um par-BN. Dessa forma, G possui dois
grupos B e N que satisfazem a Defini¢ao Além disso, o grupo de Weyl W é gerado
por elementos indexados por um conjunto /. Nessas condigoes, o cardter de Steinberg de
G ¢ dado pela expressao

St=> (-1"hg. (4.1)

JCI

Nao ¢ evidente, em principio, que St seja um carater, nem que ¢é irredutivel. Estabe-
leceremos a irredutibilidade de St a partir da irredutibilidade de um carater analogo do
grupo de Weyl. Defina o carater € de W por:

e=> (-)My

JCI

onde os W, denotam os subgrupos parabélicos padroes de W (veja a Secao [2.1.3). A
irredutibilidade do carater £ sera mostrada em varias etapas. A primeira delas consiste
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em mostrar um resultado geral sobre decomposicao de um espaco vetorial em regioes
delimitadas por hiperplanos. Em seguida, dado w € W, usaremos o complexo de Coxeter
(Segao para decompor o auto-espago associado ao autovalor 1 e aplicaremos esse
resultado para obter um expressao para o determinante de w. Isso serd suficiente para
mostrar que £(w) = det(w). Note que isso implica que € é, na verdade, o cardter que
assume o valor 1 se o comprimento de w é par e —1 caso contrario. Esse resultado foi
obtido originalmente por Solomon [32]. Uma demonstragao alternativa recente pode ser
vista em [22 Teorema 5.2].

Utilizaremos a notacao da Segao [2.1.2] Seja V' um espago vetorial real de dimensao n
equipado com um produto interno e Hy, ..., H,, uma colecao de hiperplanos quaisquer.
Para cada hiperplano, escolha um r; € V tal que H; = (r;)*.

Em seguida, considere a colecao IC de todas as possiveis interse¢oes nao-vazias da forma
Nie, Hf?, com € € {0,+, —}. Chamaremos K de um complezo. Apenas para exemplificar,
se temos trés hiperplanos, um elemento de K é da forma Hi' N H3*> N Hs®. Neste caso,
H{ N HY ¢ K, pois H§ nio apareceu na intersecio.

Para K € K, considere o espago vetorial L gerado por K. Definiremos a dimensao
de K como sendo a dimensao de L. Assim, se aparecerem k elementos da forma H) na
definicao de K, entao a dimensao de K serda n — k. Além disso, K é um subconjunto
aberto de L, pois é a intersecao de L com abertos de V' da forma H ;r ou Hj .

Lema 4.2. Seja n; o numero de elementos de K que possuem dimensao i, entdo

> (=1 = (=1 (4.2)

%

Demonstracao. A prova se da por inducao no ntimero de hiperplanos m. Se m = 1, temos
que K = {H?, H', H } e portanto:

> (=D = ()" (1) x 2= (=)™

)

Agora, suponha que tenhamos m hiperplanos e queremos adicionar um hiperplano H =
(v)t. Para cada K € K podemos escolher se vamos interceptd-lo com H®, H* ou H~,
porém, sé iremos criar novos elementos se as intersecoes forem nao-vazias. Suponha que
K tenha dimensao i.

Se K N H = (), nao podemos ter simultaneamente K N H™ # ) e K N H~ # (). Note
que K é convexo, assimse v € HT N K ey € KN H~, alinha que une x e y estd em K
e isso implicaria na existéncia de um z € K N H. Neste caso, substituiremos K ou por
KNH' oupor KN H™, que sao elementos de mesma dimensao de K. Isso nao altera o
nimero total de elementos, entao o somatério se preserva.

Suponha agora HNK # ). Tome V' como o espaco vetorial gerado por todos os vetores
que sao ortogonais aos hiperplanos HY que aparecem na defini¢ao de K. Se v € V’, entao
KNH = K, isso implica K C H, entao KNHT = KNH~ = () e ndo estamos adicionando
nenhum elemento ao complexo.

Agora consideremos a situacao em que K N H # () e v ¢ V'. Vamos mostrar que
KNH"#0e KNH- # (. Note que K C V' e que K é um aberto de V'*. Dessa
forma, dado x € H N K, existe uma vizinhanca U de = aberta em V't toda contida em
K. Como v ¢ V', temos v € V'* e como U é aberto, podemos tomar # pequeno de tal
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forma que z +6v € U e §# > 0. Note que z + v € K N H'. De modo andlogo, temos
x—0v € KNH~. Nessa situacao substituimos K por trés elementos: KNH™ e KNH~, de
dimensao i e KN H° de dimensao 7 — 1. Assim, temos (—1)*(n; + 1)+ (=1)"Y(n;_y +1) =
(=)' + (1) 'n;y + (—=1)" + (=1)"' = (=1)'n; + (—1)""'n;_. Portanto, a férmula
fica inalterada.

[]

Note que o complexo de Coxeter C definido na Secao também ¢ um complexo no
sentido definido anteriormente. Além disso, a Proposicao [2.30| garante que os elementos
de C sao da forma z(Cj), para algum x € W e J C I. Para J fixo, definiremos n(w)
como sendo o nimero de elementos distintos de C da forma z(Cy) que sdo fixados por w.
Com isso, temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.3. Para w € W, temos:

Z(—l)Ul”J(w) = det(w).

JCI

Demonstracao. Dado w considere o auto-espaco V' associado ao autovalor 1. Tome o
complexo K = {K NV’ | K € C}. Assim, podemos utilizar o Lema 4.2}

SO (1) = (—1) (4.3)
(2
onde n; é a quantidade de K € K de dimensao i. Antes de prosseguir, vamos analisar com
cuidado a acao de W sobre o complexo de Coxeter. Pela Proposicao , se wz(Cy) =
z(Cy), entdo w fixa xz(C;) ponto a ponto. Caso contrdrio, se wz(Cy) # x(Cy), entdo
wz(Cy) é um outro elemento do complexo de Coxeter. Como os elementos do complexo
de Coxeter sdo todos disjuntos, entdo w nao pode fixar nenhum elemento de z(Cj).
Assim, ao interceptarmos xz(C;) € C por V' temos ou z(C;)NV' = @ ou KNV’ = z(C}).
Dessa forma, para calcular n;, basta levar em consideracao os elementos do complexo de
Coxeter fixados por w de dimensao i. Se n = dim V, temos dimz(C;) = n — |J|. Entao
n; ¢ o nimero de z(C;) de dimensao ¢ que sao fixados por w. Portanto:

n; = Z ny(w).

JCI
|J|=n—1i

Substuindo na Equacao (4.3)):

()Y = (=17 Y ng(w)

i JCI
|J|=n—1

=3 Y U Vi w)

i JCI
|J|=n—1i

= (=" Y (=) (w).

JCI
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4.1. Definicao e Irredutibilidade Capitulo 4. O carater de Steinberg e Aplicacgoes

A tltima equagao implica Y ;- (=1)In (w) = (=1)dmV'=" = (—1)»~4mV" " Como

w é uma matriz diagonalizavel sobre C, a multiplicidade algébrica e geométrica dos seus
autovalores coincidem. Os autovalores de w sao 1, —1 e b pares conjugados de raizes
complexas cuja norma é 1. O autovalor 1 ocorre com multiplicidade dim V', portanto

det(w) — (_1)n7dimV’f2b — (_l)nfdimV’. 0
Agora, estamos em condigoes de mostrar que o carater ¢ é irredutivel.

Teorema 4.4. O cardter ¢ € irredutivel. Além disso, temos :
(i) e(w) = det(w).
(i1) e(w) = (=1)'™), onde l(w) ¢ a fungdo comprimento.

Demonstracao. Pela Proposicao [2.29, o grupo de Weyl age sobre o complexo de Coxeter
de tal forma que o estabilizador de cada C; é precisamente W;. Mais ainda, se w € W,
temos w(v) = v, para todo v € C;. Vamos analisar agora a expressdo para o carater
induzido 1%}:

1%J(w):|wlij dooL (4.4)

zwx~teW;

Note que z~twx € W se, e somente, x 1wz (Cy) = Cj, isto é, se, e somente se, w fixa

z(Cy). Note que se z(Cy) = y(Cy), entdao x~'y € W; e y = zw’ para w' € Wy. Assim,
cada x(C}) distinto fixado por w é contado |W;| vezes no somatério da Equacao (4.4)).
Lembrando que n;(w) conta o nimero dos x(C;) distintos fixados por w, temos:

1
1%‘](7‘0) = |WJ|

Utilizando a defini¢ao do carater € e Equagao (4.5)), temos:

(w) = S (1) ().

JCI

|[Wilng(w) = ny(w). (4.5)

Pela Proposicao temos ¢ = det(w), e isso estabelece € como um carater linear
de W e, portanto, irredutivel. Agora, dado w € W, temos que w é um produto de I(w)

geradores, que possuem determinante —1. Assim, det(w) = (—1)"®).
O]

Para mostrar a irredutibilidade de St, faremos uso da correspondéncia entre classes
laterais duplas de subgrupos parabdlicos de W e de G (veja a Segao .

Proposicao 4.5. O cardter de Steinberg satisfaz [St, St] = 1.

Demonstracao. Temos:

[Sta St] = Z<_1)|J|1IGDJ’ Z(_Dlmlgx

JCI KCI
=3 D ()H=)EIRg 18, ]
JCI KCI
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4.1. Definicao e Irredutibilidade Capitulo 4. O carater de Steinberg e Aplicacgoes

Na Secao discutimos o conjunto Dk de representantes das classes laterais duplas
de W; e Wik em W. A partir de D g, podemos construir um conjunto de representantes
N; i das classes laterais duplas de P; e Px em G. Isso foi mostrado na Proposigao @
O conjunto Njk ¢ construido tomando, para cada d € D g, um elemento n € N tal que
m(n) = d. Com esses fatos, podemos aplicar o Coroldrio [L.21}

[St, St] = ZZ DI (=1) Z [Lpy, " (1 )] Pyrnprn—1-

JCI KCI nENJJ{

-1 -1

A restricao de 1p, a P; N nPgn™" coincide com o carater principal de Py N nPxn
A mesma coisa acontece com a restrigao de "(1p,). Assim, [1p,," (1p)|p,rnprn-1 = 1.
Portanto, temos:

[St,5t] = > (=D)I(=1)M|N 4]

JCI KCI

Pela construcao de Ny g, temos |N; k| = |Djk|. Dessa forma, obtemos:

[St,5t] =" (~)(=1)!¥I|D, k.

JCI KCI

Isso nos permite trabalhar com o carater ¢ definido anteriormente. Seguindo exata-
mente os mesmos passos de antes, porém com ly, no lugar de 1p, e 1y, no lugar de 1p,,
obtemos [St, St] = [¢,¢]. Como ¢ ¢ irredutivel, temos [St, St] = 1. O

Como St é uma soma alternada de caracteres de (G, entao os coeficientes na de-
composicao de St em caracteres irredutiveis certamente sao nimeros inteiros. Como
[St, St] = 1, isso significa que St = +y, para x € Irr(G).

Proposicao 4.6. O cardter de Steinberg satisfaz [15, St] =

Demonstracao.

[15, St] = llgv Z(_l)Jlng]

=g g
= ST )M N

A 1ltima igualdade segue da Proposicao e do mesmo argumento que foi utilizado
na Proposi(;éo De modo andlogo, temos | Ny j| = | Dy ;| e podemos trabalhar no grupo
de Weyl. Assim, [14, St] = [1¥V,¢], onde 1, é o cardter principal do grupo trivial. Para
observar tal fato, basta substituir nas equacdes acima 14 por 1%V e 1p, por ly,.

A restri¢ao de € ao grupo trivial coincide com o carater 1;. Entao, podemos utilizar a
reciprocidade de Frobenius para obter [1VV ely = [11,1;]1 = 1 = [1%, St]. O
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4.2. Valores do Carater de Steinberg Capitulo 4. O carater de Steinberg e Aplicac¢oes

Corolario 4.7. O cardter de Steinberg ¢ um cardter irredutivel de G.

Demonstragio. Ja temos St = £ para x € Irr(G). Se St = —y, terfamos [1§, x] = —1,
o que contradiz o fato de 1 ser um carater de G. Assim, temos St = . m

E interessante notar que até este ponto, utilizamos apenas as propriedades dadas pelo
par-BN para mostrar a irredutibilidade do carater de Steinberg. Para discutir os valores
do carater de Steinberg, precisamos que o par-BN seja split e que G satisfaca as relagoes
de comutadores. De toda forma, apenas com um par-BN que nao seja split é possivel
calcular o grau do carater de Steinberg.

Proposicao 4.8. Se G € um grupo finito com um par-BN, entao o grau do cardter de
Steinberg é dado por |B : BN ngBng'|, onde ng € N € tal que m(ng) € o elemento de
comprimento mdzximo do grupo de Weyl.

Demonstracao. Ver [8, Teorema 67.10]. O

Este resultado nao é muito facil de utilizar na pratica, pois costuma ser complicado
calcular a intersecao de subgrupos. Isso é um indicio que precisamos de um pouco mais
estrutura para obter mais informacoes de St.

4.2 Valores do Carater de Steinberg

Assumiremos nessa secao que G é um grupo finito com um par-BN split em caracteristica p
e que satisfaz as relacoes dos comutadores (veja Definigoes e[3.49). Nessas condigoes,
cada subgrupo parabdlico P; tem uma decomposicao de Levi, com P; = U; x L;. Além
disso, L; possui também um par-BN. O resultado seguinte relaciona os caracteres de
Steinberg dos subgrupos G e L;. Uma demonstracao desse resultado pode ser encontrada
em [0, Proposicao 6.3.3].

Proposicao 4.9. Se P; é um subgrupo parabdlico de G, entao temos:

(Sta)p, = St

Uma observagao sobre a notacao. Neste caso, Str, denota o cardter de Steinberg de
Lj e nao a restricao do carater de Steinberg de G ao grupo L.

Nesta se¢ao, discutiremos alguns resultados que permitem calcular os valores do carater
de Steinberg. Isso serd ttil para discutirmos certas aplica¢oes na Segao [4.3]

Proposicao 4.10. Suponha que g € G nao esta em nenhum subgrupo parabolico proprio
de G. Entio St(g) = (—1)1!l, onde I ¢ o conjunto de indices associados aos geradores do
grupo de Weyl do par-BN.

Demonstracao. Lembramos que um subgrupo parabdlico é qualquer subgrupo conjugado
a um P;, para J C I. Se g nao estd em nenhum subgrupo parabdlico préprio, entao
nenhum conjugado de g pode estar em P; para J C I. Caso contrario, xgz~! € P;

implica em g € 7 'Pyz. Dessa forma, temos 1p,(g) = ﬁ Z 1 =0, para J C I.
zeG
:pgx_lépj
Aqui estamos cometendo um pequeno abuso de notacao para indicar que o somatério é
vazio. Assim, St(g) = (—1)1I. O
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4.2. Valores do Carater de Steinberg Capitulo 4. O carater de Steinberg e Aplicac¢oes

Proposigao 4.11. Se g € P; e nao é conjugado a nenhum elemento de Px para K C J
entao:

(i) St(g) =0, se g nao é conjugado em P; a algum elemento de L.
(ii) St(g) = (~1)"|Cy,(g)], se g € L.

Demonstragao. (i) Como g € Py podemos utilizar a Proposigao para calcular St(g).

St(g) = St (g)
:|L_1J| S St (). (4.6)

z€Py
zgr— €Ly

Por hipétese, nenhum conjugado de g estd em L, logo o somatorio é vazio e St(g) = 0.

(7) Da mesma forma, como g € L; podemos utilizar a Proposicao Consideremos
agora, os ¢ € Pj tais que xzgr~! € L;. Utilizando a decomposicao de Levi, temos
P;=U;Ly, assim se x € Py, entao r = yz, paray € Uy e z € L.

Vamos mostrar que zgz~! € L; se, e somente se, y € Cy,(2927!). Suponha zgz~' €
Lj. Temos y € Cy,(zg2z7") se, e somente se, [y, zgz"'] = 1. E o que verificaremos agora:

[y, 29271 = yzgz "ty tzg !

= zgx tzg 27 (pois z = yz)
Como g,z € Ly, temos (zg~'271) € L;. Por hipétese, zgz~' € Ly, logo [y,zgz"'] € L.
Temos também:
[y, 2927 = y(zg2" )y (zg7 12 7).
Como Uy é normal em Pj, temos (292 ')y '(2g7'27") € U;. Assim, [y,zg927'] € Uj.
Como U; N Ly = {1}, temos [y, 29z =1 ey € Cy,(2927").
Reciprocamente, se y € Cp,(zg27"), temos:
—1

zgr~ ' =y(zgz" )y

= zgz " (pois y € Cy,(2927") )
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4.2. Valores do Carater de Steinberg Capitulo 4. O carater de Steinberg e Aplicac¢oes

Isso implica zgz—! € Lj, pois z € L;. Com isso, podemos escrever a Equacgao (4.6) da
seguinte forma:

St(Q)ZﬁZ > Sty (2927

zeL; yeCy, (2g21)

Z Z Str,(g) (pois z,g9 € Ly e Sty é fungao de classe de L)

z€Lj yeCy, (2927 1)

1 -1
= 1] Z |Cu, (2927 )[S1,(9)

z€Ly

_
|Ls|

= |Cy,(9)|StL,(9)- (|Cu,(h)| é fungao de classe de Uy)

Observe que g nao estd em nenhum subgrupo parabdlico préprio de L;. A razao disso é
que os parabodlicos de L; sao da forma Px N L; para K C J e, por hipdtese, g nao esta
em nenhum Py, para K C J. Utilizando a Proposicao obtemos:

St(g) = |Cu, ()| (=),

Corolario 4.12. St(1) = |G,.

Demonstragao. Tomando g = 1 e J = () na Proposigao [4.11] obtemos St(1) = |U|. Pela
Proposicao m, U é um p-subgrupo de Sylow de G, portanto, St(1) = |G/,. ]

Proposicao 4.13. Se g € Lj e g nao € conjugado em G a nenhum elemento de Px para
K C J entao:

(1) 1Cu,(9)l = |Cc(g)lp-
(ii) Sta(g) = (=1)Y|Ca(g)lp-

Demonstracao. Tome % a classe de conjugacao de GG que contenha g e K a correspondente
soma de classe de conjugacao. Pela Proposicao m, wgt(K) é um inteiro algébrico.

_ Stlg)|#]
0= gy
_ Stlg) 6]

 St(1) [Ca(g)l
Usando a Proposigao e o Corolario obtemos:

(—)|Cu, ()] |G
O [Cal)

M G :U|
) GGt ool

wgt(K) =
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Assim wg(K) é um numero racional e como é também um inteiro algébrico, deve ser
um ndmero inteiro. Isso mostra que |Cg(g) : Cy,(g)| divide |G : U|. Como U é um
p-subgrupo de Sylow de G, |U| é maior poténcia de p que divide G assim, |G : U| = |G|, .

Em particular, isso implica que |Cs(g) : Cy,(9)| = % ¢ coprimo com p. Além disso,
J

|Cu,(g)] é uma poténcia de p e portanto, |Cy,(g)] = |Ca(g)|p- Isso prova os itens (i) e

(id). O

Proposicao 4.14. Se g € G e nao esta em nenhum subgrupo parabolico proprio de G
entao:

(i) |Ca(g)| € coprimo com p.
(ii) A ordem de g é coprima com p.

Demonstracao. Usando a Proposicao com J = I, temos Uy = {1} e |Cs(g)|, = 1.
Isso prova o item (i). Como g € Cg(g), entdo p nao pode dividir a ordem de g e isso
prova o item (7). O

Quando G é um grupo finito do tipo Lie em caracteristica p > 0, um elemento g € G
¢é semisimples se, e somente se, sua ordem for coprima com p. Dizemos que um elemento
g € G é semisimples reqular se g for semisimples e |C(g)| for coprimo com p. Dessa forma,
a Proposicao diz que para acharmos um elemento semisimples regular é suficiente
procurar um elemento que nao esteja em nenhum subgrupo parabdlico proprio.

Proposicao 4.15. Suponha que g € Py e g nao é conjugado em G a nenhum elemento
de Px para K C J. Entao g € conjugado em P; a um elemento de L se e somente se a
ordem de g € coprima com p.

Demonstracao. Se g é conjugado a um elemento x € L, entao = nao pode estar em um
subgrupo parabdlico préprio de L;. A razao disso, novamente, é que os parabdlicos de L
sao da forma Py N L;. Aplicando o item (i7) da Proposi¢ao a x com Ly no lugar de
GG, obtemos que a ordem de x é coprima com p e portanto, a ordem de g é coprima com
.

Reciprocamente, se a ordem de g é coprima com p, devemos mostrar a existéncia de
um z € Py tal que zgz~' € L;. Para mostrar isso, faremos uso do Teorema de Schur-
Zassenhaus'. Considere o subgrupo (Uy,g) = Uj;{g) gerado por U; e g. Como Uy é
normal em P;, U; é normal em U,(g). Além disso, a ordem de g é coprima com p, logo
UsN{(g) = 1. Dessa forma, U; é um subgrupo normal de Hall de U,(g), pois |U;| é uma
poténcia de p e |U;(g) : Us| = [{g)|, que é coprimo com p. Como U; é um p-grupo, em
particular, é soltuvel e estamos nas hipoteses do Teorema de Schur-Zassenhaus.

Pelo que foi argumentado anteriormente, fica claro que (g) é um complemento de U,
em Uy (g). Vamos verificar agora que (U, g) N L; é um outro complemento de U;. Como
L;nU; =1, temos (Uy,g)NL;NU; = 1. Pela decomposigao de Levi, g = zy com = € L
ey € Uy. Assim gy=' € (Uy,g) N Ly e portanto g € ((Uy, g) N L;)U;. Tal fato implica
U;((Uy,g) N Ly) =Uy(g) e dai (Uy,g) N L; é um complemento de Uj.

Assim, pelo Lema de Schur-Zassenhaus, os dois complementos sao conjugados e existe
z € (Uy,g) tal que zgz! € Lj. O

LSeja K um subgrupo normal de Hall de G. Se K ou G/K for solivel, entio quaisquer dois comple-
mentos de K em G sao conjugados [31), Teorema 7.42]. Um subgrupo de Hall é um subgrupo K de um
grupo finito G em que |K| e |G : K| sdo coprimos.
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Utilizando as proposi¢oes anteriores podemos mostrar o seguinte teorema, que nos da
os valores do carater de Steinberg:

Teorema 4.16. Seja g € G, entao:

(i) St(g) =0, se a ordem de g for divisivel por p.

(i) Se a ordem de g for coprima com p, entio St(g) = (—=1)"!|Ca(g)|,, onde J € tal
que g € conjugado a um elemento de Lj mas nao é conjugado a nenhum elemento
de Pg para K C J.

Demonstracao. Dado g € G, podemos tomar J tal que existe um x conjugado de g tal
que x € P; e nenhum conjugado de g estd em Py, para K C J. Para um tal x temos
St(x) = St(g), mas a vantagem de trabalhar com z é que podemos utilizar os resultados
anteriores para calcular os valores de St do seguinte modo:

(1) Se a ordem de x, e portanto, a ordem de g, for divisivel por p, entdo x nao é
conjugado a um elemento de L; pela Proposicao [£.15] Utilizando a Proposigao [4.11]
obtemos St(x) = 0.

(7i) Se a ordem de z for coprima com p, entdo x é conjugado a um elemento y de
L, pela Proposicao [1.15] Temos St(z) = St(y) e o fato de z ndo ser conjugado a
nenhum elemento de Py, para K C J, implica que o mesmo ocorre com y. Logo St(y) =
(—=1)”!|Ca(g)|,, pela Proposicao m

O

O item (i) pode também ser obtido a partir de um resultado que surge como conse-
quéncia do Teorema de Brauer [20, Capitulo 8]. Dado um nimero primo p, dizemos que
um carater irredutivel y tem p-defeito zero se p nao divide |G|/x(1). Nessas condigoes,
se x € Irr(G) e possui p-defeito zero, entdao x(g) = 0 sempre que p divide a ordem de g
[20, Teorema 8.17]. O caréter de Steinberg é um exemplo de cardter com p-defeito zero,

pois St(1) = |G|,

4.3 A conjectura de Ore

Em 1951, Oystein Ore conjecturou que todo elemento em um grupo finito simples nao-
abeliano é um comutador [29]. Em 2010, a conjectura foi provada por Liebeck, O’Brien,
Shalev e Tiep [23]. Nesta segao, vamos discutir um resultado de Gow [14] que utiliza
o carater de Steinberg para mostrar que todos os elementos semisimples de um grupo
simples finito do tipo Lie em caracteristica p sao comutadores. Lembramos que, nessas
condicoes, um elemento g é semisimples se, e somente se, p nao divide a ordem de g.
Antes, precisamos de algumas consideragoes preliminares.

4.3.1 Os Caracteres de Brauer e Blocos de Caracteres

Nesta secao faremos alguns comentarios sobre os caracteres de Brauer e conceitos rela-
cionados. Maiores detalhes podem ser vistos em [20), Capitulo 15] ou em [2§]. Se G' é um
grupo finito, o estudo das representacoes sobre corpos de caracteristica 0 é mais simples,
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por conta do Teorema de Maschke. No entanto, as vezes é possivel extrair informagoes
interessantes a partir de representacoes sobre corpos de caracteristica p.

Um cardter de Brauer é construido a partir dessas representacoes. Toma-se R o
anel dos inteiros algébricos e escolhe-se um ideal maximal M de R tal que M contenha
Rp. Assim, FF = R/M é um corpo de caracteristica p que possui boas propriedades: é
algebricamente fechado e ¢ uma extensao algébrica sobre IF),.

Considere agora o conjunto U = {a € C | existe m tal que a™ =1 e p{ m}. Evidente-
mente, U esta contido em R, mas o fato interessante é que se tomarmos o homomorfismo
canonico m associado a R/M e restringirmos a U, obtemos um isomorfismo de grupos
entre U e o grupo multiplicativo do corpo F', denotado por F'*.

Se tomarmos uma representagao de GG sobre F', isto é, um homomorfismo p entre GG
e algum GL,(F), podemos considerar o carater associado x. Para todo g, como p(g)
é uma matriz invertivel, seus autovalores pertencem a F'* e, como 7 restrito a U é um
isomorfismo, podemos assumir que os autovalores sao da forma 7(&),7(&2), ..., 7(&,),
para & € U. O cardter de Brauer ¢ associado a p é uma funcao de que leva g € G,
tal que a p { o(g), em > &, onde m(§;) sdo os autovalores de p(g). Note que estamos
incluindo as repeti¢oes dos autovalores, de modo que ¢(1) = n, onde n é o grau da
representagao.

Para cada primo p podemos construir os caracteres de Brauer irredutiveis de G. O
problema é que o carater depende da escolha do ideal maximal M. De todo jeito, algumas
propriedades nao dependem de M. Por exemplo, se p nao divide a ordem de GG, o conjunto
de caracteres irredutiveis de Brauer I Br(G) coincide com Irr(G), para qualquer escolha
de M.

Note que um carater de Brauer sé esta definido sobre os elementos de G que sao p-
regulares, isto é, p nao divide a ordem deles. Porém, isso é o suficiente para reconstruir
o carater y. Mais precisamente, se G é um grupo finito e p é um primo qualquer, todo
elemento ¢ pode ser escrito como g = g,0, = gy gp, COM Gy, gp € (g), tais que a ordem de
gp € uma potencia de p e p nao divide a ordem de g,,. Uma demonstragao dessa proposigao
estd em [20, Lema 8.18]. Nessas condicoes, temos x(g9) = x(g) € x(9) = 7(¢(g,)), onde
7 é 0 homomorfismo canonico discutido anteriormente. Note que em grupo finito do tipo
Lie em caracteristica p, um elemento ser p-regular é a mesma coisa que ser semisimples.

Pode-se mostrar que se 1) é um carater complexo de G, a restricao aos elementos p-
regulares de (G, denotada por &, é um carater de Brauer para qualquer escolha de ideal
maximal M. Nao é verdade, porém, que se v é irredutivel, entao f@ também é irredutivel
como carater de Brauer. No entanto, tal qual no caso complexo, os caracteres de Brauer
irredutiveis formam uma base para as fungoes de classe de G em C, considerando apenas
as classes de conjugacao de elementos p-regulares. Assim, pode-se construir uma matriz
\Irr(G)| x |IBr(G)| que indica os coeficientes da decomposicio de ¢ em caracteres de
Brauer irredutiveis. E, a menos de permutacao de linhas e colunas, essa matriz nao de-
pende da escolha de M. Costuma-se escrever 1& =5 @) dyotp € 08 dy, sao chamados
de ndmeros de decomposicao.

Com isso, agora podemos discutir os p-blocos de GG. Dados x, % € Irr(G), podemos
considerar os caracteres centrais w, e wy (veja a Defini¢ao . Além disso, lembre-
mos que as somas de classes de conjugagao K; formam uma base para Z(C[G]). Nessas

pelBr
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condicoes, podemos definir a seguinte relagao de equivaléncia:

X ~ 1, se, e somente se, m(w, (K;)) = m(wy(K;)),

para todas as somas de classes de conjugagdo K;. Nesse caso, escreveremos w,(K;) =
wy(K;) mod M.

Dessa forma B é um p-bloco de G se B é um subconjunto de Irr(G) U IBr(G) com as
seguintes propriedades:

e BN Irr(G) é uma classe de equivaléncia sob a relagao ~.
e BNIBr(G)={y¢ € IBr(GQ) | dy, # 0 para algum x € BN Irr(G)}.

Pode-se demonstrar também que relagao ~ nao depende do ideal maximal M escolhido
[20, Teorema 15.18]. Além disso, chama-se de bloco principal o bloco que contém o
carater principal do grupo. Com isso, podemos enunciar um importante resultado devido
a Humphreys:

Teorema 4.17 (Humphreys). Se G é um grupo finito simples do tipo Lie em caracteristica
p, entao G possui apenas dois p-blocos: o bloco principal e um bloco cujo unico membro €
o cardter de Steinberg St.

Demonstracao. Veja [18, Segoes 8.3 e 8.5] ou [15]. O

4.3.2 O Teorema de Gow

Primeiro, precisamos de alguns resultados preliminares. A partir dessa secao, M é um
ideal maximal contendo Rp, como definido na Segao[4.3.1], e G é um grupo finito simples do
tipo Lie em caracteristica p. Seja x; um carater irredutivel complexo de GG, denotaremos o
carater central associado a y; por w;. Além disso, escreveremos w; para o carater central
do cardter principal e wg; para o carater central do cardter de Steinberg. Note que o
carater central foi definido para as somas de classes de conjugacao, mas se g € G e g esta
na classe de conjugacao #;, escreveremos simplesmente w;(g) para indicar w;(K;) (veja
segao [L.3).

Vamos discutir um pouco a nocao de defeito de um p-bloco. Seja p® a maior poténcia
de p que divide a ordem de G. Dizemos que um p-bloco tem defeito d se p°~¢ é maior
poténcia de p que divide a dimensao de todos os caracteres x € Irr(G) que estao no bloco.
O Teorema diz que, no caso em que G é um grupo finito simples do tipo Lie, entao G
tem exatamente dois blocos. Um deles contém apenas o cardter de Steinberg, que satisfaz
St(1) = |G|, e assim esse bloco tem defeito 0. O outro bloco contém o carater principal,
entao possui defeito maximo.

Também podemos definir uma nogao de defeito para classes de conjugagao de G.
Dizemos que uma classe de conjugacao # possui defeito d se p? é maior poténcia de p
que divide |Cq(x)|, para x € . O interessante é que as duas nogoes de defeito estao
ligadas e é possivel mostrar que o nimero de blocos que possuem defeito maximo ¢é igual
ao numero de classes de conjugacao de elementos p-regulares que possuem defeito méximo
(veja [18], Segao 8.2]).

Dessa forma, o fato de G possuir apenas um tnico bloco de defeito maximo implica G
possuir uma tnica classe de conjugacao com defeito méaximo, que é a classe de conjugacao
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da identidade. Isso implica que, com a excecao da identidade, nenhum centralizador de
um elemento semisimples (p-regular) contém um p-subgrupo de Sylow de G. Tal fato sera
utilizado na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 4.18. Seja g um elemento semisimples diferente da identidade e seja J; a
classe de conjugacdo que contém g. Entao w;(g) =0 mod p, para todos os x; # St.

Xj(gz\?m
xj (1
caracteres centrais w; diferentes de wg;, temos w;(g) = wi(g) mod M, pelo Teorema m

Assim, w;(g) = |#| mod M. Se mostrarmos que p divide |.%#;| mostraremos w;(g) = 0
mod M, pois M contém Zp e, portanto, w;(g) =0 mod p. E isso que faremos.

Como g é semisimples, p nao divide a ordem de g. Se além disso, ocorrer que p nao
divide ||, como |G| = |#;]|Cs(g)|, isso forga com que p divida |Cg(g)]. Mais ainda,
todas as poténcias de p que dividem G, tem que dividir |Cs(g)|. Portanto, |Cg(g)| contém
um p-subgrupo de Sylow de G. Mas isso nao pode ocorrer pelas observacoes que fizemos
antes da proposigao. Portanto p divide |.%#| e o resultado segue. O

Demonstragao. Como w;(g) = , temos wy(g) = |#;]. Além disso, para todos os

Agora, vamos determinar uma expressao conveniente para o carater central wg;.
Proposicao 4.19. Seja g um elemento semisimples diferente da identidade, entdo
wsi(g) = =[G : Ca(g)|y-
Demonstragao. Temos St(g) = £|Ca(g)|, € St(1) = |G|,. Assim:

| i1 Ca(g)lp _:l:|G||OG(g)|p

wsi(g) = £ = :
G, 1Ca(9|Glp
Agora, como |G|, é a p-parte de |G|, entao % = |G|, e, de modo analogo, temos
ICe(@lp _ 1 = _ Gly .
Calo) — Calg), > entao wsi(g) = i|cc(;)|p, =[G : Calg)ly- L

Agora, vamos escrever o carater A (introduzido na Proposigao [1.17)), em funcao dos
caracteres centrais:

x€lrr(G) X(l)
3 |Ca(g)||-#i]x(g)

x€Ilrr(G) X(l)
=1Ca(g)l Y wdg) (4.7)

x€Irr(G)

Com isso, estamos em condi¢oes de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.20. [1]] Seja G um grupo finito simples do tipo Lie de caracteristica p e seja
g um elemento semisimples diferente da identidade em G. Entao, vale:
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~Alg)
=+|G|, mod p.
[Calg), ~ ¢l

Em particular, A(g) € nao-nulo e g é um comutador em G.

_Alg)
Ca(9)l
expressao modulo p, como w;(g) =0 mod p, se w; # wg;, obtemos:

Demonstracao. Usando a Equacao (4.7)), temos 5= Wt + 377" wi(g). Tomando essa

Alg) _
m = wg(g) mod p

=|G:Cq(g)ly mod p.

Se multiplicarmos a congruéncia dos dois lados por |Cg(g)|y, como |G : Ca(g)|y =
G,
ICa ()
pode ser zero. Em particular, g ¢ um comutador.

, obtemos o resultado desejado. Além disso, p nao divide |G|, entdao A(g) néo

]

Lembremos que um elemento semisimples h € G é regular se |Cg(h)| é coprimo com
p. Nessas circunstancias obteremos também o seguinte resultado.

Teorema 4.21. Se g € um elemento semisimples e J; e J; sao classes de conjugacao
de elementos semisimples requlares de G, entao g pode ser expresso como um produto xy,
comz € X, ey € K.

Demonstracao. Note que g € #, é expresso como um produto de elementos da classe
J; e da classe JZ; se, e somente se, a constante de estrutura a,;, é diferente de 0. Da

Proposicao [1.15} temos a;j, diferente de 0 se, e somente se, er 1rr(G) % #+ 0,

onde z; € % e x; € ;. Escrevendo essa expressao em funcao dos r caracteres centrais
de G, temos:

Xl xz X1 lﬁ M
Z %A . (4.8)

Z X:Ez

x€Ilrr(G) X<

Isso implica a;j,, diferente de 0 se, e somente se,

> xilz)ales)wil(g) # 0. (4.9)

1

Observando_que w;(g) = wi(g7!) e que g~ é também um elemento semisimples, pela
Proposicao , temos w;(g) = 0 mod p, para todos os w; que nao sao wg;. Entao
tomando moédulo p a Equacao (4.9), temos:

ZX (2:)x(x;)wi(g) = St(x;)St(z;)wsi(g) mod p.

Como z; e x; sao elementos semisimples regulares, temos St(x;) = £1 e St(z;) = *1.
Pela Proposicao m, wst(9) = wsi(g9) = £|G : Ca(g9)|y, que é coprimo com p. Entdo a
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expressao acima nao pode ser congruente a 0 médulo p. Em particular, a;;, nao ¢ zero,
como queriamos. O

Note que se J%; é uma classe de elementos semisimples regulares, entao %5, a classe de
conjugacao que contém os inversos de J#;, também é composta de elementos semisimples
regulares. Assim, o seguinte corolario:

Corolario 4.22. Se G ¢ um grupo finito simples do tipo Lie em caracteristica p e g €
um elemento semisimples, entao g é um comutador da forma [x,y], com x € J#; ey € G,
onde J&; € uma classe de conjugacdo de elementos semisimples requlares.

Demonstracao. Pelo Teorema g ¢ um produto xy, com x € J¥; e y € £, portanto
g é um comutador da forma [hxh~', hyh~'], para x € ¥ e y,h € G (veja Proposigao[1.16]
e as observagoes seguintes). O

4.3.3 O grupo de Tits

Neste trabalho, niao tratamos do grupo de Tits 2Fy(2)’. Alguns autores, consideram o
grupo de Tits como sendo o 27° grupo esporadico, enquanto outros preferem trata-lo
como um grupo do tipo Lie. Para nés, ¢ melhor considerar a primeira opgao e nessa se¢ao
vamos explicar a razao para tal.

O grupo de Ree 2Fy(2) é um grupo finito do tipo Lie excepcional que nao é simples,
mas possui o grupo de Tits 2F4(2) como um subgrupo normal de indice 2. Ao contrdrio
dos outros grupos finitos simples do tipo Lie, o grupo de Tits nao possui um par-BN split
que satisfaz as relagoes dos comutadores. Tal fato pode ser checado examinando a tabela
de caracteres do grupo de Tits e verificando que ele ndao possui um carater de Steinberg.
Faremos isso com auxilio do programa GAP [12]. O cédigo abaixo exibe a tabela de
caracteres do grupo de Tits.

gap> t := CharacterTable("2F4(2)’");

CharacterTable( "2F4(2)’" )

gap> Display(t);

la 2a 2b 3a 4a 4b 4c 5a 6a 8a 8b 8c 8d 10a 12a 12b 13a 13b 16a 16b 16c¢c 164

2P la 1la 1a 3a 2b 2a 2b 5a 3a 4b 4b 4c 4c ba 6a 6a 13b 13a 8a 8b 8a 8b
3P la 2a 2b la 4a 4b 4c 5a 2b 8b 8a 8c 8d 10a 4a 4a 13a 13b 16d 16c 16b 16a
5P la 2a 2b 3a 4a 4b 4c la 6a 8a 8b 8c 8d 2a 12b 12a 13b 13a 16c 16d 16a 16b
13P la 2a 2b 3a 4a 4b 4c 5a 6a 8a 8b 8c 8d 10a 12a 12b 1la 1la 16c 16d 16a 16b

X.1 1 1 1111111 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X.2 26 -6 2-1-2-2 2 1-1 . . . . -1 1 1 . . D -D -D

X.3 26 -6 2-1-2-2 2 1-1 . . . . -1 1 1 . .. b D D -D
X.4 2r -5 3 . 3-1-1 2 A/A -1 -1 . . . 1 1 E -E E -E
X.5 27 -5 3 3-1-1 2 /A A -1 -1 1 1 -E E -E E
X.6 78 14 -2-3 2-2 2 3 1 2 2 -1 -1 -1

X.7 300 -20 -4 3 -4 4 4 -1 . .o -1 -1 1 1 .

X.8 325 5-11 1 1 5 1 . 1 1 1-1-1 1 1 -1 -1 -1 -1
X.9 31 31 15 . 3 -1 3 1 -1-1 1 1 1 . . . .1 -1 -1 -1
X.10 3%1 -1 -9 . 3 3-1 1 A/a 1 1 -1 . . . . -E E -E E
X.11 351 -1 -9 . 3 3-1 1 ./A A 1 1 -1 . . . . E -E E -E
X.12 624 -16 16 3 . . .-1 1 . . . . -1 B -B

X.13 624 -16 16 3 . -1 1 . -1 -B B

X.14 650 10 10 2 6 2 -2 -2 2 2 .

X.15 675 3% 3 . 3 3 3 -1 -1-1-1 -1 -1 1 1 1 1
X.16 702 30 6 . -6 2-2 2 .o F -F -F
X.17 702 30 6 . -6 2-2 2 .o -F -F F F
X.18 1300 20 -12 4 . -4 . . . . . 2-2

X.19 1300 20 -12 4 . -4 . . . . . -2 2 . . . . .

X.20 1728 -64 P T 1 . .1 -1
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X.21 2048 . -4 . 02 0L . . . C *C
X.22 2048 . L4 . L2 s s . . . *C C

O grupo de Tits tem ordem 2! 3% 52 13%2. Assim, se tivesse um cardter de Steinberg,
tal carater deveria ter grau 2048. Porém, os unicos caracteres de grau 2048 sao X.21 e
X.22. Nenhum deles pode ser o carater de Steinberg pois eles assumem valores complexos

nas classes de conjugacao 13a e 13b.
De todo modo, podemos verificar a conjectura de Ore para o grupo de Tits. Pelo

Coroldrio [1.18, basta verificar se }_. 1,25, 2y % é maior que 0, para todo g € 2Fy(2)'.

Isso pode ser feito da seguinte forma:

gap> t := CharacterTable("2F4(2)’");;
gap> ForAll( Sum(Irr(t), x -> x/DegreeOfCharacter(x)), x -> x > 0);
true

Naturalmente, a mesma coisa pode ser feita para os 26 grupos esporadicos e para
qualquer grupo simples cuja tabela de caracteres seja conhecida pelo GAP.

4.4 Qutras Aplicacoes

Nessa secao discutiremos outras duas aplicagoes do carater de Steinberg. A primeira é
uma generalizagao proposta por Walter Feit [10]. A segunda nos permite contar o nimero
de elementos unipotentes do grupo G, onde G é um grupo linear algébrico conexo e
redutivo e F' é um endomorfismo de Steinberg de G.

4.4.1 Caracteres p-Steinberg

Em um grupo finito G, a existéncia de um carater irredutivel que se comporta como o
carater de Steinberg é uma restricao muito forte. Seja p um primo qualquer e y € Irr(G),
dizemos que x é um cardter p-Steinberg de G se x(g) = £|Cs(g)|p, para todo g € G tal
que p nao divide a ordem de g. Isso implica x(1) = |G|,. Assim, x deve ser um carater
de p-defeito zero. Como consequéncia do Teorema de Brauer [20, Teorema 8.17], temos
X(g) =0, se p divide a ordem de g .

Em [10], Walter Feit questionou se todo grupo finito simples G cuja ordem é divisivel
por p e que possui um carater p-Steinberg, é, em verdade, um grupo finito simples do tipo
Lie em caracteristica p. Nesse mesmo artigo, Feit sugeriu que, com a classificagao dos
grupos finitos simples, seria possivel atacar tal questao. Feit também mostrou o seguinte
resultado [10, Teorema Al:

Teorema 4.23. Seja G um grupo finito que possua um cardter p-Steinberg x, entdo:
1. Se p =2, entao x € o unico cardter p-Steinberg de G.

2. Se p # 2, entao a funcao que leva A em \x € uma bijecao entre o conjunto do

caracteres lineares que assumem valores racionais em G e os caracteres p-Steinberg
de G.

3. Se p # 2, G tem um unico cardter p-Steinberg 1 que é unimodular, isto €, se p é
uma representacdo associada a v, temos det(p(g)) =1, para todo g € G.
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Dizemos que um x € Irr(G) é um cardter p-Steinberg bdsico quando x é um carédter
p-Steinberg unimodular e p # 2. Quando p = 2, x é basico se for o Unico carater
p-Steinberg. Assim, pelo Teorema [{.23] todo grupo finito tem no mdximo um tunico
p-carater de Steinberg bésico.

Quando p nao divide a ordem de G, a situagao nao é muito interessante, pois o carater
p-Steinberg basico de G é o carater principal. Se p divide a ordem de G e G é simples, o
resultado anterior implica que existe no maximo um unico carater p-Steinberg de G. De
fato, o nimero de caracteres lineares em um grupo finito G é igual ao indice do subgrupo
derivado G’ em G. Como G é simples, temos G’ = GG ou G abeliano. No primeiro caso, G
possui um unico cardter linear e, pelo item (ii) do Teorema , concluimos que G tem
no maximo um unico carater p-Steinberg. No segundo caso, G nao pode ter um carater
p-Steinberg, pois um tal carater irredutivel nao seria linear.

Em [38], Tiep mostrou que o questionamento de Feit admite uma resposta positiva
e mostrou que, de fato, todo grupo finito simples que admite um carater p-Steinberg tal
que p divide |G| é um grupo finito do tipo Lie em caracteristica p e este cardter deve ser

St.

4.4.2 O ntmero de elementos unipotentes em G

Para encerrar esse texto, vamos ver como o carater de Steinberg pode ser utilizado para
contar o niimero de elementos unipotentes de G sob a hipétese de G ser conexo e redutivo.
Esse é um argumento desenvolvido originalmente pelo préprio Robert Steinberg em [30],
Capitulo 15]. O mesmo argumento, porém, em um texto mais recente, pode ser visto em
[6, Secao 6.6].

Para prosseguir, precisamos de alguns fatos técnicos.

Proposicao 4.24. Seja G um grupo linear algébrico conexo e s € G um elemento
semisimples. Entdo todos os elementos unipotentes de Cg(s) estio em Cg(s)?. Se G
for redutivo, entao Cg(s)? também deve ser.

Demonstragao. Seja u um elemento unipotente de Cg(s). Pela decomposigao de Jordan
e, como u comuta com s, temos que, para r = us, u € S sao, respectivamente, as partes
unipotente e semisimples de z. Como G é conexo, G é a uniao dos seus subgrupos de
Borel e, assim, podemos considerar x € B.

Como us é a decomposicao de Jordan de x, isso implica u,s € B. Dessa forma,
u € Cp(s). Agora, B é um subgrupo linear algébrico conexo e solivel, isso implica Cp(s)
conexo. Em [16, Segdo 19.4], mostra-se que se G é um grupo linear algébrico conexo e
soluvel e H um subgrupo que consiste apenas de elementos semisimples, entdo Cq(H) é
conexo. No nosso caso, se tomarmos H como sendo o subgrupo gerado por s, teremos
Cg(s) = Cp(H). Portanto, Cp(s) deve estar na componente conexa Cg(s)? de Cg(s).
Isso mostra a primeira parte da proposicao.

Para a segunda parte da proposigao veja [4, Proposicao 13.19]. Esse fato também é
mencionado em [6], no pardgrafo anterior & Secao 6.6. O]

Agora, observamos que se G é conexo e redutivo de dimensao 1, entao ele deve ser
um toro. Isso decorre de um resultado que diz que todo grupo linear algébrico conexo de
dimensao 1 é isomorfo a G, ou G, [16, Segoes 20 e 20.5]. Como G é redutivo, G nao pode
ser composto apenas de elementos unipotentes, entao devemos ter G = G,,.
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Finalmente, se G possui um endomorfismo de Steinberg F' e g € G| entdao Cg(g) é
F-estavel. De fato, se y € Cg(g), temos F(y)gF(y)™' = F(y)F(g9)F(y™!), pois F(g) = g.
Como F(y)F(g9)F(y~') = F(ygy™") = g, temos F(y) € Cq(g).

Lembramos também que se G é um grupo linear algébrico, denotamos por G, e G
os subconjuntos de elementos unipotente e semisimples, respectivamente. Munido desses
fatos, estamos em condigoes de mostrar o seguinte teorema:

Teorema 4.25. Seja G um grupo linear algébrico conexo, redutivo e equipado com um
endomorfismo de Steinberg F. Entio o mimero de elementos unipotentes de G¥ € ¢?,
onde q é a ordem de um p-subgrupo de Sylow de GF .

Demonstragio. Em outras palavras, o teorema afirma a igualdade |(G*),| = (|GF|,)%

Vamos mostrar tal resultado por inducao sobre a dimensao de G. Se a dimensao de G é

1, entao G é um toro. Assim, o tnico elemento unipotente de G é o 1 e p nao divide a

ordem de G¥. Portanto, o resultado é valido trivialmente. Suponha, entdo, dim G > 1.
O cardter de Steinberg de G satisfaz [St, St] = 1, isto é:

GFl= ") St(g)*

geGF

Se g nao é semisimples, entdo St(g) = 0. Quando s € (GF),, temos St(s) =
+|Cqr(s)|p,. Para nao carregar muito a notacao, escreveremos apenas C(s) ao invés de
Cgr(s). Temos, entao:

GTl= ) (1CG)])* (4.10)

se(GF)s

Uma segunda forma de calcular |G¥'| é considerar a decomposigao de Jordan. Lem-
bramos que se g € GT', entdao g pode ser escrito de forma tinica como g = us = su, onde
u,s € (G, u é unipotente e s é semisimples. Assim, fixando um elemento semisimples

s € (GF), e considerando o produto su para u € C(s),, obtemos elementos diferentes de
G. Logo

IGFl= ) 1C(s)ul- (4.11)

sE(GF),
Juntando as Equagoes (4.10) e (4.11]), temos:

Y ICE)ul= Y (C(s)) (4.12)

sE(GF), se(GF),

Observe que se s € Z(GT), entao C(s) = GF e |C(s),| é precisamente o nimero de
elemento unipotentes de G. Entdao vamos analisar o que acontece quando s ¢ Z(GF).
Nesse caso, devemos ter dim Cg(s)? < dimG. Caso contrdrio, como G é conexo, isso
implica Cg(s) = G e s € Z(GF). Agora, Cg(s)? é um subgrupo fechado, conexo, redutivo
e F-estavel. Pela Proposigao , Ca(s)? contém todos os elementos unipotentes de
Cg(s).

Por indugio, temos |((Ca(5)°)F)ul = (|(Ca(s)?)F|,)%. Vamos analisar essa expressio
complicada para tentar simplificd-la. Temos ((Cg(s)?)F), = C(s),. Afinal, se u € C(s),,
entao u € Cg(s),. Como Cg(s)? contém todos os elementos unipotentes de C(s), entao
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u € Cg(s)? e é um elemento que ¢ fixado por F, logo u € (Cg(s)?)F),. Reciprocamente,
se u € ((Ca(s)?)F)y, u é um elemento de Cg(s) que centraliza s e é fixado por F, assim
ue Gl eueC(s).

Agora, temos ainda |(Cq(s)’)F], = |C(s)|,. De fato, Ca(s)F = C(s) e (Ca(s))F
contém C'(s),, portanto, contém um p-subgrupo de Sylow de C(s).

Vamos resumir o que temos até agora. Se s ¢ Z(G!), entao dim Cg(s)? < dim G e isso
implica que podemos usar a hipétese de indugao para Cg(s)?. Usando os fatos discutidos,
isso significa |C(s),| = (|C(s)|,)?, sempre que s € Z(G"). Dessa forma, os termos que
correspondem aos elementos que nao estdo no centro de G¥ podem ser cancelados nos
dois lados da Equacao (4.12)):

Yo 1CEN = Y (0(s)))

s€Z(GF) sEZ(GF)

Agora, se s € Z(G"), temos C(s) = G e C(s), = (GF),. Portanto,

Yo IG= Y (167,

s€Z(GF) sEZ(GF)

Dividindo os dois lados da equacio por |Z(GF)|, obtemos o resultado desejado.
O]

E interessante notar que o teorema anterior poderia ter sido mostrado com qualquer
cardter p-Steinberg de G¥', pois a tnica propriedade que usamos de St é o fato de St(g) =
+|Cqr(g)]p, se g for semisimples. Como ja discutimos anteriormente, isso é suficiente para
garantir St(g) = 0, caso g nao seja semisimples.

4.5 Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi estudar o carater de Steinberg e algumas aplicagoes. O
passo seguinte é estudar outras representacoes que surgem no estudo dos grupos finitos
do tipo Lie. Caso o leitor esteja interessado, as referéncias [6, 9] sdo bons textos para
esse assunto. Para entendé-los é preciso aprofundar um pouco mais na teoria de Grupos
Lineares Algébricos. Dessa forma, vale a pena dar uma olhada em alguns aspectos que
nos deixamos de lado: a classificagao dos grupos semisimples, caracteres e cocaracteres
de grupos lineares algébricos, a algebra de Lie associada a um grupo linear algébrico e
outros. Tais assuntos podem ser estudados, por exemplo, em [4] [16] 24 33].
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