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Resumo

Um grupo G é um E-grupo (respectivamente, A-grupo) se G ¢ tal que seus elementos
comutam com suas respectivas imagens endomorfas (respectivamente, automorfas).

Neste trabalho, estudamos algumas propriedades de E-grupos baseadas nos arti-
gos “3-generator groups whose elements commute with their endomorphic images are
abelian” e “Minimal number of generators and minimum order of a non-abelian group
whose elements commute with their endomorphic images”, ambos de A. Abdollahi, A.
Faghihi e A. Mohammadi Hassanabadi.

E possivel mostrar que qualquer E-grupo e A-grupo possui classe de nilpoténcia no
maximo 3. Em “Finite 3-groups of class 3 whose elements commute with their auto-
morphic images”, A. Abdollahi, A. Faghihi, S. A. Linton, e E. A. O’Brien mostraram
que esse maximo é atingido; para isso construiram um exemplo de um A-grupo de classe
de nilpoténcia exatamente 3. Baseado nesse artigo, estudamos os aspectos tedricos e
certos detalhes dos algoritmos (e suas implementagdes) usados para a construgao de

tal grupo.

Palavras-chave: E-grupos, A-grupos, automorfismos, endomorfismos, p-grupos fi-
nitos, grupos nilpotentes, condi¢oes de Engel, GAP - Groups, Algorithms and Pro-

gramming.



Apbstract

A group G is an E-group (respectively A-group) if G is such that its elements
commute with their endomorphic (respectively automorphic) images.

In this work, we study some properties of E-groups based on the papers “3-generator
groups whose elements commute with their endomorphic images are abelian” and “Mi-
nimal number of generators and minimum order of a non-abelian group whose elements
commute with their endomorphic images”, both by A. Abdollahi, A. Faghihi and A.
Mohammadi Hassanabadi.

It is possible to show that such groups have nilpotency class at most 3. In “Finite
3-groups of class 3 whose elements commute with their automorphic images”, A. Abdol-
lahi, A. Faghihi, S. A. Linton, and E. A. O’Brien showed that this maximum is reached.
To do so they constructed an A-group having nilpotency class precisely 3. Based on
this paper, we study the theorectical aspects and certain details of the algorithms (and

their implementations) used for the construction of such group.

Key-words: E-groups, A-groups, automorphisms, endomorphisms, finite p-groups,

nilpotent groups, Engel’s conditions, GAP - Groups, Algorithms and Programming.
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NOTACAO

conjunto dos nimeros naturais e inteiros, respectivamente.
homomorfismo injetor.

homomorfismo sobrejetor.

isomorfismo.

H é subgrupo de G.

H é subgrupo préprio de G.

H é subgrupo normal de G.

grupo gerado pelo conjunto X.

ordem (cardinalidade) de G.

o comutador de x e y.

subgrupo comutador dos conjuntos A e B.
subgrupo derivado de G.

centro de G.

centralizador de H em G, Cq(H) = {g € G|g'hg=h;h € H}.

normalizador de H em G, Ng(H) = {g9 € Glg"*Hg = H}.
grupo dos automorfismos de G.

grupo dos automorfismos internos de G.

grupo dos automorfismos centrais de G.

©(x), em que ¢ é um homomorfismo.

produto direto de G por H.

subgrupo de Frattini de G.

classe de nilpoténcia de G.

grupo ciclico de ordem n.



Introducdo

Um grupo G é dito nilpotente se existe uma cadeia finita G = Gg > G; > ...
G, = 1tal que Gi11 QG e G;/Gi11 < Z(G/Gi4q), para todo inteiro i com 0 < 4
n — 1, em que Z(G/G;+1) é o centro do grupo G/G;;1. Uma tal cadeia é chamada

IN 1V

de série central de G. Além disso, a classe de nilpoténcia de um grupo nilpotente G,
cl(G), é o comprimento da menor série central de G.

Os p-grupos finitos, em que p é um numero primo, sao exemplos de grupos nilpo-
tentes (Proposicao 1.3.11).

Sejam G um grupo, p um numero primo e G? = (¢? | g € G). Definimos induti-
vamente, para todo inteiro i > 1: Py(G) = G, Pi(G) = [Pi-1(G),G]PY,. A cadeia
G ="Po(G) >Pi(G) > ... > P;y(G) > ... é denominada série p-central inferior de G.

Dizemos que um grupo G é n-FEngel para algum n € N, se, para quaisquer elementos

x,y € G, [y,z,...,x] = 1. Assim, os grupos nilpotentes de classe no maximo n sao

exemplos de grugos n-Engel.

Um grupo G é dito ser E-grupo (respectivamente, A-grupo), se z¥x = xx?¥, para
todo x € G e para qualquer endomorfismo (respectivamente, automorfismo), ¢ de G.
Além disso, se G é um p-grupo e é E-grupo (respectivamente, A-grupo), entdo G é
pE-grupo (respectivamente, pA-grupo). Logo, todo E-grupo é um A-grupo. Podemos
ver que os grupos abelianos sao exemplos de A-grupos (e de E-grupos).

Sendo ¢ o automorfismo interno induzido por um elemento g € G, ¢ = 74, entao
[x9, 2] = 1, ou seja, [g,z,x] = 1, para todo elemento x € G. Dessa maneira, segue
que todo A-grupo é um grupo 2-Engel e, assim, pelo Teorema de Levi 1.7.3, tal grupo
é nilpotente de classe no maximo 3 e pode ser escrito como produto direto de seus
subgrupos de Sylow, pela Proposigao 1.3.15; além disso, pelo Teorema 3.1.7, qualquer
fator direto de um E-grupo é um E-grupo. Logo, para estudarmos E-grupos finitos
basta considerarmos os pE-grupos finitos.

R. Faudree [10] demonstrou que a conjectura de que todo E-grupo finito é abeliano
é falsa. Para isso, exibiu o primeiro 2E-grupo nao abeliano em 1971. De fato, para cada
primo p, R. Faudree exibiu um p-grupo de classe de nilpoténcia 2 como exemplo. Uma
condigao necessaria e suficiente para um p-grupo ser um E-grupo foi dada em 1969 por
B. H. Neumann e M. Suzuki e citada por J. J. Malone em [26].

viil
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Todos os A-grupos e E-grupos conhecidos, até aquele momento, possuem classe no
méximo 2. A. Caranti [31] questionou sobre a existéncia de um pE-grupo finito ou de
um pA-grupo finito possuindo classe 3. O Teorema de Levi 1.7.3, mostra que os grupos
2-Engel sem elementos de ordem 3 tem classe no maximo 2 e, assim, um pA-grupo
finito deve ser 3-grupo para ter classe 3.

Em 2008, A. Abdollahi, A. Faghihi e A. Mohammadi Hassanabadi escreveram o
artigo “Minimal number of generators and minimum order of non-abelian group whose
elements commute with their endomorphic images” [2], no qual mostram que todo E-
grupo 3-gerado ¢ nilpotente com classe igual a 2 e que todo 3E-grupo com ordem menor
ou igual a 3'° é nilpotente com classe igual a 2. Nesse mesmo ano, escreveram o artigo “3-
generator groups whose elements commute with their endomorphic images are abelian”
[1], no qual mostram que todo E-grupo 3-gerado é abeliano, ou seja, sdo necessarios ao
menos 4 geradores para gerar um E-grupo finitamente gerado nao abeliano.

Em 2010, A. Abdollahi, A. Faghihi, S. A. Linton, e E. A. O’Brien escreveram um
artigo intitulado “Finite 3-groups of class 3 whose elements commute with their auto-
morphic images” [3], no qual respondem uma das questoes de A. Caranti construindo
um exemplo de um A-grupo G de classe exatamente 3. Mostram que tal maximo é
atingido com a demostragao do seguinte teorema, em que G ¢é tal como descrito no
Capitulo 4 (pédgina 78), e Aut.(G) denota o grupo de automorfismos centrais de G (um
automorfismo ¢ € Aut(G) é dito ser central se ¢ comuta com todo automorfismo de
Inn(G)):

Teorema: Aut(G) = Aut.(G)Inn(G). Em particular, G é um A-grupo.

Este trabalho foi baseado nesses ultimos artigos, [1], [3] e em alguns resultados de
[2], tendo como objetivo principal construir esse A-grupo G, de classe 3, abordando
os detalhes de sua construcao e os aspectos tedricos necessarios para isso. O teorema
anterior esta demostrado no Capitulo 4.

Para demonstrar tal teorema foram usados algoritmos implementados no GAP
(Groups, Algorithms and Programming) [12]; esta ferramenta proporcionou, inicial-
mente, a construcao do referido grupo para entao, obter informagoes sobre sua estru-
tura.

Motivado em parte por encontrar tais grupos, G. Traustason [39] desenvolveu uma
teoria geral de algebras alternadas simpléticas e construiu uma familia de 3-grupos
2-Engel de classe 3.

No Capitulo 1, incluimos alguns conceitos e resultados da Teoria de Grupos e de
Representacoes que serao usadas no desenvolvimento deste trabalho. Esses resultados,

em sua maioria nao estao aqui demonstrados, mas o leitor interessado pode encontrar



INTRODUCAO X

essas demonstracoes em grande parte dos livros de teoria de grupos.

No Capitulo 2, introduzimos os conceitos de grupos livres, grupos policiclicos e
apresentacoes de grupos. O estudo de grupos policiclicos e de apresentagoes de gru-
pos é importante pois suas caracteristicas permitem a construcao de algoritmos mais
eficientes para resolucao de problemas. Descrevemos, ainda no Capitulo 2, os aspec-
tos teodricos dos algoritmos envolvidos na demonstracao do teorema principal; sao eles
o algoritmo ANU Nilpotent Quotient, usado para construir uma apresentacao para o
grupo procurado, o algoritmo de B. Eick, C. R. Leedham-Green e E. A. O'Brien [9],
cujas implementagoes estao disponiveis no GAP [12] e MAGMA [4]; além do algoritmo
UNIPOTENTSTABILISER, desenvolvido por E. Costi em sua tese de doutorado [8].

O algoritmo de B. Eick, C. R. Leedham-Green e E. A. O’'Brien, descrito em [9]
procede por inducgao sobre o termo da série p-central inferior de um p-grupo finito
G. Definindo P, = G/P;(G), é calculado Aut(P;(G)). Como P, = G/Pi(G) é um
grupo abeliano elementar, Aut(P;) = GL(d, p) (onde d é o nimero de geradores de G).
Assumimos, por indugao, que ji conhecemos Aut(FP;), para algum i > 1. Desejamos
encontrar um conjunto de geradores de Aut(P;;1), o que serd possivel tendo em vista
os resultados do Capitulo 2.

O algoritmo UNIPOTENTSTABILISER € usado para minimizar e possibilitar o calculo
dos estabilizadores envolvidos.

Dizemos que G é um p&-grupo se G é um grupo 2-Engel finito e existe r > 0 tal que
exp(G/G") =p" e Q,.(G) < Z(G). Assim, se G é um pE-grupo, entao G é p€-grupo. O
Capitulo 3 é destinado a descri¢ao de algumas propriedades de E-grupos e classificacao
dos p&-grupos 3-gerados.

No Capitulo 4, aplicamos a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores para o
grupo mencionado (exemplo de A-grupo de classe 3), a fim de mostrar que de fato é
um exemplo, abordando os detalhes de sua construcao.

Por fim, o Apéndice A é dedicado aos comandos usados no GAP [12] para a cons-
trugao desse grupo G e dos grupos envolvidos, bem como aos comandos (e algoritmos)
usados para auxiliar na demonstragao de que G' é um exemplo de pA-grupo, descrita

no Capitulo 4.



Capitulo
1

Conceitos Iniciais

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos iniciais da Teoria dos Grupos, a fim de
facilitar a leitura, evitando necessidade de recorrer a outras referéncias com frequéncia.
Mais especificamente, conceituaremos os comutadores, p-grupos e grupos nilpotentes,
incluindo as séries centrais e o subgrupo de Frattini, com algumas propriedades. Fa-
laremos um pouco, também, sobre p-grupos regulares e grupos que satisfazem alguma
condi¢ao de Engel. Além disso, abordaremos alguns conceitos de Teoria de Represen-
tacoes, incluindo formas bilineares.

A maioria das demonstracoes deste capitulo nao fazem parte do objetivo principal
do trabalho; assim muitas dessas demonstracoes serao omitidas. O leitor interessado
pode consultar [11], [13], [19], [34], [35] e [36].

1.1 Comutadores

Se G é um grupo e z,y € G, entdo o conjugado de x por y é x¥ := ylzy e o

comutador de x e y é [x,y] := x~ly Loy := x7'2¥; entdo x comuta com y se, e somente

se, [z,y] = 1. Definimos ainda, indutivamente, [z, z2, 3] := [[z1, 22, x3] € para n > 3:

(1, .. 2] = ([T, ], xn] =[] [[21, 2], 23], -y T 1], T

como sendo o comutador simples de peso n.

Definimos, de modo mais geral, o comutador de dois subgrupos H e K de G como:
[H, K] = ([h,k|]|h € H k€ K).

O subgrupo [G, G| de um grupo G é chamado o subgrupo derivado de G, e é de-
notado por G’. Esse subgrupo tem propriedades importantes (das quais enunciaremos
algumas), por isso o interesse em estudéd-lo. A proposi¢ao seguinte nos mostra que esse

subgrupo nos fornece o maior quociente abeliano.
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Proposicao 1.1.1. O grupo quociente G /G’ € abeliano. Além disso, se N <G tal que
G/N € abeliano, entdo G' C N .

Demonstracao: Segue da definicao de subgrupo derivado. [

Proposicao 1.1.2. Sejam G um grupo com x,y,z € G e um homomorfismo de grupos
o: G — H. Entao:

i) [y, 2] = [z, y]7";

i) o([z,y]) = [ox, 0y];

i) [zy, 2] = [, 2][z, 2, 4lly, 2] e [x,y2] = [z, 2] [z, y][z, y, 2];

iv) [z,y ' 2]y, 27 o)z, 27 y]* = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Demonstracao: Segue da definicao de comutador. [

Proposicao 1.1.3. Seja G um grupo e X um conjunto qualquer de geradores de G.

Entao, G' € gerado por elementos da forma [x,y]? tais que x,y € X e g € G.

Demonstragao: Seja N o grupo gerado por elementos da forma [z, y]? tais que z,y €
X e g € G. Temos que [z,y|? = [29,9y9] € G’'. Consequentemente, N < G'. Além disso,
N <G

Suponha, agora, que x,y, 2z € X, entao, pela Proposicao 1.1.2,

2y, 2] = [w, ][z, 2], ylly, 2] = [w, 2][z, 2] [z, 2"y, 2] € N,
pois cada fator é um elemento de N. De modo semelhante,
[z,y2] = [z, 2][z,y][z,y, 2] € NV.
Como G = (X), seguindo esse raciocinio, é possivel mostrar que G/N é abeliano, o que

significa (pela Proposi¢ao 1.1.1) que G’ C N. ]

Definicao 1.1.4. Se G é um grupo e H um subgrupo de G tal que o(H) = H, para

todo automorfismo o: G — G, entao dizemos que H € caracteristico em G.

Notacao 1.1.5. Sejam G um grupo, X um conjunto nao-vazio de G ¢ K < G. Deno-
tamos:

(XK =@ =kok|z e X, k€ K).
Proposigao 1.1.6. Sejam G um grupo, 0 # X C G e K < G. Entao:

i) X € (X)" <9(X,K);
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i) (X)X = (X, [X, K]);

iii) [X, K|X = [X, K];

iv) se K = (Y), entao [X, K] = [X,Y]X.

Demonstragao: Ver [34], 5.1.6. n
Proposicao 1.1.7. Seja G um grupo com H, K < G. Entao:

i) [H,K]=[K, H|;

ii) [H, K| < (H, K);

iii) se Hy < H e Ky < K, entao [Hy, K1) < [H, K]|;

iv) [H,K] < H se, e somente se, K < Ng(H);

v) o([H,K]) = [aH,aK], para qualquer homomorfismo de grupos a: G — G

vi) se H e K sao subgrupos normais (respectivamente, caracteristicos) em G, entdo

[H, K| é um subgrupo normal (respectivamente, caracteristico) em G.
Demonstragao: Ver [35], Proposigao 4.5 e Proposicao 4.6. [

Proposicao 1.1.8. Seja G um grupo com K < H < G e K 1 G. Entio, H/K <
Z(G/K) se, e somente se, [H,G] < K.

Demonstragao: Temos que se h € H, entao hK € Z(G/K) se, e somente se, hKgK =
gKhK, para qualquer g € G, o que acontece se, e somente se, [h, g| € K, para qualquer
g €. n

1.2 p-Grupos

Definicao 1.2.1. Sejam p um numero primo e G um grupo. Se a ordem de qualquer

elemento de G € uma poténcia de p, entao G € dito um p-grupo.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Cauchy). Seja G um grupo finito e p um primo que divide

|G|. Entdo, existe um elemento em G de ordem p.

Demonstracao: Ver [34], 1.6.17. =

Do Teorema 1.2.2; se G é um p-grupo finito, entdo |G| = p", para algum n € N.

Definicao 1.2.3. Um p-grupo G é denominado p-grupo abeliano elementar se G for

abeliano e xP = 1, para qualquer elemento x € G.
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Notagao 1.2.4. Se G € um grupo e H um subgrupo proprio de G, entao denotamos
H < G.

Definicao 1.2.5. Um subgrupo M de G é denominado subgrupo maximal de G se
M # G e nao existe H < G tal que M < H < G.

Proposicao 1.2.6. Seja G um p-grupo finito. Entao:
i) se M < G é um subgrupo mazimal, entio M I G e |G : M| = p;
ii) se H < G, entao H < Ng(H).

Demonstragao: Ver [36], Theorem 5.40. "

1.3 Grupos Nilpotentes

Definicao 1.3.1. Um grupo G € dito nilpotente se existe uma cadeia finita
G=Gy>G1>...>2G, =1

tal que Gy <G e Gi/Giy < Z(G/Giy1), para todo inteiro i com 0 < i < n — 1.

Uma tal cadeia é chamada de série central de G.

Note que tal defini¢ao implica que G,,_1 < Z(G). Se G,,_1 = 1, entao G,,_» < Z(G),
e assim sucessivamente. Isso significa que todo grupo nilpotente possui centro nao
trivial.

Os grupos abelianos sao exemplos de grupos nilpotentes, assim como os p-grupos
finitos (conforme serd mostrado em 1.3.11). Observe que, pela defini¢ao, os grupos
nilpotentes sao soliveis, mas nao vale a reciproca; por exemplo, o grupo simétrico S3 é

solivel, porém nao ¢ nilpotente ja que possui centro trivial.

Definicao 1.3.2. Seja G = Gy > G > ... > G, = 1 a menor série central de um
grupo nilpotente G. A classe de nilpoténcia de G, cl(G), é o comprimento de tal série,

ou seja, cl(G) = n.

Os grupos nao triviais de menor classe, quando cl(G) = 1, s@o precisamente o0s

grupos abelianos.

Definicao 1.3.3. Seja G um grupo. Definimos indutivamente:
1(G) =G,

72(G) = [n(G),G] =[G, G] = &,

73(G) = [1(G), G,

%(G) = [vi-1(G), G].
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Lema 1.3.4. Seja G um grupo, entio v;(G) é subgrupo caracteristico em G, para todo

inteiro 1 com i > 1. Desse modo, seque que a cadeia

€ uma série central e € dita série central inferior do grupo G.

Demonstragao: Temos que, pela Proposicao 1.1.7 v), cada termo ~;(G) é caracteristico

em G em particular, v;(G)< G, para todo inteiro i. Desse modo, de v;(G) = [v;,-1(G), G]

obtemos @) G
Yi-1
, ={1}.
ok a e
Logo,
i-1(G) ( G )
<Z ,
%u(G) T %(G)
para todo inteiro ¢ com ¢ > 1. [

Definigao 1.3.5. Seja G um grupo, e defina indutivamente: Zy(G) = {1}, Z1(G) =
Z(G) e Z; € o unico subgrupo de G tal que Z;(G)/Z;—1(G) = Z(G/Z;—1(G)), para todo

inteiro i tal que 1 > 1.
Lema 1.3.6. Seja G um grupo, entao Z;(G) € subgrupo caracteristico em G, para todo
1 com 1> 1. Assim, seque que a cadeia

1} = Zo(Q) < Z(GQ) < ... < Zi(G) < ...

¢ uma série central e € dita série central superior do grupo G.

Demonstracao: De fato, o centro de um grupo é um subgrupo caracteristico; assim,
temos que Z;(G) = Z(G) é caracteristico em G. Suponhamos, por indugao, que para
algum inteiro ¢ > 1, Z;(G) é caracteristico em G. Seja o € Aut(G), automorfismo
qualquer, entdo « induz um automorfismo @ em G/Z;(G), definido por a(zZ;(G)) =
a(x)Z;(G).

Se ©Z;(G) € Z(G/Z;(G)), entao a(z)Z;(G) = a(xZ;(G)) € Z(G/Z;(G)), em que
Z(G/Zi(Q)) = Zi1(G)/Z;i(G). Logo, a(Z;i41(G)) = Ziy1(G). O que completa a de-
monstracao. [

A seguinte proposicao justifica os nomes inferior e superior das séries centrais

definidas anteriormente.

Proposicao 1.3.7. Sejam G um grupo nilpotente e G = Gy > G > ... > G, =G
uma série central de G. Entao, Vi1 < G; < Z,—;, para todo i tal que 1 < i < n.
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Demonstragao: Ver [34], 5.1.9. n

Corolario 1.3.8. Se G € um grupo nilpotente, as séries centrais inferior e superior

possuem o mesmo comprimento (finito), que € igual a classe de nilpoténcia de G.
Demonstragao: Ver [34], 5.1.9. =
Proposicao 1.3.9. Sejam G um grupo e i e j inteiros positivos. Entao:

i) [%(G),7(G)] < 7iss(G);

ii) 7i(7;(G)) < 7i5(G);

iii) [1(G), Z;(G)] < Z;_i(G); Vi < j. Em particular, [v;,(G), Z;(G)] = 1.
Demonstragao: Ver [35], 5.1.11. =

Proposicao 1.3.10. Seja G um grupo gerado por um conjunto X . Entao, sei e j sao

mnteiros positivos:

i) %(G) = ([z1,...,x]9|z; € X, para 1 < j <ieg € G);

ii) %(G) = (@1, ..., z], %i41(G)), em que z; € X, para 1 < j <i;

iii) se X = {xz,y}, entdo %(G) = ([z,y], 13(G)), logo, v2(G)/v3(G) € ciclico;

iv) se X = {xz,y}, entao G" := 1(G') < v5(G).

Demonstragao: Ver [35], Proposigao 5.6. n
Proposicao 1.3.11. Todo p-grupo finito € nilpotente.

Demonstragao: Ver [36], Theorem 5.33. "

Proposicao 1.3.12. Se G € grupo nilpotente finitamente gerado, entao G possui uma

série central

G:G0>G1>...>Gn:1
tal que cada fator G;/Gy1 € ciclico, para todo inteiro i tal que 0 < i <n — 1.
Demonstragao: Ver [35], Teorema 5.8. "

Proposicao 1.3.13. Se G' ¢ um grupo nilpotente finitamente gerado, entao todo sub-

grupo de G € finitamente gerado.

Demonstracao: Ver [35], Corolario 5.9. n
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Definicao 1.3.14. Sejam G um grupo e H < G. Dizemos que H é subnormal em G

se existe uma cadeia ligando H e G da forma:
H=H,<H <..<H,=QaG.

A proposicao a seguir, nos diz que um grupo nilpotente é o produto direto de seus
subgrupos de Sylow. Isso é uma justificativa para nos concentrarmos no estudo de
p-grupos finitos, pois muitas propriedades de p-grupos podem ser generalizadas para

grupos nilpotentes.

Proposicao 1.3.15. Seja G um grupo finito. Entao, sao equivalentes:
i) G € nilpotente.

ii) Todo subgrupo de G é subnormal em G.

iii) G satisfaz a condigdo do normalizador, ou seja, todo subgrupo préprio de G estd

contido propriamente em seu normalizador em G (H < Ng(H)).
iv) Todo subgrupo mazimal é normal.

v) G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Demonstragao: Ver [34], 5.2.4. n

Proposicao 1.3.16. Se G € um grupo nilpotente de classe ¢ e H < G, entao:

i) H ¢é nilpotente de classe menor ou igual a c;

ii) se H QG, entao G/H € nilpotente de classe menor ou igual a c.

Demonstracao: Ver [36], Theorem 5.35 e Theorem 5.36. n

1.4 Série p-Central Inferior

Definicao 1.4.1. Sejam G um grupo, p um numero primo e GP = (¢* | g € G). Defi-

nimos indutivamente, para todo inteiro v > 1:
Po(G) = G, Pi(G) = [Pi-1(G), GIPL .

Definicao 1.4.2. O expoente de G é o menor mailtiplo comum das ordens dos seus

elementos.

Proposicao 1.4.3. Para cada i = 1,2, ... temos:
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i) Pi(G) 2G;

ii) Pi(G)/Pi1(G) < Z(G/Pis1(G));

iii) P;(G)/Pit1(G) tem expoente p.

Demonstracao:

i) Segue por indugao sobre 7.

ii) Segue da definicao de P;;1(G) e da Proposicao 1.1.8.

iii) Se x € P;(G)/Pis1(G), entdo x = gP;+1(G), para algum g € P;(G). Dessa maneira,
pela definicao de Py, 1, segue que 2P = ¢?P;1(G) = Pir1(G).

Definicao 1.4.4. A cadeia

G=Py(G)>Pi(G)>...>Pi(G) > ...

¢ denominada série p-central inferior de G. E, se Pri1(G) = {1} e Pr(G) # {1}, entdo

dizemos que G possui p-classe k.

Proposicao 1.4.5. Se G € finitamente gerado, entao G/P;(G) € um p-grupo finito,

para todo inteiro i.

Demonstragao: A proposigao vale se i = 1. Suponha entao, por indugao, que G/P;(G)
é um p-grupo finito. Como G é finitamente gerado, pela Proposicao 1.3.13, P;(G) tam-
bém o é. Assim, segue da Proposicao 1.4.3 que P;(G)/Pi+1(G) é um p-grupo abeliano
elementar finito. Logo, G/P;41(G) é p-grupo finito. m

Proposicao 1.4.6. Seja G um grupo.

i) Se ¢ é um homomorfismo de G, entao o(P;(G)) = Pi(¢(G)).

ii) Os termos da série p-central inferior, P;(G), sdo caracteristicos em G.
iii) Se N <G e G/N tem p-classe c, entio P.(G) < N.

Demonstracao:

i) Segue da definigao de série p-central inferior.
ii) O resultado segue por indugao, usando o item anterior.

iii) Segue do item i).
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1.5 Subgrupo de Frattini

O subgrupo de Frattini tem grande importancia no estudo de grupos devido as
suas propriedades. Ele é um subgrupo caracteristico de G que consiste de elementos

nao-geradores do grupo.

Definicao 1.5.1. Sejam G um grupo e x um elemento de GG. Se, para qualquer conjunto
Y de G tal que G = (x,Y), temos que G = (Y'), entdo x € dito ser um nao-gerador de
G.

Definicao 1.5.2. O subgrupo de Frattini, ®(G), € definido como a interse¢ao de todos
os subgrupos mazimais de G. Se o grupo G nao possui subgrupos maximais, definimos

o(G) =G.
Proposicao 1.5.3. ®(G) é um subgrupo caracteristico em G.

Demonstragao: Se G nao possui maximais, entdo ®(G) = G e nao hd nada a fazer. Se
M é um maximal de G, entdao o(M) é um maximal em G, para qualquer automorfismo

a € Aut(G). Desse modo, pela definicao do Frattini de G, segue o resultado. [

Proposicao 1.5.4. Seja G um grupo ndo-trivial. Entdo, ®(G) é o subgrupo formado

por todos os elementos nao-geradores de G.
Demonstracao: Ver [34], 5.2.12. "

Proposicao 1.5.5. Se G € um grupo finito, entao G € nilpotente se, e somente se,
G' < P(G).

Demonstragao: Ver [34], 5.2.16. n

Proposicao 1.5.6. Seja G um p-grupo finito, e denote G? = (aP; x € G). Entao,
O(G) = G'GP. Além disso,

¢ um espago vetorial sobre Z/pZ.

(G)
Demonstragao: Como G é nilpotente, G’ < ®(G), pela Proposic¢ao 1.5.5. Além disso, a
Proposigao 1.2.6 diz que se M é um subgrupo maximal em G, entao M G e |G/M| = p,
o que mostra que xP € M, para qualquer elemento z € GG. Desse modo, G? < M. Pela
defini¢ao do subgrupo de Frattini, temos que G? S(;ID(G) e, assim, GPG' < ®(G).

Por outro lado, temos que G?’G’ < G e que é um grupo abeliano finito de

GrQG'
G G
expoente p. Entao, YTl =, x...xIF,, ouseja, YTl ¢ um espago vetorial sobre [F,,.
G
Agora, observe que ® ( o G’) =lesejam: G — e o0 homomorfismo quociente.

Assim, se L é um subgrupo maximal qualquer de e temos que 71(L) é subgrupo
maximal de G. Desse modo, ®(G) < 7 !(L) e m(®(G)) < (7' (L)) = L. E, portanto,
m(®(G)) < <I>< ) =1, o que implica que ®(G) < G'GP. n

GrG'
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Definicao 1.5.7. Um conjunto minimal de geradores de um grupo G é um subconjunto

X de G que gera G tal que nenhum subconjunto proprio de X gera G.

Teorema 1.5.8 (Teorema da Base de Burnside). Se G € um p-grupo finito, entdio
quaisquer dois conjuntos minimais de geradores de G possuem o mesmo niumero de

elementos, dado por dimppq)—. Além disso, se v ¢ ®(G), entdo existe um conjunto

mainimal de geradores de G q%i)possui x como elemento.
Demonstragao: Seja X = {x1,...,z,} um conjunto minimal de geradores de G. Dessa
forma, sendo 7; = 2;®(G) € G/®(G), entdao X = {T1,...,Z,} é um conjunto gerador
de G/®(G).

Afirmamos que tal conjunto é linearmente independente. De fato, suponhamos que
X seja linearmente dependente, entdo podemos assumir, reordenando os elementos se
necessario, que Ty € (Tz,...,Tn). Assim, ©1P(G) € (xg,...,2,)P(G) e existe y €
(19, ...,1,) tal que y~lz; € B(G).

Logo, como X = {zy,...,z,} gera G e y € (a,...,x,), segue que {y ‘w1,... .z, }

gera G. Mas, ja que y !

x1 é um nao-gerador, temos que {zs, ..., z,} gera G. Absurdo,
pois X é conjunto minimal de geradores.

Dessa forma, dime(I)— =n = | X|, para qualquer conjunto minimal de geradores

(@)
X.

Agora, se © ¢ ®(G), entdo T # 1, portanto, existe uma base {T,Z5...,T,} de
G/®(G) contendo Z. Ou seja, G/P(G) = (T,T3...,%T,) e G = (P(G),x,22...,2,).
Observado que ®(G) é o conjunto finito dos nao-geradores de G, fica provado que

G={(r,r9...,2,). n

1.6 p-Grupos regulares

Introduzimos abaixo duas séries de subgrupos de um p-grupo finito que sao impor-

tantes no estudo da estrutura de p-grupos.

Definicao 1.6.1. Seja G um p-grupo finito. Para todo inteiro v > 0, definimos
0(G) = (z € Gz = 1),
o subgrupo de G gerado por elementos de G com ordem < p'. E ainda,
U:i(G) = ("' |z € G).

Lemos o simbolo U como “agemo”. Note que agemo é uma palavra formada pela
letras da palavra omega em ordem inversa. Podemos observar que €2; e U; sao subgrupos

caracteristicos de G.
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Relembrando que o expoente de GG, denotado de agora em diante por exp(G), é o
menor multiplo comum das ordens dos seus elementos, temos que se G é um p-grupo
tal que exp(G) = p°, entdo 2" = 1, para qualquer elemento x de G e ainda, podemos
escrever (2.(G) = G. Sendo assim, podemos construir a seguinte série ascendente,

denominada 2-série de G-

1= Qo(G) S Ql(G) <... S Qe,1 S QE<G) - G

De modo semelhante, U.(G) = 1 e podemos construir a seguinte série descendente,

denominada U-série de G-

G =0(G)> T (G)> ... >V, 1 > U.(G) = 1.

Proposicao 1.6.2. Seja G um p-grupo finito.
i) Se exp(G) = p°, entio U;(G) < Qe_i(G).
ii) Se N <G, entiao U;(G/N) = U;(G)N/N.
Demonstracao:

i) Temos que qualquer gerador 2? de U;(G@) possui ordem no maximo p®*, pois
exp(G) = p°. Logo, segue que U;(G) < Q._;(G).

ii) Usaremos a “barra” como notagdo em G' = G/N. Entao,

U,(G) =@ |7€CG) = (ar |z e G) =0Ti(G),

isto é, U;,(G/N) = U;(G)N/N.

1.6.1 Foérmula de coleta de Phillip Hall

Sabemos que z"y" = (xy)" para qualquer grupo abeliano, mas a igualdade nao é
valida em geral. A formula de Phillip Hall, descrita a seguir, relaciona os termos z"y"
e (zy)™ em qualquer grupo usando comutadores entre = e y. A construgao da férmula

se da indutivamente usando como base a relacao ab = bafa, b|.

Teorema 1.6.3 (Férmula da coleta de Hall). Sejam G um grupo e x,y € G. Entao,
para n € N e qualquer inteiro i com 2 < i < n existem ¢; = ¢;(x,y) € v;({x,y)) tais
que:

. ONOING]

"y = (xy) ey es? e
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Demonstragao: Ver [11], Theorem 2.6. "
A féormula da coleta de Hall 1.6.3 tem grande importancia quando usamos n =
p, uma vez que os coeficientes binomiais sao divisiveis por p, para 1 < ¢ < p — 1.

Consequentemente, podemos escrever
P, P — p
T Yy = (I’y) Zcpv

para algum z € U;((x,y)’), o que sugere a defini¢do a seguir.

Definicao 1.6.4. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G € um p-grupo regular se,
para todo z,y € G, temos que xPy? = (zy)P(mod Uy ({(z,y)’)). Ou, equivalentemente, se

para todo x,y € G, seque que cy(x,y) € U1({z,y)’).

A definicao de p-grupo regular é local, uma vez que envolve apenas o subgrupo
gerado por x e y. Dessa forma, todo subgrupo e grupo quociente de um p-grupo re-
gular sao, também, p-grupos regulares. Sao exemplos de p-grupos regulares: p-grupos
abelianos, grupos de expoente p e p-grupos com classe de nilpoténcia menor que p (em
particular, p-grupos de ordem no maximo p?). Mas, se um 2-grupo ¢ regular, entao é
abeliano. (Ver [11], Theorem 2.8.)

Alguns grupos descritos nos Capitulos 3 e 4 sao regulares e as propriedades aqui

apresentadas serao usadas posteriormente.

Lema 1.6.5. Seja G € um p-grupo regular com x,y € G. Entao, x? = yP se, e somente

se, (z7ly)P = 1.

Demonstragao: A demonstracao sera feita por indugao sobre a ordem de G. Seja
H = (z,y). Como G é regular podemos escrever x Py? = (z~1y)Pz, para algum elemento
z € Uy(H'). Assim, basta provarmos que U;(H’) = 1 sempre que 27 = y? ou (x~'y)P =
1. Se H é abeliano, entao o lema é verdadeiro; assuma entao, que H nao é abeliano.

Suponhamos que #? = y?. Entao, y e 2 comutam ¢ 2 = (2P)¥ = (a¥)?. Como
H nao é ciclico, existe um subgrupo maximal M de H que contém x. Como M < H
(pela Proposigao 1.2.6), segue que 2V € M. Aplicando a hipétese de indugao sobre M,
concluimos que [z,y]P = (z7'y)? = 1. Pela Proposigao 1.1.3, H' é gerado por elementos
da forma [z, y]* possuindo ordem dividindo p, em que h € H. Pela hipétese de indugao
o lema é valido para H' e, em particular, o produto de dois elementos de H' de ordem
dividindo p possui ordem dividindo p, também. Nesse caso, U;(H') = 1.

Assuma agora que (z7'y)? = 1, conjugando os membros dessa igualdade por z~
obtemos que (yz~1)? = 1. Entao, a implicacio ja provada fornece que (zy 'z~ 1y)? = 1,

isto é, [z71,y]P = 1. Como H = (x7 1, y), segue que U;(H') = 1. C

Proposicao 1.6.6. Seja G um p-grupo reqular. Entao, para todo inteiro i > 1:
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i) 27" = y?" se, e somente se, (x7'y)?" =1, para quaisquer elementos x,y € G;
i) 0(G)={zec G2 =1};

iii) U;(G) = {z" |z € G};

iv) |G Qu(G)] = [Gi(G)] e |G Bi(G)] = [Su(G)].

Demonstracao:

ii) Se o item i) é verdadeiro para algum 4, entdo o conjunto {z € G'|2? = 1} é um
subgrupo de Q;(G) e, portanto, coincide com Q;(G). O que significa que o item

ii) segue de i).

i) Seja G = G/Q4_1(G). Pelo Lema 1.6.5, temos que o resultado j vale para i = 1.
Usaremos inducao sobre i. Supondo que o resultado é valido para ¢ — 1 temos

"~ = 1. E, por essa tltima igualdade, temos que

que ' = ' equivale a (2 PyP)P
ZP = 7P, o que implica que (T7'%)? = 1, isto é, (7 1y)? € Q;_1(G). Mas, como por
hipétese o item i) vale para ¢ — 1, temos que o item ii) também vale para i —1. O
que significa que todos os elementos de €;_1(G) possuem ordem dividindo p*~!

e, assim, (z71y)?" = 1.

iii) A demonstracao sera feita por inducao sobre i. Veremos que dados z,y € G, existe
z € G tal que 2Py? = 2P. O que equivale a afirmacao do item iii), para i = 1. Para
isso, faremos uma indugao sobre |G|. Consideremos H = (z,y) e K = (zy, ®(H)).
Se K = H, entao H é ciclico e nao ha nada para provar. Se K < H, como G é
regular, temos que zPy? = (zy)Pc, para algum ¢ € Uy(H') < U;(K). De modo
que (zy)Pc é um produto de dois elementos em U;(K) que, aplicando a hipdtese

de inducao sobre K, pode ser escrito na forma zP. Assim, zPy? = 2P,

Para qualquer inteiro 7, temos que
01(0;1(G)) = {a? |z € U;_1(G)} = {2"' |z € G}

é um subgrupo de G. E, necessariamente, U;(G) = {27 | z € G}.

iv) Dos itens i) e ii) segue que 2P = yP' se, e somente se, 1y € Q,(G), ou seja, se,
e somente se, £€2;(G) =y (G). Assim, a aplicagao ¢: G/Q;(G) — U;(G) dada
por p(z(G)) = 2" estd bem definida e é injetiva. Pelo item iii), ¢ é sobrejetiva

e, portanto, ¢ é uma bijecao. O que mostra que |G : Q;(G)| = |G;(G)|.
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Proposicao 1.6.7. Sejam = e y elementos de um grupo G tais que |x,y] comuta com

x e y. Entao, para todo n € Z valem:

i) [z,y"] = [2",y] = [2,y]";

znfl n—2

i) (zy)" ="y
iii) (wy)" ="y [y, 2" ly, 2" 2] [y, 27 [y, 2l

iv) (zy)" = 2"y [y, 2)).

Demonstragao:

i) Segue por indugao sobre n, usando a Proposigao 1.1.2 iii).

ii) Segue por indugao sobre n. Além disso, o resultado vale sem a hipétese de que [z, y]

comuta com z e y.

iii) Por hipdtese, segue que

"y ly, 2y, 2"y, 2y, 2] = 2yly, 2 yly, 2" yly, 2 yly, 2y
n—1 _ xn—Q _ $2 _ T
=2"yy 'y gy gy gy Ty Yy
n— n—2 2
=2y Yy Lyt = (ay)

em que a dltima igualdade vale pelo item 1i).

iv) Segue dos itens i) e iii).

1.7 Grupos de Engel

Os grupos nilpotentes de classe no maximo n sao exemplos de grupos n-Engel. Nessa
secao veremos algumas propriedades de grupos n-Engel que serao usadas nos Capitulos
3ed.

Definicao 1.7.1. Sejam G um grupo e n € N. Entao, G ¢ dito ser n-Engel se, para
quaisquer elementos r,y € G, ly,x,...,z] =1

n
Os grupos nilpotentes de classe no maximo n sao exemplos de grupos n-Engel
pois, se G é um grupo nilpotente com classe de nilpoténcia menor ou igual a n, entao
para quaisquer j,Ts...,Tp,41 € G segue que [xy,...,Tp41] = 1 e tomando zy =
Y,...,Tnr1 =y podemos ver que G satisfaz a definicao de n-Engel. Contudo, a reciproca

nao ¢ verdadeira, conforme em [5].
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Proposicao 1.7.2. Todo grupo de expoente 3 é 2-Engel.

Demonstracao: Seja G um grupo de expoente 3 e sejam z,y elementos de GG. Entao,
(xy™1)2 = (zy~1)~! = yz~!. Multiplicando o primeiro e o tltimo termo da igualdade

por y2, e usando o fato que, para qualquer g € G, ¢*> = g~ ! segue:
vy oy =y Yt =y Ty T =y T (T Ty T =y (e Ty,

Logo,

2 -1 1

w(ytwy) =y ey =y (@ y ) T = (v ),
o que mostra que z comuta com z¥. Como 2~ Yz = [y, x|, segue que [y, z,z| = 1. n
Teorema 1.7.3 (Teorema de Levi). Sejam G um grupo 2-Engel e x,y, z,t € G. Entao:

i) 29 = {29 =g lxg|g € G} € abeliano;

i) [z,y,2] = [z 7,y];

iii) [z,y,2]* =1;

iv) [z,y,2,t] =1, logo, G € nilpotente de classe no mdximo 3.
Demonstracao:

i) Observe que [z, 2Y] = [z, z]z,y]] = [z, [z, y]]. Como G é 2-Engel, x comuta com [y, x];
logo, comuta com [z, y| e, portanto, x comuta com z¥. Segue, por conjugagao, que

quaisquer dois conjugados de x comutam. O que implica que & é abeliano.
ii) Seja A = (2%) um grupo abeliano abeliano. A aplicagio ¢,: A — A definida por
a — [a,y| é um endomorfismo. Temos que os endomorfismos de A formam um

anel e denotamos (¢, + ¢.)(a) = ¢,(a)p.(a) e 0 como sendo o endomorfismo

que associa aos elementos de A a identidade de A (0(a) = 1); denotamos, ainda,
(@y%@z)(a) = pr(goz(a))'
Como [a,y,y] =1, para todo a € A, temos que (¢,)? = 0. Da Proposigao 1.1.2:

Oyz = Py + @2 + Pyp.; paracadaa € Ae (1.1)

Py-1 = —Py- (12)

Como (yz)~! comuta com [a, yz], j4 que G ¢é 2-Engel, e usando as equagoes acima,

temos, para cada a € A:

0 = PyzPz—1y—1 = (Spy + P+ (PySOZ)<90z — Pyt szgpy>
= —PyPz — P2Py-
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Ou seja,
Oy = —@.py; para cada a € A, (1.3)
o que significa que, [a,y, 2] = [a, z,y]"! e, em particular, [z,y, 2] = [z, z,y] L.
Como A é abeliano, [z, z,y]™! = [[z, 2] 7', y] = [z, 2, 9], logo, [z,v,2] = [z, z,y].
iii) Por ii) obtemos que [z,y7', z]Y = [z,y7 ', 2]. Logo, [z,y~ %, 2]Y = [[x,y7 Y], 2] =

[z,1,2]7! e da Proposigao 1.1.2, segue que

1= [x,y,z]_l[y,z,x]_l[z,x,y]_l - [xayaz]_Q[yuz7x]_1 - [xuy)z]_3'

iv) Da equac@o 1.3, segue que @ 0. + @0, = 0 e, usando as igualdades 1.1 e 1.3,

obtemos:
0= @y + Py + Qup=pr + P20y + Doy + PPy = 2040201
Assim, [a,y,z,t]*> = 1 e, em particular, [z,y, z,t]*> = 1. Mas, de iii) segue que
[z,y,2,t]*> = 1, portanto, [z,vy, z,t] = 1.
n

Lema 1.7.4. Seja G um p-grupo com p > 2 tal que G € 2-Engel finito. Entao, G é

reqular.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.6.7 iv), para qualquer m € N,

pr(p™ 1)
a?”" " = (ab)?" [a, b] 2 :

de modo que o resultado segue da definicao de p-grupo regular, pois

pr(p™ —1)
[a,b] 2 € UBi((z,y)").

Note que, como ja mencionamos anteriormente, se p = 2, entao G é regular se, e

somente se, é abeliano (Ver [11], Theorem 2.8). "

1.8 Grupo de Automorfismos e Estabilizadores

O grupo dos automorfismos de um grupo, Aut(G), é o conjunto dos automorfismos

de G sob a operagao de composigao.
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Definicao 1.8.1. Se g é um elemento de G, entao o automorfismo o de G definido
por ax) = g~
g; denotamos o por v,. Se o € Aut(G) nao € automorfismo interno, dizemos que €

xg, para todo x € G, € dito ser automorfismo interno induzido por

externo.
Teorema 1.8.2. Seja G um grupo.

i) Se H < @G, entao Cq(H) < Ng(H) e No(H)/Cg(H) € isomorfo a um subgrupo de
Aut(H).

ii) O conjunto dos automorfismos internos de G, Inn(G) = {v,|g € G}, € um sub-
grupo normal de Aut(G) isomorfo a G/Z(G).

Demonstracao: Ver [36], Theorem 7.1. "

Definicao 1.8.3. Se ¢ € um automorfismo de G, entao ¢ € dito ser central se ¢ comuta

com todo automorfismo de Inn(G), ou seja, se ¢(g9)g~* € Z(G), para todo g € G.

Os automorfismos centrais fixam G’, o subgrupo comutador de G, ponto a ponto e
formam um subgrupo de Aut(G), pois, pela definicao, se ¢ € Aut.(G), entdo ¢(g) =
gz para algum z € Z(G), logo ¢([z,y]) = [rz1,y22] = [z,y], para alguns z1, 2, €
Z(@G). Denotaremos Aut.(G) o subgrupo de Aut(G) gerado por todos os automorfismos

centrais de G.
Proposicao 1.8.4. O centralizador de Inn(G) em Aut(G) é Aut.G.

Demonstracgao: Segue da definicao de automorfismo central, uma vez que o centrali-
zador de Inn(G) é formado pelos elementos de Aut(G) que comutam com os elementos
de Inn(G). n

Proposicao 1.8.5. Se G € um grupo tal que Aut(G) € abeliano, entio Aut(G) =
Aut.(G).

Demonstragao: Sabemos que Aut.(G) é o centralizador de Inn(G) em Aut(G), pela

Proposicao 1.8.4. Como Aut(G) é abeliano, segue o resultado. "

Proposicao 1.8.6. Se G € um grupo tal que Aut(G) € abeliano, entao a classe de

nilpoténcia de G, cl(G), é no mdzimo 2.

Demonstracao: Temos que Z(GG) = Inn(G) é abeliano, por hipdtese, e Zy(G) é, por
Z
definicao, o tnico subgrupo de G tal que 22 ((g)) =7 ( Z?G)) = Z(Ci})’ 0 que mostra

que G = Z5(G). =
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Definicao 1.8.7. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma a¢ao de G sobre X é
definida como sendo um homomorfismo p: G — Sym(X).

Assim, temos que se ¢ é uma agao de GG sobre X, entao ¢ associa a cada elemento
g € G uma permutacao de X. Se estamos falando sobre uma fixada agao ¢, denotamos
29 ao invés de x¥19) para a acdo de ¢(g) sobre v € X.

Definindo, agora, uma relacao de equivaléncia, ~g, no conjunto X por:
t ist G = 29,
x ~g Y se, e somente se, existe g € G com y = z;

dizemos que as classes de equivaléncias de ~¢ sao as G-drbitas, ou as orbitas de G em

X. Denotamos, em particular, a 6rbita de um elemento = de X por 2, que é dada por:
¢ = {19]g € G}.

Definigao 1.8.8. O estabilizador de um subconjunto Y de X, denotado Stabg(Y), €
dado por:
Stabg(Y) ={9 € G|y’ =y; Vy € Y'}.

De maneira mais especifica, definimos o estabilizador de um 1nico ponto:

Definigao 1.8.9. O estabilizador de um elemento x € X, denotado Stabg(z), é dado
por:
Stabg(z) = {g € G| 27 = x}.

Proposicao 1.8.10. Stabs(X) < G.
Demonstracao: Segue direto da definigao de estabilizador. [

Teorema 1.8.11. Sejam G um grupo finito que age sobre X e x € X. Entdo, |G| =
2% | Stabg ().

Demonstracao: Seja y € 2“. Temos que existe ¢ € G tal que 29 = y. Se ¢’ € G é
tal que 29 =y, entdo ¢'g~' € Stabg(x). Assim, ¢ € Stabg(x)g e podemos ver que os
elementos ¢’, com x9 = y, sdo precisamente os elementos da classe lateral Stabg(x)g.

Mas |Stabg(z)g| = |Stabg(z)|, logo, para cada y € 2¢, existem exatamente |Stabg(x)|

|G|
|Stabg ()]
que prova o resultado. [

elementos ¢’ de G com z¢9 = y, e o nimero total de tais y € =& deve ser , 0

Definigao 1.8.12. Sejam G um grupo e H < G. Um transversal a direita (respecti-
vamente, a esquerda) para H em G € um conjunto completo e irredundante de repre-

sentantes das classes laterais a direita (respectivamente, a esquerda) de H em G.
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Teorema 1.8.13 (Schreier). Sejam G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo
de indice finito de G. Entao, H ¢é finitamente gerado.

Demonstragao: Sejam S = {s1,...,8.}, um conjunto de elementos de G tal que
G =(9), |G : H] = n. Seja, ainda, T'= {1 = t4,...,t,} um transversal a direita para
H em G. Entao, Y = {H, Ht,, ..., Ht,} é o conjunto das classes laterais a direita de
H em G.

Consideremos a agao de G em Y dada por: (Ht;)g = H(t;g) = Ht;, o que fornece
uma permutagao em Y e, consequentemente, no conjunto {1,...,n} tal que g(i) = j.

Assim, para qualquer elemento g € G e inteiro 7 tal que 1 <14 < n, Ht;g = Htyg
e, portanto, temos

tig = h(t;, 9)tyq); tal que h(t;,g) € H. (1.4)

Seja, entao, a € H. Ja que a é um elemento de G temos que a é um produto de
elementos em S U S™!, digamos a = u; ... u, em que u; € SUS ™ e k> 0. Usando a

relagao 1.4, temos

a =la=1uy...u, = (tlul)UZ L Ug
= (h’(tlv U’l)tul(l))UQ LU
(h(ty, ur)tu, (1) - u2)us . .. g

- h<t17 ul)h(tu1(1)7 U2>(tu2u1(1) : U3)U4 LUk

= h(tla u1>h(tu1(1)a u2) cee h(tuk,l...ul(l)a uk)tUk...UQ’LLl(l)
- h<t17 ul)h(tu1(1)7 Ug) cee h(tuk_l...ul(l)v uk>ta(1)'

Uma vez que a, h(ty,u1), ..., h(tu, | wq),ur) € H, temos que toqy) =t = 1 e,
assim,
a = h(t1u1>h(tul(1), Ug) e h(tuk_l...ul(l)y Uk).

O que significa que H é gerado pelos elementos da forma A(t;,u), com 1 <7 <mn, e

u € SUS™L. Portanto, H é finitamente gerado. m

Definicao 1.8.14. Considere a mesma notagao do teorema anterior. O conjunto Z =
{h(t,u) |t € T,u € SUS™} é chamado de conjunto de geradores de Schreier para H.

1.9 Sobre Representacoes Lineares

1.9.1 Alguns conceitos

Os conceitos e resultados presentes nessa se¢ao podem ser encontrados em [21].
Sejam G um grupo e V um espaco vetorial sobre um corpo F' de dimensao finita

n. Seja GL(V') o grupo das transformagoes lineares inversiveis de V', o qual pode ser
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identificado com G L(n, F) (o grupo das matrizes n X n inversiveis com coeficientes em

F).

Definigao 1.9.1. Um homomorfismo p: G — GL(V') € dito uma representagao linear

de G. O inteiro n € dito ser o grau da representacao p.

Note que Ker p<G assim, G/Ker p = p(G) < GL(V) e dizemos que a representagao
é fiel se Kerp=1.

Denotamos a imagem de g € G, p(g), por p,. Quando p é dado, dizemos que V é
uma representagao de G.

Sejam p e p’ duas representacoes de um mesmo grupo GG em espacos vetoriais V e V.
Dizemos que p e p’ sdo equivalentes se existe um operador linear invertivel 7: V' — V'

tal que T'o p, = pj, o T, para todo g € G.

Definicao 1.9.2. Uma a¢ao G x V — V € dita linear se:
29192) = (p9)2 gl =g Ve eV, g1, € G e

(x+y)f =294y, o) = % Vo,y€V,g€ G,AEF.

Dizemos, também, que G age linearmente sobre V' se existe tal acdo. Dizemos, ainda,

que V' é um G-médulo, ou um G-espago.

Definicao 1.9.3. Seja p uma representacao linear de G. Um subespaco W de V' € dito
ser G-invariante se p,(W) C W, para todo g € G.

Pela definigao anterior, para cada g € G a restricao de p, a W, denotada por pgv,
em que W é G-invariante, pertence a GL(W) e satisfaz pj. ., = p,’ py. ; para quaisquer

g1, 92 € G. Portanto, p"': G — GL(W) é uma representacao linear de G.

Definigao 1.9.4. Uma representacao linear p: G — GL(V') € dita ser irredutivel se V'
¢ nao-nulo e nao ha subespaco nao-trivial de V- que seja G-invariante. Caso contrdrio,

p € dita ser redutivel.

Definigao 1.9.5. Sejam A um anel e (M,+) um grupo abeliano. Dizemos que M é

um A-médulo se existe uma funcdo

AxM — M

(a,m) +—a-m
tal que para quaisquer m,n € M,a,b € A:

a(m+m) = am + an; (a + b)m = am + bm; a(bm) = (ab)m; 1am = m.
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Sejam G um grupo finito e F' um corpo. Denotamos

FG .= {Zagg;agEF},

geG

com as seguintes operagoes:

* ZO‘gg + Zﬂgg = Z(O‘g + By)g

geG geG geCG

. (Z agg> (Z ﬂhh> = Y (ayfBn)gh

geG heG g,heG

) (Z agg) => (Aay)g.

geG geG

Temos que F'G é uma F-élgebra e G é uma base para F'G. Assim, dimpFG = |G)|.

Definicao 1.9.6. Dizemos que FG, tal como descrito anteriormente, € a algebra de

grupo de G sobre F.

Definicao 1.9.7. Um FG-médulo, M, € um espaco vetorial sobre F', de dimensdo

finita, que € mddulo para o anel FG e verifica:
a(rv) = (ar)v =r(aw);Yv € M,r € FG,a € F.

Assim, um F'G-médulo é um G-moédulo no sentido da Definigao 1.9.2

1.9.2 Formas bilineares

Nesta subsecao, definiremos formas bilineares e trataremos de alguns resultados
relacionados, os quais serao importantes para simplificar a demonstracao do Lema

4.2.2. Esses resultados podem ser encontrados em [19] e [33].

Definicao 1.9.8. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F'. Uma forma bilinear
sobre V' € uma funcdo f que atribui a cada par ordenado de vetores x,y de V um

escalar f(z,y) € F que satisfaz:

flexy +x2,y) = cf (21, y) + f(22,y)

f@, ey +y2) = cf (x,90) + f(,92).

Se denotarmos por V x V o espaco de todos os pares ordenados de V', podemos
dizer que uma forma bilinear sobre V' é uma funcao f: V x V — F que, se fixada uma

coordenada, entao a outra pode ser vista como uma funcao linear.
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Note que a fun¢ao nula, definida de V' x V sobre F', é uma fungao bilinear, a soma
de duas formas bilineares é uma forma bilinear e se f é uma forma bilinear e A € F,
entao Af é uma forma bilinear; de modo que qualquer combinacao de formas bilineares
¢ uma forma bilinear. (Segue da definicao.)

Ou seja, o conjunto de todas as formas bilineares sobre V' é um espago vetorial.

E possivel associar a uma forma bilinear uma matriz, como descrevemos a seguir.
Seja V um espago vetorial de dimensao finita e seja B = {ay, ..., a,} uma base orde-
nada para V. Se f é uma forma bilinear sobre V', a matriz de f na base ordenada B é
uma matriz n x n, A, com entradas A;; = f(a;, ;). Quando for necessério deixar claro
qual a base usada, denotarmos essa matriz por [f]z.

Dadas duas bases distintas para o espago vetorial V', temos duas matrizes associadas
a forma f, como ja foi descrito. Vejamos como podemos relacionar ambas as matrizes.

Sejam P = [f]p e Q = [f]|p matrizes de f nas bases B = {z,...,2,} e B/ =
{z},..., 2]}, respectivamente. Se M = (m;;) é a matriz mudanca de base de B para

B, temos:
n
/ § : )
ZBj = mp;x;
I=1
logo,
n n n
fla, )y =7f My T myiz | = M [ (3, 25 )my;
i) — kilk, Al | — ki iy Ly lj-
k=1 =1 Lk=1
: _ st
Ou seja, Q = M*"PM.
Observe que, pela relagao anterior, duas matrizes que representam a mesma forma,

nao necessariamente na mesma base ordenada, possuem o mesmo posto. Isso permite

uma definicao de posto para formas bilineares.

Definicao 1.9.9. Se f ¢ uma forma bilinear sobre um espaco vetorial, o posto de f €

tgual ao posto da matriz de f numa base ordenada.

Definicao 1.9.10. Uma forma bilinear f de um espaco vetorial V € dita ser nao-

degenerada, ou nao-singular, se para cada par o, € V existem x,y € V tais que
fla,z) #0 e fy,B) # 0.

Formas Bilineares Simétricas

Definigao 1.9.11. Seja f uma forma bilinear sobre um espaco vetorial V. A forma

bilinear f € dita ser simétrica se f(x,y) = f(y,x), para quaisquer vetores z,y € V.

Se V' é um espaco de dimensao finita, a forma bilinear, f, é simétrica se, e somente

se, sua matriz A em alguma base ordenada é simétrica (A" = A).
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Formas Bilineares Anti-Simétricas

Definicao 1.9.12. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F. Uma forma bilinear,
f, sobre V' € denominada anti-simétrica se f(x,y) = —f(y,x), para quaisquer vetores
x,y € V; além disso, se F' possui caracteristica igqual a 2, adicionamos a condi¢ao

f(z,x) =0, para todo x € V.

Neste trabalho, apenas consideraremos corpos com caracteristica distinta de 2.

Suponhamos agora que f é uma forma bilinear qualquer sobre V' e definamos:

o) = 57w 9) + f (3,2

(e,y) = 5[f (@ y) ~ Sy, o)
Temos que g é uma forma bilinear simétrica sobre V e h é uma forma bilinear anti-
simétrica sobre V', de forma que f = g + h. Essa expressao para f como soma de uma
forma bilinear simétrica e anti-simétrica é unica, logo, o espaco das formas bilineares é
uma soma direta do subespaco gerado pelas formas bilineares simétricas com o gerado
pelas formas bilineares anti-simétricas.

Se V' é um espago de dimensao finita, a forma bilinear é anti-simétrica se, e somente
se, sua matriz A em alguma base ordenada é anti-simétrica (A" = —A).

Se f é anti-simétrica, a matriz de f em qualquer base ordenada possui as entradas
da diagonal nulas, ja que f(z,z) = —f(z,x), para qualquer = € V', o que significa que
f(z,x) =0, para qualquer = € V', ja que estamos considerando que a caracteristica de
I ¢é distinta de 2. Suponhamos que f é uma forma bilinear anti-simétrica, nao-nula,
sobre V. Assim, existem «, 5 € V/, tais que f(«, ) # 0. Multiplicando « por um escalar

conveniente, podemos supor que f(«, 3) = 1.

Teorema 1.9.13. Seja V' é um espaco vetorial de dimensao n > 1 com uma forma

bilinear anti-simétrica, f. Entao, f pode ser associada a uma matriz da forma:

0 1
-1 0
0 1
Demonstragao: Ver [33], Theorem 1.1.13. "

A base B de um espaco vetorial anti-simétrico é chamada hiperbolica se
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0 1
-1 0

e é chamada simplética se

onde I, é a matriz identidade de M, (F') (o grupo das matrizes n x n com coeficientes
em F)).

Com essa definigao, se B = {z1,y1, ..., Tn,Yn}, entdao B = {xy, ..., Tp, Y1, -, Yn}
é uma base simplética, e vice-versa. Dessa forma, nas condi¢oes do Teorema 1.9.13,

podemos dizer que V possui base hiperbdlica e outra simplética.

1.9.3 Grupos que preservam formas bilineares

Sejam f uma forma bilinear sobre um espago vetorial V' e T" um operador linear

sobre V. Se definimos g(a, 8) := f(Ta,T3), entdo g é uma forma bilinear.

Definigao 1.9.14. Dizemos que T preserva f se f(Ta,Tf) = f(a, ), para todo par
a,feV.

Note que o conjunto de operadores lineares que preservam uma forma bilinear dada

¢é fechado sob o produto de operadores.

Teorema 1.9.15. Se f € uma forma bilinear nao-degenerada sobre um espacgo vetorial
de dimensao finita V', entao o conjunto de todos os operadores lineares sobre V que

preservam f € um grupo sob a operacdo de composicao.

Demonstragao: Ver [19], Theorem 7 da pagina 379. =
Sejam M a matriz que representa T', um operador linear, numa base ordenada B de
um espaco vetorial V e A a matriz de f nessa mesma base. Sejam «, § € V tais que X

e Y sao vetores das coordenadas de a e (3, respectivamente. Entao, podemos escrever
fla,B) = X'AY ¢

F(Ta, TB) = (MX)'AMY = X"(M'AM)Y.
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Assim, dizemos que T' preserva a forma bilinear f se M'AM = A. Além disso, o
conjunto de matrizes M, tal que M*AM = A é um grupo de matrizes sob a multipli-

cagao.
O grupo simplético

Definicao 1.9.16. Para qualquer nimero natural n, se F' é um corpo, dizemos que o
grupo simplético Sp(2n, F') (também denotado por Spa,(q)) € o subgrupo de GL(2n, F')
que consiste de todas as matrizes n x n, X, sobre F tais que X'JX = J, em que J

uma matriz tal que J' = —J e J' € a matriz transposta de J.

Proposicao 1.9.17. A ordem do grupo simplético sobre o corpo F, é

1Sp(2n, q)| = ¢ [ [ (¢¥

j=1
em que F, é o corpo de ordem q = p*, para um primo p.

Demonstragao: Ver [33], Theorem 3.1.1. =
Proposicao 1.9.18. Sp,(q) < SLa,(q).

Demonstracao: A demonstracao segue da definicao anterior. [

Definicao 1.9.19. Uma matriz é dita singular se seu determinante € nulo; caso con-

trario € dita nao-singular.

1.9.4 Quadrado simétrico e Quadrado Alternado

Sejam V' e W espagos vetoriais de dimensao finita m e n, respectivamente, sobre
um mesmo corpo F'. Diremos que um espaco vetorial denotado por V' ® W, junto com
uma aplicacao bilinear

1. VW = VW
(v,w) VW

é o produto tensorial de V e W se, para qualquer espaco vetorial U sobre o mesmo
corpo F' e qualquer aplicacao bilinear B: V x W — U, existe uma, e apenas uma,
transformacao linear L: V @ W — U tal que B(v,w) = L(v ® w), isto é, B= Lo :

N

v

®

.
_

<
X
S

&
l
-



Ou seja, dizemos que a aplicagao ¢ € uma aplicacao bilinear universal, pois qualquer
outra ¢ uma composigao de ¢ seguida por uma linear. Esta é a propriedade universal
do produto tensorial, também chamada mapeamento universal ou universalidade.

Pode-se verificar que um produto tensorial V @ W existe e que se {vy,...,v,} e
{wq,...,w,} sao bases de V' e W, respectivamente, entdao V' ® W possui como base o
conjunto {v; @ w; |1 <i<m,1<j<n}.

Sejam V um FG-médulo com base {ey,...,e,}, em que F' é um corpo de caracte-
ristica diferente de 2 e G um grupo finito. Entao, podemos definir uma estrutura de
FG-médulo sobre V @V por (w®wv)g = wg ®vg; para todo € G e quaisquer v,w € V.

Definindo W := V @ V' considere o automorfismo ¢: W — W tal que ¥(v ® w) =

w ® v, logo, ¥? = id. Defina, agora, os subespacos de W:
Sym*(V) = (v@w|dvew)=1vQw)
chamado o quadrado simétrico e
Al (V) = wow|dvew) = —(v®w))

chamado o quadrado alternado, aqui denotado por A%(V). Com essa definicao, segue

que {e;®ej+e;®e|1<i<j<n}e{e®ej—e;®e |1 <i<j<n}sao basesdos

subespacos Sym?(V) e A%(V), respectivamente, e, portanto,
n(n+1)

dimyy Sym?* (V) = — e dimw A*(V) =

n(n —1)
—

Note que, para qualquer w € W, temos w + J(w) € Sym?(V) e w — I(w) € A*(V);

além disso,

L w—i—;?(w) +w—219(w)’
o que significa que W = Sym?(V) + A%(V).
E mais, se w = w ® v tal que w € Sym?(V) N A*(V), entao J(w) = w = —9(w), 0
que implica que a intersegao de tais subespacos é trivial e, portanto, W = Sym?(V') &
A%(V).



Capitulo
2

Sobre os Algoritmos

2.1 Grupos Livres

Dizemos que uma relacao ¢ livre se é uma relacao que aparece em qualquer grupo,
como, por exemplo, zz~! = 1, em que x é um elemento do grupo. Podemos dizer que
um grupo lwre é um grupo livre de qualquer relacao nao-trivial entre seus elementos
(nao é abeliano, nao é finito, nao é nilpotente, ...). Essa ideia serd formalizada por um
teorema mais adiante. As demonstracoes omitidas nessa secao podem ser encontradas
em [22] (Chapters 1, 4) e [36].

Seja X um conjunto. Uma palavra em X, denotada por w é um elemento gerado

pelos elementos pertencentes a X UX ~!. Muitas vezes denotaremos w por w(w1, ..., x,)
como sendo a palavra gerada pelos elementos xq,...,z, € X. Um exemplo de uma
palavra em X = {z,..., 27} é w(xy,...,17) = 2] ' Tox57125 "7 "

Definicao 2.1.1. Um grupo F' ¢é dito livre sobre um subconjunto X se, dado um
grupo qualquer G e uma funcao f: X — G, existe um unico homomorfismo de grupos

o: F'— G tal que p)x = [.

Assim, se 1: X — F é a inclusao de X em F, temos que o diagrama a seguir é
comutativo.

s/
f s
[

G
Proposicao 2.1.2. Se F' € livre sobre X, entao X gera F'.

Proposicao 2.1.3. Sejam Fy e Fy dois grupos livres sobre X e Xs, respectivamente.

Entao, Fy e Fy sao isomorfos se e, somente se, | X1 | = |X|.

Definicao 2.1.4. Se F' ¢ livre sobre X, entdo dizemos que X € uma base (livre) para
F; além disso, | X| € dito o posto de F.

27
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O teorema a seguir formaliza a ideia introduzida no inicio da segao.
Teorema 2.1.5. Um grupo F' € livre sobre X se, e somente se:
i) X gera I | e
ii) ndo existe relagdo nao trivial entre os elementos de X.
Proposicao 2.1.6. Dado um conjunto X, existe um grupo livre F' com base X.

Proposicao 2.1.7. Todo grupo é imagem homomorfa de um grupo livre F sobre X,

ou seja, € quociente de um grupo livre.

Demonstracao: Seja G um grupo arbitrario e escolha um elemento z, € X para cada
g € G, um elemento de G. Defina o conjunto X = {z,|g € G}, entdo f: X — G, em
que f(z,) = g é uma bijecao. Existe um grupo livre F' com base X, pela Proposi¢ao
2.1.6. Entao, existe um homomorfismo ¢: F' — G estendendo f, de forma que ¢ é uma
funcao sobrejetora, pois f é sobrejetora. E segue o resultado. [

Sejam G um grupo, F' um grupo livre, livremente gerado por um conjunto nao-
vazio X e ¢: F(X) — G um epimorfismo. Se r ¢ uma palavra pertencente ao nicleo
N = Ker ¢, entao ¢(r) = 1 e dizemos que a palavra ¢(r) é um relator, correspondente
a relacao p(r) = 1. Seja R C F' um conjunto de relatores tal que N = Ker ¢ é o fecho
normal de R em F'. Dizemos que R é o conjunto definidor de relatores de G.

Temos que X e R determinam G, a menos de isomorfismo. Desse modo, denotamos
G = (X|R), em que X é um conjunto nao-vazio de geradores e R é o conjunto de
relatores, ou seja, um conjunto de palavras em X, ou relacoes da forma u = v que

corresponde ao relator uv™. O par (X|R) é dito ser uma apresentacio de G = F'/N.

Exemplos 2.1.8.
G = (a,b|a*, b a* = a™"),

H = (a, ] at, b =d%a’ = aly,
A = {a,b|a* b [a,b]).

O que podemos dizer sobre esses grupos? Essas apresentacoes ja nos permite ver
algumas relagoes triviais nos grupos e podemos dizer, por exemplo, que A é um grupo
abeliano elementar, ou que H nao é abeliano. Mas, podemos decidir imediatamente
sobre a finitude desses grupos, por exemplo? E possivel criar algoritmos para responder
questoes sobre a estrutura desses grupos, com uma ajuda computacional. Além disso,
as apresentacoes desses grupos influenciam na eficiéncia de calculos computacionais.
Podemos calcular uma apresentagao mais “vantajosa” para decidir, por exemplo, se

possuem ordem prima, se sao nilpotentes ou soluveis.
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A proxima proposicao nos diz que sempre podemos encontrar uma apresentagao

para qualquer grupo.

Proposicao 2.1.9. Todo grupo possui uma apresentacao e todo grupo finito possui

uma apresentacdao finita.

Lema 2.1.10. Sejam a: X — Y, f: X — Z homomorfismos de grupos tais que o é

sobrejetor e Ker a C Ker 3. Entdo, existe um homomorfismo ¢: Y — Z com ap = [3.

Kerf

\/

Y
|
|
|
Iy
A
|
|
v

Kera A

Teorema 2.1.11. (Von Dyck) Sejam X um conjunto e F' um grupo Livre sobre X.
Se R e S sdo subconjuntos de F' tais que R C S, entao existe um epimorfismo
0: (X|R) — (X|S) que firta X elemento a elemento. Além disso, o nicleo de 6 € o
fecho normal de S — R em (X|R) .

Ker 3 (X|R)

.
/\L

Ker o (X|5)

0

Teorema 2.1.12. (Teste de Substituicao) Sejam G um grupo com apresenta¢do
(X|R), H um grupo arbitrdrio e 0: X — H uma func¢dao. Entdo, 0 se estende a um
homomorfismo 0': G — H se, e somente se, para todo x € X e todor € R, o resultado

da substituicao de x por 6(z) em 1 é a identidade de H.

2.2 Apresentacao por Poténcias e Comutadores

Uma apresentacao de um grupo define uma “maneira” que tal grupo pode ser dado.
Assim, em vez de trabalharmos com o grupo, podemos trabalhar com sua apresentacao.
Como ja foi dito, um grupo pode ter uma apresentacao mais “vantajosa” que outra no
sentido de otimizar calculos e algoritmos relacionados a estrutura do grupo.

Se tivermos uma apresentacao consistente por poténcias e comutadores para um

grupo (ver Defini¢ao 2.2.4), podemos, por exemplo, solucionar o problema da palavra
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para esse grupo (decidir se duas palavras no mesmo conjunto de geradores represen-
tam o mesmo elemento). Além disso, essa apresentacao fornece uma série normal para
o grupo e muitos algoritmos, desenvolvidos para calcular propriedades de p-grupos,
trabalham sobre a série normal do grupo.

A maioria dos conceitos e resultados desse capitulo podem ser encontrados em “The

p-group generation algorithm” [32] de E. A. O’Brien.

Definicao 2.2.1. Uma apresentacao por poténcias e comutadores para um grupo G
n(n+1)

consiste em um congunto finito de geradores A = {ay . ..a,} e um conjunto de 5

relagoes descritas por:

n

al = Ha?(i’l);lgign—l eab =1

7
l=i+1

laj,a;] = H alﬁ(i’j’l); 1<i<j<n—-1lelaya]=11<i<n-1,
I=j+1

em que p € um nuimero primo e 1 < a(i,l), B(i,5,1) <p—1; a(i,l), 5(i,4,0) € N.

Proposicao 2.2.2. Todo p-grupo finito tem uma apresentagcao por poténcias e comu-

tadores.

Demonstracao: Suponhamos que G seja um p-grupo finito de ordem p”. Entao, G é

um grupo nilpotente e, pela Proposicao 1.3.12, possui uma série central da forma:
G=G1>Gy>...>Gpy1 =1
tal que cada fator G;/G;11 é ciclico de ordem p, para 1 < i < n. Logo,
Gn/Gni1 = Gn=(gulgn =1) < Z(G) e (2.1)
Gn1/Gn = {gn-11gn1 = 1) < Z(G/Gr). (2.2)

O que implica, pela relacao de inclusao 2.1, que:

a(n—1,n)

Gn—l = <gn—17 9n | gfl—l =9, 792 = ]-7 [g’m gn—l] = 1>

e, pela relagao de inclusao 2.2:

a(n—2,n—1) a(n—2,n) a(n—1,n)

G2 ={Gn-2:Gn-1:9n | Gh_o=gn1 n O =Gn 9P =1,

n—1,n—2mn
[gna gn—l] = [gn7 gn—Q] = 17 [gn—la gn—Q] = 95( )>
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Seguindo um raciocinio anadlogo, temos que, para todo inteiro k tal que 1 < k < n:
Lit1) a(iit2) af,
Gk - <9k:» 9k+15---,9n-1,9n | gf - gzoiZlH— )g?-}EZQH_ )93(1 n)7

k<i<n-10<ali,j) <pg =1,
B(i,4,i+1) B(i,5,i+2 B(i,4,m
[g]agz] :ng(rlj )g]J(r2J )gn( ! )7

[, 9;] =1, 1 < j <m).
Portanto, G possui a apresentacao por poténcias e comutadores dada por:
a(te+1) a(ie+2) a(in
G=GCr= (1,02 gn-1.9n| oF = gi 3 Vi g,

1<i<n—-1,0<a(i,j) <p,g° =1,

B(iji+1) B(i,ji+2 B(i,jn
[gjagi] = ng(rlj ) j-s(—2j )'--gn( )

)

Observacao 2.2.3. Seja G um grupo finito com a sequinte apresenta¢ao por poléncias

e comutadores:

geradores: ay,...,ay
relagoes:  af =[]}, ala(i,l); 1<i<n—1lea’ =1
..l o
[aj, a;] ZH?:jJrlalﬁ(” ); 1<i<jij<n-—1
lan,ai] =1;1<i<n—1

(P)

em que p € um nimero primo, 1 < a(i,l) e Bz, 5,1) <p—1.
Se A; = (a;,...,a,), para todo inteiro i tal que 1 < i < n, temos que A; <G e

ainda que qualquer elemento a de A; pode ser expresso na sua forma normal:

a:af...ag" em que 0 < B; <p—1.

Temos ainda que, para cada i, A;/Aiv1 = (a;Air1), tal que af € A;1q, logo,
|Ai/Aita| =1 ou [A;/Aia| = p.

De modo que G € um p-grupo e |G| < p™.

Definicao 2.2.4. A apresentacdio (P), definida anteriormente, é denominada consis-

tente se |G| = p".

Numa apresentagao que nao é consistente duas palavras com formas normais dife-
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rentes podem representar o mesmo elemento do grupo. Mas, numa apresentacao con-
sistente as formas normais sao tnicas, por isso a importancia de uma apresentacao ser

consistente.

2.2.1 Consisténcia

O processo de coleta ¢ um método que pode ser usado para determinar a forma
normal para um elemento de um grupo dado por uma apresentacao consistente por
poténcias e comutadores. Nesta subsecao apenas introduziremos o assunto, o leitor
interessado em maiores detalhes pode consultar [24].

Sejam p um primo, G um p-grupo finito, d-gerado de ordem no maximo p", com
apresentacao (P), tal como definida na Observagao 2.2.3. Os elementos da forma w =
a‘f(l) e ag(n), em que 0 < a(i) < p, s@o ditos palavras normais no geradores de G.

Toda palavra nos geradores de G pode ser transformada numa palavra normal

usando o processo de coleta, o qual descreveremos a seguir.

1
e Comece com w = a‘f( ) .a2™ uma palavra nos geradores de G.

e Enquanto w nao é uma palavra normal faca:

1. como w nao é uma palavra normal, w contém no minimo uma subpala-
vra nao-normal minimal da forma a} ou a;a; com j > i. Escolha uma tal

subpalavra qualquer, wu.

2. Use alguma relacao correspondente em (P) e substitua u por essa nova pa-
lavra, obtendo assim uma palavra w’, nos geradores de G. (Esse passo é dito

ser o processo de coleta de u.)

3. Faca w:=w'.

Observe que tal processo termina com um ntmero finito de passos.

Se W = {a?™ ... a2™ |0 < a(i) < p} é o conjunto de todas as palavras normais
de um grupo G tal como descrito no inicio desta segao, entao |W| = p™. Como toda
palavra nos geradores de GG pode ser transformada numa palavra normal, podemos
definir o produto u.v de dois elementos u,v € W como sendo a palavra normal de uv
obtida pelo processo de coleta.

Se W é um grupo, entao W = G, G = p™ e (P) é consistente. Assim, se estabele-
cermos um critério para que a operacao descrita seja associativa, teremos um critério

de consisténcia.
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Teorema 2.2.5. A operagio descrita anteriormente (sobre as palavras normais) é

associativa se as sequintes identidades sao verdadeiras:

aza)ak—az(a]ak) para 1 <k <j<i<n

(
(az; )ak—a (@]ak) paral <k <j<n
(
(

(2.3)
a;.a;).as —al.(aja Y paral1<j<i<n
azafl)al—az(apl a;); paral1 <i<n

Tais identidades com k < d sao suficientes para garantir a associatividade de W .
Demonstragao: Ver [24], Teorema 2.2.5. "

Asidentidades 2.3 sao chamadas de condicoes ou testes de associatividade de Wams-

ley.

2.3 Grupos Policiclicos

Um grupo policiclico é caracterizado pela existéncia de uma série normal com fatores
ciclicos (ver, por exemplo, a Proposi¢ao 1.3.12). Podemos dizer que grupos policiclicos
sao grupos soliveis em que cada subgrupo é finitamente gerado (ver Teorema 2.3.5). O
estudo sobre esses grupos comegou com Hirsch em duas publicagoes [14] e [15], conti-
nuando com trés artigos futuros [16], [17] e [18]. Nos ultimos anos, grupos policiclicos
atraiu a atencao de matematicos por formarem uma grande classe de grupos, na qual
muitos problemas a eles relacionados podem ser resolvidos por meio de algoritmos [38].

Nessa classe de grupos estao incluidos os grupos soluveis finitos e os grupos nil-
potentes finitamente gerados. Consequentemente, inclui também a classe de p-grupos
finitos.

Os conceitos e resultados aqui presentes podem ser encontrados em [20], [29] e [38].

Definicao 2.3.1. Um grupo G € dito ser policiclico se, para algum n natural, possui

uma sequéncia de subgrupos:
G:GIZGQZZGnZGn—f—l:l

tal que Gi11 <Gy e G;/Giqq € ciclico para todo 1 < i < n. Tal sequéncia é chamada de

série policiclica de G.

Exemplo 2.3.2. Seja G = ((1,3)(2,4),(1,2)(3,4),(1,2,3)). Observe que G é grupo
policiclico. De fato, V = ((1,3)(2,4),(1,2)(3,4)) < G e Cy = ((1,3)(2,4)) < V. Além
disso, G > V > Cy € série policiclica de G.

Teorema 2.3.3. i) Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Se N e G/N

sao policiclicos, entao G € policiclico;
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ii) todo grupo abeliano finitamente gerado € policiclico;

iii) todo grupo nilpotente finitamente gerado € policiclico.

Demonstragao: Ver [29], Theorem 2.1.3 e Proposicao 1.3.12. "
Teorema 2.3.4. Seja G um grupo policiclico. Entao:

i) se N < G, entdo N € policiclico. Além disso, se N I G entao G/N € policiclico;
ii) G € finitamente gerado;

iii) G € soluvel.

Demonstragao: Ver [29], Theorem 2.1.1. "

Pelo Teorema 2.3.4, todos os grupos policiclicos sao soluveis e finitamente gerados,
contudo a reciproca nao é verdadeira, ou seja, existem grupos soliveis finitamente
gerados que nao sao policiclicos, ver [29], Example 2.1.2. O teorema a seguir determina

quando tal reciproca é verdade.

Teorema 2.3.5. Um grupo G € policiclico se, e somente se, G € soluvel e todo subgrupo

de G ¢ finitamente gerado.
Demonstragao: Ver [38], Proposition 4 da pagina 4. ]

2.3.1 Sequéncia policiclica de geradores

Considere G' um grupo policiclico. Entao, G possui uma série policiclica, digamos
G=G>Gy>...>G, > G,y = 1. Além disso, é possivel determinar elementos
{g1,---,9.} em G tais que (g1,...,9,) = G e ¢;G;11 é um gerador de G;/G;,1, tal
gerador existe pois G;/G;11 é ciclico. Com base nisso, introduziremos o conceito de

sequéncia policiclica de geradores de G.

Definicao 2.3.6. A sequéncia ordenada (g1, ..,g,) de elementos de G € dita uma
sequéncia policiclica de geradores se os grupos G; = (gi, ..., gn) formam uma série

policiclica de G.

A sequéncia policiclica de geradores pode ser usada para expressar cada elemento
de G de maneira tnica. Um elemento g € G; pode ser escrito como o produto g;*¢g’ com
g € Giy1. Esse produto é tinico se G;/G;;1 é infinito ou se G;/G;11 tem ordem finita
m;, em que 0 < e; < m,;. Por indugao, todo g € G pode ser expresso unicamente como
o produto gi* ... g5, em que 0 < e; < mj, se G;/G;4; ¢ finito de ordem m;.

A palavra gi'...g¢%» é chamada de forma normal de g com respeito a sequéncia

policiclica de geradores (g1, ...,gn), € a sequéncia exp(g) := (eq,...,e,) é denominada
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vetor expoente de g com respeito a sequéncia policiclica de geradores (gy, ..., gn). Se
estiver claro no contexto qual é a sequéncia policiclica de geradores usada, dizemos
apenas forma normal de g. Uma palavra w na sequéncia policiclica de geradores é uma
forma normal se, e somente se, w = ¢7' ... g5, em que 0 < e; < m; se G;/G,41 é finito

de ordem m,.

Exemplo 2.3.7. Considere o grupo G = ((1,3)(2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3)), tal como no
Ezxemplo 2.3.2.
X :=1(1,2,3),(1,2)(3,4), (1,3)(2,4)] € uma sequéncia policiclica de geradores para

G tal que my =3, my =2 e m3 = 2.

Uma série principal de um grupo G é uma série normal G = G| > Gy > ... >
G, > Gpi1 = 1 tal que cada G,;;; é o maximal entre os subgrupos normais a G
contidos em G;. Se G é um p-grupo, a série principal de G' é uma série policiclica de
G, logo, G € policiclico. A correspondente sequéncia policiclica de geradores para G é
denominada base para G. Podemos ver que, sendo m; a ordem de G;/G;;; (finita ou
nio), entdo g™ € Gy e g,” € Gj.1; para quaisquer inteiros 4, 7,k tais que 0 <i <n
e0<j<k<n.

Assim, a base de um p-grupo determina uma apresentacgao consistente por poténcias
e comutadores de GG, em que as relacoes definidoras sao da forma:

6(77—"—1) ‘,‘,
o = gl gl ¢

B(i,5,5+1 i.jmn
90, 95 = g3 L gltam)

para quaisquer inteiros 4,7 com 1 <i < j <n, em que 8(i,j, k) € {0,...,p — 1}.
Essa apresentacao, denotada por Pc(g;, . .., g,|R), é dita ser apresentagao policiclica

e serd usada mais tarde nos grupos definidos no Capitulo 4.

Teorema 2.3.8. Toda sequéncia policiclica determina uma unica apresentacdao polici-

clica. Assim, todo grupo policiclico pode ser definido por uma apresentagdo policiclica.

Demonstracao: Ver [20], Theorem 8.8. "

O teorema a seguir diz que toda apresentacao policiclica define um grupo policiclico.

Teorema 2.3.9. Se G € um grupo definido por uma apresentacao policiclica sobre os
geradores 1, . ..,x,, entao G € grupo policiclico com sequéncia policiclica de geradores
X = (z1,...,2).

Demonstragao: Defina G; := (z;, ..., x,) < G. As relagoes em R fornecem que G;;1 <
G;; para todo inteiro i tal que 1 < ¢ < n. Por construcao, G;/G;41 € ciclico e, assim, G

é policiclico. Como G; = (x;, Gi11), X sequéncia policiclica de geradores para G. n
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Exemplo 2.3.10. Na apresentagao
PC<§U1,.§U2,$3 . x% = T2, I‘% = I3, x% = 17 ['r27x1] = T3, ['r37x1] = 17 [Ig,l’Z] - 1>

temos que 1Ty = ZL‘1I% = l‘%l’l = T2l1 =— T1XT2X3.
Dessa maneim, vemos que nem todo elemento do grupo com tal apresentag:do tem

uma unica forma normal.

2.4 Estabilizadores
Esta se¢ao foi baseada no artigo de B. Eick, C. R. Leedham-Green e E. A. O’Brien

[9] e na tese de doutorado de R. Schwingel [37]. Descrevemos aqui algumas técnicas

para determinar o estabilizador de um dado grupo.

2.4.1 Estabilizadores de grupos de matrizes

Sejam G < GL(n,q) tal que ¢ = p*, p é primo, e U < V um subespago u-
dimensional do G-médulo V', n-dimensional. Nesta subsecao discutiremos como de-

terminar o Stabg(U).

Definigao 2.4.1. Um subgrupo unipotente de GL(V') é um subgrupo em que qualquer

elemento possui todos os autovalores iguais a 1.

Proposicao 2.4.2. Dado q = p®, um p-subgrupo de Sylow de GL(n,q) tem ordem pSG)
e ¢ isomorfo ao grupo de matrizes unitriangulares inferiores, sendo assim um subgrupo

unipotente.
Demonstragao: Temos que a ordem do grupo GL(n, q) é

n

qn(n—l)/2 H(qz _ 1)

1

Uma vez que, para qualquer i > 0, ¢' — 1 = —1 (mod ¢) e como g = p*, temos que

¢" —1=—1 (mod p). O que significa que p é relativamente primo a:

n

[ - .

1=1

Portanto, a ordem do p-subgrupo de Sylow de GL(n,q) é q(g) = ps(g).
O produto de duas matrizes unitriangulares inferiores é ainda uma matriz unitri-
angular inferior, o conjunto dessas matrizes formam um subgrupo de GL(n,q); além

disso, essas matrizes possuem (n) entradas sobre o corpo GF(q) dando um total de

(") . . . §
¢\2) matrizes inferiores, o que demostra o resultado. [
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Subespacos Invariantes

Consideraremos uma série de composicao, V =V, > Vo > ... >V, > V., =0,
do G-médulo V| isto é, a série de subespagos G-invariantes de V' tais que V;/V;;1 é
irredutivel sob a acdo de G. Para 1 < j < i < r+ 1, definimos: U;; = (U + V;) N'V;.
Como U; j41 =U;; NV <U;je Uiy =U; j+ Vi1, temos que:

St&b@(UiJ) S Stabg(Ui_Lj) (§] Stabg(Um) S Stab(;(UmH). (24)
Lema 2.4.3. Seja G um grupo agindo sobre ) e sejam w,v € Q) tais que Stabg(w) <

Stabg(v). Entao, Stabg(w) = Stabgia,,, (w).

Demonstragao: Segue da definigao de estabilizador, ja que Stabg(w) = {g € G, w9 =
w} C Stabg(v), logo Stabg(w) = {g € Stabg(v), wd = w}. n

Pelo Lema 2.4.3, podemos dividir o calculo do estabilizador Stabs(U) em uma
sequencia de calculos de estabilizadores de ordem menor, tal como descrevemos no

algoritmo a seguir:
e comece com H = G;
e marque U;;; V1 <i<r+41;
e enquanto existir algum U; ; desmarcado:

— escolha um subespaco U; ; tal que U; ;11 e U;—1 ; estejam marcados;

construa a agao de H sobre U;_1;/U; ji1;

— calcule H := StabH(Ul,]/Uz,]—i-l), V=V= Ul,l

— marque U, ;.

=
[
=

AN
/N

NSNS N
NSNS N

\ 7 Vier = Ujt111
Ury11 = U< 7 \
\U7 Vici1 =U;—1,-1
\ sz = Uz i

0=Vip1 =Urs1,r41
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Em qualquer estagio do algoritmo, H é um subgrupo de G que estabiliza todos
os subespagos marcados. Esse procedimento termina com H = Stabg(U), ji que
Staba(U) =

Calculamos Staby (U; ;) apenas se H ja estabiliza U; ;11 e U;_1; por duas razoes.

i>j Stabe (U, j), pela relacao de inclusao 2.4.
Primeiro, se H nao estabiliza U; j11 ou U;_1 ;, entao podemos encontrar um subgrupo

intermedidrio entre H e Staby (U, ;), pois pela relagao 2.4,
Staby (U, ;) < Staby(Ui—1 ;) < H ou Staby (U, ;) < Staby (U, j+1) < H.
Além disso, podemos reduzir a acdo de H ao subespaco menor U;_ ;/U; j11, pois
Staby (U, ; /Ui j+1) = Staby (U, ;).

Observe que nao existe um tnico caminho para calcular Stabg(U).
O estabilizador sob agao de um p-grupo

Se G um p-subgrupo de GL(n, p), entao G é unipotente, pelo Lema 2.4.2. R. Schwin-
gel [37] apresentou um algoritmo para construir um representante canénico U da G-
orbita do subespaco U de V' e, ao mesmo tempo, construir um conjunto de geradores
para Stabg(U) e um elemento t € G tal que Ut = U.

O representante canonico é definido por uma relacao de ordem sob a orbita de U
sob a acao de (G. Dessa maneira, podemos decidir se dois subespacos estao na mesma

orbita sob G com calculos e comparacgoes de seus representantes canonicos.

Assumimos que temos (g1, .., ¢n,) como uma base para o grupo G, tal como de-
finimos na Secao 2.3. Seja V =V, > V5 > ... >V, > V,,; = 0 uma série de
composigdo maximal G-invariante de V. Entao, V' tem uma base ordenada (eq, ..., e,)

com e; € V;\ Viyq para 1 < i < n. A forma candnica depende da escolha da base

ordenada.

Definigao 2.4.4. Sejam X,Y C {1,...,n}. Entao, X <Y se ocorre algum dos se-

gquintes casos:

1. X#0eY =0.
2. X#0,Y #0 e min X < min Y.

3. X#£0,Y#0 esemin X =min Y =k, entio X \ {k} <Y\ {k}.

Assim, obtemos uma ordem total (ou linear) sobre o conjunto de subconjuntos de
{1,...,n}.
Sejam v = Y " ja;e; € Ve Z,={i:1<i<neaqa =0} Definimos uma ordem

parcial em V: se Z, < Z,,, entao v < w, para v,w € V.
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Definigao 2.4.5. A forma candnica de um vetor v € V' em sua orbita sob G é o menor

elemento de sua orbita com respeito a esta ordem defina anteriormente.

R. Schwingel mostrou que a forma canonica de um vetor v é Unica em sua Orbita

sob G (ver [37], Theorem 3.2).

Definicao 2.4.6. Sejam dois subespagos m-dimensionais U e W de V com U = Uy >
Uy>...>U, >0eW =W, > Wy > ... > W, > 0 as respectivas séries de
composicao maximal G-invariante de U e W. Dizemos que U <4, W se ocorre algum

dos sequintes casos:
1. Up = (u), Wy, = (w) eu < w;
2.1<me Ui+1 < Wi+1,'

3. i <m,Uy = Wigq, Uy = (Uipq,u), W = (W1, w) e sew é o menor elemento de

{u+z|x €Uy} ew é o menor elemento de {w + x|x € W1}, entdo u < w.
A relacao <, define uma ordem parcial sobre os subespacos de V.

Definicao 2.4.7. A forma canonica de um subespaco U de V' em sua orbita sob G € o

menor subespaco em sua orbita com respeito a relagao de ordem <j.

Seja U < V. A intersecao de U com cada V; resulta numa série maximal em U
quando ja removido termos duplicados. Stabg(U) estabiliza cada subespago dessa série;
em particular, estabiliza o subespago unidimensional, U;. Determinamos, entao, a forma
canonica e o estabilizador para Uy, e procedemos recursivamente.

Reduzimos, assim, o caso em que U possui dimensao 1. Seja u um elemento nao-
nulo de U; com coeficiente lider igual a 1. Como G é unipotente, u9 possui, também,
coeficiente lider igual a 1. Assim, Stabgs(U) estabiliza u e para encontrar uma forma
canonica de U basta encontrar uma forma canonica de u. Descreveremos a seguir como
construir essa forma canonica de u. Defina a altura de v € V como sendo o inteiro j
tal que v € V; \ Vj41, a altura do vetor nulo é tomada como sendo n + 1. Além disso,
sendo g um elemento de G, definimos a altura h,(g) com respeito a v como sendo a
altura de v(g — 1).

Se h,(g) = n+1 para todo g numa dada base (g1, . . ., gn) para G, entdao G centraliza
u e estd terminado. Se nao, sejam j o minimo dessas alturas e k£ o maior inteiro entre 1
e m tal que h,(gx) = j entdo, defina g = gi. Agora, para algum [ tal que 1 <[ <p—1
temos ud = Yo aie; com aj =0 e defina uy = w9 . Remova g da base de G.

Para cada = # ¢ na base com h,, (z) = j, determine um inteiro /, em que 0 < [, <

p— 1 e tal que hy, (zg') > j e substitua x por zg'.
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E possivel provar que a sequéncia resultante é a base para um subgrupo G; de G
com a propriedade de que h,, (x) > j, para qualquer x € G; e, além disso, a forma

canonica de u com respeito a G é a forma canonica de u; com respeito a Gj.

Exemplo 2.4.8. Sejam

1 00 110 1 0 2
g=1011],90=1]010 egs=10 1 0
0 01 0 01 0 0 1

elementos em GL(3,3) e X = {g1, g2, g3}. Sejam, ainda, G = (X) < GL(3,3), V = Z3.
See; = (1,0,1),e5 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1), temos que {eq,ez,e3} € uma base de V.

Vamos calcular a forma canéonica de U = (u), tal que u = (0,1,1), como foi descrito

anteriormente.
Temos que:
hu(g1) = h(u(gr — 1)) = h((0,0,1)) =3
hu(g2) = h(u(g2 — 1)) = h((0,0,0)) = 4
hu(gs) = h(u(gs — 1)) = h((0,0,0)) = 4.

Assim, j =3, k=1eg=g;. Comou? =ug=1(0,1,2) e u’ = ug?(0,1,0), tomamos
[ =2 e definimos u; = (0,1,0). Agora, removemos g da base, X, obtendo X = {gs,93}-
Mas, hy,(g2) = hu,(g3) = 4 > 3. Logo, a forma candnica de u sob G € uy, X € uma
base para Stabg(uy) e g1 € um elemento de G que transforma (0,1,1) em sua forma

canonica.

2.4.2 Estabilizadores em Grupos Hibridos

Explicamos aqui uma técnica geral que usa subgrupos normais do grupo de agao
para diminuir os célculos de drbita e estabilizadores, tal como foi feito em [9]. Uma
técnica similar foi introduzida por C. R. Leedham-Green para grupos finitos soltiveis
e explorada por R. Laue, J. Neubiiser e U. Schoenwaelder [23]. Aqui estenderemos a

ideia para grupos hibridos (grupos nao-soliveis com um subgrupo normal soliivel).
Subgrupos normais e blocos

Definicao 2.4.9. Uma ac¢ao de G sobre um conjunto € € dita transitiva se existe uma
unica orbita sob tal acao. Isto €, para quaisquer x,y € §2, existe g € G tal que x9 = y.
Caso contrdrio, essa acdo € chamada intransitiva.

Sejan € N comn > 0. A acdo é n-transitiva se Q] > n, e, pra quaisquer duas
listas ordenadas [x1, T2, ..., x,] € (Y1, Yo, - .., Ynl, de pontos distintos de Q, existe g € G

tal que x¢ = y;, para 1 <i < n.



2.4 ESTABILIZADORES 41

Note que a condigao Q)] > n para a n-transitividade, assegura que as ag¢ées n-
transitivas sio (n — 1)-transitivas, para n > 1. Quando dissermos “G ¢ transitivo”,

queremos dizer que a acao de G sobre () € transitiva.

Se G age sobre (), entao um subconjunto nao-vazio A de €2 é chamado um bloco
sob a acao de G se tivermos AN AY = () ou A = A9, para todo g € G. O bloco é dito
nao-trivial se |A] > 1 e A # Q. Note que uma érbita § de um subgrupo normal N de
G ¢é um bloco de G em ().

Definicao 2.4.10. Uma acao transitiva de G sobre o conjunto () ¢ dita ser primitiva

se nao existe blocos nao-triviais sob tal acado.

Se A é um bloco sob um acao, entao as distintas translagoes AY de A sob GG formam
uma particao de 2. O conjunto das translagoes ¢ conhecido como um sistema de blocos.
Assim, uma acao transitiva é primitiva se, e somente se, esta nao preserva uma particao
nao-trivial de Q. Note também que |A| = |AY|, logo, todos os blocos em tal partigdo
possuem o mesmo tamanho. Assim, se G ¢ transitivo e || é primo, entdao G é
primitivo.

Lema 2.4.11. i) Toda acao 2-transitiva é primitiva.

ii) Sejam G agindo sobre Q e N QG. Entdo, as drbitas de N sao blocos sob a agdo
de G.

iii) Se G € primitivo e N é ndo-trivial, entao N ¢ transitivo.
Demonstragao:

i) Sejam G 2-transitivo e A um bloco com |A] > 1. Sejam, também, z,y € A e
x # v € ). Entao, pela 2-transitividade, temos que existe g € G tal que 9 = x
e yd =~. Logo, z € ANAY e, assim, A = AY e v € A. Portanto, A = €.

ii) Sejam A = 2" uma 6rbita de N, g € G e suponhamos que z € A N A9, Entao,
r = y9 para algum y € A. Logo, para qualquer 2" € A com h € N, como N ¢é
normal em G, temos que gh = K¢, para algum ' € N, e 2" = y9" = y"'9 € A9,

Assim, A = AY e concluimos a demonstracao de ii).
iii) O item iii) segue diretamente de ii).

]
Sejam G um grupo agindo sobre um conjunto €2 e N < G. As érbitas de N sobre €2

sao blocos da acao de GG sobre 2, pelo Lema 2.4.11.

Sejam w € © e § = w" denotando a érbita de w sob N. Se G = (N, g) e

El_pe
N_p

um nuimero primo, entao temos uma das seguintes situagoes:
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Stabg(w)
Staby (w)

e N = NStabg(w) e Stabg(w) = Staby (w).

e G = NStabg(w) e

= p, ou

Podemos decidir qual desses dois casos ocorre testando se w9 € §. Se w9 € §, entao
w? = w®, para algum z € N, e gz~ ! € Stabg(w), denotamos g = gz, o levantamento
de g do conjunto estabilizador para o ponto estabilizado. Como § ¢ N, temos que
G = NStabg(w) e Stabg(w) = (Staby(w), §). Se w? ¢ 0, entdao N7 = P e Stabg(w) <
Stabg(0) = N. Assim, a drbita de w sob G é

SUSI0 . UsT

Consideremos, agora, N como sendo um subgrupo normal qualquer de G. O grupo
G possui uma agao induzida sobre o conjunto de 6rbitas de N (pois as 6rbitas de N sob
(2 sdo blocos da agao de G sobre ). Temos que N age trivialmente sobre o conjunto
de drbitas e a agao induzida de G é uma acao de G/N. Sejam o conjunto estabilizador
Staby(0) na agao induzida de G/N e Ng € Stabgn(5). Desse modo, é possivel mostrar

o seguinte lema:

Lema 2.4.12. Sejam G um grupo agindo sobre um conjunto 2 e N < G. Para w € )
sejam 6 = w™ e {0y,...,0,} a drbita de & sobre a ag¢do induzida de G/N. Entdio,

a) wé=6U...UJd,.
b) Stabg(w)N/N = Stabg/n(0) e Staby(w) = Stabg(w) NN < Stabg(w).
c) Se Stabg/n(6) = (Ngi,...,Ngs), entdo Stabg(w) = (g1, ..., Gr)Staby(w).

Observacao 2.4.13. Fuazendo essa mesma andlise sobre um série de composi¢io 1 =
G, <G, 1<...<Gy=G, em que em a cada passo G;_1 e G; fazem o papel de G
e N, podemos escrever um algoritmo, no caso em que G € soluvel, para determinar a

orbita de w sob G e o estabilizador em G de w, tal algoritmo foi descrito em [23].

Usando o Lema 2.4.12, dividimos o célculo de w® e Stabg(w) em dois calculos
menores de érbita e estabilizador. Primeiro, determinamos w™ e Staby(w). Entao,
calculamos a drbita e o estabilizador de w” sob a agao de G/N. Esses dois passos

¢ e um conjunto de geradores para Stabg(w).

permitem determinar w

Se GG possui [ geradores, entdo o conjunto de geradores de Schreier para Stabg(w)
possui cardinalidade |w®|(I — 1) + 1. Em [9], os autores afirmam que se l; e Iy sdo os
nimeros de geradores de G/N e N, respectivamente, entdo o Lema 2.4.12 fornece um

conjunto de geradores para Stabg(w) de tamanho (|w%|\ |w™|)(I; — 1)+ |w™|(l—1) +2
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que, em geral, é muito menor. Além disso, esse conjunto de geradores exibe um conjunto
de geradores para o subgrupo normal Staby(w) que pode ser usado para iterar essa
aproximacao. Finalmente, a construcao de w® ¢, em geral, mais eficiente usando a acio

sobre conjuntos como descrito no Lema 2.4.12 a).
Grupos Hibridos possuindo subgrupo normal solivel

Se o grupo de agao G possui um subgrupo normal solivel S, podemos aplicar
a técnica descrita como no Lema 2.4.12. Assumimos que conhecemos uma série de

composi¢ao para .S, entao:
G>S=5>S>...>5>85, =1,

tal que [S; : Siy1] = p;, um primo, para 1 < i < [. Seja s; € S; \ Si11 e considere a
sequéncia policiclica de geradores (sq,...,s;) de S. Como S;/S;11 tem ordem prima,

temos dois casos:

1. S;/Siy1 fixa wd+t e Stabg, (w) = (8i)Stabg, , (w).

2. Si/Si+1 move w¥i+t e Stabg, (w) = Stabg,,, (w).

Assim, podemos calcular a érbita de w sob S sem “visitar” um elemento de w* duas
vezes e, também, obtemos uma sequéncia policiclica de geradores para Stabg(w). O

passo indutivo de Stabg(w) para Stabg(w) é feito como sugere o Lema 2.4.12.

2.5 Aspectos Tedricos
O algoritmo de B. Eick, C. R. Leedham-Green e E. A. O’Brien, descrito em [9], para

calcular o grupo de automorfismos de um p-grupo finito procede por indugao sobre os
termos da série p-central inferior de um p-grupo finito G. Definindo P; = G/P;(G), em
que P;(G) é o i-ésimo termo da série p-central inferior de G, é calculado, sucessivamente,
Aut(P(G)).

Salvo quando dito o contrario, nesta se¢cao, G denotard um p-grupo finito, d-gerado,
de p-classe c e G = Py(G) > P1(G) > ... > Pi(G) > ... sua série p-central inferior. A

maioria dos teoremas presentes nesta segao estao demonstrados em [32].

Definicao 2.5.1. Um grupo H é um descendente de G se H € d-gerado e o quociente
H/P.(H) ¢é isomorfo a G. Se H é descendente de G e tem p-classe ¢+ 1, entao H €

dito descendente imediato de G.

Proposigao 2.5.2. P,.; = G/Pi11(G) € descendente imediato de P, = G/Pi(G), para

qualquer inteiro 1 tal que 1 <1 < c—1.
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Demonstracao: Note primeiro que a p-classe de P; é j — 1, ja que pela Proposicao
1.4.6:
P;(P;) = Pi(G/P;(G)) = P;(G)/P;(G) = {1} e

Pi-1(Fy) = Pj1(G/Pi(G)) = Pi—1(G)/P;(G) # {1}

Assim, por definicao, precisamos mostrar que ambos sao d-gerados e que o quociente
Piy1/Pi(Piy1) é isomorfo a G/P;(G), uma vez que ja sabemos que a p-classe de P; é
1 — 1 e que P,y possui p-classe igual a 1.

De fato, para qualquer inteiro i tal que 1 < ¢ <c, G/P;(G) é d-gerado pois, por
defini¢ao, P1(G) = G'G? e, pela Proposigao 1.5.6, P1(G) = ®(G). Temos também que,
pela Proposicao 1.4.6,

P G/Pia(G) G/Pit1(G)

PP PAGIP(@) PG Pl G/PE) = E

Portanto, P;,; é descendente imediato de P;, para 1 <i <c—1. [

O p-recobrimento G* de um p-grupo G = F/R, é a
maior extensao elementar abeliana central Frattini de GG
(G* = F/R*), isto é, se ¥: G* — G é o homomorfismo F
natural da extensao e M = Kervy (= R/R*), entao M é } I
um p-grupo abeliano elementar que é central em G* tal o 5
que M < &(G*) e, além disso, G* satisfaz as hipiteses
do Teorema 2.5.3.

O ntcleo M ¢é dito ser o p-multiplicador de G. De- \ (R, F|RP = R*
P(F) R
R*

nominamos, também, P.(G*) = como sendo o

nicleo de G.

Na pratica, para a construcao do p-recobrimento de um grupo, GG, usaremos o algo-
ritmo denominado ANU Nilpotent Quotient, um pacote de W. Nickel [30], disponivel
no GAP [12]. A primeira implementacao do algoritmo do quociente nilpotente foi feita
por C. C. Sims no software Mathematica ([29]). O ANU Nilpotent Quotient constrdi,
para um grupo G finitamente apresentado e para um primo p, uma apresentacao con-
sistente por poténcias e comutadores para o maior p-quociente finito de G. Para isso,
o algoritmo utiliza a série p-central inferior de G' determinando uma apresentagao con-
sistente por poténcias e comutadores para cada P; = G/P;(G). Isso é possivel pois
P; é um p-grupo finito, pela Proposigao 1.4.5, e se N < G tal que G/N é p-quociente
de G, entdo o ultimo termo da série p-central inferior de G/N é N, ou seja, existe ¢
com N =P.1(G/N) < P.(G/N). Assim, pela Proposi¢ao 1.4.6, Po11(G) < N. Logo,
|G/Pe11(G)] < |G/N|.
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Teorema 2.5.3. Seja G um p-grupo finito d-gerado. Entdo, existe um p-grupo G* d-
gerado tal que se H € d-gerado e tem um subgrupo central abeliano elementar Z, tal

que H/Z = G, entao H € imagem homomdrfica de G*.

Demonstracao:

Sejam F o grupo livre de posto d tal que F' = (ay,...,aq) ¢ R < F de forma que, se
0: F — G é epimorfismo natural, F//R = G. Temos que R* = RP[R, F] < FPF' e sendo
G* = F/R*, segue que G* é d-gerado. Além disso, como R < F, temos que R* < R.

Kera G*
0

RC \F/ G
N
%

Z

Sendo H como descrito no teorema, consideremos v: H — G e denote Z := Kern.

Sendo «: F' — H o epimorfismo natural, o leva R em Z:
re R=Kerf=1= 9(’[”) = 'y(a(r)) = a(r) c KGT’V =7

Como Z ¢ abeliano elementar, a(RP) = (aR)? = Z? = 1. E como Z ¢é subgrupo
central de H, entao a([R, F|) = [aR,aF] < [Z, H] = {1y }. Assim, segue que a(R*) =

{1x}. Logo, existe uma funcao injetora de R* em Ker a.

Kera G*

e

F

TN

|
|
|
|
15
|
|
|
4
R H
Pelo Teorema 2.1.11, segue que existe o epimorfismo ¢: G* - H. [
Observacgoes 2.5.4. Seque do Teorema 2.5.3 que:
i) todo descendente imediato de G € isomorfo a um quociente de G*;

ii) como a p-classe de G é ¢, G* possui p-classe no mdzximo c+1.
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De fato, pela Proposi¢ao 1.4.6, e lembrando que ndo vale, em geral, que R* < P.(F),

temos

Pe(F)R*
==

Sendo ¢ a p-classe de F/R, pela Proposicao 1.4.6, P.(F) < R, de modo que
P.(G*) < R/R*. Assim,

Peo(G¥) = Pe(F/E")

Per1(G*) = (Pe(GY))P[P(G7),G*] < (R/R*)[R/R*, F/R|
RP[R, F]

<
= R

=1.

O que significa que a p-classe de G* € no maximo c+1.

Pela Proposigao 2.5.2, Py = G/P;+1(G) é descendente imediato de P, = G/P;(G).
Além disso, pelo Teorema 2.5.3, existe o p-recobrimento de P, = G/P;(G), P, que
também é d-gerado. De modo que, pela Observagao 2.5.4 i), vale também o seguinte

caso particular do Teorema 2.5.3:

Teorema 2.5.5 (Theorem 2.1 de [3]). Sejam G um p-grupo e P; = G/P;(G) com con-
Junto minimal de geradores dado por {gi1, g2, ..., ga}. Seja ainda P’ o p-recobrimento
de P;. Considere os epimorfismos naturais ¢: B — P, e v: Py — Py Se gi e g;
sao pré-imagens arbitrdrias de 1 e vy, respectivamente, entao €: P — Piy1: gj — g5

define um epimorfismo.

U= Kere P
o) \ /
P; v

M = Kery Py

Se GG é descrito por uma apresentacao consistente por poténcias e comutadores, en-
tao podemos usar o algoritmo descrito em [28] para calcular de modo eficiente uma apre-
sentacgao por poténcias e comutadores para G* e explicitar o homomorfismo ¢: G* — G.

O seguinte lema nos permite concluir que o p-recobrimento de G depende apenas
de G e nao de sua apresentacao. Assim, podemos assumir que G = F//R possui uma

apresentagao por poténcias e comutadores e, portanto, R < Py (F).

Lema 2.5.6. O tipo de isomorfismo de G* depende apenas de G e ndo do subgrupo
R<F.
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Demonstragao: Vamos mostrar que dados dois subgrupos Ry, Ry <F tais que F/ Ry =
G1 = G5 = F/ Ry, entao os respectivos p-recobrimentos sao isomorfos.

Sejam R, R}, G5, e G5 como no Teorema 2.5.3. Se Z, = R,/ R}, entdo G5/Z; = Gy,
tal que Z; é abeliano elementar e central em G75. De modo que, pelo Teorema 2.5.3, G}

¢ imagem homomorfa de Gj. Analogamente, G} é imagem homomorfa de Gf. ]

Definicao 2.5.7. Um subgrupo permissivel é um subgrupo do p-multiplicador que é

nicleo de um epimorfismo de G* sobre um descendente imediato de G.

r " F
/
PR
e ////
R\\\\ ////
/
H 1 N F'NR
M
b
G* S%G%Ilillllllgf) \ ntcleo PC(F)
1 sivel R

N R, F|

RP

\

Proposicao 2.5.8. M/R* ¢ permissivel se, e somente se, é subgrupo proprio de R/ R*

que complementa o nicleo.

Demonstragao: Se M/R* < R/R* é um subgrupo permissivel, entao é, por defini¢ao,
o nucleo de um epimorfismo ¢: F/R* — H, em que H é um descendente imediato de
G. Sendo ¢ a p-classe de GG, sabemos que H possui p-classe igual a ¢ + 1. Isso implica
que M é subgrupo préprio de R pois se M = R, entao M/R* = R/R*, de modo segue

o absurdo:
G* _ F/R

R/R*~ R/R*
Como R<F e F/R possuem p-classe ¢, pela Proposigao 1.4.6, vale que P.(F) < R
e, portanto, MP.(F) < R.
Pelo Teorema 2.5.3, se a: F' — H é o epimorfismo natural, o(R) < P.(H) e, pela

H=

~ F/R=G.

Proposicao 1.4.6, segue que
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Logo, a(R) = P.(H).

Como ¢ e « sao epimorfismos,

F/R*
FY=H= = F/M.
a(F) = H = 0~ )
Assim,
a(R) = R/M
e, portanto,
P.F)M
P(H) = Pela(F) = a(P(F) = )
M FYR* M
D;ss]e%jnodo, R/M = % e R= ch\j)M. Entao, %ﬁ = % Uma vez
que ﬁ = P.(F/R*), temos que PC(G*)E = R/R*, ou seja, M/R* complementa o
nicleo de G. u D (FVR*M
Por outro lado, se M/R* < R/R* tal que PC(G*)ﬁ = R/R*, entao % =
(F) M - (FYM
%. Logo, R/M = & e, pela Proposicao 1.4.6, P.(F/M) = 73(—) = R/M.

Seja H = F/M. Sabemos que H é d-gerado, ja que (por um comentério sobre o
Lema 2.5.6) M < R < Py(F). Além disso, H é um quociente de F'/R* e

H  F/M _ F/M
P(H) — PF/M)  R/M

~ F/R=G.

Assim, H é descendente de G.
Como P.(F/M) = R/M # {1} (jd que M < R) e

R)p[R F} B RP[R,F]M: R*M

Pen(F/M) = (57) 57 37) = — 11 o =

temos que a p-classe de F//M é ¢+ 1.

Logo, H é um descendente imediato de G e M/R* é um subgrupo permissivel. m

Teorema 2.5.9. Sejam dois subgrupos permissiveis de
F/R*, Mi/R* < R/R* e My/R* < R/R*, e um isomor- Ia

fismo p: F/M; — F/My. Entao, existe o € Aut(G*)
tal que / \
R
o a*(My/R*) = My/R* ¢ N
M, M,
N

e a: F/My — F/M,, a aplica¢io induzida por o*,

coincide com .
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Demonstragao: Pela Proposicao 2.5.8, M;/R* complementa o ntcleo e, assim,

P.(F) M,

M R/M, = P.(F/M,),

pela Proposigao 1.4.6. O mesmo vale para Ms/R*. Isso implica que:
p(R/My) = o[Pe(F/M)] = Pelp(F/M)] = Pe(F/Mz) = R/M,.

Como ¢ ¢ isomorfismo de F'/M; em F/M, tal que p(R/M;) = R/M,, ¢ induz um
automorfismo « de F//R.

Escolhemos um representante u; € F da classe lateral a(a;R), logo, a(a;R) =

w;R e definimos a* como a*(w(ay,...,aq)R*) = w(uy,...,us)R*. Temos que a* estd
bem definido, pois a(R) = R e R* = RP[R, F], uma vez que a(w(ay,...,aq)R) =
w(uy,...,ug)R. O que implica que se w(ay,...,aq) € R, entdo w(uy,...,uy) € R.
Logo, podemos concluir que se w(az,...,aq) € R*, entao w(uy,...,uq) € R*.

Temos que a* é homomorfismo, e para mostrar que é automorfismo de F'/R* basta
entao mostrar que é sobrejetor. De fato, sabemos que a € Aut(F/R) e a(a;R) = w;R.
Logo, F//R = (wR, ... ,uqR) e F/R* = (w1 R*,... uqR*, R/R*).

Suponhamos que temos uma apresentagao por poténcias e comutadores de F'/R,
logo, R < Pi(F) e R/R* < P,(F/R"). Assim,

F/R* - <U1R*, cee 7udR*> = <a*<a1R*)7 s 7a*(adR*)>'

Temos que a* nao é univocamente determinado por «, mas o restito a R/R* o é

pois, supondo que
a(a;R) = u;R = w;r;R = v;R; em que r; # 1,r; € R,

temos que aj e a} sdo dois automorfismos de F'//R* dados por:

af:wlag,...,aq) R — wlug, ... ug)R*

as:wl(ay,...,aq) R — w(vy,...,v0) R

Para i = 1,2, temos of(R/R*) = R/R*. Assim, se w(ay,...,as) € R, entdo u €
R e v € R. Mas, como as palavras em R sao produtos de poténcias p-ésimas com

comutadores, e ja que
[vj, ;| R* = [uj, u;|R" e v R* = u} R",

segue que w(uy, ..., uq)R* =w(vy,...,vg) R*.



2.5 ASPECTOS TEORICOS 50

Portanto, a* restito a R/R* é univocamente determinado por a.

Denotemos essa restrigao por a*. Se w(ay,...,aq) € My e p(a;My) = b;M,, entao
a*(w(ay,...,aq)R*) = w(by,...,by)R*.

Como w(by,...,bq) € Ms, pois:

Wbr,...,bg) My =w(bi My, ... bgMs) = w(p(aiMy), ..., plaqhy))

w(ay,...,aq)p(M;) = p(My) = M.

segue que o (M;/R*) < My/R*.

Agora, ja que F/M; = F/Ms,, entao o*(M;/R*) e My/R* possuem o mesmo indice
em F'/R* e sdo isomorfos, ou seja, como o*(M;/R*) < My/R*, temos que o*(M;/R*) =
M,/ R,

Portanto, o induz um isomorfismo @ de F'/M; em F/Ms com a(a; M) = p(a; M),

para qualquer i tal que 1 < i < d. [

Definicao 2.5.10. O automorfismo o*, tal como descrito no teorema acima, € chamado

de automorfismo estendido.

Lema 2.5.11. Se a € Aut(F/R), entio « pode ser estendido a um automorfismo
o € Aut(F/R*). Além disso, a restricao de a* ao p-multiplicador € univocamente

determinada por c.

Demonstracao: Segue diretamente do Teorema 2.5.9, escolhendo M; = My =R. =

Em particular, do Teorema 2.5.9 e do Lema 2.5.11, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.5.12 (Theorem 2.2 de [3]). Cada automorfismo o de P; se estende a um
automorfismo o* de P} via um homomorfismo natural P} — P;. Além disso, a* deiza

M, o p-multiplicador de P;, invariante e « induz um automorfismo ayps de M, que

depende apenas de .

Lema 2.5.13. As extensoes de automorfismos internos de G agem trivialmente sobre

o p-multiplicador.

Demonstracao: Seja a dado como na ultima demonstragao, em que sendo ay, ..., aq
geradores de F', temos que a(a;R) = u;R. Entao, pela definicao de automorfismo es-
tendido, segue que a*(a;R*) = w;R*, para 1 < i < d, e dado a palavra w(ay,...,a)
segue que a*(w(ay,...,aq)R*) = w(uy,...,uq) R*.

Supondo que « € Inn(G), seja a conjugacao por um elemento g € G, se r € R,
temos que o*(rR*) = r9R* = r[r,g]R*. Mas entdo, o*(rR*) = rR*, ja que [r,g| €

[R, F|RP. O que significa que a a¢ao de o* é trivial no p-multiplicador. n
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Definicao 2.5.14. Se M/R* é um subgrupo permissivel, definimos o estabilizador de
M/R* por:

Stabue/m (M/R") = (a € Aut(F/R)| " (M/R") = M/R").

Se a* é uma extensao de um automorfismo «, entao o* fixa M/R* e a restri¢ao de
a* a F/M pode ser calculada. O grupo de automorfismos de F'/M pode ser calculado

com o seguinte teorema:

Teorema 2.5.15 (Theorem 2.3 de [3]). Sejav: Aut(Pi11) — Aut(P;) o homomorfismo
natural no qual T = Ker(v) e S = im(v). Entdo, Aut(P;41) = TR, em que R é uma

pré-imagem qualquer de S sob v.

Demonstracao: Seja F' um corpo livre finitamente gerado por ay, ..., ay. Sejam P; =
F/R; P1 = F/N; para algum N < F, e P’ = F/R* o p-recobrimento de P,.
Se v € Aut(P;41), pelo Teorema 2.5.9, sabemos que v induz um automorfismo « €
Aut(P;) que se estende a outro automorfismo o* € Aut(F/R*) tal que a*(N/R*) =
N/R* ea: F/N — F/N induzido por o* coincide com 7. Logo, o € Stabauep,)(N/R*)
ea € R.

Consideremos que, para uma escolha apropriada de representantes, a*(a;R*) =

u;r;R*, em que r; € Re 1 <1 <d. Entao, & é definido por:
@(&ZN) = ulrlN

Temos que {uq,...,uqs} é um conjunto de geradores de P;,; = F/N. Definimos o
automorfismo 6 € Aut(F/N) por

A restricao de 6 a P; é o automorfismo identidade. Assim, § € T e @ = 0. O que
mostra o resultado. [

Sejam G um grupo, N < G um subgrupo caracteristico de G e H < Aut(G).
Consideremos a extensio G = G - H. Entao, olhando N e H como subgrupos de G
temos [N, H] < N, o que implica que H age em G/N. Sejam ainda, G = G/N e
G = G/N - H uma extensdo de G.

Dizemos que H centraliza G/N se [G/N, H] = 1 (olhando G/N e H como subgrupos
de @), ou seja,

H centraliza G/N < [G,H] < N.
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Lema 2.5.16 (Lemma 2.4 de [3]). Sejam G um p-grupo com P.1(G) =1 e c > 2.
Sejam ainda, {g1, g2, - - -, 94} € {x1,22,..., 2}, conjuntos minimais de geradores de G

e P.(Q), respectivamente. Definimos:

51'7]'2 G — G
gi = 0i%j
g — gk sek #u

Entao, {B;; 11 <i<d,1<j<I} €uma sequéncia policiclica de geradores para o

p-grupo abeliano elementar de automorfismos de G que centraliza G/P.(G).

Demonstracao: Seja v: Aut(G) — Aut(G/P.(G)). Note primeiro que P.(G) C ®(G)
e que em uma apresentagdo por poténcias e comutadores, os geradores de P.(G) sao
produtos de poténcias e comutadores dos geradores de G e que f;;(¢7) = B ;(g:)* =
(giw;)P = giz) = g7, uma vez que Pey1-1(G) < Z1(G) = Z(G) e Pe(G) é abeliano
elementar tal que exp(P.(G)) = p.

Temos:
Bij(gh) = gh; Vn#i
Bii(lgm: g]) = [Bij(gm), Bij([ge])] = [gm, gul; se m,k # i
ﬁi,j([gi,gk]) = [Bi,j(%)vﬁi,j([gk])] = [gi%‘,gk] = [9i> 9}

pois P.(G) < Z(G) e, portanto, f; j(x;) = x;.

Como o automorfismo f3; ; pertence ao nicleo Ker v; para quaisquer ¢ e j tais que
1<i<del<j<lesendoy € Kerv,entaoy € (8;;|]1 <i<d,1<j<I). De
fato, v(gi) = giu;; para algum u; € P(G). Seja u; € Pe(G). Entao, u; = 27} ... a0
em que Ty, .-, Ty, € {T1,..., 2}

Logo, v(g:) = giws = gix}) .. xpn = Bim, (i)™ 2}2, ... 2} de modo que obtemos
Y(9i) = Bimn (- (Bimi (9:)™))™, 0 que implica que y(g;) = [To_y Bi3,.(9:) e, assim,
v =T B+ Bina (9

Para mostrar que T' = (8, ;|1 <i < d, 1 < j <) centraliza G/P.(G), precisamos
mostrar que [G,T] < P.(G), isto é, que [gm, fij] € P.(G); para todo 1 < m < d e
qualquer 3;; € T

Temos que g, B ;] = g;fgﬁ{’j. Entao,
(G Bij] = G0 gmj = 1; € Po(G) se m =i e

[9m., Bij] = 9. gm = 1; se m # .
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Falta apenas mostrar que T' é abeliano elementar, de fato:
5?,]' (9:) = 55;1(%‘%) == @',j(gﬂf_l) = gzw? =gi¢€
BiiBig(9i) = Bij(gixy) = Bij(9:)Bi(xy) = giwjxy = giwjw; = BiyBii(gi)-
]

Exemplo 2.5.17. Consideremos o grupo diedral Dg = {a,b|a® = b* = 1,a® = a71).

Temos que [a,b] = a™1a® = a2 e [a® b = a=%(a®)’ = a™*. Logo, os termos da série
2-central inferior sao: P1(Dg) = D3[Ds, Dg] = (a®) e Pa(Dg) = P1(Dsg)?*[P1(Dsg), Dg] =

(a*)*[(a®), Ds] = {a*).

Assim, seque que:

P Dg Dg -DS
o _ _ )
FPDs) (@) ]
= D
P Dy Dg . D (@) =PuDs)
4 = = = )
? PZ(DB) <a4> ! <CL4> — P2(D8)
Dy Dy ‘
P = = — = Dg.
* Ps(Ds) 1 ® 1 = Ps5(Ds)

Portanto, sabendo que Aut(Py) = GL(2,2) = S3 e que Aut(Py) = Aut(Dy)

podemos verificar a validade do Teorema 2.5.15 para determinar Aut(Py).

gD4

Seja vy : Aut(Py) — Aut(Py) o homomorfismo natural e defina o € Aut(Py) tal que
o(a) = a® e p; € Aut(Py) tal que @;(b) = a'b, para i € {0,1,2,3}. Dessa forma, temos

que (o) = 7 € Aut(Py) € tal que (a) = a3 = @ e v (p;) = @, € Aut(Py) tal que

Bop (D) = a?b =, para k € {0,1} e B,(b) = alb = ab, para | € {1,3}.

Temos que v1(p1)? = (9,)? € o automorfismo identidade e @, gera vy (Aut(P,)). Ou

seja, (p1) = Im(ry) =8 com R = (p1).

Além disso, sendo os automorfismos internos de Ps:

Ya: Q> a
b a tba = ba® = a®b
W arsblab=a"t
b—0b
Ya © Vp: arra!

b+— a’b

temos que Inn(Ps) = {id, Ya, Yo, Ya © Yo} = (Ya, 1) -

Como Inn(Py) = Ker(vy) =T, obtemos que Aut(Py) = TR = (Yo, ) * {¢1)-

Seja agora, vo: Aut(Ps) — Aut(P2) o homomorfismo natural. De maneira

serme-



lhante, Aut(Ps) é gerado pelos automorfismos ; tais que 6j(a) = o/ e @; tal que
@i(b) = a'b, para j € {1,3,5,7} e 0 <1 <7 e, dessa maneira, vo( Aut(P3)) = Aut(P),
que € gerado pelos automorfismos o e p; descritos anteriormente. Assim, podemos
tomar R = (G3,$; |0 < i < 3).

Além disso, de modo andlogo, T = Ker(vs) = (75, 94). Ou entao, pelo Lema 2.5.16,
como Dg possui classe de nilpoténcia igual a 3, sendo a e b os geradores de Dg e a*
o gerador de Py(Dsg) obtemos P11 = G5 € Pa1 = P4 como sendo os geradores de T E
possivel ver que Aut(Ps) = Aut(Dg) = T.R = (G5, P4)(03,9: | 0 < i < 3). O que mostra

que o Teorema 2.5.15 vale para Dy.



Capitulo
3

E-grupos

O objetivo deste capitulo é fazer um estudo sobre E-grupos. Introduziremos, inicial-
mente, o conceito de E-grupo, descrevendo algumas de suas propriedades e resultados.
Em seguida, classificaremos os p€-grupos 3-gerados. As demonstracoes de todos os

resultados do capitulo podem ser encontradas em [1], [2] e [26].

3.1 Alguns Conceitos

Definigao 3.1.1. Um grupo G € dito ser E-grupo (respectivamente, A-grupo), se
x¥x = xx¥®, para todo x € G e para qualquer endomorfismo (respectivamente, auto-

morfismo), ¢ de G.

Logo, todo E-grupo é um A-grupo. Podemos ver que os grupos abelianos sao exem-
plos de A-grupos. Sendo ¢ o automorfismo interno induzido por um elemento g € G,
¢ = 74, entdo [z9,z] = 1, ou seja, [g,z,x] = 1, para todo elemento z € G. Dessa
maneira, segue que todo E-grupo e A-grupo, é um grupo 2-Engel e, pelo Teorema de
Levi (1.7.3), tal grupo é nilpotente de classe no maximo 3.

Todos os grupos abelianos sao exemplos de E-grupos e existem grupos de classe de
nilpoténcia 2 (portanto, nao-abelianos) que sao E-grupos. O primeiro 2E-grupo nao-
abeliano foi construido por R. Faudree [10], que definimos a seguir. Todos os A-grupos
e E-grupos conhecidos, até aquele momento, classe de nilpoténcia no méaximo 2.

Seja G um grupo com a seguinte apresentagao:

G = <a17a27037a4‘ = 17 [aiaajaak] = 17iaj>k € {1727374}7

aﬁ-’Q
[ala a’2] = alfa [ah a3] = ag7 [ala a’4] = agv
[ag, az] = aj, [as, as] = 1, [as, as] = af),
em que p é um primo impar.

Note que o exemplo ¢ falso se p = 2, isso porque se p = 2, a aplicacao « definida

95
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por
« —1 « « «
ay = Ay Q204, Ay = az, A3 = A4, @y = A104
pode ser estendida a um endomorfismo de G, mas [a$, as] = [a4, a3] # 1, entdo G nao
¢ E-grupo.

Definicao 3.1.2. Se G € um p-grupo e é E-grupo (respectivamente, A-grupo), entao
G é pE-grupo (respectivamente, pA-grupo).

Uma condigao necessaria para um p-grupo finito ser um E-grupo foi dada em 1969
por B. H. Neumann e M. Suzuki e citada por J. J. Malone em [26], tal condigao estd
enunciada a seguir. Todos os resultados que seguem, até o fim desta subsecao, estao
em [26].

Teorema 3.1.3 (Theorem 1 de [26] ou Theorem 1.1 de [3]). Seja G um pE-grupo finito.
Se seu quociente derivado G/G' tem expoente p", entao todos os elementos de G que

possuem ordem dividindo p” sdo centrais, ou seja, Q.(G) < Z(G).

Demonstragao: Sejam g € ,.(G) e H={h € G : o(hG") = p" em G/G"}. Pelo Teo-
rema Fundamental dos Grupos Abelianos, todo grupo finito abeliano pode ser escrito
como produto de fatores ciclicos. Assim, se h € H, temos que (hG') é fator direto de
G/G'.

Tome = € G de ordem p”. Existem homomorfismos a: G — (x) tal que a(h) = x
e f: (x) = (g) com p(x) = g. De forma que, v := foa; v: G — G com vy(h) = g
¢ um endomorfismo, e por hipétese, como G é pE-grupo, |h,g] = 1. Logo, ji que h
¢ qualquer, Q,(G) < Z((H)). Assim, basta mostrar que G = (H), ou seja, que dado
a € G qualquer, a pode ser escrito como uma palavra em H. De fato, seja a € G tal
que a ¢ (h), entdao hG'.aG' = hG’', para algum hy € H (pela Férmula da coleta de
Hall 1.6.3). Assim, a = h™'h;¢/, para algum ¢’ € G’. Portanto, temos que G é gerado
por H e GG'.

Como G é nilpotente, temos que G' < ®(G), pela Proposigao 1.5.6, e que ®(G) é
o conjunto dos nao geradores de GG, pela Proposicao 1.5.4. Logo, H é um conjunto de

geradores de G, isto é, G = (H). O que completa a demonstragao. n

Corolario 3.1.4 (Corollary 1.1 de [26]). Seja G um p-grupo finito. Se um elemento de
maior ordem em G mantém sua ordem em G/G" (isto €, se o(g) = n entao o(gG') = n,

para g € G) entao G nao € E-grupo nao-abeliano.

Demonstracao: Sejam G um pE-grupo finito e x € G, um elemento de maior ordem
em G, que mantém sua ordem em G/G’. Entao, 27" € G’ e como o(x) > o(y), para

todo y € G, segue que y? € G'. Pelo Teorema 3.1.3, concluimos que G é abeliano. m
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Exemplo 3.1.5. Considere o maior grupo G gerado por ay e as tais que satisfacam as
relagoes: a3 = a3 =1 e [aj,a;,a;]) = 1; i,j, k € {1,2}.

Observe que G nao € abeliano, logo G' = ([ay, as]) # {1}. Além disso, a;G' € G /G’
possui ordem igual a 3, assim como o(ay) = 3 em G. Portanto, pelo Coroldrio 3.1./,
G nao é E-grupo.

De fato, considere ¢ uma aplicagao em G tal que p(ar) = ay e p(az) = ay. Temos

que @ se estende a um endomorfismo, mas [ay, p(a1)] = [a1,as] # 1.

Teorema 3.1.6 (Theorem 6 de [26]). Em um grupo (G, +) um elemento g € G comuta

com sua imagem endomorfa se, e somente se, duas imagens endomorfas de g comutam.

Demonstragao: A demonstragao serd feita como em [26]. Suponhamos que g € G
comuta com sua imagem endomorfa e sejam « e  endomorfismos de G e id a aplicagao
identidade de GG. Entao,

a+p =a+pf+af+id—id—af
= (id+ o)+ (id+ o) —id — af
= (id+ a)(id + B) —id — afs
= (id + a)(B +id) — id — afs
= (id+ a)f + (id + a)id — id — af
=f+af+id+a—id—af
=p[+a(f+id) —af
=B+ alid+ ) —ap
=f+a+af—af
= [+ a.

A reciproca é direta ja que id é um endomorfismo de G. [

Teorema 3.1.7 (Theorem 4 de [26]). A imagem endomorfa de um E-grupo é um

E-grupo.

Demonstragao: A demonstragao serd feita como em [26]. Sejam G um E-grupo, H a
imagem de GG sob um endomorfismo 7 e o« um endomorfismo de H. Entao, ay é um
endomorfismo de G com imagem «(H). Sejam [ um endomorfismo de H e h € H.

Escolhemos g € G tal que v(g) = h. Entao,

ay(g)-Bv(g) = Bv(g).av(g),

em que a comutatividade segue do Teorema 3.1.6, e implica que
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Assim, quaisquer duas imagens endomorfas comutam e o grupo H é um E-grupo. m

Corolario 3.1.8 (Corollary 4.1 de [26]). Se G € um E-grupo finito que nao possui
E-grupo nao-abeliano como subgrupo proprio, entao toda imagem endomorfa propria

de G € abeliana, ou seja, G' € subgrupo do nicleo de cada endomorfismo estrito de G.

Demonstracao: Se a imagem endomorfa propria de GG é nao-abeliana, entao, pelo

Teorema 3.1.7, deve ser um E-grupo. [

3.2 Alguns resultados sobre E-grupos

O objetivo desta secao é mostrar que todo E-grupo finito 3-gerado é nilpotente de
classe no maximo 2, Teorema 3.2.14, que se G é um 3E-grupo com |G| < 3% entdo G é
nilpotente de classe no maximo 2, Teorema 3.2.15, que todo grupo 2-gerado ¢ abeliano
se, e somente se, é um E-grupo, e ainda que todo grupo infinito 3-gerado é abeliano
se, e somente se, ¢ um E-grupo, Teorema 3.2.16. Todos os resultados presentes nesta
secao estdo demonstrados em [2].

Como um E-grupo finito pode ser escrito como produto direto de seus subgrupos
de Sylow e, pelo Teorema 3.1.7, qualquer fator direto de um E-grupo é um E-grupo,
basta considerarmos os pE-grupos.

Denotaremos d(G) o nimero minimo de geradores de um grupo G.

Definicao 3.2.1. Dizemos que G é um pE-grupo se G é um grupo 2-Engel finito e
existe v > 0 tal que exp(G/G") =p" e Q.(G) < Z(G).

Observacao 3.2.2. Conforme ja foi mencionado, temos que os pE-grupos sao 2-Engel,
assim como os pE-grupos (por defini¢ao). Logo, se p > 2, os pE-grupos e os p€-grupos

sao requlares, pela Proposicao 1.7.4.

Observacao 3.2.3. Se G € pE-grupo finito, entao G € pE-grupo, pelo Teorema 3.1.5.
A reciproca nao € verdade em geral. Mostramos isso a sequir conforme foi feito em [2].
Podemos ver que o grupo dos quatérnios de ordem 8, Qg, € um 2E-grupo contudo,

nao € 2E-grupo. De fato, Qg é 2-Engel, pois
[a,b,b] =a’b'a?b=1c¢
[b,a,a] = a b taba* = 1.
Pela defini¢cao de pE-grupo e sabendo que

Qs =<a,bla® =a'a*> =0 a"=1> eQf=<a’®>,
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temos que Qg € um 2E-grupo. Mas, Qg nao € 2A-grupo uma vez que [a,b] # 1 e se a €
a aplicagdo tal que a(a) = b e a(b) = a, entao o pode ser estendido a um automorfismo

de Qg. Assim, Qg nao é 2E-grupo.
Lema 3.2.4. Seja G um pE-grupo tal que exp(%) = p". Entao,
i) exp(G') = exp(G/Z(G)) e exp(G) = pexp(G');

ii) se cl(G) =2, entdo exp(G') < p";

iii) se cl(G) = 3, entao p=3 e exp(G') = p"'.

Demonstragao:

i) Como G é pE-grupo, G é 2-Engel, por defini¢ao. Assim, pela Proposi¢ao 1.6.7,

exp(G/Z(G)) divide n < a" € Z(G); V€ G
& [a™,b] = 1; Va,b e G
& [a,b]" =1; VYa,b € G
& exp(G') divide n.

Isso mostra que exp(G’) = exp(G/Z(Q)).

Agora, como exp(G/G") = p", temos que gF" € G’, para qualquer elemento g € G,
ou seja, G < G'. Se exp(G') = pt, entdo G < (GP' )P < (G')" = 1. Além
disso, se G771 = 1, entdo G < Q.(G) < Z(G) (pois G é pE-grupo) e

exp(G') < p'~L, o que é absurdo. Portanto, exp(G) = p"*.

t—1

ii) Sabemos que G’ < Z(G), pois cl(G) = 2. Assim, por hipétese, g7 € G' < Z(G),
para qualquer elemento g € G, isto é, exp(G/Z(G)) < p". Pelo item i), exp(G’) =
exp(G/Z(@Q)) e segue o resultado.

iii) Como G é 2-Engel, por definigao, entao v3(G)? = 1, pelo Teorema de Levi 1.7.3.
Assim, uma vez que cl(G) = 3, temos que p = 3 (pois G é p-grupo e existe g € G

com ¢g> = 1) e podemos escrever, usando a Proposi¢ao 1.6.7, que
(@) =166 =167, 6P < [¢.GP =(G) =1,

ou seja, exp(G') < 3" Mas, se exp(G') < 3", entao G’ < Q,.(G) < Z(G), pois
G é pE-grupo, o que contradiz a hipétese cl(G) = 3. Portanto, exp(G’) = 371
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Lema 3.2.5. Seja G um pE-grupo tal que (G’)pk é ciclico, para algum k > 0. Sejam
ainda a,b € G.

i) Se k> 1, entdo [a,b]"" = 1;
ii) se G = (a,b), k=0 e p#2, entao [a,b] = 1;
iii) se G = {(a,b), k=0 e p=2, entdo [a,b] =1 ou [a,b]* = 1.

Demonstracio: Suponha que exp(G/G') = p". Temos que a? b € G' e como (G')?"
é p-grupo ciclico, segue que, se n = p*", entdo (a”,b") = (a") ou (a",b") = (b"). Sem
perda de generalidade, podemos supor que b" = a™*, para algum inteiro s. Entao, pela

Proposicao 1.6.6, ja que G é 2-Engel, segue que
(ba=*)" = [b, a)*""~V/2, (3.1)

Se k > 1, entao a igualdade 3.1 é trivial, pelo Lema 3.2.4.

Suponhamos que k£ = 0 e G = (a,b), temos que cl(G) < 2, ja que G é 2-Engel e,
assim, G’ < Z(G). A igualdade 3.1, pelo Lema 3.2.4, é trivial se p é impar ou entao, se
p=2eouerp(G) <2 ou 2|s.

Em qualquer um dos casos anteriores (incluindo o caso k > 1), como G é pE-grupo,
segue que (ba*)"" € Q,(G) < Z(G). Logo,

1 =[(ba=*)"" a] = [ba~*,a]”" = (a*b~'a"'ba*a)?"
k

= (@b, aJa™)"" = (a*a*[b,a])*" = [b,a]?".

Suponhamos agora que G = (a,b) e p = 2, s impar e exp(G’') = 2". Neste caso, a
igualdade 3.1 implica que (ba=%)?" =1 e j4 que G é um 2&-grupo, obtemos (ba=%)? €
0,(G) < Z(G). Logo,

1= [(ba*)* a] = [ba"*%,a]* = [b,a)’.

O que completa a demonstracao. [

Teorema 3.2.6 (Theorem 2.5 de [2]). Todo p€-grupo 2-gerado € abeliano ou isomorfo
a Qg.

Demonstracao: A demonstracao sera baseada em [2]. Suponhamos que G = (a,b) é
um p€-grupo e que exp(G/G’) = p". Entao, G’ = ([a, b]) é p-grupo ciclico e, pelo Lema
3.2.5, segue que [a,b] = 1 e G é abeliano ou p = 2 e [b,a)* = 1. Neste tltimo caso, segue
que r < 1. Como G/G" é no méximo 2-gerado, temos que |%| < 4, o que significa que

cl =S¢ < 8.

G
Gl
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Logo, G é ou abeliano ou G = Qg ou G = Dy, o grupo diedral de ordem 8, com
apresentacio Dy = (a,b|a* = b* = 1,a® = a~'). Mas, D, nio é 2E-grupo, ja que
existem elementos de ordem 2 em D, que nao sao centrais. Por outro lado, (Jg é um

2&-grupo, conforme foi mostrado na Observacao 3.2.3. [

Observagao 3.2.7. Se G é um grupo 2-Engel, entio G3G' < Z5(G). De fato, cl(G) < 3
e v3(G)3 = 1, pelo Teorema de Levi 1.7.3. Assim, se G é um 3-grupo 2-Engel, entdo
D(G) < Zy(G).

Lema 3.2.8. Sejam G um pE-grupo e exp(G/G') = p". Entio, Zo(G)?" = Z(G)NGP".

Z5(G) r
Q(G)) = 3.

Em particular, se cl(G) = 3, entdo exp(

Demonstracao: Pelo Teorema de Levi 1.7.3, podemos assumir que p = 3. Seja = €
Z5(G)*". Pelo Lema 1.7.4, G é regular e pela Proposicao 1.6.6, x = 3*, para algum
y € Zo(@G). Como G*" < G’ < Z,(G), usando as Proposigoes 1.6.7 e 1.3.9, temos que

[z,9] =[v* 9] =[y,6° | = 1; Vg € G.

Isso implica que = € Z(G).
Agora, assuma que z € G* N Z(G). Entao, x = y*, para algum y € G e, entao

1=[z.g]=[",9] =y, g*; Vg €G.

Logo, [y, g] € Q.(G) < Z(G), o que implica que y € Zy(G). Consequentemente, x €
Z5(G)?". O que mostra a primeira parte do lema.
Suponha, por contradicio, que cl(G) = 3 e Z,(G)* < Z(G), entdo obtemos que
G3 < Z,(@), pela Observacao 3.2.7, e
G¥ = (G*" < Z(G) < Z(G).

Assim, G*" < Z(G), o que contradiz o Lema 3.2.4 iii). Portanto, exp( Gl ) .
Lema 3.2.9. Seja G um grupo 2-Engel. Se % é 2-gerado, entdo cl(G) < 2

Demonstragao: Se = (aZy(G),bZ3(Q)), entdao G = (a,b, Zy(G)). Assim,

Z(G)
G' = ([z,y],73(G) |2,y € {a,b} U Z5(G)).

Como G é 2-Engel, obtemos que G’ < Z(G), o que completa a demonstragao. [

Teorema 3.2.10 (Theorem 2.9 de [2]). Todo pE-grupo 3-gerado € nilpotente de classe

no mdximo 2.
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Demonstragao: A demonstragio sera feita por contradicao e baseada em [2]. Supo-
nhamos que G = (z,y,z) é um pE-grupo de classe 3 e que exp(G/G') = 3". Seja
H = (G")*y3(G). Como cl(G) = 3, pelo Lema 3.2.4, [H,G] =1 = H¥.

Temos, para alguns inteiros «, 5,7y, o/, 5',v/, t1, ta,t3 € {—1,0,1}:

o = [,y]°ly, 2" [z, 2] (mod H); y* = [2,y][y, 2" [z, 2]'*(mod H) e

2 = [, y)"ly, 2] [z, 2] (mod H).

Uma vez que [z,7%] = 1 e [x,9,2] # 1, segue que t; = ty = t3 = 0. Como [z, y] =

[z,y"], segue que

37

[ y) = ([, 9] y)llz 2] 9] = [2,9. 9]z, 2,9 = [2,2,9) e
2] = [z 9], 2](ly, 27 2] = [,y 2] [y, 2,27 = [y, 2,27 = [2,2,9]7"
Logo, ' = —f e, de modo semelhante, temos que o/ = —«a e 4/ = —~. Assim, para

certos hy, ho, hy € H, temos

'xST = ['xay}a[zax]ﬁhl; yST = [:Evy]'y[ya Z]iﬁhZ € 23T = [ya Z]ia[zax]i’yh?)' (32)

O que implica, ja que [H,G] = 1:

[2,y]* = [2,y,2)°, [z, 2] = [z, 9,27, [y, 2] = [2,y,2]". (3.3)

Entao, como H?* = 1 e usando as igualdades 3.2 e 3.3 podemos ver que =

2 2 ’ , 2 .
y¥ = 2% = 1. Como G é regular, concluimos que G* = 1, o que contradiz o Lema

3.2.4. [

Observagao 3.2.11. Suponhamos que G é um p-grupo finito tal que Q1(G) < Z(G).
Se G ndo possui um fator direto nao-trivial, entao Q1 (G) < ®(G). De fato, seja x € G
um elemento de ordem p tal que x ¢ ®(G). Entao, existe um subgrupo mazimal M de
tal forma que x ¢ M. Uma vez que © € Z(Q), por hipdlese, temos que (x) IG. Entao,
G = M x (z), um absurdo.

Lema 3.2.12. Sejam G um E-grupo e a € G tal que (aG') é um somando direto
G
infinito de o Entao, a € Z(G).

Demonstracao: Por hipdtese, temos, para algum X C G,

G ! !
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Como G é nilpotente, G' < ®(G) e entdo, G = (a, X). Assim, é suficiente mostrar que
[a,z] = 1, para todo x € X.

Sejam m: G — & o epimorfismo natural e ¢: (aG’") & (XG') — (aG") a apli-
cagao projecao da primeira componente. Agora, para cada r € X, defina a aplicagdo
by (aG") — (z) tal que ¢,(a'G’) = 2*, para todo i € Z. Temos que (aG') X Z e ¢, é
um homomorfismo de grupos associando aG’ a x. Logo, ¢ 7 é um endomorfismo de
G que associa a a x (¢,7(a) = ). Como G é um E-grupo, concluimos que [a, 2| = 1;

completando a demonstracao. [

Lema 3.2.13. Seja G um p-grupo finito com cl(G) = 3. Se |G' : G'NZ(G)| = p, entao
|G . ZQ(G)| = pQ.

Demonstragao: Suponhamos que G = (a, b, ¢y, ..., ¢.) tal que G'Z(G) = ([a, b]) Z(G).
Substituindo ¢; por um adequado ¢;a®b%, podemos assumir que [¢;, al, [c;, b] € Z(G),
parai=1,...,r.

Afirmamos que ¢y, . . ., ¢, € Z3(G). Para mostrar essa afirmagao, é suficiente mostrar
que [c;, ¢j] € Z(G), para 1 <14 < j < r. Suponha que [¢;, ¢;] = [a,b]'z, com z € Z(G).
Ja que [eg, al, [cx, b] € Z(G), [b, ck,a] =1 e sabendo que

[clzl, b_l] = ckbclzlb_lckbb_lclzl = ckb[ck,b]b_lclzl = [ex, 0],
temos que

[a,b,cx] = a,b,cgllb, ek, al
= [a,b] ', fa o Lackba (b, ci)a
=b"ta baa e, eyt a b tackba L [b, cila
=b"ta"tbe, o e, !, a” Yegala, ex]ba b, c]a
= b~ ta"tbb~ e, epabler, bl[ck, a][a, cx]at(b, ci)a
—1,

de modo que segue a afirmagao. Consequentemente, G/Z>(G) = (a,b)Z(G)/Z>(G)
possui ordem igual a p?. [
O teorema a seguir diz que se G é um E-grupo finito 3-gerado, entao cl(G) < 2. Na

verdade, pelo Teorema 3.3.15, nao existe tal G com cl(G) = 2.

Teorema 3.2.14 (Theorem 1.1 de [2]). Todo E-grupo finito 3-gerado é nilpotente de

classe no mdximo 2.

Demonstragao: A demonstragao segue como em [2]. Seja G um E-grupo 3-gerado.
Se % é finito, como G é nilpotente, G’ < ®(G), G é finito e G é o produto direto



3.2 ALGUNS RESULTADOS SOBRE E-GRUPOS 64

de seus subgrupos de Sylow. Todo subgrupo de Sylow de GG pré-imagem endomorfa de
G e entao, pelo Teorema 3.1.7, eles sao no maximo E-grupos 3-gerados. Neste caso, o
Teorema 3.2.10 completa a demonstracao.

Se % ¢ infinito, entao, pelo Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitamente

Gerados, temos, para alguns a, b, c € G tais que aG’ tem ordem infinita,

G

o= (aG"y & (bG', cG").

Assim, pelo Lema 3.2.12, a € Z(G) e, como G é 2-Engel (pois é E-grupo), segue que

G’ = ([b,c]) e que 13(G) = 3((b, c)) = 1. Isto completa a demonstracao. "
Logo, pelos Teoremas 3.2.6 e 3.2.14, se d < 3, todo p&-grupo d-gerado possui classe

de nilpoténcia menor ou igual a 2.

Teorema 3.2.15 (Theorem 1.2 de [2]). Seja G um 3E-grupo. Se |G| < 3%, entio G é

nilpotente de classe no mdximo 2.

Demonstragao: A demonstracao sera feita por contradigao, tal como em [2]. Seja G
um 3E-grupo finito de menor ordem sujeito as propriedades cl(G) = 3 e |G| < 3.

Entao, G nao possui um fator direto nado-trivial e ;(G) < ®(G), pela Observagao

3.2.11. Assim, Q;(G) < ®(G) N Z(G). Se d(G) > 5, entao (I)(C;)‘ > 3°. Como G ¢

regular e
P(Q) = GG, |P(G)NZ(G)| > |U(G)| = |G : G?| > 3% e cl(G) = 3,

temos ®(G) N Z(G) < ®(G). Segue que |G| > 3, uma contradi¢ao. Logo, o Teorema
3.2.14 implica que d(G) = 4.
Se |G' : G' N Z(G)| = 3, entdo, pelo Lema 3.2.13, temos |G : Z5(G)| = 9. Assim,

720G é um grupo 2-gerado e, pelo Lema 3.2.9, cl(G) < 2, uma contradigao. Logo,
2

IG':G'NZ(G)| >9.
Uma vez que
G| =G : 2(G)||(G) - 2(G) N Z(G)]|2(G) N Z(G)| e
|P(Q): P(G)NZ(G)| =|G'G?: G'G*N Z(G)|
=Z(G)G'G?: Z(G)|

el
2@ N GZ@)]
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obtemos
G| =G :(Q)||G": G'NZ(G)||G®: G’Z(G)NG?||®(G) N Z(G)| > 3*.32.1.3% = 310,
Assim,
G| =3 (@)= 2(G)NZ(G)| =3 |G : Z([G)NG'|=9e G* < G'Z(Q).
Além disso, temos que |G : G3| = [ (G)],G? = O(G) < Z(G) e
G" =[G% G < (w(@)° =1, (3.4)

de modo que segue que ®(G) é um grupo abeliano de ordem 3% e d(®(G)) = 4. Dessa
forma,

(I)(G)ECQ7X03XCgXCgOUCgXCgXCgXCg.

G
Pela relagao de inclusdo 3.4 e pelo Lema 3.2.4 iii), temos que exp <—) = 3.

G/
Portanto, pelo Lema 3.2.8, segue Z5(G)? = ®(G) N Z(G).

Agora, o Lema 3.2.9 implica que

1 ) =3t

Entao, |Z3(G)| = 3% ou 37, implicando que Zy(G) = ®(G) ou |Zy(G) : ®(G)| = 3. Se
Z5(G) = ®(Q), entao |Zy(G)?| = |®(G) N Z(G)| = 9, absurdo. Logo,

1Z:(G) : 8(G)| = 3.

Como exp(G/G') = 3, temos que G < G’ e ®(G) = G'. Assim, [Z3(G), ®(G)] =1,
pela Proposigao 1.3.9. Portanto, temos que ®(G) < Z(Z3(G)) e Z3(G) é um grupo
abeliano com d(Z3(G)) = 4. De fato, se d(Z2(G)) > 5, entdo existe x € G, um gerador
de Z5(G), tal que z ¢ ®(G). Dessa forma, z é um gerador de G e existe H C G tal que
G=(H,z)ex ¢ H,isto é, G = H x (x). Mas, pelo Teorema 3.1.7, temos que H é um
3E-grupo e |H| < 3, 0 que contradiz a minimalidade da ordem de G.

Assim,
ZQ(G)%JCglXCgXCgXCgOUCQ7XCgXCgXCgOUCgXCgXCgXCg.

De modo que, |Z5(G)?| = |®(G) N Z(G)| = 27, o que é uma contradigao. n

Teorema 3.2.16 (Theorem 1.3 de [2]). i) Um grupo 2-gerado € abeliano se, e somente
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se, € um FE-grupo.
ii) Um grupo infinito 3-gerado € abeliano se, e somente se, € um E-grupo.
Demonstracao: A demonstragao serd feita como em [2].

i) Seja G um E-grupo 2-gerado. Suponhamos primeiro que % é finito. Como G é
nilpotente, G' < ®(G) e entao, G ¢ finito; além disso, G é produto direto de seus
subgrupos de Sylow. Todo subgrupo de Sylow de G ¢, também, no maximo 2-
gerado e é um E-grupo, pelo Teorema 3.1.7. Pelo Teorema 3.2.6 e pela Observagao
3.2.3, temos que todo subgrupo de Sylow de G é abeliano e assim, G é abeliano.

Suponhamos agora que % ¢ infinito. Pelo Teorema Fundamental dos Grupos
Abelianos Finitamente Gerados, para alguns a,b € G, tal que (aG’) é infinito,

temos que

G ! !
& = (aG) @ ().

Ja que G' < ®(G), G = (a,b), o resultado do item segue pelo Lema 3.2.12.

G

ii) Seja G um E-grupo infinito 3-gerado. Como G ¢ infinito e nilpotente, segue que z;

¢ um grupo infinito 3-gerado. Assim,

g = (@) © (bG") @ (cG'),

para alguns a,b,c € G, tal que (aG’) é infinito e G = (a, b, ¢). Pelo Lema 3.2.12,
a € Z(G). Se ou (bG") ou (cG') ¢é infinito, entdao o Lema 3.2.12 garante que G é
abeliano. Suponhamos que (bG') e (¢G’) sao finitos. Temos que G' = ([b, ¢|) <
H = (b, ¢) é finito. Portanto, G = (a) X H, ja que a € Z(G) possui ordem infinita
e H é um grupo finito. Logo, H é um E-grupo 2-gerado, pelo Teorema 3.1.7 e

uma vez que é fator direto de G. O resultado segue do item 1i).

3.3 Classificacao dos p&-grupos 3-gerados

O principal objetivo desta secao é mostrar que 4 é o niimero minimo de geradores
necessarios para construir um E-grupo nao-abeliano, o que pode ser concluido usando
os Teoremas 3.2.16 e 3.3.15. Observe que o exemplo de R. Faudree [10] é 4-gerado.
Classificaremos os 2E€-grupos 3-gerados e determinaremos todos os pE-grupos tais que
seus subgrupos derivados sao ciclico. Todos os resultados contidos nesta secao estao

demonstrados em [1], exceto quando dito o contrério.
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Notagao 3.3.1. Para um primo p, inteiros 1 <t <r e [m;;| € GL(3,Z,) escrevemos

G(p,r,t,[msj]) para denotar o grupo G' com a sequinte apresentagao:

4+t r—+t
= yp = Zp = ]_

) = [, 2] = '] = 2] = [ ] = ] =
I:.%', y] — :L‘prmllyprmlgzprml?)’

[l’, 2] - xpT’IanymeQQ ZmeZS,
[

— "m: "'m: "'ma3:
Y, Z] — P slyp 32 5P 33>7

em que 1 <t <1 e[m| € GL(3,Zy).

Teorema 3.3.2 (Theorem 2.2 de [1]). Seja G um pE-grupo nao-abeliano 3-gerado tal
que exp(G/G") = p", exp(G') = p' e (p > 2 ou (p = 2 e exp(G') # 27)). Entao,
|G| = p* ) e G = G(p,1,t,[my]). Além disso, G(p,7,t,[my;]) € pE-grupo.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.2.10, temos que cl(G) = 2. Como G é 3-gerado,

existem elementos a, b, c € G tais que

% = (aZ(G)) x (bZ(Q)) x (cZ(G)).
J& que exp(G/Z(G)) = exp(G') = p', temos que [aZ(G)| = [bZ(G)| = p' e |cZ(G)| =
p°, para algum s tal que 0 < s < t. Entao, G' = ([a, b], [a, ], [b, c]), pois cl(G) = 2 e
G = (a,b,¢, Z(G)) e ainda, |[a,b]| < p', |[a, ]| < p® e |[b,c]| < p°, pois [aZ(G)| = p' e
|cZ(G)| = p*. Assim, |G'| < p't2.
Como G ¢é regular, temos que |G : Q,.(G)| = |GP"|, pela Proposicao 1.6.6. E, uma
vez que ,(G) < Z(G) e G < @,

Gl = (GG < 1Z(G)IG];

e obtemos que |G : Z(G)| < |G’|. Portanto, p** < p*2s e t < s, 0 que implica que

=110 = | s = e 6 = () x () x ()
Concluimos, assim, de _G o C, x C, x C, (0 que vale pois, ja que G nao é
uimos, assim, Gz - O " » (0 que vale pois, ja qu

abeliano, temos que t > 1) que Z(G) < ®(G) e G = (a, b, c).

Agora, como

G" <G e |G| =|G:Z(G) <|G:(G) = |G

I
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e ja que t <7, segue que G' =GP e GP' = (a?" b, c?"). Pelo Lema 3.2.4, exp(G) =

p"tt. Mas, ja que G’ = GP" é um grupo abeliano de ordem p*', segue que
GP = (a0, &) = (a") x (") x (") e |a] = [b] = || = p"*".

Além disso, como GP" = (a?") x (0"} x (") < (a0, *"), temos que (a?, b7, ¥ =

(a”") x (B"") x ("), e entdo,
PP =1 0] <GP < 0(G)] < 12(6)| = |G G < P
Dessa forma,
G" = (@) = Z(G) e |G| = p*"*Y.

J& que G’ = GP"| existe uma matriz 3 x 3, M = [m;;] € GL(3,7Z,) tal que
[a’ b] — gP"mn bp”mlgcz:»’"mm7 [a7 C] — gP"m21 bp”mggcp’"mn? [b, C] — P ms1 bp”"mszCp”mss7

e todo elemento de G pode ser escrito como a’b’cF, para i,j,k € Z, e

(aibjck) (ai’ bj/ ck/) — aji—‘ri/—i/jprmll—i/kprmgl —j/kprmgl

pit+i' =i gp mia—i'kp"mag—j'kp"maa k+k' =i jpTmiz—i'kp maz —j'kp mss

Consideremos, agora, G = Lir+t X Liyr+t X L+t € definimos a operagao bindria sobre
G
(1,7,k)(7, j' k') = (i 4+ —d'jp"myy — 'kp"mor — J'kp"ma,
J+ " =i jp mig — i'kpTmag — j'kp mas,
k+k —i'jp'mig —i'kp'mas — j'kp'mas).

Com essa operacgao binaria, G é grupo e G = (. Concluimos, entao, que G possui a

apresentacao desejada. [

Lema 3.3.3. Seja G um grupo nilpotente finito de classe 2. Se G € 2-gerado, entdo
G| =|G"*|Z(G)|.

Demonstracao: Sejam G = (a,b), H = (a)Z(G) e K = (b)Z(G). Entdao, H <G e
K<Gcom G=HK e HNK = Z(G). Se |aZ(G)| = n, entdo [a™,b] =1 e [a,b]" = 1.

H
Segue, assim, que |G'| divide n pois G' = ([a, b]). Logo, G’ divide 720 e, de modo
K
semelhante, divide (@) ’ Dessa maneira, |G’|?|Z(G)| divide |G|.
Por outro lado, suponhamos que b* nio comuta com a, entao 1 # [a,b'] = [a, b]".

Logo, para cada b’ pertencente ao transversal de Cg(a) em G temos um elemento nao-
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trivial correspondente em G’. Assim, |G : Cg(a)| < |G'|. De modo semelhante obtemos

que |G : Cg(b)] < |G'|. Consequentemente, segue que
|G : Z(G)| = |G : Cqla) N C(b)| < |G : Ca(a)||G : Ca(b)| < |G'2

Portanto, |G| = |G']?|Z(G)]. .

Teorema 3.3.4 (Theorem 2.4 de [1]). Seja G um p&-grupo nao-abeliano com subgrupo

deriwado ciclico. Entao, G = Qs x C¥, para algum n € Z nao-negativo.

Demonstracgao: Como G é p-grupo e G’ é ciclico, temos que existem a,b € G tais que

G' = ([a,b]). Sejam H = (a,b), exp(G/G') = p" e |G'| = p'. Pelo Lema 3.3.3,
G'P<|H'P=|H:Z(H)| <|H:Z(G)NH| = |HZ(G) : Z(G)| < |G : Z(G)].
Logo, |G| > |G']?|Z(G)|. Se p > 2, entao, por regularidade,
|G| = |G™[|2(G)| < |G| Z2(G)]

o que implica que G é abeliano, um absurdo. Entao, p = 2.
7 ’ . T ” . .
Como G’ é um 2-grupo ciclico e a®",b*" € G, usando as mesmas ideias da demons-

2" — p¥'s, para algum s € Z, de modo

tracao do Lema 3.2.5, podemos assumir que a
que podemos concluir que (ab™*)*"" =1, (ab™*)? € Z(G) e [a,b]*> = 1. Logo, t = 1.

Se r > 2, entao (ab™%)* = 1 (pois |G'| = 2) e ab™* € Z(G), o que implica que
[a,b] = 1, uma contradigao. Portanto, r = 1 e G* = G’, de modo que obtemos a? =
b = [a,b] e entao, H = Q.

Agora, afirmamos que G = HC¢(H) e que Cg(H ) é um 2-grupo abeliano elementar.
De fato, se G < HCg(H), existe um elemento g € G tal que g ¢ HCg(H) e entao,
g* # 1 (pelo Teorema 3.1.3) e g*> = a? = b* (pois G* = G’'), de modo que (ga)? =
[g,a]. Se [g,a] = 1, entdo ga € Z(G) < Cg(H) e g € HCg(H), um absurdo. Logo,
lg,a] # 1 e [g,a] = [a,b]. Analogamente, [g,b] = [a,b]. Assim, gab comuta com a e
b, ou seja, g € HCg(H), absurdo. Portanto, G = HCg(H). Suponhamos, agora, que
existe # € Cg(H) tal que 2% # 1. Logo, 22 = a® e (za)? = 1. Entdo, za € Z(G) e
1 = [za,b] = [a, b], um absurdo.

Portanto, a afirmagao é verdadeira e temos, também, que H N Cq(H) = Z(H) =
(a?) e assim, Cg(H) = (a?) x E, para algum 2-grupo E abeliano elementar. Como
G = H x FE, vale o resultado. [

A demonstracao de alguns lemas desta secao foram feitas computacionalmente,
usando o GAP [12]. Usamos o simbolo gap> para denotar o inicio de uma linha de

comando usual dentro do programa GAP.
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Lema 3.3.5. Seja G um 2E-grupo nao-abeliano 3-gerado tal que exp(G/G") = exp(G’) =
2 e |G| = 32. Entao, G € isomorfo a um dos sequintes grupos:
i) (wy, 2|t =yt = [y, 2] = 1,2% = 22 = [2,9], (x2)? = y?).
2 _

i) (wy, 2|zt =2t =y, 2] = 1,2% = y? = [1,9], [z, 2] = 2?).

Demonstragao: A demonstragao sera feita computacionalmente, usando o GAP [12].
Definimos as seguintes fungoes:

gap> 2Engel:= G -> ForAll(Cartesian(G,G), a -> LeftNormedComm([a[1], a[2], al[2]])
> =0ne(G));
gap> 3gerado:= G -> Length(MinimalGeneratingSet(G)) = 3;

Definimos agora a seguinte lista de grupos de ordem 32:

gap> C:=A11SmallGroups(32, 2Engel, 3gerado, g->Exponent(DerivedSubgroup(g)) = 2,
g->Exponent (g/DerivedSubgroup(g)) = 2);

Nos comandos a seguir, G é a lista de todos os grupos com as propriedades descritas
no lema.

gap> G:=[1;; i:=1;;
gap> while i<=Length(C) do

> j:=1;;0megar:=[1;;

> e:=Elements(C[i]);;

> while j<=32 do

> if e[j]°2 = Identity(C[i]) then Add(Omegar, e[jl); fi;
> ji=j+1;

> od;

> if IsSubset(Centre(C[i]),Omegar)=true then
> Add(G,C[i]); fi;

> i:=i+1;

> od;

gap> G;

[ <pc group of size 32 with 5 generators>, <pc group of size 32 with 5 generators> ]

Agora, comparamos os dois grupos fornecidos anteriormente com os grupos descritos
no lema:

gap> F:=FreeGroup(3);;

gap> R:=[F.17°4, F.2"4, Comm(F.2,F.3), F.1"-2%Comm(F.1,F.2), F.3"-2*xComm(F.1,F.2),
> F.2 -2%(F.1%F.3)"2] ;:

gap> R2:=[F.174, F.3"4, Comm(F.2,F.3), F.1"-2*Comm(F.1,F.2), F.2"-2*Comm(F.1,F.2),
> F.3"-2xComm(F.1,F.3)];;

gap> J:=F/R;; j:=Generators0fGroup(J);;

gap> J2:=F/R2;; j2:=Generators0fGroup(J2);;

gap> g:=MinimalGeneratingSet(G[1]);;
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gap> iso:=IsomorphismFpGroupByGenerators(G[1],g);;

gap> H:=Image(iso);;

gap> phi:= GroupHomomorphismByImages(H, J, GeneratorsO0fGroup(H), j);;

gap> Size(Image(phi)) = 32;

true

gap> g2:=MinimalGeneratingSet(G[2]);;

gap> iso2:=IsomorphismFpGroupByGenerators(G[2],g2);;

gap> H2:=Image(iso2);;

gap> psi:= GroupHomomorphismByImages(H2, J2 , GeneratorsOfGroup(H2), j2);;
gap> Size(Image(psi)) = 32;

true
O que mostra o lema. [

Lema 3.3.6. Existem exatamente quatro 2E-grupos G de ordem 25 tais que |G'| = 23
exp(G/G") = exp(G') = 2, satisfazendo G* = G'.

Demonstragao: A demonstragao sera feita computacionalmente, usando o GAP [12].
Defina as seguintes funcoes:

gap> 2Engel:= G -> ForAll(Cartesian(G,G), a -> LeftNormedComm([a[1], a[2], a[2]])
> =0ne(G));

gap> G2igualDerivado:= G-> GroupWithGenerators(List(Elements(G) ,x->x"2))

> = DerivedSubgroup(G) ;

A funcgoes 2Engel e G2igualDerivado determinam se o grupo é 2-Engel e se G? =

G', respectivamente.
Defina agora a seguinte lista de grupos, G de ordem 64, satisfazendo as condigoes
do teorema:

gap> C:=Al11SmallGroups(64, 2Engel,G2igualDerivado, g-> Order (DerivedSubgroup(g))=8,
> g —> Exponent(g/DerivedSubgroup(g))=2, g -> Exponent (DerivedSubgroup(g))=2);;
gap> G:=[];; i:=1;;
gap> while i<=Length(C) do
j:=1;;0megar:=[];;
e:=Elements(C[i]);;
while j<=64 do
if e[j] Exponent(C[i]/DerivedSubgroup(C[i])) = Identity(C[i])
then Add(Omegar, e[jl); fi;
J=3+1
od;
if TIsSubset(Centre(C[i]),Omegar)=true then
Add(G,C[i]); £1;
i:=i+1;
od;
gap> G;

V V V V VvV V V V V VvV VvV

[ <pc group of size 64 with 6 generators>, <pc group of size 64 with 6 generators>,

<pc group of size 64 with 6 generators>, <pc group of size 64 with 6 generators> ]
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O GAP retorna exatamente quatro grupos, o que mostra o lema. |

Teorema 3.3.7 (Theorem 2.5 de [1]). Seja G um 2E-grupo nao-abeliano 3-gerado tal
que exp(G/G") = exp(G') = 2". Entdo, G € isomorfo a um dos sequintes grupos:

i) Qg X Cg.
i) (z,y, 2|2t =y' = [y, 2] = 1,2% = 22 = [1,9], (z2)? = y?).
iii) (z,y,2]2t =2 =[y,2] = 1,22 = ¢* = [1,y], [, 2] = 2?).

iv) G(2,r,r,[my)); tal que [my;] € GL(3,Z,).

Demonstragao: Suponhamos que % = (aZ(Q)) x (bZ(G)) x (cZ(G)), para alguns
a,b,c € G tais que |[aZ(GQ)| = [bZ(G)| =27, |cZ(G)| =2° com 0 < s < 7.
Se s = 0, entao G’ é ciclico e entao, pelo Teorema 3.3.4, G = Qg x (.
Suponhamos, entao, que s > 1. Temos que G' = ([a,b], [a, ], [b, ¢]). Uma vez que
(G")?" é um 2-grupo ciclico, pelo Lema 3.2.5, temos que [a, b]>" = 1. Logo, exp(G’) < 2°

e r = s. Dessa maneira,

G
—— | =2% = [b] = |c] = 27"
Iz =2 ¢ lal =Bl =1d

De modo que, como 2°" = |G : Z(Q)| < |G : Q.(G)] < |G : G'] < 2%, temos que

Assim, por regularidade, e pelo Teorema 1.6.2 segue que:
41
Gl = Qi ||G*] < [2,41(G) : UG (GG < 8IZ(GI(G)].

Entao, |(G")?| > 2373, Suponhamos que G’ = Cyr x Cou X Coo tal que 0 < v < u < 7.
Se v =0, temos que |[(G”)| = 2772 < 22772, Logo, nesse caso, r = 1, |G| = 2° e, pelo
Lema 3.3.5, G possui apresentagdo como no item ii) ou iii).

Sev > 1e|(G)? = 27“T3 temos que u = v = 1, |G| = 2% e |G| = 29",
Portanto, G’ = ([a, b]) x ([a, c]) x ([b, c]).

Agora, afirmamos que G* = G'. Se r = 1, entao |G| = 64 e, pelo Lema 3.3.6,
existem exatamente quatro 2E-grupos G de ordem 2° tais que |G'| = 2% exp(G/G’) =
exp(G') = 2, satisfazendo G* = G’. Suponhamos, agora, que r > 1. Provamos que
(a® 0%, %) = (a¥ ) x (1?") x (c¥"). Se a®* ™b* "?"! = 1, entdo (a®b*"c?)? = 1 e, assim,

a>?c? € Z(G). Isso implica que 2" divide 2m, 2n e 21, o que implica que, m,n, [ sao
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pares e a™b"c € Q,.(G) = Z(G). Logo, a®> ™ = v*'" = ¢ = 1. Consequentemente,
(a® ,b*,c*) = (a®) x (0*) x (¥) =2 Cpr x Cpr x Cpr ¢ G* =G,

Uma demonstragao semelhante ao final da demonstracao do Teorema 3.3.2 fornece que

G = G(2,r,1,[myj]); tal que [my;] € GL(3,Zyr). "

Observacao 3.3.8. Os grupos descritos nos itens i), ii) e iii) do Teorema 3.3.7 nao sdo
E-grupos. De fato, basta considerar o endomorfismo p: G — G tal que G = (x,y, z)

¢ tal como em 1), 1) ou i) e ainda, p(y) = x; p(x) =z € p(2) = 2.

Lema 3.3.9. Sejam G um pE-grupo finito 3-gerado e a € End(G).

i) Se a € Aut(G), entdo a € um automorfismo central.

ii) Se a ¢ Aut(Q), entio Im(a) < Z(G), em que Im(a) denota a imagem de c.

Demonstragao: Suponhamos que G nao é abeliano, exp(G') = p' e exp(G/G') = p".
Pelos Teoremas 3.3.2, 3.3.7 e pela Observacao 3.3.8, existem elementos a, b, c € G tais
que G = (a,b,c), |a| = |b| = |c| = p"*,G* = Z(G) = Q,.(G), e

T

G" =G = ([a,b]) x {[a,c]) x ([b,c]), |[a, b]| = [[a, c]| = |[b, ]| = p'".

Agora, afirmamos que Cg(g) = (9)Z(G), para cada g € {a,b, c}. Por simetria entre
a,b e ¢, é suficiente mostrar essa afirmagao para g = a. Seja x € Cg(a). Entao, existem
inteiros 4,n,m e um elemento w € Z(G) tais que x = a'b"c¢™w. Como [x,a] = 1,
obtemos [b,a|"[c,a]™ = 1 e entdao, n = m = 0(modp’). Portanto, x = a'w,, para
algum w, € Z(G), como desejado. Logo, a® = a'w,, b* = bw, e ¢ = cfw,, em que
0<i,75,k<p —1ew,w,w.€ Z(QG).

De [(ab)*,ab] =1 e [(ac)®, ac] = 1, concluimos, respectivamente, que i = j e i = k.

Como G?" = @', temos a”" = [a, b]*[b, c|*[a, c]' em que s,k e [ sdo inteiros. Portanto,

(s

(@) = [0 B, e, e

T ;2 . . . ~ . .
de modo que a”'" = aP" ", Assim, i* = i (mod p') e entao, i = 1 ou i = 0.

Se i = 1, entao o é um automorfismo central de G. Se i = 0, entao a imagem de «

estd no centro de G. =
’il jl k‘l k3 _k2 kl
Notacao 3.3.10. Dada a matrizA = | iy jo ky | denotamos | —j3 jo —ji
i3 J3 k3 13—l 1

por A. Além disso, denotamos adj(B) a matriz quadrada adjunta de B.
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Lema 3.3.11. Sejam G = G(p,r,t, [my;]) = (a,b,¢), tal quep >2 ou (p=2 et #r),

i1 1k
M = [m;] € GL(3,Zyt) e A= | iy jo ko |. Entdo, a aplicagcdo «, definida por
i3 J3 ks

a® = a' WMz b = @22 2y, (BB R 2,

tal que i1, J1,. .., ks € Z € z1, 29,23 € Z(QG), pode ser estendida a um endomorfismo de

G se, e somente se, a igualdade MA = adj(A)M ¢é verdadeira no anel das matrizes

sobre Ly .

Demonstracao: Ja que exp(G) = p't e exp(G') = p!, temos 27 = [2#',y] = 1; para
todo x,y € G, pelo Teorema 3.3.2. Entao, a pode ser estendido a um endomorfismo de
G se, e somente se,

[aa’ b&] — (aa)p’"mn(bayrmm (Ca)Prmm, [ao‘, Ca] — (aoé)Prmzl (ba)P’"mm (COé)Prmzs’

57,7 = (0 e e

Como (zy)r" = 2P y?" [y,a:‘](p2) = 2P y?" (jd que t < r), para todo z,y € G e GP' =
(aP") x (b") x (") 2 Cp x Cpe x Cpe, segue que a seguinte igualdade no anel das
matrizes sobre Z,: vale se, e somente se, o pode ser estendido a um endomorfismo de

G-

o 1 ki mi1z Mo1 M31
iy Jo ko mi2 Mo M32 -
i3 J3 k3 M1z Ma3 Ma33
myp Mgp M3y i1J2 — Jil2  11J3 — Jiis  12J3 — Jai3
M2 Moz M32 i1k — kiip i1k — kitg gk — kotg )
mi3 Moz M3g Jiko — k1g2 Jiks — kijs  Joks — kajs
o que completa a demonstracao. [

O teorema a seguir foi demonstrado, em 1995, por M. Morigi, [27]. A demonstracao
foi feita por contradi¢do. Supondo que G é um p-grupo finito 3-gerado tal que Aut(G)
é abeliano, é possivel deduzir alguma informagao sobre sua estrutura. Entao, pode-se
mostrar que todo grupo com tal estrutura nao possui nenhum automorfismo central.

O que contradiz a Proposigao 1.8.4.

Teorema 3.3.12 (Principal resultado de [27]). Ndo existe um p-grupo finito nao-
abeliano 3-gerado que possua um grupo de automorfismos abeliano, para qualquer primo

p impar.
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Demonstragao: Ver [27]. "
O Teorema 3.3.12 ¢ falso para p = 2, contudo é verdadeiro para certos 2-grupos,

conforme diz a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.3.13 (Proposition 4.2 de [1]). Nao eziste um 2-grupo finito G nao-
abeliano 3-gerado que possua um grupo de automorfismos abeliano tal que exp(G') =
2! exp(G) =2% et > 1.

Demonstracao: A demonstracao é semelhante a do Teorema 3.3.12. [

Lema 3.3.14. Nao existe 2E-grupo nao-abeliano de ordem 64 possuindo um grupo de

automorfismos abeliano.

Demonstragao: A demonstragao serd feita computacionalmente. Usando o GAP [12],
definimos as funcoes:

gap> 2Engel:= G -> ForAll(Cartesian(G,G), a -> LeftNormedComm([a[1], a[2], a[2]1)
> =0ne(G));

gap> AutGAbeliano:= G -> IsAbelian(AutomorphismGroup(G))=true;

gap> naoabeliano:= G -> IsAbelian(G)=false;

Nos comandos que seguem, G é uma lista de 2E-grupos nao-abelianos de ordem 64

possuindo um grupo de automorfismos abeliano.

gap> C:=A11SmallGroups (64, 2Engel,naocabeliano,AutGAbeliano);;
gap> i:=1;; G:=[1;;

gap> while i<=Length(C) do

> j:=1;;0megar:=[];;e:=Elements(C[i]);;

> while j<=32 do

> if e[j] Exponent(C[i]/DerivedSubgroup(C[i])) = Identity(C[i]) then
> Add (Omegar, e[jl); fi;

> j:=j+1; od;

> if IsSubset(Centre(C[i]),Omegar)=true then

> Add(G,C[i]);fi;

> i:=i+1;0d;

O GAP retorna que a lista G é vazia. O que completa a demonstracao. [
Teorema 3.3.15 (Theorem 1.1 de [1]). Todo E-grupo 3-gerado € abeliano.

Demonstracao: O Teorema 3.2.14 diz que um E-grupo finito 3-gerado ¢ nilpotente de
classe no maximo 2 e o Teorema 3.2.16 diz que um E-grupo infinito 3-gerado ¢é abeliano.
Assim, para demonstrar o teorema basta mostrar que todo pE-grupo finito 3-gerado é

abeliano, pelo Teorema 3.1.7.
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Suponhamos, por contradicao, que G é um pE-grupo nao-abeliano 3-gerado. Pelos
Teoremas 3.3.2 e 3.3.7 e Observagao 3.3.8, existem a, b, ¢ € G tal que G = G(p, 1, t, [m;;]);
em que M = [my;] € GL(3,Z,t). Separamos a demonstragao em dois casos

Suponhamos, inicialmente, que p > 2 oup =2et #r. Seja H = G(p,t,t,[my;]) =

(x,y,z). Afirmamos que todo automorfismo de H é central. De fato, se § € Aut(H),

entao
P = xilyﬁ k1 21, yﬁ — xizyjzzkz 29, b= xisyj3zk323
i1 o1k
em que 2q,29,23 € Z(H) e i1, j1,..., k3 €{0,....,p" —1}.Se A=| iy jo ko |, pelo
i3 J3 k3

Lema 3.3.11, segue que MA = (adjA)M. Agora, definimos a uma aplicacdo sobre G
por

a® = a1 M ba = a6 ca = a3

Pelo Lema 3.3.11, a pode ser estendido a um endomorfismo de G e pelo Lema 3.3.9,
a é um automorfismo central ou I'm(a) < Z(G).
Se a € Aut.(G), entdo a ta® € Z(G) e assim, a1 Z(G) = Z(G). Como

726 (aZ(G)) x (bZ(G)) x (cZ(G)) e |aZ(G)| = pZ(G)| = [cZ(G)| = p',
segue que i; = 1,7; = 0,k = 0. De modo semelhante, b='6* € Z(G) e ¢ 'c* € Z(G).
Consequentemente, A é a matriz identidade e § € Aut.(H).

Se Im(a) < Z(G), de modo andlogo, obtemos que A é a matriz nula e entdo,
Im(p) < Z(G), um absurdo. Portanto, Aut(H) = Aut.(H) e todo automorfismo de H
fixa os elementos de H' = Z(H).

Se p e 1 € Aut(H) sao automorfismos quaisquer, entdao h?¥ = h¥¥, para todo
h e {x,y,z}, ja que Aut(H) = Aut.(H). Consequentemente, Aut(H) é abeliano, o que
contradiz o Teorema 3.3.12 ou a Proposicao 3.3.13, exceto quando p = 2 e t = 1. Nesse
caso, |H| = 64 e pelo Lema 3.3.14 temos uma contradigao.

Suponhamos, agora, que p =2 e t = r. Pelo Lema 3.3.9, todo automorfismo de G é
central, assim Aut(G) é abeliano (pois G' = Z(G)). Assim como no primeiro caso, isso
é uma contradigao. [

Agora, provamos uma generalizacao do Teorema 3.2.10.

Teorema 3.3.16 (Theorem 4.3 de [1]). Nao eziste um pE-grupo G de classe 3 tal
que G = (x1,...,xy,), para n > 3, e tal que para qualquer i € {1,...,n} o conjunto
{[ziszj,zi] |1 < j <k <n,j#1#k} é um subconjunto linearmente independente do

3-grupo abeliano elementar v3(G).
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Demonstracao: Suponhamos por contradicao que G' é um p&-grupo de classe 3. Sejam
exp(G/G') = p" e H = (G')3v3(G). Pelo Lema 3.2.4, [H,G] = U,(H) = 1. Médulo H

temos que:

oy = [y, 22" [1, 3™ [Ty, )™ H [z, 24]",
2<i<j<n
para ma, ..., m,, m;; € {—1,0,1}. Como [x1,2} | = 1, temos que
H (21, 2, 2] = 1.
2<i<j<n

Segue da hipdtese que ¢;; = 0, para todo %, j. De modo semelhante, médulo H, temos
que, para mq, ks, ..., k, € {—1,0,1}:

5(7%7 [132, -Tl]ml [IL'Q, ZE3]]€3 . [ZL'Q, J}n]k" H [171’7 xj]tij'
2<i<j<n
Como |23, x5] = [23", 21|71, obtemos que ks = mg, ..., k, = m,.

Analogamente, médulo H,
n
L H[xi,xj]mj; NVie{1,2,...,n}.

j=1

Assim, [x;, ;)% = [o_,[%i, Tk, 2;]™; para todo i, € {1,2,...,n}. De modo que:
n n n
xf’% H Ti, T i = HH Ti, g, ;] =1,Vi € {1,2,...,n}.
7=1

j=1k=1

Portanto, Us,.(G) = 1, o que contradiz o Lema 3.2.4. n



Capitulo
4

Um A-grupo de classe 3

O objetivo principal deste capitulo, e de fato de toda a dissertacao, é construir
um p-grupo finito, G, para p = 3, de classe 3 tal que seus elementos comutem com
suas respectivas imagens automorfas. Para isso, usamos o algoritmo de B. Eick, C. R.
Leedham-Green e E. A. O’Brien descrito em [9].

4.1 Construcao de um 3&-grupo de classe 3

Pelo Teorema de Levi 1.7.3, todo grupo 2-Engel sem elementos de ordem 3 é nil-
potente de classe no maximo 2. Assim, um pA-grupo finito deve ser 3-grupo para ter
classe 3. A. Caranti [31] questionou sobre a existéncia de um pE-grupo finito ou de um
pA-grupo finito possuindo classe 3.

No Capitulo 3, vimos que se G é um pE-grupo de classe 3, entao G deve possuir ao
menos 4 geradores. Além disso, ja foi mostrado que todo 3E-grupo com ordem menor ou
igual a 310 é nilpotente com classe igual a 2. Nesta secao, construiremos um 3&€-grupo
de classe 3, ja que pelo Teorema 3.1.3 um pA-grupo deve ser um pE-grupo.

De agora em diante, G denotara o grupo tal como descrito a seguir, a menos que

seja explicitado o contrario. Consideraremos o maior grupo 2-Engel, G, de expoente 27

gerado por 1, ..., xg tais que satisfacam as seguintes relagoes definidoras:
ﬂvif = [9527953] [1'4,355][%6,337] [378,379} x% = [3317%] [952,%9] [5173,955][374,1'8]
xy = [x1, 23][24, 2] (5, 28] [T7, T9] x3 = [x1, xs][24, 29|25, 26|22, 5]
$§ = [$1,$2H$4,$7] [%;Ig][%,ﬁs} fg = [$1,$9] [I3,$4] [@;957] [$5,$6]
l‘i = [5517375][552, 5136][$3, 559][377, xs} :c‘Z; = [9517 $6][1337378] [5527334] [$5, 5177],
= [ Il [zs, z7][ ]

esse grupo foi construido por A. Abdollahi, A. Faghihi e A. Mohammadi Hassanabadi
em [2].
Nosso propédsito é mostrar que o grupo descrito anteriormente é um A-grupo de

classe de nilpotéencia 3. Usando o ANU Nilpotent Quotient, um pacote de W. Nickel

78



4.1 CONSTRUCAO DE UM 3£-GRUPO DE CLASSE 3 79

[30], disponivel no GAP [12], podemos construir uma apresentacao por poténcias e
conjugados, conforme descrito em A.1.

Com isso, obtemos:
|G| = 3% |G = 37| Z(G)| = 3%; e eap(G/G") = 3;

tal que G' = Z5(G) = C3? x C3; 01 (G') = 13(G) = Z(G) = CF.
Como todo comutador [z;, z,] aparece uma tinica vez nas relagoes definidoras acima,
segue que:
(x3,...,m8) = (23) ... (x3).

Além disso, segue pelo Lema 1.7.4, que G* = (z3,...,23)(G')? e que G ¢é regular,

portanto, |G3| = 3%.
Pela regularidade de G, e pela Proposicao 1.6.6, temos que

0.(Q)] = |G : G°| = 3%.

Como Q(G) =13(G) = Z(G), segue que G é 3E-grupo de classe 3.

Teorema 4.1.1 (Theorem 1.2 de [3]). Aut(G) = Aut.(G)Inn(G). Em particular, G €

um A-grupo.

Para demonstrar o Teorema 4.1.1, usamos o algoritmo de B. Eick, C. R. Leedham-
Green e E. A. O’Brien [9], cuja implementagao esta disponivel no GAP [12] e MAGMA
[4].

O algoritmo descrito em [9] procede por indugao sobre os ter- G
(
mos da série p-central inferior de um p-grupo finito GG. Definindo
P, = G/Pi(G), é calculado Aut(P;(G)). Como P, = G/Pi(G) P

P (G
¢ um grupo abeliano elementar, Aut(P;) = GL(d,p) (onde d é 1(C)

o numero de geradores de G). Assumimos, por indugdo, que ja P Py(C)
conhecemos Aut(P;), para algum ¢ > 1. Desejamos encontrar um ?
conjunto de geradores de Aut(P;;1), o que sera possivel tendo em P 31

1

vista os resultados do Capitulo 2, em particular o Lema 2.5.16.

Do Teorema 2.5.5, como M < ®(P;), segue que P = (gF,...,g}). Se tivermos uma
sequéncia policiclica de geradores para P e P 1, podemos determinar U := Ker(g),
em que €: P* — P,.; é o epimorfismo fornecido pelo Teorema 2.5.5 . Por construgao,
U< M.

Descrevemos, inicialmente, a acdo de Aut(P;) sobre M. Seja m € M, como M <

®(G), podemos escrever m = w(gy,...,g)), para alguma palavra w no conjunto dos
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geradores {g7, ..., g5} de PF. Seja ainda h; = a(1(g})) € P;. Escolhemos a pré-imagem
h} € P} sob o epimorfismo natural ¢: P — P, e definimos ay;(m) = w(hj, ..., h}).

Usando a agao de Aut(FP;) sobre M, j& descrita, podemos definir o estabilizador de
U sob Aut(F;), S := Stabaup,)(U). Pelo Lema 2.5.13, as extensoes dos automorfismos
internos de G agem trivialmente sobre o p-multiplicador, logo, Inn(P;) estabiliza U.

Agora, pelo Teorema 2.5.15 precisamos determinar os subgrupos T e S, em que T
¢ o nicleo do homomorfismo natural v: Aut(P;y1) — Aut(P;). Como o Lema 2.5.16
fornece uma sequéncia policiclica de geradores para T, a maior tarefa é construir um
conjunto de geradores para S.

A técnica padrao para construir o estabilizador S de um subespaco U ¢ listar as
orbitas de U e, simultaneamente, calcular os geradores de Schreier para S, tal como é
descrito em [20]. Se o tamanho da 6rbita é pequeno, entao essa técnica é muito eficiente,
o que nao é o caso. Em [9] véarios refinamentos sao descritos para diminuir a dificuldade
do célculo do estabilizador.

Em resumo, segue o procedimento para que possamos demonstrar o Teorema 4.1.1.

Explore a estrutura do p-multiplicador M de P;, que é um Aut(P;)—médulo, pois
M ¢é um grupo abeliano elementar. Use a série de composicao de M para diminuir o
comprimento das érbitas construidas.

Observe do Lema 2.5.16 que Aut(P;) possui um p-subgrupo normal N, o centrali-
zador de V = G/P1(G) em Aut(P;) e Aut(P;)/N é isomorfo a um subgrupo de GL(V),
pelo Teorema 1.8.2. Em particular, a acao de N sobre M é como um subgrupo uni-
potente de GL(M), pelo Lema 2.4.2. E. Costi [8] descreveu um algoritmo chamado
UNIPOTENTSTABILISER para descrever um representante canénico U da N-érbita do
subespago U de M, tal algoritmo foi descrito também em [9] e explicado na Segao 2.4.1.
Simultaneamente, constréi-se um conjunto de geradores para o estabilizador de U em
N ete N, tal que Ut = U. Use o algoritmo para construir o estabilizador de U em N
sem explicitar a construcao de suas orbitas.

Se possivel, substitua a agao de Aut(P;) pela acdo de um subgrupo préprio de

Aut(P;) que contém o estabilizador de U.
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Se o grupo que age sobre M ¢é solivel, entao sua série de composicao ascendente
determina orbitas sob os sucessivos termos da série. Em cada passo, use a propriedade
que a érbita sob um subgrupo normal é um bloco da a¢ao por permutacao (pelo Lema
2.4.11).

4.2 O grupo de automorfismos de G

Lembre que G é um grupo de ordem 3% e classe de nilpoténcia igual a 3 tal que
os termos de sua série p-central inferior e série inferior coincidem. Além disso, P, =
G/P1(G) possui ordem 3% ¢ P, = G/Py(G) tem ordem 3% com centro possuindo
ordem igual a 3%¢. Na Tabela 4.1, descrevemos logs(|P;|) e os postos dos respectivos
p-multiplicador M de P; e do nucleo U do epimorfismo de P a P;;;, identificando U

como sendo subespaco do correspondente espaco vetorial M.

| B M| U
119145 9
2145|204 | 165
3| 84

Tabela 4.1: Informagoes sobre G

Lema 4.2.1. Sejam G = Zg e A = Aut(G). O p-multiplicador de G, M, pode ser
visto como um A-mdodulo de dimensao d + (g) e pode ser escrito como M = My & M.
Em que:
G=(x1,...,xql2? =1,[z;,2;] =1, V1 <i,j <d),
M = (hj,wg | hi = 2wy = [vg, x1), [T, ] = 1, [z, we] = 1; V1 < 4,5,k 1 < d),
My = (wy |wy € M;V1<k<l<d)e
My = (hj|h; € M;V1<j<d).

Além disso, My e My sao submddulos invariantes e irredutiveis de dimensoes (g) e

d, respectivamente.

Demonstracao: Temos que M possui dimensao d + (;l), pois ¢é ntcleo do epimorfismo
Vv: G* — G, em que G* é o p-recobrimento de G,.

Os automorfismos de G podem ser estendidos a G* e entao, podemos restringi-los
a M. Desse modo, podemos definir uma acao de Aut(G) sobre M.

Sabemos que M; e M, sdo invariantes pois, se ¢ € Aut(G), entdo, para quaisquer
inteiros j, k,l taisque 1 <k <l <del<j<d:

¢ (wi) = o([xx, m1]) = [p(ex), o(x)] e ¢ (h;) = d(a7) = ((x:))"

A demonstracao do lema consistird em mostrar inicialmente que os médulos My
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e M, sao ciclicos e, entdo, mostrar que qualquer elemento de M; e M, (diferente do
elemento neutro) gera o médulo todo.

Temos que M; e M, sao grupos abelianos elementares de expoente p, pois M o é.
Definimos K := w2 A um modulo ciclico, mostraremos que K = M;.

Definimos o; € Sym(d) tal que o; = (12...i — 1...i + 1...d), para qualquer
1 <4 < deainda, ¢;: G = G tal que ¢;(x;) = 2o,(), para todo j com < j < d.
Temos que ¢; é automorfismo de G; para todo i tal que 1 <7 < d.

Como M; é A-médulo, para todo f € Aut(G) e m € M, temos que f(m) € M;.
Em particular, para todo o; € Aut(G) e m € Mj, gzﬁ’f(m)\ € M;. Com isso, segue que:

)

O3 (w12) = P1[x1, 0] = [T1, 23] = w13 € K
T(wig) = ¢1|1, 23] = |21, 24 = W1y € K
Oilwis) = @rler, wa] = o, 24 H temos d — 1 geradores

o1 (wia) = 11, 24| = [01,75] = w15 € K
) em comum com M;

¢ (wiga-1)) = ¢1[r1, Ta1] = 21,24 = w1a € K|

como wyy = |11, 73] € K entdo, wiy = wy = [19,71] € K:

&1 (wa1) = Ga|wa, 1] = [, 3] = Wwo3 € K
¢ (was) = Po[we, w3] = (19, w4 = wos € K )
. temos mais d — 2 geradores
1 (Waa) = Ga|@a, 4] = [, 25] = w5 € K
em comum com M,
¢T(w2(d—1)) = ¢2[$27$d—1] = [$27$d] =wyg € K )
(continuamos o processo recursivamente)
o1 ) basl = | K temos mais 2
* _ _ pu— _ _ y _ p— _ 5 _ pu— _ _ E
1 wid 2)(d—3) d—2|Td—2, Ld—3 Tdg—2,Td-1 W(d—2)(d—1) geradores em
¢1(w(d—2)d) = ¢g—2[Ta—2, Ta—1] = [Ta—2, T4 = Wg-2)d € K

comum com M;

temos mais 1 gerador em comum com M;:

P (Wa-1)(d—2)) = Pd—1Ta—1, Ti-2] = [Ti—1,Ta) = Wg—1)a € K

no total, temos (d — 1)+ (d —2)+ ...+ ... +1 = (;l) geradores em comum com o0s
geradores de M;. Logo, K = M pois K é submodulo de M;.
Seja agora, m € K. Mostraremos que mA = M;. Temos, parae; € {0,1,...,p—1}:

€12 €13,,,€23 €24 €(d-1)d,
mo=wiy .. wEWE . W W g

=[xy, 22|92 .. [y, wg] g, 3] L (1o, mg] 2L [, mg] @D,

Sem perda de generalidade, suponhamos €15 # 0 e definimos v, € Aut(G) para
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todo i tal que 1 < i < d por: ¢;(x;) = x; e Yi(z;) = xj_l; i .

Desse modo, como m € mA, seque que ¥} (m) € K e n:=¢f(m).m € K, em que:
no= Pi(m)m = ([vr, 2y [or, 22)2 (01, 2 [, 2a])

= [.’L’Q, ZL’1]612 e [xd, $1]€1d.

Isso pois, pela Proposicao 1.1.2 e ja que G* possui classe de nilpoténcia 2:

1
= [z, 2]

N e N o Eo R e
= x]_lxl_lxjx,x]xj_l

= [l’j,.ﬁ(]i].

Além disso, ¥3(n) € K e ¥3(n).n = ([xo, 21][z, 27 1])92 = [11, 25]92 € mA.
Como €13 € {1,...,p— 1}, segue que wis = [x1, 23] € MmA pois €15 € p s@o coprimos.
Portanto, ma = K e M; é irredutivel.
Definimos, agora, o € Aut(G) com «a(x;) = x;11, para todo i tal que 1 <i< d—1
e a(ry) = z1. Mostraremos que L := hy A = M,.
Temos:
a*(hy) = he € L;

Oé*<h2) = h3 S L7

a*<hd_1) =hg € L.

Logo, todos os geradores de M, pertencem a L, que é submoédulo de M. Segue que
L :=h{A= My e M, é ciclico.
Agora, seja | € L elemento qualquer. Para mostrar que My é irredutivel basta

mostrar que [A = M,. Temos que:
l=hi...hftalquel < ¢ <p; V1 <i<d.

Sem perda de generalidade, suponhamos €; # 0 e definimos v € Aut(G) tal que
v(z1) = x1 € y(x;) = x;; para todo i tal que 2 < ¢ < d.

Assim, como | € [A,v*(I) € IA temos que, v*(I).l = h3*' € [A. Mas, ¢, € {1,...,p—
1}, o que mostra que hy € [A, pois €; e p sdo coprimos. Portanto, (A = L = M, e M,
é irredutivel.

Logo, M, e M sao subméddulos irredutiveis de M tal que todo elemento de M pode

ser escrito como um elemento de M; mais um elemento de M, ou seja, M = M; + Ms.
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Falta mostrar que M; N My = {1}.
Suponhamos que M; N My # {1}, entéo:

(2) pe
W) 2 M| = (M, 1 My| = LYAIVRL PRt )
P M= MMl = e~ Pinag) <P
O que ¢é absurdo. Segue assim, que M = M; & M. [

Lema 4.2.2 (Lemma 3.1 de [3]). Aut(Ps) = Aut.(P,).

Demonstragao: Temos que A = Aut(P;) = GL(9,3), pois P, é abeliano elementar,
além disso, M = M;&® M,, conforme o Lema 4.2.1. Como M é gerado por comutadores,
e ja que [z, y] = —[y, z], segue que a acao de A sobre M; é a representacao do quadrado
alternado A?(V), em que V = GF(3)°. E ainda, podemos dizer que a agao de A restrita
Ms é como GL(V).

O GAP fornece que os geradores de U (ver A.2) s@o uq, ..., ug tais que:
Uy = $f3[$2, I3]2[$4, $5]2[$6,1‘7]Q[$8, $9]2 Ug = $6_3[$1,307]2[$2, 56’9]2[373,%]2[%, Is]z
Ug = $53[$1; 553]2[96’4, $6]2[$57138]2[l‘7, $9]2 Uy = $?3[$17$8]2[174, $9]2[SU3>376]2[372, $5]2
ug = x5 (21, 2[4, 1) [ws, o) Hwe, ws)?  us 1= w5 [y, wo) w3, wa) (w2, 27)* (w5, W)
Uyg 1= xf’[ﬂﬁl, $5]2[$2, $6]2[$3,$9]Q[$7, $8]2 Ug 1= $9_3[$17$6]2[$3, 908]2[$27$4]2[$5, IE7]2-
Us 1= 1’53[551, 24)?[22, 8] |13, 27)* (w6, o
E, sendo
w1 = [515275133]2[%,905]2[$6,$7]2[$8,909]2 We [$17$7]2[$2,$9]2[$3,$5]2[$4,9€8]2
Wo = [$1,$3]2[$4,I6]2[$57$8]Q[$7,I9]z Wy = [$171U8]2[I4,$9]2[$37$6]2[I2,$5]2
w3 = [951,952]2[354,$7]2[$5>$9]2[336,x8]2 wg = [5171,339]2[%3,354]2[9527357]2[565,1?6]2
Wy = [5E1,$5]2[$2,906]2[$3,$9]2[$7,908]2 Wy 1= [117%]2[953,$8]2[$2,$4]2[9€5,$7]2,
Ws = [$1,$4]2[$2;$8]2[9537IE7]2[$6,I9]2
/ M temos que o estabilizador em A do 18- dimensional A-mddulo
U+ My U+ My, = <U1,...,U9,h1,...h9> = <w1,...,w9,h1,...h9>

/ \ v contém o estabilizador dﬁ U ]?/-1;11 A.
U + .
\ / i 2 = (wy + My, ... wg + Mp) &

D do, W =
o mesmo modo, YA

Un M, 9- dimensional A- moédulo e temos que seu estabilizador em

A possui o estabilizador de U em A.

Vamos entao determinar o estabilizador de W em A, Stabs(WV).
Como a agao de A sobre M; é a representacao do quadrado alternado A%(V'), para
cada elemento nao-nulo em W, w + My, podemos determinar uma forma bilinear anti-

simétrica 9 x 9 da seguinte forma: associamos w+ Ms ao vetor de expoentes de w sob os
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geradores de M, digamos €, := [ey, ..., €36]. A matriz que representa a forma bilinear

mencionada é dada por:

[0 €1 €9 €3 €4 €5 €6 €7 €8 ]
—€ 0 €9 €10 €11 €12 €13 €14 €15
—€ —6 0 €16 €17 €18 €19 €20 €21
—€3 —€i0 —€16 0 €22 €23 €24 €25 €26

E,=| —e4 —enn —€7 —€2 0 €7 € €9 €0 | €AV

—€5 —€12 —€18 —€3 —€27 0 €31 €32 €33
—€g —€13 —€lg —€zq4 —€g —€31 0 €314 €35
—€r —€14 —€0 —€25 —€9 —€32 —€34 0 €36

| —€8 —€15 —€21 —€¢ —€30 —€33 —€35 —€36 0 i

Construimos, assim, um algoritmo no GAP para determinar os postos dessas formas
como descrito em A.3. Desse modo, podemos ver que precisamente 4 dessas formas
possuem posto 4, 956 dessas formas possuem posto 6 e 18.722 possuem posto 8.

Essas quatro formas de posto 4 ocorrem em pares, {7, —v} e {¢, —(}. Além disso,

as matrizes que representam v e ( sao, respectivamente:

0 1 1 1 1 1 11
-1 0 1 1 1 1 11
-1 0 1 1 1 1 11
-1 -1 -1 0 0 1 1 11
M=!-1-1 -1 0 0o 1 1 11
-1 -1 -1 -1 -1 0 0 11

-1 -1 -1 -1 -1 0 0 11
00

00

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

€ - -
0 1 1 1 1 1 1 0

-1 0 1 1 1 1 0 1 1

-1 -1 0 0 1 1 1 1 1

-1 -1 0 0 1 1 1 1 1
¢J=1]-1-1-1-1 0 0 1 1 1

-1 -1 -1 -1 0 0 1 1 1

-1 0 -1 -1 -1 -1 0 1 1

-1 -1 -1 -1 -1 -1 =1 0 1

0 -1 -1 -1 =1 -1 -1 —1 0 |
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Note que se C' = Staba(y) N Staba((), entdo Staba(W) < C' e, assim,
StabA(W) - Stabc(W).
Mudamos, entao, a base dessas formas para que a matriz que representa tais formas

J . I
J = S0 tal que, J = 0 >,
0 0 -1, 0

Temos que J é uma forma bilinear anti-simétrica. Como j4 foi visto, uma matriz A

seja da forma

respeita essa forma anti-simétrica se AT.JA = J. Assim, escrevendo

B C
D F

em que, B e M(lt(4><4’3), C e M(lt(4><5,3), D e Mat(5><473), e F e Mat(5><573), temos que

devem valer as igualdades sobre A:
B"JB=7J,C"JB=0,B"JC=0eC"JC =0.

Logo, B deve ser uma matriz simplética que, pela Proposicao 1.9.18, possui de-
terminante 1 e uma vez que J é ndo-singular, temos que C' = 0. Como a matriz A
procurada é nao-singular, precisamos que F também seja nao-singular. Dessa maneira,
devemos ter que B € Sp(4,3), C = 0,E € GL(5,3) e D € Mat(sx43), 0 que significa

que o estabilizador de J é da forma

Sp(4,3) 0
% GL(5,3) |’

em que sua ordem ¢ 32°|Sp(4, 3)||GL(5, 3)| .

Além disso, o subgrupo das matrizes da forma

Iy 0
[ x Iy ]
é normal a esse estabilizador e o quociente é isomorfo ao produto direto Sp(4,3) x
GL(5,3).
Portanto, podemos escrever os estabilizadores de y e ( como um subgrupo de GL(V)
da forma 3% - (Sp(4, 3) x GL(5,3)), voltando essa matriz para a base canonica (inicial)

de v e de (. Essa transformagao foi justificada na Secao 1.9 e os calculos feitos no GAP

estao descritos em A 4.
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Na pratica, calculamos esses estabilizadores com a ajuda do GAP, observando que
o grupo simplético Sp(4,3) contido no GAP nao possui os geradores que queremos e,

por isso esse grupo foi construido a partir dos seguintes geradores:

1011 0 1 1 0
011 1 1 o-11 -1
oot1o0| |1 1 1 -1
000 1 0 -1 1 0

Para determinar a intersecao, C, dos dois estabilizadores, o qual fixa v e (, foi
usado uma representac¢ao por permutacao desses grupos (ver A.5), ja que por a ordem
dos grupos ser muito grande e por se tratarem de grupos de matrizes, o GAP é pouco
eficiente nesse calculo. Pode-se, também, usar o algoritmo de P. A. Brooksbank e E. A.
O’Brien descrito em [6].

Essa intersecao possui ordem 2! x 3% e contém o estabilizador de U em A. Assim,
basta mostrar que o estabilizador de U em C' é trivial, pois nesse caso temos que, pelo
Teorema 2.5.15, Aut(P;) =T, onde T é definido como no Lema 2.5.16.

Os autores de [3] sugerem o céalculo do estabilizador de U em A a partir do nor-
malizador de C, N (que, consequentemente, contém o estabilizador de U em A). Isso
porque N é normal em A, o que possibilita o uso do algoritmo descrito em [9], o qual
foi explicado na Secao 2.4.2, para mostrar que Staby(U) é trivial, a partir do Lema
2.4.12. Esse normalizador também pode ser calculado via representacao permutacional
e possui ordem 2 x 323.

Da mesma forma, usando a representagao permutacional e com um pouco mais de
célculos no GAP (ver A.6), segue que Staby(U) ¢é trivial, e segue o resultado. n

Agora, para determinar Aut(P;) = Aut(G) procedemos de maneira analoga a des-
crita para determinamos Aut(P2). Assim, precisamos construir Stabs(U), em que

U = Kere tal que e: P; — G é o epimorfismo natural.

Lema 4.2.3. Seja U = Kere tal que €: Py — G € o epimorfismo natural. Entao,
Stabs(U) = Inn(P,).

Demonstragao: Sabemos que Inn(P,) C Staba(U), pois, pelo Lema 2.5.13; as exten-
soes dos automorfismos internos de G agem trivialmente sobre o p-multiplicador, logo
Inn(Pz) estabiliza U.

Seja A = Aut(P,). Temos que P, é um 3-grupo 9-gerado cujo centro possui ordem
336, Portanto, segue que, pelo Lema 4.2.2, |A| = |Aut.(P,)| = 3%** ( pois 324 = 9 x 36).
A age sobre M, o p-multiplicador de P,, como um subgrupo unipotente de G'L(204, 3),
pela Proposicao 2.4.2, ja que A é um 3-grupo.
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Os autores de [3] sugerem o uso do algoritmo UNIPOTENTSTABILISER, tal como foi
descrito na subsegao 2.4.1, para construir Stabs(U) e dessa maneira, mostraram que
nao existe nenhum automorfismo externo em A que estabiliza U.

Devido as ordens elevadas dos grupos em questao, é necessario o uso computacional
(como o GAP [12] ou MAGMA [4]) para construir o estabilizador de U em A. Contudo,
nao conseguimos implementar tal algoritmo computacionalmente.

De qualquer forma, consideramos que este lema é verdadeiro, uma vez que ja foi
mostrado em [3]. "
Demonstragao do Teorema 4.1.1:

Pelo Lema 4.2.3, Staba(U) = Inn(P,), em que U = Kere tal que e: Py — G é o
epimorfismo natural.

Agora, observando que P3; = G, pelo Teorema 2.5.15, se v: Aut(G) — Aut(P,)
¢ o homomorfismo natural em que T = Ker(v) e S = im(v) entao, Aut(G) = TR,
tal que R é uma pré-imagem qualquer de S sob v. Mas, S = Stabs(U) = Inn(P,)
e, assim, R = Inn(G). Pelo Lema 2.5.16 e lembrando que P2(G) = Z(G), segue que
T = Aut.(G). Assim, Aut(G) = Aut.(G)Inn(G).

Em particular, o grupo G, descrito anteriormente, é um exemplo de 3-grupo com
classe 3 que é A-grupo.

Scja x € G. Se a € Aut(G), entdo existem o € Aut.(G),v, € Inn(G) tais que
a = 07,, logo, a(z) = ov,(z) = o(v,(x)) = v4(x).2; para algum z € Z(G).

Dessa forma, [z, (z)] = [z, 7().2] = [2,7(2)] = [z, 2] = [z, 2[z, g]] = [z, [z, g]].
Como G é 2-Engel, x comuta com [g, z]. Logo, comuta com [z, g] e, assim, x comuta

com z9. Portanto, [z, a(z)] = 1. "

4.3 Sobre o problema de A. Caranti

A questao inicial de A. Caranti foi publicada em seu artigo “Finite p-groups of
exponent p? in which each element commutes with its endomorphic images” [7] e foi

dividida em tres itens:
a) Existe um 3E-grupo finito G com cl(G) = 37
b) Existe um p-grupo finito G com cl(G) > 2 e Aut(G) = Aut.(G)Inn(G)?
c¢) Existe um grupo 2-Engel G satisfazendo 0)?

I. Malinowska respondeu o item b) em seu artigo “On automorphism groups of finite
p-groups” [25] de forma afirmativa mostrando que o p-grupo G' de menor ordem tal que
Aut(G) = Aut.(G)Inn(G) possui ordem p° e classe de nilpoténcia igual a 3. Além

disso, mostrou que para cada primo p > 2 e para todo inteiro n > 7 existe um p-grupo
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G de ordem p" com Aut(G) = Aut.(G)Inn(G) e seu grupo de automorfismo é um
p-grupo de classe de nilpoténcia menor do que a classe de nilpoténcia de G.
Segue um dos exemplos dados por 1. Malinowska nesse artigo [25] que responde

afirmativamente o item b) do problema de A. Caranti:

Exemplo 4.3.1. Considere o grupo G' com a sequinte apresentacao:

2

G=(a,bc,d| a” =b" =" =d’ =1, [a,b] = a?, [a,c] = P
b,c] =1, [a,d] = c, [b,d] = aP™b*, [c,d] = aP*),

em que p >3 ek,l,m+#0(modp) oup=3,1=1ek,m=#0(mod3). Entao, G possui
ordem p°®, classe de nilpoténcia 3 e satisfaz Aut(G) = Aut.(G)Inn(G).

Vamos verificar computacionalmente apenas dois casos desse exemplo:
Caso 1: p=3 Nos comando abaixo, F é um grupo livre gerado pelos 4 elementos
a,b,c,d.

gap> ### CONSTRUINDO O GRUPO G ###
gap> R:=[a"9, b9, ¢~3, 473,

> a"—-1*b~-1*a*b*a”"-3, a"-1*c " —-1*xaxcxb™ -3, b ~—-1*c~-1*b*c,

> a"-1*d"-1*xa*d*c”-1, b -1*d"-1%b*d*b~-3*a"-3, c~-1*xd"-1xc*d*a"~-3];;
gap>

gap> H:=F/R;;

gap> Size(H);;

gap> G:=Image (IsomorphismPcGroup(H));;

gap> g:=Generators0fGroup(G);;

gap> NilpotencyClass0fGroup(G) ;

3

gap> A:=AutomorphismGroup(G);;

gap> I:=InnerAutomorphismsAutomorphismGroup(4);;

gap>

gap> i:=1;; e:=Elements(A);;

gap> Autc:=[];; #lista de automorfismos centrais de G
gap> for j in [1 .. Length(e)] do

> if ForAll([1..4], i->Inverse(gli])*Image(el[j],gli]) in Center(G))
> then Add(Autc, e[jl);

> fi;

> od;

gap>

gap> AutC:= GroupWithGenerators(Autc);;

gap> In:=Intersection(AutC, I);;

gap>

gap> Size(AutC)*Size(I)/Size(In) = Size(A);

true



Caso 2: p=5 Nos comando que seguem, F é um grupo livre gerado pelos 4 elementos
a,b,c,d.

gap> ### CONSTRUINDO O GRUPO G ###
gap> R:=[a"(5672), b~(572), c°5, 475,

> a"-1xb"-1*xa*xb*a”-5, a"-1*c -1xaxc*b™-5, b -1*xc -1xbxc,

> a”-1*d"-1%axd*c”-1, b -1*d"-1¥bxd*b~-5*a”-5, c~-1*d"-1*c*d*a"-5];;
gap> H:=F/R;;

gap> Size(H);

15625

gap> G:=Image(IsomorphismPcGroup(H));;

gap> g:=Generators0fGroup(G);;

gap> NilpotencyClass0fGroup(G) ;

3

gap> A:=AutomorphismGroup(G);;

gap> I:=InnerAutomorphismsAutomorphismGroup(4);;

gap>

gap> i:=1;; e:=Elements(A);;

gap> Autc:=[];; #lista de automorfismos centrais de G
gap> for j in [1 .. Length(e)] do

> if ForAll([1..4], i->Inverse(gl[i])*Image(el[jl,gli]) in Center(G))

> then Add(Autc, e[jl);
> fi;
> od;

gap> AutC:= GroupWithGenerators(Autc);;
gap> In:=Intersection(AutC, I);;
gap> Size(AutC)*Size(I)/Size(In) = Size(A);

true

[. Malinowska nao exigiu que seus grupos apresentados em [25] fossem 2-Engel.
Assim, ela nao respondeu os outros itens do problema de A. Caranti.

A. Abdollahi, A. Faghihi e A. Mohammadi Hassanabadi [2] apresentaram o grupo
descrito no Capitulo 4 e mostraram que é um p&-grupo. A. Abdollahi, A. Faghihi,
S. A. Linton, e E. A. O'Brien foram os primeiros a exibir um exemplo de um pA-
grupo de classe de nilpoténcia 3 no artigo “Finite 3-groups of class 3 whose elements
commute with their automorphic images” [3], usando para isso o grupo descrito em [2],
respondendo, assim, o item ¢) do problema de A. Caranti, com o Teorema 4.1.1.

Como explicamos anteriormente, mostrar que um grupo é um pA-grupo nao mos-
tra, necessariamente, que tal grupo é pE-grupo. Assim, o primeiro item ainda nao foi
respondido. Contudo, com base nas propriedades de E-grupos e nas propriedades do
grupo descrito no Capitulo 4 (estudas por esses autores e descritas nos Capitulos 3 e

4) podemos ver que tal grupo é um “candidato” a ser um pE-grupo.



Apéndice
A

O Grupo G no GAP

A.1 Construcao do grupo e suas propriedades

Para a construcao do grupo usamos o pacote ANU Nilpotent Quotient, um pacote
de W. Nickel [30], com o comando LoadPackage ("anupq") . Segue os comandos usado
para gerar o grupo.

Iniciamos criando um grupo livre F e definindo algumas das relacoes desejadas R:

gap> F:= FreeGroup(9);; # grupo livre com 9 geradores
gap> R := [
.17 (-3)*Comm (F.2,F.3)*Comm(F.4,F.5)*Comm(F.6,F.7)*Comm(F.8,F.9),
.27 (-3)*Comm(F.1,F.3)*Comm(F.4,F.6)*Comm(F.5,F.8)*Comm(F.7,F.9),
.37 (-3)*Comm(F.1,F.2)*Comm(F.4,F.7)*Comm(F.5,F.9)*Comm(F.6,F.8),
.4~ (-3)*Comm(F.1,F.5)*Comm(F.2,F.6)*Comm(F.3,F.9)*Comm(F.7,F.8),
(-3)*Comm(F.1,F.4)*Comm(F.2,F.8)*Comm(F.3,F.7)*Comm(F.6,F.9),
.67 (-3)*Comm(F.1,F.7)*Comm(F.2,F.9)*Comm(F.3,F.5)*Comm(F.4,F.8),
.77 (-3)*Comm (F.1,F.8)*Comm(F.4,F.9)*Comm(F.3,F.6)*Comm(F.2,F.5),
.87 (-3)*Comm(F.1,F.9)*Comm(F.3,F.4)*Comm(F.2,F.7)*Comm(F.5,F.6),
.97 (-3)*Comm(F.1,F.6)*Comm(F.3,F.8) *Comm(F.2,F.4)*Comm(F.5,F.7)];;
:= F/ R;;
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mas, H nao é o grupo procurado. Definimos, entao, uma funcao, a qual denominamos
nos comandos que seguem por 2Engel, que é identidade no grupo e geramos o maior
grupo 2-Engel G de expoente 27 com os geradores ja descritos.

gap> 2Engel:= function(x,y) return PqleftNormComm([x,y,y]); end;;
gap>

gap> G:= Pq( H : Prime := 3, Exponent:=27, Identities := [2Engel] );;
#I Class 1 with 9 generators.

#I Class 2 with 45 generators.

#I Class 3 with 84 generators.

#I Class 3 with 84 generators.

91
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O comando Pq( H:Prime:= 3, Exponent:=27, Identities:= [2Engel]) descreve
a propriedades do grupo tais como mencionadas no Capitulo 3, além disso a resposta
do GAP mostra que tal grupo possui ordem 384

A seguir descrevemos como é possivel obter uma apresentacao para o grupo G. Para
o GAP, um grupo policiclico é diferente de um grupo finitamente gerado, assim como é
diferente da sua apresentacao. Logo, para obter uma apresentagao para G precisamos,
inicialmente, de um grupo finitamente gerado isomorfo a G, GFp, o que pode ser obtido
com os comandos isofp:=IsomorphismFpGroup(G) e GFp:=Image (isosp). O comando
P:=PresentationFpGroup(GFp) retorna um registro de apresentacao contendo uma
copia da apresentacao de GFp no mesmo conjunto de geradores. TzGoGo (P) pode ser
usado para, usando transformacoes de Tietze, simplificar a apresentacao P, reduzindo
o numero de geradores e relatores sem aumentar muito a soma total dos comprimentos

dos relatores (length). Assim, temos:

gap> P;
<presentation with 9 gens and 1653 rels of total length 60807>

Nos comandos que seguem, notamos as propriedades ja afirmadas no Capitulo 3.

gap> NilpotencyClass0fGroup(G) ;

3

gap> DerivedSubgroup(G); # o subgrupo derivado de G

<pc group of size 608266787713357709119683992618861307 with 75 generators>
gap> Frat:=FrattiniSubgroup(G);; # o subgrupo de Frattini de G

gap> Size(Frat) = 3775;

true

gap> StructureDescription(Frat);

"CO9x CO9xCIxCIxCIxXxCIXxCIxCIxCIxCIOxCIxCI9xCYOx CY9x CI9 x C\
9xCIxCOxCIxCIxCOIxXCIXCIXxCIXCIXCIxCIxCIxCIxCYOx CO\N
xC9xC9 xCY9xC9xCY9 x C3 x C3 x C3"

gap>

gap> GFrat:= G/Frat;;

gap> Exponent (GFrat) ;

3

gap> Size (GFrat) = 379;

true

gap> IsElementaryAbelian(GFrat);

true

gap> ZG:= Center(G);;

gap> Size(ZG) = 3739;

true

gap> IsElementaryAbelian(ZG);

true
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Finalmente, o GAP nos mostra as relagoes entre as séries centrais inferior, superior
e p-central inferior:

gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
true
true
true
gap>
gap>
gap>
true
true
true
true
gap>
gap>
gap>
true
true
true

true

P:= PCentralSeries( G, 3 );; # serie p-central inferior

P1:= G / P[2];;

P2:= G / P[3];;

P3:= G / P[4];;

Size(P1) = 379; Size(P2) = 3°45; Size(P3) = 3784;

gamma := LowerCentralSeries( G );; # serie central inferior
gamma[1]=P[1;; gamma[2]=P[2]; gamma[3]=P[3]; gamma[4]=P[4];

z:=UpperCentralSeries0fGroup(G);; # serie central superior

z[1]1=P[1]; =z[2]=P[2]; z[3]1=P[3]; z[4]1=P[4];

A.2 p-recobrimento de P,

Nos comandos abaixo, PCover1 define o p-recobrimento de P, ou seja, é o grupo P

Além disso, como Py, P, e Py sao 9-gerados podemos considerar apenas os 9 primeiros

geradores fornecidos pelo GAP para gerar cada um desses grupos.

gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>
gap>

PCoverl:= PgPCover( P1 : Prime := 3 );;

allgenPl:= Generators0fGroup(P1);;
allgenPCoverl:=Generators0fGroup(PCoverl);;

allgenP2:=Generators0fGroup(P2);;

genP1:=List([1..9], i -> allgenP1[i]);;
genPCoverl:=List([1..9], i -> allgenPCoverl[i]);;
genP2:=List([1..9], i -> allgenP2[il);;

Os Teoremas 2.5.3 e 2.5.5 garantem a existéncia de um epimorfismo entre P} e

Py, definido a seguir como psi, bem como entre P e P,, definido como epsilon.

Além disso, o p-multiplicador M, o nicleo do epimorfismo psi, é decomposto em dois
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submoédulos M1 e M2, como descrito no Lema 4.2.1. E ainda, definimos o ntucleo do

epimorfismo epsilon como sendo U.

gap> psi:=GroupHomomorphismByImages(PCoverl, P1, genPCoverl, genP1);;
gap> M:=Kernel(psi);; # p-multiplicador

gap> genM:=Generators0fGroup(M);;

gap> genM1:=List([1..36], i -> genM[i]);;

gap> genM2:=List([37..45], i -> genM[i]);;

gap> M1l:= GroupWithGenerators(genM1);;
gap> M2:= GroupWithGenerators(genM2);;
gap>

gap> epsilon:=GroupHomomorphismByImages(PCoverl, P2, genPCoverl, genP2);;
gap> U:=Kernel(epsilon);;
gap> allgenU:=Generators0fGroup(U);;

Feito isso, podemos descrever os geradores de U em funcao do conjunto minimal de

geradores de PCoverl (Fy).

gap> f9:=FreeGroup(llall, llbll, IICII, Ildll’ |Iell, llfll, llgll, Ilhll’ Ilill) ; ;
gap> phi:=GroupHomomorphismByImages(f9, PCoverl, Generators0fGroup(f9),
> genPCoverl);;

gap>
gap> genU:= List( allgenU, u -> PreImagesRepresentative(phi, u));; # geradores de U

Como ja sabemos quais sao os geradores dos grupos W e M;, apenas definimos
eles para o GAP. Para calculos futuros, definimos, a partir dos geradores de PCoverl,
geradoresdeM1, os geradores de M1 (agora visto como grupo finitamente apresentado).
Para simplificar os comandos usados, definimos TW, o conjunto dos representantes das
classes laterais de U + My em M,.

A.3 Algoritmo que associa aos elementos de W uma

forma bilinear

Para contar, agora, as formas descritas na demonstragao do Lema 4.2.2 criamos um
algoritmo, como feito a seguir, em que foi preciso usar a propriedade de que W é um
grupo finitamente apresentado, e explicitar isso para o GAP com um isomorfismo.

O algoritmo determina o vetor expoente de cada elemento do grupo W e constréi a
matriz correspondente para assim, calcular o posto dessa matriz e determinar quantas
sao as formas de posto 4. Além disso, foi pedido que o GAP “imprimisse” os elementos
cujo as suas matrizes correspondentes possuem posto 4 e adicionasse essas matrizes a

lista mat4.
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gap> MM1:=GroupWithGenerators (geradoresdeMl);;
gap> £36:=FreeGroup(36);;
gap> phiml:=GroupHomomorphismByImages(£36, MM1, Generators0fGroup(£36),
> geradoresdeM1) ;;
gap> genml:= List( geradoresdeMl, m -> PreImagesRepresentative(phiml, m));;
gap> w:=List( TW, t -> PreImagesRepresentative(phiml, t));;
gap> genf36:=GeneratorsOfGroup(f36);;
gap>
gap> expoentew:=function(i,x) return ExponentSumWord(x,genf36[i]); end;;
gap>
gap>
gap> posto4:=0;; elementos4:=[];; matd:=[];;
gap> posto6:=0;; elementos6:=[];; posto8:=0;;
gap>
gap> for el in [0..2] do
for e2 in [0..2] do
for e3 in [0..2] do
for e4 in [0..2] do
for e5 in [0..2] do
for e6 in [0..2] do
for e7 in [0..2] do
for e8 in [0..2] do
for €9 in [0..2] do
omega:=w[1] “el*w[2] "e2*w[3] "e3*w[4] "ed*w[5] "eb*w[6] "e6*w [7] "e7*w[8] "e8*w[9] "e9;
e:=[];; #vetor expoente
for i in [1..36] do
exp:= expoentew(i,omega);
Add (e, exp);
od;
e:=Z(3)xe; ### convertendo o vetor expoente a um vetor sobre GF(3)
mat:=[
[(z(3)*0, e[1], el2], el3], el4], el51, el6]l, el71, el8]11,
[-e[1], Z(3)*0, el[9], e[10], el[11], el[12], e[13], e[14], e[15]],
[-e[2], -e[9], Z(3)*0, el16], e[17], e[18], e[19], e[20], e[21]],
[-e[3], -e[10], -e[16], Z(3)*0, e[22], e[23], e[24], e[25], el[26]],
[-el[4], -e[11], -e[17], -e[22], Z(3)*0, e[27], e[28], e[29], e[30]1],
[-e[5], -e[12], -e[18], -el[23], -el27], Z(3)*0, e[31], e[32], e[33]1],
[-e[6], -e[13], -e[19], -el[24], -e[28], -e[31], Z(3)*0, e[34], e[35]1],
[-e[7], -el[14], -e[20], -e[25], -e[29], -e[32], -e[34], Z(3)*0, e[36]],
[-el[8], -e[15], -e[21], -e[26], -e[30], -e[33], -e[35], -e[36], Z(3)*0]];
postomat:= RankMat (mat) ;
if postomat = 4 then posto4:= postod +1;
Print("omega = "); Print(omega); Print(" \n");
Add(elementos4, omega);
Add(mat4, mat);

V V. V ¥V V V vV V V ¥V ¥V ¥V ¥V ¥V ¥V V ¥V VvV VvV V V V V V V V V V V V
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fi;
if postomat = 6 then posto6:= posto6 +1; fij;
if postomat = 8 then posto8:= posto8 +1; fi;
od;
od;

od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;

V V V V VvV V V V V V VvV V

omega = f1xf24*xf32*f30*f2+f23*f29*f35+F3*f 19+ f14*F£33*f 10+ L5+ F28*£20*f 16+F27*f13*£8\
*E4*x£12%F34*xf21x£11x£18%xE7*E£26*%£17*£6%x£25%f15

omega = f1xf24xf32+f30*f2+f23*f29*F35*fI*F22xF31*f 36+ 3*f19*f 14+ £33*f 10+ 5*£28*F20\
*f4*xf£12%£34%f21%f11%£18%xf7*f26*%f17*£6%x£25%f15

omega = f1xf24*xf32%f30*f1*f24*f32*%f30*f2+f 23+ £ 29+ £ 35+ F 2+ F 23+ £ 29+ £ 35 f3*f19+f 14* £33\
*xE3xf19%f14*F33+x£10*£5*£28*%£20+f 10+ E5+£28* £ 20+ L 16+ £ 27+ 13+ B*F 16+ £ 27+ £ 13+ £+ F4*£12\
*f34*£21xf4xf12%£34*£21%xf11*xf18*f7*£26%xf11xf18*f7*xf26%f17*f6*£25%xf15%xf17*f6*x£25%xf15

omega = f1xf24xf32+f30*f1+xf24*f32*%F30*£2*f23*F29*f35xf 2% £ 23+ £ 29+ £ 35*fI*x£22+f31*£36\
*FOxf22*f31#F 36+ L 3L 19+ F 1433+ L 3*F 19*f 14* £33+ 10+ L5+ £ 28* £ 20*f 10+ L5+ £ 28* £ 20+ f4*f 12\
*£34*%£21xf4xf12%£34%£21%xf11xf18*E7*£26*f11xf18*f7*E26*xE17*f6*£20%xf 1617 *£6x£25%f15

gap> posto4;
4

gap> posto6;
956

gap> posto8;
18722

Veja que essas quatro formas de posto 4 ocorrem em pares, {7y, —v} e {(, —(}.

A.4 O estabilizador das formas v e (

Para determinar o estabilizador dessas formas, primeiro construimos o grupo sim-
plético com os geradores que desejamos, para em seguida, definir o grupo que estabiliza
tais formas na base anti-simétrica.

gap> genspl:=[[1,0,1,1],[0,1,1,1],[0,0,1,0]1,[0,0,0,111%Z(3)"0;;
gap> gensp2:=[[0,1,1,0],[2,2,1,2],[1,1,1,2],[0,2,1,011%Z(3)"0;;
gap> Symp:=GroupWithGenerators([genspl,gensp2]);

<matrix group with 2 generators>
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gap> Size(Symp) = Size(Sp(4,3));
true
gap> gengl:=Generators0fGroup(GL(5,3));
[ [ [z, 0%xZ2(3), 0%xZ(3), 0%Z(3), 0*Z(3) 1,
[ 0%2(3), Z(3)70, 0%Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) 1],
[ 0%Z(3), 0%Z(3), Z(3)70, 0%Z(3), 0%Z(3) 1,
[ 0%Z(3), 0%Z(3), 0%Z(3), Z(3)"0, 0%Z(3) 1,
[ 0%Z(3), 0%Z(3), 0%Z(3), 0*Z(3), Z(3)"01 1,
[ [ Z(3), 0%Z(3), 0*Z(3), 0%Z(3), Z(3)°0 1,
[ Z(3), 0%Z(3), 0%Z(3), 0%Z(3), 0%*Z(3) 1,
[ 0%xZ(3), Z(3), 0%Z(3), 0%Z(3), 0%*Z(3) 1,
[ 0%Z(3), 0%Z(3), Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) 1,
[ 0%Z(3), 0%Z(3), 0%*Z(3), Z(3), 0%Z(3) 1 1 1]
gap> gengll:=gengl[1];;
gap> gengl2:=gengl[2];;
gap> genstabl:=

>[[ 1, o, 1, 1, 0o, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 1, 1, 1, 0o, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 0, 1, O, o, 0, 0, O, 01,

> [ o, 0, 0, 1, o, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 0, 0O, O, i, o0, 0, 0, 01,

> L o, 0, O, O, o, 1, 0, 0, 01,

> [ o, 0, 0O, O, 0o, 0, 1, 0, 01,

> [ o, 0, O, O, o, 0, 0, 1, 01,

> [ o, 0, O, O, 0, 0, 0, 0, 11 1%Z(3)70;;
gap> genstab2:=

>[[ o, 1, 1, 0O, o, 0, 0, 0, 01,

> L 2, 2, 1, 2, 0o, 0, 0, 0, 01,

> [ 1, 1, 1, 2, 0o, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 2, 1, O, o, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 0, 0, O, i, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 0, 0O, O, o, 1, 0, 0, 01,

> L o, 0, O, O, o, o0, 1, 0, 01,

> [ o, 0, 0O, O, 0o, 0, 0, 1, 01,

> [ o, 0, O, O, 0, 0, 0, 0, 117 1%xZ(3)"0;;
gap> genstab3:=

>[[ 1, o, 0, O, 0o, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 1, 0O, O, o, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 0, 1, O, o, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 0, O, 1, 0o, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 0, 0O, O, 2, 0, 0, 0, 01,

> [ o, 0, 0, O, 0o, 1, 0, 0, 01,

> [ o, 0, 0O, O, o, 0, 1, 0, 01,

> L o, 0, O, O, 0o, 0, 0, 1, 01,

> [ o, 0, 0O, O, 0, 0, 0, 0, 1171 1%Z(3)°0;;
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gap> genstab4:=

>[[ 1, 0, 0, O, 0, 0, 0, 0, 01,
> [ o, 1, 0, O, 0o, 0, 0, 0, 01,
> [ o, 0, 1, O, 0o, o0, 0, 0, 01,
> [ o, 0, O, 1, 0, o0, 0, 0, 01,
> [ o, 0, 0, O, 2, 0, 0, 0, 11,
> [ o, 0, 0, O, 2, 0, 0, 0, 01,
> [ o, 0, 0, O, 0o, 2, 0, 0, 01,
> [ o, 0, 0, O, 0o, 0, 2, 0, 01,
> [ o, 0, 0, O, 0, 0, 0, 2, 01 1%Z(3)°0;;

gap> genstab:=[genstablxgenstab3, genstab2*genstab4];;
> #Geradores do "GL(5,4) x Sp(4,3)"

gap>

gap> ###### construindo os outros geradores
gap> for i in [1.. 5] do

for j in [1..4] do

k:=[

(1,0,0,0,0,0,0,0,0],

[0,1,0,0,0,0,0,0,0],

[0,0,1,0,0,0,0,0,0],

[0,0,0,1,0,0,0,0,0],

[0,0,0,0,1,0,0,0,0],

(0,0,0,0,0,1,0,0,0],

[0,0,0,0,0,0,1,0,0],

[0,0,0,0,0,0,0,1,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,11];;

k[i+4] [j]:=1;

Add (genstab, k*Z(3)70);

od;

od;

gap> Stab:=GroupWithGenerators(genstab);; ##Estabiliza matgamma e matzeta

VvV V V V V VvV V V V V V V V V V

Agora, fazemos uma mudanga de base para achar o estabilizador dessas formas

mencionadas na mesma base.

gap> matgamma:=[

> [0,2,2,2,2,2,2,2, 2],

> [1,0,0,2,2,2,2,2,2],

> [1,0,0,2,2,2,2,2,2],

> [1,1,1, 0,0, 2,2, 2, 2],

> [1,1,1,0,0,2,2,2, 2],

> [1,1,1,1,1, 0,0, 2, 2],

> [1,1,1,1, 1,0, 0,2, 2],

> [1,1,1,1,1,1, 1,0, 01,

> [1,1,1,1,1, 1,1, 0, 011%Z(3);;
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gap> Mgamma:=[

V V V V V V V VvV V

gap> teste:=

canonica, como segue.
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-

-

-

-

B

O O O O ~» N O

B

0,

>

O O B+ N O O O

>

O)

-

-

-

>

= N O O O O O

>

0,

o],
01,
01,
01,
o],
o],
o1,
21,

0, 0, 0, 0, 0, 111%Z(3)70 ;; #####matriz mudanga de base para gamma

TransposedMat (Mgamma) *matgamma*Mgamma ; ;

Display(last);

Assim, podemos converter os geradores dos estabilizadores calculados para a base

gap> genStabgamma:= Mgamma*genstab*Inverse(Mgamma) ; ;

gap> Stabgamma:=GroupWithGenerators(genStabgamma) ;

<matrix group with 22 generators>

gap> matzeta:=[

V V V V V V V V V

gap> Mzeta:=[

>

vV V V V

[03 1) 1’

(2,
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N O B R B B s e R
M

-

0],
11,
1],
1],
1],
1],
1],
1],
011%Z(3)°0;;

Da mesma maneira fazemos para o estabilizador da forma (.

(2,
(1,
(o,
(o,
(2,

>

>

>
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01,
o],
o],
o1,
21,
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> [0, 0, O, O, O, O, O, O, 1],
> [0, 0, O, O, 1, 1, O, O, O],
> [0, 0, O, O, O, 1, O, O, O],
> [0, 0, O, O, O, O, 1, O, 0]11%Z(3)"0;;
gap> ####matriz mudanga de base para zeta
gap> teste:= TransposedMat (Mzeta)*matzetaxMzeta;; Display(last) ;
.2,
.2,
1.
1

De forma que podemos converter os geradores do estabilizador para a base canodnica.

gap> genStabzeta:= Mzeta*genstab*Inverse(Mzeta);;
gap> Stabzeta:=GroupWithGenerators(genStabzeta);;

<matrix group with 22 generators>

O GAP é capaz de calcular um grupo permutacional isomorfo a um grupo dado,
usando uma representacao permutacional. Nos comandos que seguem, V é um espago
sob o corpo GF(3) e A é um grupo permutacional isomorfo a a, o grupo das matrizes
invertiveis lineares GL(9,3). Da mesma forma, StabgammaPerm e StabzetaPerm sdo

grupos de permutacao isomorfos a Stabgamma e Stabzeta, respectivamente.

gap> a:=GL(9,3);;

gap> V:=FullRowSpace(GF(3),9);;

gap> L:=Elements(V);;

gap> L:=Difference(L, [Zero(V)]1);;

gap> Length(L);

19682

gap> A:=Action(a,L,0OnPoints);

<permutation group with 2 generators>

gap>

gap> StabgammaPerm:=Action(Stabgamma,L,OnPoints); ### representacao permutacional
<permutation group with 22 generators>

gap> Collected(Factors(Size(StabgammaPerm))) ;

(2,171, (3,31, (5,21, [11, 2], [13,11]1]

gap> StabzetaPerm:=Action(Stabzeta,L,0OnPoints); ### representacao permutacional
<permutation group with 22 generators>

gap> Collected(Factors(Size(StabzetaPerm)));

(02,171, [3,341,[5,21, (11,21, [13, 111
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A.5 O calculo da intersecao e do normalizador

A intersecao, C, dos estabilizadores e o seu normalizador, /N, podem ser calculados

como segue.

gap> C:= Intersection(StabgammaPerm,StabzetaPerm) ;
<permutation group with 16 generators>

gap> Collected(Factors(Size(C)));

(02 1171, [3,23]]

gap> #### Calculando o Normalizador

gap> N:=Normalizer(A,C);

<permutation group with 19 generators>

gap> Collected(Factors(Size(N)));

(02 147, [3,23]]

A.6 O calculo do estabilizador de U em N

Segue os comandos usado para determinar que Staby(U) é trivial. Observe que, na
verdade, apenas determinamos o estabilizador dos geradores de U. Contudo, Staby (U)
deve ser um subgrupo do estabilizador que foi determinado, o que implica que Staby (U)
¢ trivial. Lembre que N é um grupo permutacional que age sobre L, que é um espago
vetorial sob o corpo GF'(3), portanto isomorfo a U. Nos comandos que seguem determi-
namos as posigoes dos geradores de U no espago L e entao, calculamos o estabilizador

desejado.

gap> geradoresdeu:=[
[1,0,0,0,0,0,0,0,0],
[o,1,0,0,0,0,0,0,0],
[o,0,1,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,1,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,1,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,1,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,1,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,1,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0,111*Z(3);;
gap>

gap> u:=[1;;

V V V V V V V VvV V

gap> for i in [1..9] do

> Add(u, Position(L, vetorul[il));

> od;

gap> EstabilizadordeUemN:= Intersection(List( [1..9], i ->

> Stabilizer (N, ul[i], OnPoints)));
Group(())
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A.7 p-recobrimento de P,

Nesta se¢ao mostraremos como construir o p-recobrimento de P, de modo analogo a
construcao feita na Secao A.2. Nos comandos abaixo, PCover2 define o p-recobrimento
de P,, ou seja, ¢ o grupo Pj. Além disso, como P, P; e Py sao 9-gerados podemos
considerar apenas os 9 primeiros geradores fornecidos pelo GAP para gerar cada um
desses grupos.

gap> PCover2:= PqPCover( P2 : Prime := 3 );;

gap> Size(PCover2)= 37249;

true

gap> allgenP2:= Generators0fGroup(P2);;

gap> allgenPCover2:=Generators0fGroup(PCover2);;

gap> allgenP3:=Generators0fGroup(P3);;

gap>

gap> genP2:=List([1..9], i -> allgenP2[i]);;

gap> genPCover2:=List([1..9], i -> allgenPCover2[il);;
gap> genP3:=List([1..9], i -> allgenP3[il);;

Agora, definimos os epimorfismos psi, entre P e P, e epsilon, entre P; e P,.
Além disso, definimos o p-multiplicador M como sendo o niicleo do epimorfismo psi e

U como sendo o nicleo do epimorfismo epsilon. Observe que |M| = 3% e |U| = 31%5.

gap> psi:=GroupHomomorphismByImages(PCover2, P2, genPCover2, genP2);;
gap>

gap> M:=Kernel(psi); # p-multiplicador

<pc group with 204 generators>

gap>

gap> epsilon:=GroupHomomorphismByImages (PCover2, P3, genPCover2, genP3);;
gap>

gap> U:=Kernel(epsilon);

<pc group with 165 generators>

De forma semelhante feita para P; na Secao A.2, podemos, a partir dos coman-
dos anteriores, descrever os geradores de U e de M em funcao do conjunto minimal de

geradores de PCover2 (Py).
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