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“Nunca se esqueca de que os santos sao pecadores que continuam tentando”

Nelson Mandela

Aos meus pais,
gue sempre acreditaram

e nunca me deixaram desistir.

Ao meu avd Macedo,
gue com suas empolgantes historias,

nos fez querer ser brilhantes como ele.



Dois barcos

Quem bater primeiro a dobra do mar
Da de la bandeira qualquer
Aponta pra fé e rema

E, pode ser que a maré no vire
Pode ser do vento vir contra o cais
E se ja ndo sinto teus sinais

Pode ser da vida acostumar

Sera, Morena?

Sobre estar s0, eu sei

Nos mares por onde andei
Devagar

Dedicou-se mais

O acaso a se esconder

E agora o amanha, cadé?

Doce o mar, perdeu no meu cantar

SO eu sei...

Los HERMANOS
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Resumo

Neste trabalho estudamos as caracteristicas basicas de corpos de fungfes algébricas para
compreendermos os codigos de Goppa. A partir dai, estudamos o conjunto das lacunas de
Weierstrass para um par de pontos, com o objetivo de melhorar a cota para distancia minima

para esses codigos, especialmente aqueles definidos sobre o corpo de fungdes hermitiano.



Introduc¢ ao

Nesta dissertagdo o nosso objetivo é estudar os corpos de fungdes, sua associagdo com
curvas algébricas e sua aplicacdo em codigos de Goppa.

Um codigo é composto por um alfabeto através do qual transmitimos informag¢des. Um
problema frequente é a ocorréncia de ruidos no canal de transmissao, alterando o conteido
original que foi transmitido. Sendo assim, é preciso alguma forma de detectar e corrigir esse
erros. E nesse intuito que os codigos corretores de erros foram criados. A Teoria dos Codigos
Corretores de Erros foi criada pelo matematico C.E. Shannon, do Laboratério Bell, num tra-
balho publicado em 1948. Os codigos corretores de erros sdo utilizados, por exemplo, em
comunicacdes via satélite ou no armazenamento 6tico de dados. O mecanismo que esses
codigos utilizam para detectar e corrigir falhas na transmissao € a distancia minima, d. A
medida desse parametro nos permite dizer até que ponto um codigo € capaz de detectar ou
mesmo corrigir erros num codigo. Basicamente, quanto maior a distancia minima, mais erros
podem ser detectados e corrigidos. O principal problema é que a medida que o tamanho
do codigo aumenta, essa distancia d tende a diminuir. Sendo assim, ha uma vasta gama de
trabalhos preocupados em obter uma distancia minima grande em relagcdo ao comprimento
do cbdigo.

Nesta dissertacdo vamos estudar uma certa classe de codigos corretores de erros, 0s
codigos de Goppa. Isto porque, para essa classe de codigos, Goppa mostrou que € possivel
obter um cbédigo com bons parametros, utilizando o teorema de Riemann-Roch, um teo-
rema classico da geometria algébrica. Em particular, Goppa obteve uma cota inferior para
a distancia minima. No artigo [1], Garcia, Kim e Lax construiram um codigo de Goppa consi-
derando G um certo maltiplo de um ponto P da curva, o chamado coédigo de um ponto. E com
isso eles obtiveram uma estrutura na sequéncia das lacunas de G que lhes permitiu melhorar
a cota de Goppa para esse caso. Arbarello, Cornalba, Griffiths e Harris [2] generalizaram a
nocao de sequéncia de lacunas estendendo-a para o chamado conjunto de lacunas de Wei-
erstrass de um par de pontos numa curva. Isto também foi mostrado por Kim [3] e Homma
[4].

Um codigo € dito ser um codigo de dois pontos quando G € um divisor efetivo que é uma
combinacéo linear de dois pontos P;, P, da curva. Matthews [5], partindo do resultado de Gar-
cia, Kim e Lax [1] e usando o conhecimento do conjunto das lacunas de Weierstrass do par de

pontos (P;, P,), obteve um melhoramento da cota de Goppa para codigos de dois pontos. Se



compararmos um codigo de dois pontos com um coédigo de um ponto sobre a mesma curva
e com mesma dimensao, veremos que o codigo de dois pontos fornece melhores parametros
com tamanho menor. Isso porque o codigo de 2 pontos tem tamanho uma unidade a menos
e sua distancia minima é maior ou igual a do codigo de um ponto. Logo temos mais confia-
bilidade usando menos bits (o comprimento & menor). Por isso temos interesse em estudar
codigos de dois pontos.

Esta dissertagdo pode ser dividida em duas partes. A primeira parte, composta pelos
capitulos 1,2 e 3, compdem os pré-requisitos basicos sobre corpos de fungdes e codigos de
Goppa. Nesta parte, nos baseamos muito no Stichtenoth[6], mas também utilizamos alguns
resultados de Goldschmidt [7] para diferenciais de Weil, Garcia [8] para curvas algébricas e
Hefez e Villela [9] para teoria basica de codigos. A segunda é composta pelo capitulo 4 e
nela estudamos Matthews [5]. Nessa parte, explicitamos o conjunto das lacunas Weierstrass
de (P, P,), com a ajuda de resultados de Kim [3]. Obtivemos assim uma estimativa melhor
para a distancia minima dos codigos de Goppa do que a encontrada por Garcia, Kim e Lax
[1], para o caso em que o corpo de funcdes é Hermitiano. Finalizamos o texto com alguns

exemplos dos resultados obtidos.
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Lugares, Valorac Oes e Divisores

1.1 Lugares

Durante todo este capitulo K representa um corpo qualquer.

Defini¢c &0 1.1.1 (Corpo de Fungdes). Um Corpo de Fung¢des Algébricas F'/K de uma variavel
sobre K & uma extensdo F' O K tal que F & uma extensdo algébrica finita de K (x) para
algum elemento x € F' que é transcendente sobre K. (Note que a extensao tem que ser feita
sobre K (z), pois sobre K essa extenséo é infinita.) Chamaremos simplesmente de Corpo de

Funcdes.

Seja K = {z € F|z é algébrico sobre K}. Claramente K & um subcorpo de F ja que
soma, produto, inverso de algébricos ainda é algébrico. K é chamado corpo de constantes
de F/K.

Temos K C K C F (ja que F & uma extensdo de K (z) com z transcendente sobre K) e
assim F//K também & um corpo de fungdes sobre K.

Em [6] € dada uma maneira de caracterizar os elementos de F transcendentes sobre K:
z € F é transcendente sobre K se e somente se a extensdo F/K(z) é finita. (1.2)

Exemplo 1.1.2. Um primeiro exemplo e também o mais simples de corpo de fungdes € o
corpo de fungdes racionais, isto €, quando F = K (z) para algum x € F transcendente sobre

K. Cada elemento ndo nulo z € K(z) tem uma Unica representacéo

z=aqa- l_IpT(x)”7 (1.2)
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onde 0 # a € K, os polindmios p;(z) € K[z] sdo mdnicos, dois a dois distintos e irredutiveis

en; € 7.

Um corpo de fungdes é geralmente representado como uma extensao algébrica simples
do corpo de fun¢des racionais K(z); i.e.: F' = K(x,y) onde ¢(y) = 0 para algum polindmio
irredutivel (T) € K (z)[T)].

Quando F' ndo é um corpo de fungdes racionais, ndo é tao facil decompor um elemento z €
F em elementos irredutiveis, como acima, ou mesmo definir o que sé@o elementos irredutiveis
em F. De modo a formular esses problemas para um corpo de fungdes arbitrario, vamos

definir anel de valorizacéo e lugares.

Definic @0 1.1.3 (Anel de valorizacdo). Um anel de valorizagdo de um corpo de funcGes é um

anel ¥ C F com as seguintes propriedades:
1. KCJY9CFe
2. Paratodo z € Ftemos z € dou z~! € ¢
A existéncia de 9 sera mostrada no teorema (1.1.16)

A definicdo de anel de valorizacdo é motivada pela andlise do caso F = K (z), pois nesse
caso temos: dado p(z) € K[z] um polinbmio mdnico e irredutivel, considere o conjunto
f(x)

Dy = { T ) 9(0) € Kol pto) Xg(x)}

Dai, para qualquer polinémio de K[z], ou ele ou seu inverso estdo em v,,,. De fato, seja

ggf; € K|[x] e vamos supor que % ¢ Up(z)- Sem perda de generalidade podemos assumir

-1
que mdc(f,g) = 1. Como p(z)|g(x) entdo p(z) /f(x), logo (%) = (%) € Vpa)-
Observe que se ¢(z) € outro polinbmio manico irredutivel entéo ¥, ;) # Vg(a)-

Proposic 8o 1.1.4. Seja ¥ 0 anel de valorizagéo do corpo de fun¢des F'/K. Entdo valem as
seguintes afirmacdes:

(@) ¥ € um anel local, isto &, ¥ possui um Unico ideal maximal P = ¥\v* onde ¥* = {z €
9] existe um elemento w € ¥ com zw =1 } & o grupo das unidades de ¥.

(b)Seja0# 2z € F.Entdozr € P < 2~ ¢ 0.

(c) Para o corpo de constantes K de F/Ktemos K C ¥ e K NP = {0} . Em outras

palavras, todo elemento ndo nulo de P é transcendente sobre K.
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Demonstracdo. (a) Observe que se I € ideal proprio de ¥ entdo I ndo contém nenhuma

unidade de 9, logo I C P. Assim, basta provar que P & um ideal de 9.

1. Sejaz € 9\U* e z € ¥. Afirmacdo: zz ¢ ¥*. De fato, se zz € ¥* entdo existe w € J* tal
que zzw = 1. Mas entéo z(zw) = 1 e como zw € ¥ segue que z € ¥*. Absurdo. Logo

vale a afirmacéo.

2. Sejam z,y € P. Pela definicdo de ¥, ou z/y ou y/x estdo em . Assim, sem perda de
generalidade podemos supor z/y € ¢. Dai 1+ z/y € 9. Eassimaz+y =y(1+x/y) € P
por (1).

Logo P é um ideal.
(b) Note que
rePeorcderdg v o tdy

(c) Seja z € K. Assuma que z ¢ ¢. Entdio z~! € 9. Dai como 2! & algébrico sobre K

existem elementos a1, -+ ,a, € K com

ar(zH" + - +a(z7H)+1=0

Dai,

2 (ap () T 4 ) = -1
z=—(a;(z71)" 4 +a) EK[zTYCY
Isso & uma contradicdo pois z ¢ . Dai K C 9. E note que K N P = {0}, pois K sendo um

corpo contido em ¥, devemos ter K C 9* O

Lema 1.1.5. Seja ¢ um anel de valorizacdo de F'/K, P seu ideal maximal e
0#yeP. Sejamyy,---,y, € Ptaisquey; =yey; €y Pparai=1,--- ,n— 1. Entdo

temos

n<[F:K(y)] <oo

Demonstragdo. Sejay € P\{0}. Como PN K = {0} segue que y é transcendente sobre K,
logo por (1.1) temos que [F : K(y)] < co.

Agora basta mostrar que y1, - - - , y, S80 linearmente independentes sobre K (y).
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Suponha que exista uma combinacéo linear nao trivial tal que

> 6i(y)y: =0, com ¢i(y) € K(y),

i=1

Sem perda de generalidade podemos assumir ¢;(y) € K[y] e mdc(¢1(y), - ,én(y)) = 1.
Seja a; 0 termo constante de ¢;(y) e defina jo = max{i|1 < i <mnea; #0}.
Assim,
m m
> oWy =0 = > iy = —b5, (Wi (1.3)
i=1 i#jo
Com ¢;(y) € 9 (pois K CYeye P C).
Por hipotese, y; € ;11 P, assim, Yi € P. Da mesma forma, se i < jg entao Y eP. E
Yit+1 Yjo
note que como y = y; segue que yﬁ € Pparatodoi=1,---,n.

Dividindo (1.3) por y;,, temos

—bi(y) = Gily) L + > ¢;§y) Yi

i<jo Yio 57
Como L ¢ p parai < jo € ¢;(y) € 9, temos que
Yjo
Jep
i<j0 y]O

Agora para i > j, sabemos que os polinémios ¢;(y) ndo tem termo constante, assim podemos

escrever

Z #:ly) Yi = Z igi(y)yi

i>jo y]O

e i € P e g;(y)y; € Y, logo esse somatorio também estd em P. Portanto, ¢, € P.

Jo
Por outro lado ¢;, (y) = aj,+yg;,(y) coma;, # 0e g;,(y) € K[y] € ey € P. Dalyg,,(y) €
P. E logo, pelo que vimos acima, a;, = ¢, (y) — vg;,(y) € P. Mas entdo a;, € PN K = {0}.
Absurdo, pois a;, # 0. Sendo assim, 0s yi,--- ,¥, S&80 linearmente independentes sobre
K(y)
O
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Teorema 1.1.6. Seja ¢ o anel de valorizacdo do corpo de funcdes F/Ke seja P seu ideal

maximal. Entdo vale:
(@) P é um ideal principal.

(b) Se P =t entdo cada 0 # z € F tem uma Unica representacao na forma z = t"u para

algum n € Z e algum u € 9¥*

(c) ¥ € um dominio de ideais principais. Mais precisamente: se P =td e {0} # 1 C 9 éum

ideal entdo I = t" para algum n € N.

Todo anel com as propriedades acima & chamado anel de valorizagéo discreta.

Para demonstrar esse teorema vamos precisar do lema (1.1.5)

Demonstragdo. (a) Suponha que P nao é ideal principal. Entdo para z; € P, P # x19. Dai

existe xo € P\z19 e assim :

Toxit g0 = (zoxy )l =aay ! €.
Logo zyz,' € P = 1 € 2P
Fazendo isso recursivamente, temos x; € z;41 P para todo i > 1, logo temos uma

sequéncia infinita tal que z; € ;41 P, > 1. Isso contradiz o lema (1.1.5).

(b) Se z € Fentdo z € ¥ ou 2~ ! € 9. Sem perda de generalidade suponha z € 9. Se z € ¥*
entdo z = t° - 2. Se z € P entdo z = t - v. Suponha que exista n > [F : K(z)] tal que

t"|z. Fazendo a sequéncia

z €tVIP e 2P

I1227$2:tn717x3:tn727“'7xj:tn7(j72)7"'7xn+1:t
pelo lema (1.1.5) temos n < [F' : K(x)] 0 que ndo ocorre nesse caso. Absurdo. Logo,
existe um m maximo tal que ¢+ ) 2.

Assim z € ™. Dai z = t™ - u, com u € 9. Vamos mostrar que « &€ uma unidade de 9.
Sewu ¢V entdou e P=tdelogou=t"- -t -u =t .y comu € 9. Isso contradiz

a maximalidade de m. Logo u € 9*.

A unicidade da representacado segue da maximalidade de m.
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(c) Seja {0} # I C ¥ um ideal. O conjunto A := {r € N|t" € I} & ndo vazio, pois se
0+#x € Ientdoz = t"ucomu € ¥ e portanto t" = zu~! € I. Como A & subconjunto
dos naturais, existe elemento minimo, logo seja n := min(A). Queremos mostrar que
I = t™J. Note que t"y C I pois t™ € I. Agora sejay € I. Temos y = t°w com w € J*
e s > 0 (pelo item (b)) logo ¢* € I e dai, pela minimalidade de n, y = t" -t "w € t™.
Assim segue que I = t™.

O

Defini¢ 40 1.1.7 (Lugares). Um lugar P do corpo de fungbes F'/K é o ideal maximal de algum
anel de valorizacéo ¢ de F/K. Todo elemento ¢ tal que P = ¢ € chamado elemento primo

para P. Denotaremos por Pr o0 conjunto de todos os lugares de F/K.

Se ¥ € um anel de valorizacdo de F/K e P é seu ideal maximal, entdo ¢ € unicamente de-
terminado por P da seguinte forma: ¥ = {z € F'|z~! ¢ P} (conforme proposigao (1.1.4(b))).
Dai denotaremos por ¥ p := ¢ 0 Anel de valorizacéo do lugar P.

Outra descricao (til dos lugares é em termos da valorizacao.

Defini¢c &0 1.1.8. Para um lugar P € F' associamos a fun¢do v, : F — Z U {co} da se-
guinte maneira: Escolha um elemento primo ¢ de P. Entdo todo 0 # z € F tem uma Unica
representacdo z = t"u comu € ¥* e n € Z. Defina vp(z) := n e vp(0) = co. Chamamos essa

funcdo de valorizacdo em P.

Observacdo: Note que a definicdo depende somente de P e ndo da escolha de ¢. De
fato, se P = t9 = ¢'0) entdo ¢t = t'w para algum w € ¥*. Dai t"u = (t "w™)u = t "(w"u) com

wmu € 9%,
Teorema 1.1.9. Seja F//Kum corpo de funcdes.
() Um elemento = € F' € um elemento primo de P se e sO se vp(z) = 1.

(b) Todo anel de valorizagédo ¢ de F'/ K€ um subanel maximal proprio de F.

Demonstragdo. (a) Se x € um elemento primo a afirmacao segue da definicdo de vp. Agora
se vp(z) = 1 entdo = = tu onde ¢t € um elemento primo de P e u € ¥*. Assim 9 C P
et = xu~!. Agora seja z € P qualquer. Como ¢ & elemento primo de P segue que
2z =tw = ru~tw = 2w’ onde wu~! = w’ € ¥*. Logo z € 20 e assim P C zv. Portanto

P = z9, i.e., v &€ elemento primo de P.
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(b) Seja ¥ um anel de valorizacdo, P seu ideal maximal, vp a valorizacdo associada a P.

Queremos mostrar que se A é um aneltalque 9 C AC Fentdo A= F.

Vamos supor que z € A\Y, logo 9 C 9¥[z] € A C F. Seja y € F qualquer, por hipotese,
271 € ¥ entdo v(z~ 1) = —v(z) > 0. Note que, v(yz=*) = v(y) — kv(z) e assim existe
k € N tal que v(yz=*) > 0, ou seja, yz2=* = w € ¥. Entdo, y = z*w € 9[z]. Logo
F C 9[z], e assim F = 9[z].

O

Observa¢ 80 1.1.10. Seja P um lugar de F'/Ke seja Jp seu anel de valorizagdo. Como P &
um ideal maximal, o anel das classes residuais ¢¥p/P & um corpo. Para z € 9 p nos definimos
xz(P) € ¥p/P como sendo a classe residual de  modulo P, para z € F\¢p nos fazemos
z(P) := oo (note que o simbolo co € usado aqui com um sentido diferente do que na definicao
de valorizacdo). Pela proposicao (1.1.4) sabemos que K C ¥p e que K N P = {0}, entdo a
aplicacdo ¥p — ¥p/P induz uma imersdo de K em ¥p/P. Assim, vamos sempre considerar
K como um subcorpo de ¥p/P. Como este mesmo argumento se aplica para o corpo de

constantes K, da mesma forma podemos considerar K como um subcorpo de ¥p/P.

Defini¢ &0 1.1.11 (Grau e corpo residual). Seja P € Pr

(a) O corpo Fp :=9¥p/P é chamado o corpo de residuos (ou de classes) de P. A aplicacdo
x — x(P) de F para Fp U {oo} & chamada aplicacdo classe residual com respeito a P.

Algumas vezes vamos usar a notacdo = + P := z(P) paraz € 9p.

(b) Dizemos que deg P = [Fp : K] ou gr (P) é o grau de P. Um lugar de grau um é também

chamado de lugar racional de F/K.
O grau de um lugar é finito; Mais precisamente vale o seguinte:
Proposi¢ 80 1.1.12. Se P € um lugar de F/Ke 0 # x € P entao

degP < [F: K(x)] < o0

Demonstragdo. Note que, como estamos tomando = € P, x € transcendente e dai por (1.1)
temos [F': K(z)] < oo.

Para mostrar que deg P < [F' : K(x)] mostraremos que quaisquer elementos zy,--- , 2z, €
¥ p, cujas classes residuais z;(P), - - ,z,(P) € Fp sao linearmente independentes sobre K,

séo independentes sobre K (z).
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Suponha que exista uma combinacéo linear nao-trivial

> wil@)zi =0 (1.4)

com ¢;(z) € K(x). Sem perda de generalidade podemos assumir que ¢;(xz) S0 po-
lindbmios em x e nem todos eles divisiveis por z; i.e., ¢;(z) = a; + zg;(z) com a; € K e g;(z) €
K[z] e nem todos 0s a; = 0. Como z € P e g;,(x) € Up, segue que ;(x)(P) = a;(P) = a;.

Usando a aplicacao classe residual em (1.4) temos

0=0(P) = Z%(I)(P)Zi(})) = Zam‘(P)

onde nem todos 0s a; sao zero. Mas isso contradiz o fato de que os z(P), - - - , z,(P) séo
linearmente independentes sobre K.
O

Corol &rio 1.1.13. O corpo das constantes K de F/Ké uma extensao finita de K.

Demonstracdo. Usaremos os fato (que sera provado mais adiante em (1.1.17)) de que P #
(. Tome P € Pp. Como K estaimerso em Fp via a aplicacao classe residual ¥p — Fp segue
que [K : K| < [F,: K] < [F : K(z)] < cc. O

Observac 80 1.1.14. Seja P um lugar racional de F/K, i.e.,deg P = 1. Entdo temos Fp = K
e a aplicacéo classe residual leva F' em K U {oo}. Em particular, se K & um corpo algebrica-
mente fechado, entdo Fp = K, logo todos os lugares sao racionais e assim podemos ver um
elemento z € F' como uma fungdo
Pr — KU{c0
z: 4 {oc} (1.5
P ~ z(P)
Esta é a razdo pela qual chamamos F/K de Corpo de Funcdes. Os elementos de K,
quando interpretados como funcdes da forma dada em (1.5) s&o funcdes constantes. Por
essa razao K é chamado o corpo das constantes de F. A terminologia “zeros”e “p6los"a

seguir também é justificada por (1.5).

Defini¢c 80 1.1.15 (Zeros e Pélos). Seja z € F e P € Pr. Dizemos que P € um zero de z se
vp(z) > 0; € um polo se vp(z) < 0. Se vp(z) = m > 0, P € um zero de z de ordem m; se

vp(z) =m < 0, P € um poblo de =z de ordem —m.
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Agora nosso objetivo é saber se existem lugares de F'/ K e quando existem.

Teorema 1.1.16. Seja F'//K um corpo de funcbes e seja R um subanelde Fcom K C R C F.
Suponha que {0} # I € R é um ideal proprio de R. Entdo existe um lugar P € Py tal que
ICPeRCVp.

Note que este teorema oferece condigBes para a existéncia do anel de valorizacdo, dado

gue o lugar determina univocamente o anel de valorizacao.

Demonstracdo. Considere o conjunto
F:={S|S éumsubanelde FcomRC S e IS#S5}

onde IS é por definicdo o conjunto de todas as somas finitas > a,s, coma, € I s, € S. E
facil ver que IS é um ideal de S. Como R € F (pois I € um subanel proprio de R) segue que
F € nao vazio e aléem disso F € indutivamente ordenado por inclusédo. De fato, se H C F &

um subconjunto totalmente ordenado de F entéo

ri-

SeH

€ um subanel de F com R C T. Agora nos resta mostrar que IT # T. Suponha que é falso,
entdo 1 =5 "'_ a,s, coma, € I,s, € T. Como H é totalmente ordenado, existe um S, € H
tal que s1,--- ,s, € Speassim1=>"_, a,s, € IS, 0 que ndo ocorre pois 1Sy # So.

Assim, para cada subconjunto totalmente ordenado H C F existe um elemento maximal
T em F. Nosso objetivo agora & mostrar que esse conjunto 7' € o anel de valorizacgao.

Suponha que exista z € F tal que z e =1 ¢ T. Dai, como T[z] 2 T entdo T[z] = IT[],
pois caso contrario, T[z] € F e isso contradiria a maximalidade de 7. Da mesma forma,
T[z=1] = IT[271]. Assim, podemos encontrar ag, - - ,an, bo," -+ ,b, € IT com

1 =apg+aiz+---+ayz" e

(1.6)
1 =by+biz7t 4+ +bpz™

Claramente n > 1 e m > 1 (pois IT # T). Sem perda de generalidade, suponha m < n e que
m e n foram tomados de forma minimal em (1.6). Multiplicando a primeira linha de (1.6) por

1 — by € a segunda linha por a,, 2™ obtemos:

1—=bop =(1-bo)ao+ (1 —=bo)arz+---+ (1 —bo)anz" €
0 = (bO - 1)(1712'" + blanz”_l + o bpanz™T™.
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Somando as duas equagdes obtemos 1 = c¢o + ¢12 + -+ - + ¢,—12" ', com 0s coeficientes
¢; € IT. Mas isso € uma contradicdo com a minimalidade de n em (1.6). Com isso mostramos
que ou z ou z~! € T, paratodo z € F e assim T & um anel de valorizagdo de F/K.

O

Corol &rio 1.1.17. Seja F/K um corpo de fun¢bes, z € F transcendente sobre K. Entdo z

tem pelo menos um zero e um poélo. Em particular, Pr # 0.

Demonstracdo. Considere o anel R = K|[z] e oideal I = zK|[z]. O teorema (1.1.16) garante
que existe um lugar P € Pr com I C P, logo z € P dai P € um zero de z. O mesmo
argumento prova que existe um lugar @ tal que Q € um zero de z~! e portanto um polo de
z. O

Para leitores pouco familiarizados com corpos de fungdes, segue no apéndice um exemplo

do corpo de fungBes mais simples: o corpo de fungbes racionais.

1.2 Independ éncia das valoriza¢g 0Oes

O principal resultado desta sec¢éo é o Teorema da Aproximagao Fraca. Um resultado mais
forte sera visto adiante.

Essencialmente, o teorema a seguir nos diz que o fato de sabermos a valorizacdo de
z € F para lugares Py,---, P,_1 € Pr ndo nos diz nada a respeito da valoragdo de z em P,.

Por isso este teorema também é conhecido por Teorema de Independéncia.

Teorema 1.2.1 (Teorema da Aproximacdo Fraca). Seja F//Kum corpo de fungdes, P, ..., P, €
Pr lugares de F/Kdois-a-dois distintos, 1, ...,x, € F e rq,...,r, € Z. Entdo existe um x € F
tal que

vp,(x —x;) =7; parai=1,..,n.

Demonstracdo. A demonstracdo sera feita em varios passos, com o objetivo de construirmos
o elemento z € F que satisfaz a tese do teorema.

Denote vp, por v;.

Passo 1: Existe algum v € F' com vy (u) > 0e v;(u) < O0parai=2,---,n.

Dem. do passo 1: Vamos mostrar por indugéo. Paran = 2 note que 9p, C ¥p, € 9p, T Up,

= =

pois anéis de valorizagdo sdo subanéis maximais proprios de F, conforme (1.1.9). Assim,
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existem y1 € ¥p, \Up, € y2 € Ip,\Up, €1090 v1(y1) > 0,v2(y1) < 0,v2(y2) > 0 € v1(y2) < 0.0
elemento u := y; /y» tem a propriedade v;(u) > 0 e va(u) > 0 que queriamos.

Agora para n > 2 temos que, por hipotese de inducdo, existe y € F tal que v1(y) > 0 e
vi(y) <Oparai=2---,n—1. Sewv,(y) <0, entdo a demonstracéo acabou. Se v,(y) > 0
entdo escolha um z € F tal que v1(z) > 0 e v,(2) < 0 (é facil ver que tal = existe, basta
proceder como no caso n=2) e faca u := y + 2". Aqui, r & escolhido de forma que r - v;(z) #
vi(y) parai = 1,--- ,n — 1. Assim, segue que vy(u) > min{vy(y),r - vi(z)} > 0 e v;(u) =
min{v;(y),r - v;(2)} > 0 parai =2,--- ,n (note que a igualdade vale pois r - v;(z) # v;(y)).

Passo 2: Existe algum w € F tal que v1(w — 1) > r; e v;(w) > r; parai =2,--- ,n.

Dem. do passo 2: Seja u como no passo 1, isto é, vi(u) > 0e v;(u) <Oparai=2,--- ,n.

1 s

—U
Faca w := (1 Y1, Temos que w — 1 = —1= . Dai, —1) = v (—u®) —
cawi= (1+u) quew—1= —— —1= " Dai, vy(w—1) = vs(~u’)

v1(l 4+ u®) = s-v(u) — v (1 +u®). E como vi(u) > 0, segue que, para s suficientemente

grande, 1 + u® ¢ Py logo v1(1 +u®) = 0 e assim vy(w — 1) = s-v1(u) > ry (basta tomar s
suficientemente grande tal que s > Z—l).

E também note que v;(w) = —vi(ll—&—us), ev;(1+u®) = min{v;(1),v;(u) s} = {0,v;(u)-s <
0} = v;(u) - s. Logo v;(w) = —v;(u) - s, e para s suficientemente grande, temos v;(w) > r;
(basta tomar s > T ).

vi(u~l)

Passo 3: Dados y, - ,y, € F, existe um elemento z € F com v;(z — y;) > r;, para
t=1,---,n.

Dem. do passo 3: Escolha s € Z tal que v;(y;) > s, i,j € {1,--- ,n}. Note que podemos
refazer o passo 2 apenas trocando o lugar ao qual queremos que u pertenga, isto €, o indice i
tal que v;(u) > 0. Dessa forma, podemos refazer o passo 2 para todos os lugares e obtemos
entdo uma generalizacdo do passo 2: existem wy,--- ,w, tais que v;(w; — 1) > r, — s e
vi(w;) > r;, — s para j # i. Fazendo z = Z;;l y;w; € facil ver que z tem as propriedades
desejadas.

Agora temos condicGes de finalizar a demonstracdo do teorema. Por hipbtese temos

X1, 2, € Fery,---,r, € Z. Pelo passo 3, existe z € F tal que v;(z — z;) > r; para
1 =1,---,n. Como a valorizacdo é sobrejetiva, existem z; € F' tal que v;(z;) = ry,i =1,--- ,n.
Novamente, como zy,--- ,2, € F, existe 2z’ € F, pelo passo 3, tal que v(z’ — 2;) > r;. Dai

segue que v;(z") = v;((z' — z;) + 2z;) = min{v; (2" — z;) > r;,v;(z;) = r;} = r;. Fazendo entdo
x =z + ztemos v;(z — x;) = vi(¢' + z — x;) = min{v;(2') = ry,vi(z — ;) > r;} = r;. Logo
x = z + 2 satisfaz o teorema.

O



Capitulo 1. Lugares, Valoracdes e Divisores 12

Corol ario 1.2.2. Todo corpo de fungdes tem uma quantidade infinita de lugares.

(Dem. do corolario). Suponha gque so6 exista uma quantidade finita de lugares, digamos P, Py, -« , P,.
Facaxy =a2o=---=2,=0€ Fer, =---=r, = 1noteorema (1.2.1). Dai segue desse
teorema que existe z € F' tal que vp(xz) = 1 > 0, paratodo P € Pr; mas entédo z é transcen-
dente e z s6 possui zeros. Absurdo pelo corolario (1.1.17).

O

Na proxima secdo veremos que se um elemento x é transcendente sobre K entdo ele
tem a mesma quantidade de zeros e poélos. O proximo teorema é um passo importante para

mostrar esse resultado.

Teorema 1.2.3. Seja F/Kum corpo de funcbes e sejam Py, --- , P. zeros de um elemento

z € F. Entao

ZUR () -deg P; < [F : K(x)]
i=1

Para a demonstracdo, usamos a seguinte notacdo: v; := vp,, f; := deg P;, e, := v;(z) e t;

tal que v;(t;) =1 e vg(t;) =0, k # i. O objetivo da prova € mostrar que
tia'zij 1<i<rm 1<j<fi; 0<a<e;z;€F

sdo linearmente independentes sobre K (z), pois assim teremos, pelo menos, uma quanti-
dade >°!_, fie; = Y.._, vp, - deg P, de elementos linearmente independentes em F/K (x),
logo Y";_, vp, -deg P, < [F : K(x)].

Corol &rio 1.2.4. Em um corpo de fungbes F/K todo elemento 0 # = € F tem apenas uma

guantidade finita de zeros e polos.

(Dem. do coroléario). Suponha que x tenha infinitos zeros, Py, P,,---. Dai tome n > [F :

K(z)]. Pelo teorema (1.2.3) temos

Zn:vpideg P, < [F : K(Z‘)]

i=1

Como P, é zero de z, vp,(z) > 1 edeg P, > 1, logo

[F: K(x)] > vaideg P, > Zl -1 =n.
i=1 i=1
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uma contradicdo com o fato de n > [F' : K(z)]. Logo a quantidade de zeros & finita. O mesmo
argumento mostra que a quantidade de zeros de z~! & finita, e logo que a quantidade de
polos de z € finita.

O

1.3 Divisores

Sabemos, pelo corolario (1.1.13) que o corpo das contantes K de um corpo de funcdes
algébricas F//K €& uma extensao finita de K. Além disso, F' pode ser visto como um corpo
de fun¢bes sobre K. Assim o gue vamos assumir a partir de agora nao acarreta prejuizos a

teoria:

Daqui em diante, F//K denotara um corpo de funcBes algébricas de uma variavel tal que K

€ o corpo de constantes de F/K.

Defini¢ 80 1.3.1. Um divisor de F//K é uma soma formal
D= Y npP
PcPr

tal que o seu suporte, definido como
supp (D) :={P € Pr|np # 0},

€ sempre finito.

Seja Div F' 0 conjunto de todos os divisores de F. Em Div I’ podemos definir a soma

D+ D' = Z (np +ny,) P
PePr

e o elemento zero como sendo o divisor tal que n, = 0 para todo P € Pr. Dessa forma
obtemos que Div F' € um grupo aditivo, chamado o grupo divisor de F/K.

Para cada Q € Pr podemos definir uma valorizag¢éo vg sobre Div F definida por vg (D) =
nq e reescrever D =3 pp vp(D)D

Uma ordenacéo parcial em Div (F') & definida como
Dy < Dy & vp(Dy) <wvp(Dy) paratodo P € Pg

Se D; < Dy e D1 # D, entdo dizemos que D; < Dy. Um divisor D > 0 & dito positivo (ou
efetivo). Note que para um divisor ser nao positivo (ndo efetivo) basta ter um lugar P tal que
UP(D) < 0.
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O grau de um divisor é definido como
degD:= Y  wp(D)-degP,
PePr

e isso nos d4 uma homomorfismo deg : Div (F) — Z.

Pelo corolario (1.2.4) um elemento ndo nulo de F tem apenas uma quantidade finita de

zeros e poélos em Pr. Sendo assim as definicdes abaixo fazem sentido:

Defini¢c 40 1.3.2. Seja 0 # x € I e denote por Z (respectivamente N) o conjunto dos zeros

(resp. dos polos) de = em Pr. Entdo definimos

(7)o := Y pez vp(x)P, o divisor de zeros de z,
(%)oo 1= > pen —vp(x)P, 0 divisor de polos de ,

(2) := (z)p — (z)o O divisor principal de x

Claramente, (z)o > 0,(2)x > 0, €

()= > vp(x)P (1.7)

PePr

Os elementos de 0 # = € F' que sdo constantes sao caracterizados por

reK & (x)=0

conforme o corolario (1.1.17), que nos diz que se x é transcendente entdo x tem pelo menos

um zero e um polo (lembre-se que estamos assumindo que K = K).

Defini¢c a0 1.3.3. O conjunto formado pelos divisores principais
PrincF := {(z)|0 £z € F}

€ chamado o grupo dos divisores principais de F/K. Este &€ um subgrupo de Div (F) ja que

para z,y € F, (zy) = (z) + (y) por (1.7). E o grupo quociente
CI(F) := Div (F)/Princ (F)

€ chamado o grupo das classes de divisores de F/K. Para um divisor D € Div(F') o cor-
respondente elemento no grupo quociente CI(F) é denotado por [D], a classe divisora de D
Assim, D’ € [D] se, e somente se, existe = € F tal que

D' =D + (x).



15 1.3. Divisores

Nossa proxima definicdo tem um papel muito importante na teoria de corpos de funcdes

algébricas.

Defini¢c &0 1.3.4. Para um divisor A € Div (F') definimos o espaco de Riemann-Roch associ-
ado a A por
L(A) :={z e F|(z)+A>0}U{0}

Esta definicdo tem a seguinte interpretacdo: Sendo

T S
A=) niPi=) m;Q;
i=1 j=1
comn; > 0,m; > 0 entdo L(A) consiste dos elementos x € F tais que

e z tem zeros de ordem pelo menos m; nos lugares @;, caso contrario a soma (z) + A

nao daria > 0.

e 7 sO pode ter poblos nos lugares Py,---, P., com a ordem em P; no maximo n;, para

t=1,---,7.
Lema 1.3.5. Seja A € Div(F). Entéo
(@) = € L(A) se, e somente se, vp(x) > —vp(A) paratodo P € Pp.

(b) L(A) # {0} se, e somente se, existe um divisor A’ € [A] com A’ >0

Demonstragdo. (a) z € L(A) & (z) > —A < vp(x) > —vp(a) VP € Pp.

(b) Se L(A) # {0} entéo existe x € L(A) dai () + A > 0, nesse caso, faca A’ = A + (z).
Agora, se existe A’ € [A] com A’ > 0entdo A’ = A+ (x) > 0 para algum z € F e segue que
x € L(A). O

Lema 1.3.6. (a) L(A) &€ um espaco vetorial sobre K.
(b) Se A’ é um divisor equivalente a A entdo L(A) = L(A’).

Demonstracdo. (a) Sejam z,y € L(A) e a € K. Note que vp(z +y) = min{vp(z),vp(y)} >
—vp(A) VP € Pp. Dai, pelo lema (1.3.5) segue que z+y € L(A). Além disso, vp(az) =
vp(a) +vp(z) = vp(x) > —vp(A). Logo, ax € L(A). Assim, L(A) subsepaco vetorial de

K.
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(b) Como A € [A’] segue que existe 0 £ z € F tal que A = A" + (2).

Considere a aplicagao:

¢:{L(A) S F

T = Iz

Note que ¢ € um homomorfismo sobre K e a imagem de ¢ é L(A’), pois vp(zz) =
vp(x) +vp(2) > —vp(A) +vp(2) = —(vp(A) —vp(z)) VP € Pr logo xz € L(A’).

Da mesma forma, definimos

x — xz !

¢,:{ LAy —» F

Note que ¢’ também & homomorfismo sobre K e que aimagem de ¢’ & L(A). Dai, como
¢ e ¢’ sdo inversas uma da outra entdo ¢ € um isomorfismo entre L(A) e L(A’).
O

Lema 1.3.7. (a) L(0)=K
(b) Se A < 0entdo L(A) = {0}.

Demonstracao.

(@) Temos L(0) = {x € F\{0} | (z) > 0}. Mas se (z) > 0 entdo vp(z) > 0 para todo P € Pp.
Assim, x ndo pode ser transcendente, ja que, nesse caso x teria polos. Logo z € algébrico e

como K = K segue que L(0) = K.

(b) Suponha que exista z € L(A),z # 0. Como A < 0 segue que (z) > —A > 0. Assim

(z) > 0, logo z & transcendente mas nao tém polos, um absurdo. O

Agora nosso proximo objetivo & mostrar que L(A) é espaco de dimenséo finita para cada
A € Div (F).

Lema 1.3.8. Sejam A, B divisores de F//Kcom A < B. Entdo temos L(A) C L(B) e

dim(L(B)/L(A)) < deg B —deg A

Demonstragdo. Como A < B segue direto que L(A) C L(B). Para provar a outra afirmacéao
usaremos inducdo sobre o grau de B — A e para isso vamos assumir B = A + P, para algum
Py € Py e mostrar que dim (L(B)/L(A)) < deg P,.
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Tome ¢ € F tal que vp,(t) = vp,(B) = vp,(A) + 1 (tal ¢t existe pois vp & sobrejetiva).
Para © € L(B) nbs temos vp,(x) > —vp,(B) = —vp,(t). Entdo ot € Ip,. Entdo obtemos a

aplicacédo K-linear

v e (at)(P)
Note que o nlcleo de ¢ & L(A). De fato, se z € L(A) entdo vp(z) > —vp(A) para todo
P € Pr, em particular para P = Py. Logo L(A) C ker(¢). Agora se x é tal que ¢(x) = 0 entdo
para P # P, temos:
vp(x) > —vp(B) = —vp(A);

Para P = P,, como z esta no nlcleo de ¢: vp, (zt) > 0, logo
vp, () > —vp, (t) = —vp,(A) — 1 e segue que vp,(z) > —vp,(A) e assim
ker(¢) C L(A).

E portanto ¢ induz uma aplicacdo K-linear injetiva de L(B)/L(A) em Fp. E dessa forma
dim (L(B)/L(A)) < Fp =deg P = deg B — deg A.
O caso geral segue por indugéo. O

Proposic &0 1.3.9. Para cada divisor A € Div (F') o espaco L(A) é um espaco vetorial sobre
K de dimensdo finita. Mais precisamente: se A = A, — A_ com A, , A_ divisores positivos
entdo

dmL(A) <degA; +1

Demonstragdo. Como L(A) C L(A4) entdo basta mostrar para L(A;). Como 0 < Ay, pelo
lema (1.3.8) temos dim (L(A4)/L(0)) < deg (A ). Assim

dim L(A) < dim L(A,) < deg (A,) + 1
O

Definic 80 1.3.10. Para A € Div(F) o inteiro ¢(A) := dim L(A) é chamado a dimensé&o do

divisor A.
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Um dos problemas mais importantes na teoria de corpos de funcdes algébricas é determi-
nar a dimensao de ¢(A). Esse problema foi totalmente resolvido pelo Teorema de Riemann-
Roch.

Nosso objetivo agora € mostrar que um elemento transcendente tem a mesma quantidade

de zeros e polos.

Teorema 1.3.11. Todos os divisores principais tem grau zero. Mais precisamente: seja x €

F\K e (x)o e (z) 0 divisor zero e o divisor p6lo de z, respectivamente. Ent&o

deg (x)o = deg (z)oo = [F : K(2)].

Demonstracdo. Facamos n := [F': K(x)] e

r

Bi= (T)s = Z —vp, (7)P;

1=1
onde Py, ---, P, sdo polos de z. Entdo, pelo teorema (1.2.3)

degB = vp,(z7')-degP; < [F: K(z)] =n

=1
Assim nos resta mostrar que n < deg B. Escolha uma base uy, - ,u, de F/K(z) e um
divisor C > 0 tal que (u;) > —C parai = 1,--- ,n (& possivel escolher tal C' pois &€ uma

guantidade finita de u;’s). Agora temos
(IB+C)>n(I+1), paratodo I > 0. (1.8)

Isso segue do fato que (z'u;) = i(z) + (uj) > —i(z)s — C = (iB+ C) logo z'u; € L(IB + C)
para0 < i < I, 1 < j < n. E note que esses elementos sdo linearmente independentes
sobre K, dado que wuy,--- ,u, S&o linearmente independentes sobre K(z). Fazendo c¢ :=
deg C e usando que IB + C > 0 segue da proposicao (1.3.9) que n(I +1) < ((IB+C) <
deg (IB+ C)+1=1Ideg B+ c+ 1. Entdo

I(degB—-n)>n—c—1 (1.9

para todo I € N. Como o lado direito da equacéo (1.9) independe de I podemos determinar
que (1.9) sob é possivel se deg B < n. De fato, se degB —n < 0entdon —c—1 < 0. Mas
como a equacdo (1.9) vale para todo I € N entdo existe I suficientemente grande tal que

I(deg B —n) < n —c— 1, uma contradicdo. Logo deg B < n, como queriamos.
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Entdo provamos que deg (z)o, = [F : K(x)]. Mas como (z)p = (77 !)., podemos concluir
que deg (z)o = deg (¢ )oe = [F: K(271)] = [F: K(2)] O

Corol &rio 1.3.12.  (a) Sejam A, A’ divisores com A € [A’]. Entdo nds temos £(A) = ¢(A") e
deg A =deg A'.
(b) Sedeg A < 0entéo ¢(A) =0.

(c) Para um divisor A de grau 0 as seguintes afirmacfes sao equivalentes:

1) A é principal.
2) ((A) > 1.

3) ((A) = 1.

Demonstragdo. (a) Como L(A) = L(A’) segue que ¢(A) = ¢(A’). E como A ~ A’ segue
que existe 0 # = € F tal que A = A’ + (x). Como deg (z) = 0 pelo teorema (1.3.11),
segue que deg A = deg A'.

(b) Se ¢(A) > 0 entdo existe z € L(A), logo L(A) # {0}. Dai existe A’ > 0 tal que A’ ~ A.
Logo 0 < deg A’ = deg A.

(c) Seja A € Div(F) comdeg A =0.

1) = 2) Se A é principal entdo existe x € F\\{0} tal que A = (). Dai note que z~! € L(A).
Logo ¢(A) > 1.

2) = 3) Como ¢(A) > 1 entdo L(A) # {0} e dai existe A’ ~ A com 0 < A’. Juntando isso
com o fato de que deg A’ = deg A = 0 segue que A’ = 0. E a0 mesmo tempo,
L(A) =¢(A") =£(0) = 1.

3) = 1) Sendo ¢(A) = 1, podemos tomar 0 # z € L(A). Dai () + A > 0. E como, pelo
teorema (1.3.11), deg ((z) + A) = 0, segue que (z) + A = 0. Logo A = (z7 1) é

principal.
O

No exemplo a seguir vamos mostrar como obter um divisor principal usando o corpo de

funcdes mais simples, F = K(z) (ver apéndice).
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Exemplo 1.3.13. Mais uma vez consideraremos o corpo de fungdes racionais F = K(x),
como fizemos na secd@o 1.2. Seja0 # z € K(z). Temos z = a - f(x)/g(z) com0 #a € K €

f(z),g9(z) € K[z] mbnicos e relativamente primos. Sejam
f@)=]]pi@)™, g@) =] a(x)™
i=1 j=1

com p;(x) e ¢;(x) € Klx] irredutiveis, monicos, 2 a 2 distintos. Dai, como da proposi¢éo
(A.1.1) sabemos que cada polindmio monico irredutivel &€ elemento primo de algum lugar de

Pr e pelo teorema (A.1.2) os (nicos lugares de K (x)/K s@o P,,) e P, segue que
(Z) = anppz(r) - ijqu(z) - (deg g(x) - deg f(x))Poo (110)
i=1 j=1

(Basta ver o teorema (A.1.1) itens a) e b)).

Assim, em corpos de funcBes arbitrarios, divisores principais podem ser considerados
substitutos para decomposi¢cédo em polindmios irredutiveis que acontece no caso do corpo de
funcdes racionais.

Vamos fazer uma observacao que melhora um pouco a proposicao (1.3.9). Nesta proposicao
vimos que vale

(A) <1+degA (1.11)

sempre que A > 0. De fato, essa desigualdade é valida para todo divisor cujo grau & maior
ou igual a zero. De fato, suponha deg A > 0. Podemos supor ¢(A4) > 0 ja que para ¢(A) =
0, (1.11) segue direto de deg A > 0. Dai existe A ~ A’ para algum divisor A’ > 0 pela
observacédo (1.3.5), e entdo ¢(A) = £(A’) < 1+ deg A’ = 1+ deg A, pelo corolario (1.3.12).
Agora nosso objetivo é provar a existéncia de uma cota inferior para ¢(A) da mesma forma

que fizemos em (1.11).

Proposi¢ a0 1.3.14. Existe uma constante v € Z tal que para todos os divisores A € Div (F)
vale:
degA —{(A) <~

Note que o fato central dessa proposicado é que ~ independe do divisor A. Ele depende s6
de F/K.
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Demonstracao. Inicialmente note que, do lema (1.3.8)

L(A2)
L(Ay)

A1§A2él( )gdegAQdegAl

logo

A <Ay = deg Al — g(Al) < deg Ay — E(AQ) (112)

Agora fixamos um z € F'\ K e consideramos o divisor B := (x). Como na demonstragcdo
de (1.3.11), existe C' > 0 tal que (u;) > —C onde (u;)}—,; & uma base para F em K (z) (note
que C so6 depende de z) tal que ¢(BC + 1) > (I + 1) - deg B para todo I > 0 (basta ver (1.8)).

Por outro lado, note que, pelo lema (1.3.8) IB+ C > IBlogo L(IB) C L(IB+ C) e assim

di <L(IB+C

L(IB) )> < deg(IB+C)—deg(IB) =degC

portanto {(IB + C') < ¢(IB) 4+ deg C. E assim, juntando as duas desigualdades temos
L(IB) > (I +1)deg B —degC =deg (IB) + ([F : K(z)] — deg C).

Assim, fazendo v = (deg C' — [F' : K(z)]) a proposicéo vale para A = IB.

Agora vamos mostrar que a proposi¢céo vale para todo A € Div (F') e com 0 mesmo +.

Afirmacdo: Dado um divisor A existem divisores A;, D e um inteiro I > 0 tal que A <
A, A, ~DeD<IB.

Usando essa afirmacdo a demonstracdo é imediata pois

deg A —¢(A) <degA; —{(Ar) (por (1.12))

=deg D — ¢(D) (pelo corolario (1.3.12))
=deg(IB)—¢(IB) (por(1.12))
<y

A prova dessa afirmacéo é relativamente simples:

Escolha A; > A tal que A; > 0. Entdo

((IB—Ay) >{(IB)—degA4, (pelo lema (1.3.8))
> deg/(IB) — v —deg A;
>0

para I suficientemente grande. Ent&o existe um elemento z € L(IB — A;). Fazendo D :=
Ay —(2),obtemos Ay ~DeD <A, — (A —IB)=1B. O

A partir dessa proposicéo faz sentido falarmos da definicdo a seguir.
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Defini¢ 40 1.3.15. O género de F/Ké definido como
g :=max{deg A —¢(A)+1|A € Div(F)}

Note que g < v + 1 pela proposicéo (1.3.14).

O género € um dos invariantes mais importantes de um corpo de fungdes.
Corol ario 1.3.16. O género de F'/Ké um inteiro ndo negativo.

Demonstracdo. Na definicdo de género, faca A = 0. Assim, g = deg0 — ¢(0) + 1 = 0. Dai
g>0. O

O préximo teorema €& uma versao preliminar do teorema de Riemann-Roch e é um resul-

tado muito Util para os proximos capitulos.

Teorema 1.3.17 (Teorema de Riemann). Seja F'/Kum corpo de fun¢des de género g. Entao

temos:
(a) Para todos os divisores A € Div (F),

0(A)>degA+1—g

(b) Existe um inteiro ¢, dependendo s6 do corpo de fungbes F'/ K, tal que
l(A)=degA+1—g

sempre que deg A > c.

Demonstracdo. (a) Segue diretamente da definicdo de género.

(b) Escolha um divisor Ay tal que g = deg Ag — ¢(Ap) + 1 e denote por ¢ := deg(4p) + g.

Por hipotese, deg(A) > c. Dai,

E(A—Ao) Zdeg(A—AO)—I—l—g
=deg(A) —deg(4p) +1—g
> ¢ —deg(Ag) +1—yg
=1

Logo L(A — Ay) # {0}. Assim, tome 0 # z € L(A — Ap). Faga A’ = A + (z) e note que

A’ > Ag. Assim
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deg(A) — L(A) =deg(A’) —£(A"), (pelo corolario (1.3.12))
> deg(Ap) — £(Ap) (pelo lema (1.3.8))
Dai ¢(A) < deg(A) + 1 — g, e aigualdade segue do item (a).
O

No exemplo a seguir vamos, mais uma vez, voltar ao corpo de fun¢des racionais F = K (z)

para mostrar que nesse corpo de fungdes o género € nulo.

Exemplo 1.3.18. Seja P., o p6lo divisor de x (conforme vimos em (A.5)). Considere para
r > 0 0 espacgo vetorial L(rP,,). Como o elemento gerador de P.,) € 1/ entao vy () =
—1,000(22) = =2, ,v00(2") = —r € para P # Py, vp(x') > 0 paratodo i = 1,--- ,r. Dai
Lz,2%,--- ;2" € L(rPy). Logo {(rPs) > 1 + 1.

Ao mesmo tempo, pelo teorema de Riemann, ¢(rP.,) = deg(rPsx) +1—g =r+1— g. Dai

r+1<U(rPyx)<r+1—-glogo g <0
E como g é sempre ndo negativo, segue que g = 0.

Defini¢c &0 1.3.19. Para A € Div (F) o inteiro

€ chamado indice de especialidade de A.

O teorema de Riemann (1.3.17) afirma que i(A) & um inteiro ndo negativo e que i(4) =0
para deg(A) suficientemente grande.
Note que o teorema de Riemann nos diz que L(A;) > deg(A) + g — 1. O Teorema de

Riemann-Roch nos fornece a igualdade para essa inequacao.
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Teorema de Riemann-Roch e aplicag 6es

2.1 Teorema de Riemann-Roch

Neste capitulo F'/K denota um corpo de func@es de género g.

Defini¢c 80 2.1.1. Um adele de F'/Ké um aplicacdo

Pr — F
[0
P — ap
tal que ap € Yp para quase todo P € Pr. Um adele pode ser visto como um elemento

do produto direto H F, assim, podemos denotar o adele como a = (ap)pep,, OU ainda
PePr
a = (ap). O conjunto

Ap :={a|a &um adele de F/K}

€ chamado o espaco dos adeles de F/K. Podemos ver esse espago como um subespaco
vetorial sobre K da maneira usual (soma e multiplicacdo por K coordenada a coordenada)
Observe que, dado um z € F, este somente possui um nimero finito de p6los, portanto
a = (z) pep, também é um adele, chamado de adele principal. Isso nos da uma imerséo F' —
Ar. As valoragdes vp podem ser naturalmente extendidas até Ay pela seguine definicao:
vp(a) = vp(ap), onde ap é a componente P do adele «. Por definicdo temos que vp(a) > 0

para quase todo P € Pg.

Defini¢c &0 2.1.2. Para A € Div (F') definimos

Ap(A) :={a € Ap|vp(a) > —vp(A) paratodo P € Pr}.
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Note que Ar(A) & um subespaco vetorial de Ay sobre K.

O lema a seguir € uma importante ferramenta para as proximas secgoes.
Lema 2.1.3. Sejam A, A; € Div(F) e A; < As. Entdo Ap(A1) C Ar(As) €

dim (AF<A2)/AF(A1)> = deg A2 — deg Al (21)

Demonstracéo. Primeiramente, que Ar(A4:) C Ar(As) segue diretamente da definicéo de
Ar(A). Agora, para a segunda parte, vamos usar inducéo sobre o grau de deg(A4s — A;). Va-
mos supor entdo que A,—A; = P’ com P’ € Pr e vamos mostrar que dim (Ap(A43)/Ar(A1)) =
deg P’.

Seja t um elemento primo de P’ e seja Fpr 0 seu corpo residual. Denote por e := vp:(As)

e considere a aplicacédo K-linear

.AF(AQ) — Fp/

o —  teap + P’

Note que o nucleo de ¢ & dado por a € Ap(A2) tais que vy (t°apr) > 0, isto &, v,y (apr) >
—vy (Az). E como A, = A; — P’ segue que os elementos do niicleo s&o da forma v, (ap/) >
—vp (A1). Assim, segue diretamente que ker(¢) = Ap(A,).
E, além disso, ¢ é sobrejetiva, pois dado x(P’) € Fp: existe o0 adele o daforma apr = 2t~ ¢
e ap =0 para P # P’, com ¢(a) = z(P’).
Dessa forma, podemos usar o teorema do isomorfismo e assim Ap(As)/Ar(41) & Fp.
O

O teorema a seguir € a esséncia do teorema de Riemann-Roch e dai sua extrema im-

porténcia neste estudo.

Teorema 2.1.4. Para todo divisor A, o indice de especialidade i(A) é

i(A) = dim (Ap/(Ar(A) + F))

Para demonstrar esse resultado usaremos, além do lema (2.1.3), os seguintes lemas,
cujas demonstracfes serdo omitidas por serem muito técnicas, mas podem ser encontradas

em [6].
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Lema 2.1.5. Sejam A; e A; € Div(F) e A; < A,. Entao:

dim(Ap(Ag) + F)/ dim(Ap(Ar) + F) = (deg(A2) — £(A2)) — (deg(Ar) — £(A1)).

Lema 2.1.6. Se B é um divisor com ¢(B) = deg(B) + 1 — g, entdo

Ap = .AF(B) + F

Dem. do teorema. Considere um divisor arbitrario A. Pelo teorema de Riemann (1.3.17)(b)
existe um divisor A; > Atalque ¢(A;) = deg(A;)+1—g. Pelolema (2.1.6), Ar = Ap(A4;)+F,

e olhando agora para o lema (2.1.5), obtemos
dim(Ap/Ap(A) +F) = dim(Ap(A1) + F)/(Ap(A) + F)
(deg(A1) — £(A1)) — (deg(A) — £(A))
(9—=1) +£(A) — deg(A) = i(A)

Corol ario 2.1.7. g = dim (Ar/(Ap(0) + F))
Demonstragéo. i(0) = £(0) —deg(0) +g—-—1=1-0+g—-1=g. O

Vamos agora definir os diferenciais de Weil, que vao nos dar uma outra interpretacéo do
indice de especialidade e cujos componentes serao vitais para a construgédo dos Codigos de

Goppa.

Defini¢c &0 2.1.8. Um diferencial de Weil de F'/Ké um funcional K-linear w : Ar — K que se

anula em Ap(A) 4+ F para algum divisor A € Div (F'). Denotamos por
QF := {w]|w é um diferencial de Weil de F/K}

0 modulo dos diferenciais de Weil de F/K. Para A € Div (F') temos
Qp(A) :={w € Qp |wse anulaem Ap(A) + F}

Veja que podemos ver Q2 como um espaco vetorial sobre K da maneira usual (de fato,
se w; se anula em Ap(A4;) + F e wy se anula em Apr(A43) + F, entdo w; + wy se anula em
Ap(A3) para todo divisor A3 com Az < A e aw; se anulaem Ar(4,) + F paraa € K). E

note que Qr(A) & um subespaco vetorial de Q) sobre K.
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Lema 2.1.9. Para A € Div(F) temos dim Qx(A4) = i(A).

Demonstracdo. Como Qr(A) & formado pelos funcionais lineares que se anulam em Agr(A)+
F, o teorema do homomorfismo induz um isomorfismo natural entre Qr(A) e Ap/(Ap(A)+F).
E como vimos no teorema (2.1.4) que dim Ar /(Ar(A) + F) = i(A), segue que dim Qr(4) =
i(A). O

Uma consequéncia simples do lema (2.1.9) é que Qr # 0. De fato, basta tomar A €
Div (F) tal que deg(A4) < —2. Dai

dimQp(A) =i(A) = £(A) —deg(A) +g—1>1
e assim Qg (A4) # 0.
Definic 80 2.1.10. Paraz € F e w € Qp definimos zw : Ar — K da seguinte forma:
(zw)(@) := w(za).

Note que (zw) € um diferencial de Weil. De fato, se w se anula em Ap(A) + F entédo zw
se anula em Ar(A + (x)) + F. Além disso, esta definicdo, apresenta uma multiplicacdo de
elementos de Qr por elementos de F. Isso nos permite ver Q0 como um espaco vetorial

sobre F' e nao mais so sobre K.
Proposic 80 2.1.11. Qr € um espaco vetorial de dimenséo 1 sobre F.

Demonstracdo. Escolha 0 # w; € Qp (existe tal w; pois ja sabemos que Qr # 0). Nosso
objetivo & mostrar que para cada we € QF existe algum z € F com ws = zw;. Podemos
assumir que wy # 0.

Tome A;, A, € Div (F) tais que w; € Qp(A;) € wa € Qr(As) (existem pois todo w € QF se
anula em Ag(D) para algum divisor D). Para um divisor B (que sera especificado depois),

considere a aplicagcdo K-linear

o L(A;+B) — Qp(—B) (=12
T — TW;
Note que ¢; € injetiva.
Agora nossa demonstracdo segue da seguinte afirmacao:
Afirmacéo. Seja B um divisor cujo grau seja suficientemente grande tal que ((A; + B) =
deg(A;+B)+1—gparai = 1,2 (aescolhado B & possivel pelo teorema de Riemann (1.3.17)),
entao

©1(L(A1 + B)) Np2(L(A2 + B)) # {0}
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Pois, sendo valida a afirmacao, podemos escolher z; € L(A; + B) e 25 € L(Ay + B) de
forma que z1w; = waws # 0. ASSimM, wy = (a:lxgl)wl, como queriamos.

A idéia central para provar a afirmacgéo € usar o resultado de algebra linear que diz que:
Se (1, Cy séo subespacos vetoriais de um espaco vetorial de dimensao finita V' entdo dim C;N
Cy > dim(Cy +dimCy —dim V.

Fazendo C; = ¢;(L(A; + B)) C Qp(—B) e usando que ¢(A; + B) = deg(4; + B) +1—g,
obtemos dim C; + dim Cs — dim Qg (—B) > 0, 0 que prova afirmacao.
O

Agora queremos associar a cada diferencial de Weil w # 0 um divisor. Com esse fim,

defina, para cadaw € Qp,w # 0,

M(w) :={A € Div(F)|w se anulaem Ap(A) + F'}. (2.2)

Lema 2.1.12. Seja 0 # w € Qp. Entdo existe um divisor unicamente determinado W € M (w)
tal que A < W paratodo A € M(w).

Demonstragdo. Pelo teorema de Riemann (1.3.17) existe uma constante ¢ que depende sb
de F/Ktal que se deg(A) > c entdo i(A) = 0, A € Div(F). Mas como pelo teorema
(2.1.4) i(A) = dim(Ap/Ar(A) + F) entdo deg(A) < c para todo A € M(w). Isso porque,
se dim(Ap/Ar(A)+ F) =0entdo Ar = Arp(A) + F e w se anularia em todo A, logo w = 0.
Assim, M (w) possui um elemento de grau maximo, digamos W.

Agora suponha que W néo satisfaz A < W, paratodo A € M (w). Entdo existe Ay € M (w)
tal que Ay £ W, isto &, existe pelo menos um Q € P tal que vg(Ag) > vo(W).

Nosso objetivo sera entdo, para concluir a prova, mostrar que W + @ € M (w), pois isso
contrariara a maximalidade do grau de W.

Nesse intuito, considere um adele « = (ap) € Arp(W+Q). Podemos escrever o = o/ +a”,

com
, ap paraP #Q g 0 paraP#Q
ol =

Qp = , Qp:=
0 paraP=0Q ag paraP =Q

Ent&o é facil verificar que o/ € Ap(W) e o/ € Ap(A4p) elogo w(a) = w(a’) +w(a”) =0
pois W, Ay € M(w). Assim, w se anula em Ax(W + Q) + F' e portanto W + Q € M(w), como
gueriamos.

Agora vamos mostrar a unicidade. Sejam W, W' € M(w)talque A< W e A<W’' VAe
M(w). Masentaio W < W' e W' < W, logo W = W". O
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A partir do lema (2.1.12) podemos fazer a seguinte definicao:

Defini¢c 840 2.1.13.  (a) O divisor (w) de um diferencial de Weil é o divisor unicamente deter-

minado (conforme visto no lema (2.1.12)) tal que

1) wseanulaem Ar((w) + F) e

2) sewse anulaem Ap(A) + F entdo A < (w);
(b) Para 0 # w € Qp e P € Pg definimos vp(w) := vp((w));

(c) Um lugar P é dito ser um zero (resp. um polo) de w se vp(w) > 0 (resp. vp(w) < 0). O
diferencial de Weil é dito regular em P se vp(w) > 0 e € dito regular se é regular para

todo P € Pg;
(d) Um divisor W é dito ser divisor candnico de F'/Kse W = (w) para algum w € Qp.
Observacg 80 2.1.14. Segue da definicdo acima que

Qp(Ad) ={weQr|w=00u(w) > A}
e

Qr(0) = {w € Qp |w é regular }

E pelo lema (2.1.9) e pela definicdo (1.3.19) segue que

dimQp(0)=i(0) =g

Proposic 80 2.1.15. (a) Para0# z € F'e 0 # w € Qp temos (zw) = (z) + (w).
(b) Quaisquer dois divisores candnicos sao equivalentes.

Demonstracdo. (a) Sabemos que, se w se anula em Ap(A) + F entdo zw se anula em

Arp(A+ (x)) + F. Consequentemente,
(2) + (w) < (2w)

pois, por definicdo, w se anulaem Ax((w))+ F, logo zw se anulaem Ag((w)+(z))+F e
assim (z)+(w) € M((zw)). E como, por definicdo (zw) & maior ou igual a todo elemento

de M(zw) segue que (z) + (w) < (zw).
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Da mesma forma,
(zw) + (xfl) < (xflmw) = (w), logo (zw)< (w)+ (z)

Dali,
(z) + (w) < (aw) < (W) + (z), logo (aw) = (z) + (w).

(b) Seja W, = (w1) € W2 = wy. Queremos mostrar que existe « tal que (wy) + (z) = (wa2).
Como wy,ws € Qr\{0}, segue da proposicéo (2.1.11) que existe z € F tal que ws = zw;.
Assim, (w2) = (zw1) = (x) + (w1), cOMO queriamos.

O

Note que a nomenclatura “can6nico” no item (d) da definicdo (2.1.13) faz referéncia ao que
foi mostrado na proposicédo (2.1.15). Isto porque, ao obtermos um representante da classe
dos divisores dos diferenciais de Weil, obtemos todos, ja que sao todos equivalentes. Essa
classe formada pelos divisores candnicos € chamada de classe candnica.

O teorema a seguir basicamente conclui a prova do teorema de Riemann-Roch, pois pelo
teorema de Riemann (1.3.17) vimos que £(A) > deg(A) — g+ 1. O que esse teorema nos diz &

exatamente o que falta para obtermos a igualdade, isto & que ¢(A)—deg(A)+g—1 = (W —A).

Teorema 2.1.16 (Teorema da dualidade). Seja A um divisor arbitrario e W = (w) um divisor

canonico de F/K. Entdo a aplicacdo

LW —A4) — Qp(A)

T — Tw

€ um isomorfismo entre K espacos vetoriais. Em particular,

i(A) = (W — A).

Demonstragdo. Para x € L(W — A) temos
(zw)=(z)+ (W) > - W-A)+(w)=—-W-A)+W=A

Dai (zw) > A e pela observagao (2.1.14), zw € Qr(A), e assim p € uma aplicacdo que

de fato leva L(W — A) em Qp(A). Note também que 4 é linear e injetiva. Para mostrar a
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sobrejetividade, tome w; € Qp(A). Pela proposicdo (2.1.11) existe = € F tal que wy = aw, €

assim
(@) +W=(2)+ W) = () =(w1) 24 = (1) 2-W-4) = =zeLW-A4)
Logo u é isomorfismo e dai
dim Qp(A) = LW — A)
mas como dim Qz(A) = i(A) pelo lema (2.1.9), segue que ¢{(W — A) = i(A). O

E agora sim, vamos obter o Teorema de Riemann-Roch, como uma simples consequéncia

do resultado acima.

Teorema 2.1.17 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W um divisor candnico qualquer de F/ K.

Entio para cada divisor A € Div (F),
U(A) =deg(A)+1—g+ LW - A)

Demonstracdo. Da definicdo de i(A) temos ¢(A) = deg(A) +1 — g + i(A) e pelo teorema
(2.1.16) segue que

(A) =deg(A)+1—g+ (W —A), paraalgum W divisor candnico.

Corol ario 2.1.18. Para um divisor canénico W temos

deg(W)=2g—2 e ({(W)=yg

Demonstracdo. Para A = 0 o teorema de Riemann-Roch nos diz que
1=12(0) =deg(0)+1—g+¢(W —0) oqueimplicaque ¢((W)=g
E para A = W, usando que ¢(W) = g, temos

g=Lt(W)=deg(W)+1—g+¢£(0) econsequentemente deg(W)=2g—2
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No Teorema de Riemann vimos que existe uma constante ¢ que s6 depende de F/K tal
que para todo A € Div (F') com deg(A) > ¢ vale i(A) = 0. Agora vamos especificar mais esta

constante.

Teorema 2.1.19. Se A é um divisor de F//K com deg(A) > 2g — 1 entéo

L(A)=deg(A)+1—g

Demonstragao. Pelo teorema de Riemann-Roch temos ¢(A) = deg(A) + 1 — g + {(W —
A), paraalgum W divisor candnico. Vimos no corolario (2.1.18) que deg(W) = 2g — 2 e

como deg(A) > 2g — 1 temos
deg(W — A) = deg(W) —deg(4) < (29 —2) — (29— 1) = -1
logo deg(W — A) < 0 e dai ¢{(W — A) = 0, pelo corolario (1.3.12). E o teorema segue. O

Observe que esta cota ndo pode ser melhorada pois para o divisor canénico, que tem grau
uma unidade a menos, vale:

W) > deg(W)+1—g.

pelo corolario (2.1.18).

2.2 Consequ éncias do Teorema de Riemann-Roch

Nosso objetivo aqui € mostrar algumas consequéncias do Teorema de Riemann-Roch.
Nosso primeiro resultado apresenta uma caracterizagdo do género e da classe candnica de

F/K,onde F/K segue sendo o corpo das funcdes algébricas de género g.
Proposi¢ &0 2.2.1. Suponha que g € Z e W, € Div (F) satisfazem
(A) =deg(A)+1—go+ Wy — A) (2.3)
para todo A € Div (F'). Entdo gy = g € W, é divisor candnico.
Demonstracdo. Fazendo A =0e A = W, temos:

1=140(0)=1-—go+ ¢(Wy), eportanto (Wy) =gy €
go = deg(Wo) +1 —go, elogo deg(Wy) = 2go — 2
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Agora seja W um divisor canbnico de F/K. Escolha uma divisor A tal que deg(A) >
max{2g — 2,299 — 2}. Assim, deg(A) > 2g — 1 e logo, pelo teorema (2.1.19) segue que
0(A) =deg(A)+1—g.

E ao mesmo tempo deg(Wy — A) < 0 e assim {(Wy — A) =0, logo ¢(A) = deg(A) + 1 — go
e assim g = go.

Agora fazendo A = W em (2.3) temos g = /(W) = deg(W) + 1 — go + £(Wy — W) e como
g = go € deg(W) = 2g — 2 segue que ¢{(Wy, — W) = 1. E como deg(Wy — W) = 0 (pois
deg(Wy) = 290 — 2 = 2g — 2 = deg W) segue que W, = W, como queriamos. O

A proposicdo a seguir € uma outra forma de caracterizar os divisores candnicos.
Proposi¢c &0 2.2.2. Um divisor B é candnico se, e somente se, deg(B) =29 — 2 e {(B) > g.

Demonstragdo. Se B é divisor candnico, a conclusdo segue do corolario (2.1.18). Agora
suponha que deg(B) = 2g — 2 e {(B) > g¢. Dai, usando o teorema de Riemann-Roch (W

divisor canénico qualquer):
9g<U¢B)=129—-2)+1—-g+{(W-B)=g—144(W —-B) .. 1<{W -B)

e como deg(WW — B) = 0 entdo 1 < /(W — B) implica que W — B & principal, pelo corolario
(1.3.12). Logo W ~ B. O

Agora, para exemplificar uma aplicacao do Teorema de Riemann-Roch vamos usa-lo para

caracterizar o corpo de funcdes racionais F' = K (x).
Proposi¢c &o 2.2.3. Para um corpo de fungbes F/K as seguintes condi¢cdes s&o equivalentes:

(1) F/K éracional, i.e., F' = K(x) para algum x que é transcendente sobre o corpo K.

(2) F/K tem género O e existe um divisor A € Div (F') com deg(A) = 1.
Demonstracdo. [(1) = (2)] No exemplo (1.3.18), no final do capitulo 1, vimos que g = 0 para
F = K(x). E em (A.1.1)(c) vimos que P., & um divisor de K(z) com deg(Px) = 1.

[(2) = (1)] Sejag =0e A € Div (F) com deg(4) = 1. Como deg(A) =1>2g—-1= —1,

entdo ¢(A) = deg(A) +1—g =2 > 0. Logo L(A) # {0} e portanto existe 0 < A’ € [A]. Dai

L(A") = £(A) =2 > 0 e assim existe x € L(A")\K com (x) # 0 e logo (z) + A’ > 0. Como

A’ > 0edeg(A’) =1, para que (z) + A’ > 0 ocorra devemos ter A’ = (z). Mas entéo

1 =deg(A") = deg(z)oo = [F : K(z)]
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logo F = K(x).
O

Observag 80 2.2.4. Existem corpos de fungdes nao racionais de género 0 (esses corpos nao
podem conter um divisor de grau 1, conforme a proposicéo (2.2.3)).
Contudo se K é algebricamente fechado ou um corpo finito & possivel mostrar que sempre

existe um divisor de grau 1. Sendo assim, nesses dois casos vale g = 0 < F/K é racional.
Nosso préximo resultado € uma versao mais forte do Teorema (1.2.1) (Aproximacéo Fraca).

Teorema 2.2.5 (Teorema da Aproximagao Forte). Seja S C Pr um subgrupo proprio de Pr e
Py,---,P. € S. Suponha que sao dados elementos z1,--- ,z, € F € ny,--- ,n, € Z. Entdo

existe um elemento z € F'tal que

vp, (x — ;) = ny i=1,---,r)e

vp(x) >0 paratodo P € S\{Py,---, P}

Demonstracdo. Considere o adele o = (ap)pep, O0a seguinte forma

r, paraP=PF, i1=1,---,r
ap =
0 caso contrario.

Tome @ € Pr\S. Para um m € N suficientemente grande temos

Ap = Ap <mQ = (i + l)Pi> +F

=1
de fato, existe tal m pois, pelo teorema (1.3.17) para um divisor D de grau suficientemente
grande vale 0 = i(D) o que implica Ar = Ar(D) + F, pelo lema (2.1.6).
Ent&o existe um elemento z € F com z —a € Ap (mQ — >_\_,(n; + 1)P;), isto &

T

vp(z —a) +vp(mQ) — Z(nl + 1)vp(P;) > 0.
i=1

Dai ja podemos concluir que

vp (2 —x;) > ny ara i=1,---,r e

P ( ) p (2.2)
vp(z) >0 para P e S\{Py,---,P.}.

Tome agora y,, -,y € F comuvp,(y;) = n; (existem pois vp, & sobrejetiva sobre ZU{oo}).

Da mesma forma que fizemos pra obter z, construimos y € F' com
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vp, (Y — Yi) > 1y ara i=1,---,r e
P; (Y — i) i p (2.5)
vp(y) >0 para P e S\{P,---,P}.
Entdo temos, parai =1,--- ,r, pela desigualdade triangular estrita e pela equacéo (2.5),

vp,(y) = vp,((y — i) + i) = min{vp, (y — vi) > ni,vp, (1) = ni} =ny
Fazendo x := y + z obtemos
vp,(x — ;) = vp,(y + (2 — :)) = min{vp, (y) = ni,vp(z — 21) > ni} = n;,

parai—1,--- 7.

Epara P € S\{Py,---,P.},temos vp(xz) = vp(y+z) > 0 pelas equacgdes (2.4) e (2.5). O

Agora vamos estudar os casos em que um elemento de F' tem apenas um polo (de multi-

plicidade qualquer). Os resultados a seguir serdo muito importantes para o capitulo 4.

Proposic 8o 2.2.6. Seja P € Pr. Entdo para cada n > 2g existe um elemento x € F com

divisor p6lo (z)o, = nP.

Demonstragdo. Como deg((n — 1)P) > (29 — 1) e deg(nP) > 2g, pelo teorema (2.1.19)
sabemos que ¢((n — 1)P) = (n — 1)deg(P) + 1 — g e {(nP) = ndeg(P) + 1 — g. Assim
¢((n—1)P) < {(nP) e portanto L((n — 1)P) C L(nP).

Assim, se € L(nP)\L((n — 1)P) entdo z tem p6lo em nP de ordem no maximo n e z

nao tem polo de ordem menor ou igual n — 1. Portanto (x)., =nP. O

Defini¢ 80 2.2.7. Seja P € Pr. Um inteiro n > 0 &€ chamado de ordem do po6lo P se existe um

elemento z € F com ()., = nP. Caso contrério n & chamado uma lacuna de P.

Note que, da proposicao (2.2.6) segue que n € a ordem de um po6lo P se, e somente se,
¢((n—1)P) < ¢(nP). E também podemos ver que o conjunto das ordens dos poblos de P é um
sub-semigrupo do semigrupo aditivo de N. Para ver isso basta observar que se (7)o = n1 P
e (22)00 = N2 P entdo x5 tem polo divisor (2122)se = (N1 + n2)P.

O teorema a seguir nos diz exatamente quantas lacunas possui um lugar de grau 1.

Teorema 2.2.8 (Teorema das Lacunas de Weierstrass). Suponha que F/Ktem género g > 0

e P & um lugar de grau 1. Entéo existem exatamente g lacunas i; < --- < i, de P. E ainda

h=1 e i,<29—1
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Demonstragdo. Cada lacuna € menor que 2g—1 pela proposi¢ao (2.2.6). Enote quese z € K
entdo (z)., = 0 = 0P para qualquer P € Pr. Logo 0 & ordem do po6lo P para todo P € Pp.
Sabemos que n &€ ordem de um podlo P se e somente se ¢((n — 1)P) < ¢(nP), logo i &
lacuna de P se e s6 se L((i — 1)P) = L(iP).
Agora considere a sequéncia de espacoS vetoriais e a sequéncia formada por suas res-

pectivas dimensodes:

K = L) = L(P) = L2P) =---= L((29—1)P)
+ + + +
1 J1 J2 g

(lembrando que ¢(0) = 1 e que, pelo teorema (2.1.19), £((29—1)P) = deg((29—1)P)+1—-g =g
pois deg(P) = 1).

Observe que
dimL(iP) <dim L((i = 1)P)+1 Vi=1,---,29—1

pois dim(¢(iP/(i — 1)P)) < deg(iP) — deg((i — 1)P), pelo lema (1.3.8). Isto significa que a
cada vez que as dimensodes j;, j;+1 hdo sdo iguais damos um salto de uma unidade de uma
dimenséo para outra. Mas como nossa sequéncia tem dimensdo maxima igual a g, significa
que s6 podem haver g—1 saltos. Como os saltos ocorrem quando L(iP) # L((i—1)P) e temos
2g — 1 espagos na sequéncia, segue que, em exatamente g deles, temos L(iP) = L((i —1)P)
e portanto, g lacunas de P.

E note também que, como o conjunto das ordens dos p6los &€ um semigrupo aditivo, se 1
fosse ordem de algum polo, entdo N estaria contido nesse conjunto, logo todo natural seria
ordem de polo, isto €, ndo haveriam lacunas, o que € um absurdo pois g > 0 e vimos acima

gue existem exatamente g lacunas de P. O

Observag 80 2.2.9. Suponha que K é algebricamente fechado. Entdo pode-se mostrar que
quase todos os lugares de F/K tem a mesma sequéncia de lacunas (os quais sdo chamadas
de lacunas do corpo de fungdes F/K). Tais lugares séo ditos ordinarios. Todo lugar ndo
ordinario & chamado de Ponto de Weierstrass de F'/ K. Sabe-se também que se o género de

F/Ké maior ou igual a 2 entdo existe pelo menos um ponto de Weierstrass.

Para divisores com deg(A) < 0 vimos que L(A) = 0 no corolario (1.3.12). Por outro lado,
se deg(A) > 2g — 2 entdo ¢(A) = deg(A) + 1 — g pelo teorema 2.1.19. E, na maior parte dos

casos que vamos utilizar, os divisores terdo grau maior ou igual a 2¢g — 1. Contudo, cabe a
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pergunta do que podemos afirmar quando 0 < deg(A) < 2¢g—2. Para responder essa questao,

segue o teorema de Clifford.

Teorema 2.2.10 (Teorema de Clifford). Para todos os divisores A € Div F' com 0 < deg(A4) <
2g — 2 vale
1
L(A) <1+ 5 - deg(A)

O principal passo para a demonstracdo desse resultado € o lema a seguir

Lema 2.2.11. Suponha que A e B s&o divisores tais que ¢(A) > 0,¢(B) > 0. Entéo

L(A)+€(B) > 1+ LA+ B)

A demonstracdo é direta para {(A) = 0 e para /(W — A) = 0 (apenas usando que deg(A) =
1/2deg(A) + 1/2deg(A)). Para ¢(A) > 0 e (W — A) > 0, usando o lema 2.2.11 temos
LA+ (W —A) > 1+4L(A+W —A) =1+ ¢(W) =1+ g. E somando com a equagao que

obtemos pelo Teorema de Riemann-Roch segue o resultado.

2.3 Componentes dos diferenciais de Well

Esta secdo é de suma importancia para entendermos como sao gerados os codigos de
Goppa, pois estes codigos tem em suas coordenadas componentes dos diferenciais de Weil.
Na secdo 2.1 fizemos uma imerséo de F' — Ap que levava cada = € F para o corres-
pondente adele principal. Agora vamos definir, para cada lugar P € Pr uma nova imersao

tp: F— AF.
Defini¢c 80 2.3.1. Seja P € Pg.

(a) Parax € F seja tp(x) 0 adele cuja componente P é x e as componentes restantes séo

iguais a zero.

(b) Para um diferencial de Weil w € Qr nos definimos seu componente local wp : FF — K
como

wp(z) = w(tp(x)).

Observe que wp € uma aplicagdo K-linear.
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Proposi¢ 840 2.3.2. Sejaw € Qr e a = (ap) € Ap. Entdo wp(ap) # 0 para pelo menos uma

guantidade finita de lugares P, e

Em particular

Demonstracdo. Podemos assumir que w # 0 e fazer W := (w) o divisor de w. Sabemos que

existe S C P tal que

vp(W)=0e vp(ap) >0 paratodo P ¢ S.

(basta tomar S O supp(W)) Defina 8 = (8p) € Ar cOMO

ap para P ¢S,
Bp =
0 para P € S.

Dai 8 € Ap(W) pois vp(8) = vp(ap) > 0 = —vp(W), para P ¢ S. E vp(B) = vp(0)
—vp(W) pois vp(W) > 0 para P € S. Assim, w(8) =0

Il
o
vV

E também a = 3+ ) pcgtp(ap). LOQO,

w(a) = Z wp(ap).

Pes
Para P ¢ S, tp(ap) € Ap(W) (pois vp(ay,) > 0 =vp(W)) e logo w(tp(ap)) = wp(ap) =0.

Em particular, como vp(1) = 0 > —vp(W) para todo P € Pr segue que w(1) = 0. O

O préximo resultado nos mostra que um diferencial de Weil & unicamente determinado

pelos seus componentes locais.

Proposi¢c 840 2.3.3. (a) Sejaw # 0 um diferencial de Weil de F//K e P € Pr. Entéo
vp(w) =max{r € Z| wp(z) =0Vx € F comvp(z) > —r}
Em particular wp ndo é identicamente zero.

(b) Sew,w’ € Qp e wp =w}p paraalgum P € Pp entdo w = w’.
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Antes de iniciarmos a demonstracdo, vamos entender o que nos diz a proposicdo. O item
(a) nos diz que vp(w) € 0 maior inteiro r tal que wp(z) = 0 para todo x com vp(x) > —r. 1SS0
nos diz que wp # 0. O item (b) afirma que se dois diferenciais de Weil tem pelo menos um

componente local em comum entdo esses diferenciais sao iguais.

(Demonstracéo da proposicdo). (a) Por definicdo, vp(w) = vp(W) onde W = (w). Faca
s := vp(w). Seja z € F com vp(x) > —s = —vp(w). Dal temos tp(z) € Ap(W),
logo wp(z) = w(tp(xz)) = 0. Assim, para todo = que satisfaz vp(z) > —vp(w) temos

wp(z) = 0. SO falta mostrar que esse valor &€ o maior possivel.

Agora suponha que wp(xz) = 0 para todo z € F com vp(z) > —(s+ 1). Sejaa =

(ag)ger, € Ap(W + P), onde P é o lugar dado por hipotese. Assim:
a=(a—1plap))+ip(ap)
com a —tp(ap) € Arp(W) (pois estamos retirando justamente a componente P de «) .
Dai,
w(a) =w(a—tp(ap)) +wp(ap) =0
pois estamos supondo que wp(z) = 0 paratodo x € F comvp(x) > —(s+1)eap € F

comuvp(ap) > —(s+1). Dal, w se anulaem A (W + P) o que contraria a maximalidade

do divisor W (conforme definigcdo (2.1.13)).

(b) Se wp = whp entdo (w —w')p = 0. Dai, como vimos em (a) que um componente local
de um diferencial ndo nulo ndo pode ser identicamente zero, segue que w = w'.
O

A proposicéo a seguir € um exemplo de como obter um divisor a partir de um diferencial
de Weil e as componentes desse diferencial, usando o corpo de fungdes mais simples, F' =
K(z). Vamos usar a notacdo definida em na secéo 1.2: P., denota o polo divisor de = e P,

denota o lugar associado ao polinbmio z — a, paraa € K.
Proposi¢ a0 2.3.4. Para um corpo de fungdes racionais F' = K (z) valem as seguintes afirmacgdes:
(a) O divisor —2P,, € candnico.

(b) Existe um Gnico diferencial de Weil n € Qg () com (1) = —2P e np_(z~ ') = —1.



41 2.3. Componentes dos diferenciais de Weil

(c) Os componentes locais np_ e resp. np, do diferencial de Weil  definido acima satisfa-

zem
0 paran#-—1,

—1 para n=—1.

e ((z—a)") = {

ne,((x —a)") =
1 para n=-1.

{ 0 paran# -1,

Demonstracdo. (a) Note que deg(—2P,,) = —2 = 2g — 2 e que {(—2P,) = 0 = g (exemplo
(1.3.18) mostra que em F = K(z), g = 0). Dai, —2P,, é canbnico pela proposicdo
(2.2.2).

(b) Tome um diferencial de Weil tal que (w) = —2P,, (existe pois —2P,, & canbnico). Entdo
w se anula em Ag,)(—2P.) mas ndo € identicamente nula em Ag,)(—Px) (pela

definicdo de divisor canbnico). Como do lema (2.1.3) temos
dim A (2) (—Poo )/ Ak (2)(—2P) = deg(—Poo) — deg(—2Px) = 1
e além disso, como
p (371) € Ag(a) (= Poo)\ Ak (2)(—2Ps0),

segue que

wr(37Y) = wlip (7)) = ¢ £ 0.

Fazendo 7 := —c'w obtemos () = (—c¢™!) + (w) = —2P, poisc € K e np_(z7 1) =

—clwp_(z71) = 1.

(c) Como um diferencial de Weil se anula em adeles principais, segue da proposicéo (2.3.2)
que

0=n((z—-a)) =Y np((x—a)") (2.6)

PePr
pois ((z — a)™) € um adele principal.
Para P # P, e P # P, temos vp((z — a)™) = 0, pois caso contrario, existiriam outros
polindmios irredutiveis que dividiriam ((x —a)™), 0 que ndo ocorre. E como () = —2P,,
segue da proposi¢céo (2.3.3) que, para P # P, e P # P, temos np((x —a)”) = 0. E

observando a equacao (2.6) temos

np. ((z —a)") +np, ((r —a)") =0 2.7
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Vejamos as possibilidades para n. Para n < —2 temos vp_((z —a)”) = —n > 2 >
—2 = vp_(n) e dai por (2.3.3) segue que np_((x —a)™) = 0. E de (2.7) segue que
np, ((x — a)") = 0.

Paran > 0 temos vp, ((z — a)™) =n > 0 =vp,(n) e assim, da mesma forma que antes,
np,(x—a)") =0enp_((x—a)™) =0, por (2.7). Assim, sO nos resta considerar n = —1.
Como, paran = —1,

1 a 1 e a
z . _*
x—a alx—a) =z Foe xz(z —a)

)eAm@eﬂ@x

)) + NP (m_l) = np, (:c_l) = —1. Ede

temos que np. ((z —a)~") = np, (z(ra

(2.7)temos np, ((x —a)~1) =1
O

2.4 Curvas alg ébricas e corpos de Fung 0Oes

Corpos de fungdes algébricas e curvas algébricas projetivas ndo-singulares estao estrei-
tamente relacionados. E essa relacdo tem sido muito (til para a teoria dos codigos pois
possibilita melhorar as cotas existentes para distancia minima.

No capitulo 4 vamos precisar saber o que significa um corpo de fungbes definido sobre
uma curva algébrica. Esta se¢do é dedicada a fazermos essa transigcao, que, essencialmente,
associa o polindmio que define a curva algébrica ao corpo de fungdes. Vamos comecar

definindo o que sao curvas algébricas planas.

Definic &0 2.4.1. Seja K um corpo e K seu fecho algébrico. Se f(X,Y) & um polindmio em

K[X,Y] entdo a curva algébrica plana afim associada C, é dada por
Ca={(z,y) € K x K| f(z,y) = 0}

onde f(X,Y) & um polindmio absolutamente irredutivel, isto &, irredutivel sobre K[X,Y], e

por esse motivo também dizemos que a curva é absolutamente irredutivel.

O grau do polinémio f, denotado por deg f, &€ dado pelo maximo grau dos mondémios, onde
o grau do mondémio z’y’ & definido como i + j.

Podemos associar ao polindmio f(X,Y’) o polindmio homogéneo

F(X,Y,Z):=2Zf(X/Z,Y/Z), onde d = deg f.
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Além disso, vamos definir (z1 : y1 : 1) como a classe de equivaléncia dada pela relacéo
(w1,y1,21) ~ (72,92, 22) & (1,91, 21) = A2, Y2, 22) para algum \ € K.
Dito isto, podemos definir curva projetiva.

Defini¢ 80 2.4.2. A curva plana projetiva C' € definida como

C={(z1:y1:21) € I?3| F(x1,y1,21) =0}

Note que a curva afim C, esta imersa na curva projetiva pela aplicacdo (z,y) — (z,y, 1).
Para z = 0 dizemos que (z : y : 0) € um ponto no infinito e denotamos o conjunto desses
pontos por P.,. Assim, #C = #C, + #P.

Dizemos que uma curva projetiva € ndo singular (ou suave) se a seguinte condicao &

satisfeita
F(x7y?z) = FX(x5y7z) = FY(x?y?Z) = FZ(x7y’Z) = O j (x7y?z) = O'

Um invariante béasico da curva plana C € o seu género g = g(C). Esse invariante satisfaz:

(d—1)(d-2)

<
9= 2

, comd=deg(f(X,Y)).

Quando a curva é nao-singular vale a igualdade.

Agora podemos passar a relacéo existente entre curvas projetivas e corpos de funcgdes.
Uma curva projetiva absolutamente irredutivel x esta associada a um corpo de fungdes da
seguinte forma: se f(X,Y) € K[X,Y] é o polindmio irredutivel que define x, seja R o anel
residual de K[X,Y] modulo f(X,Y) e seja F' o corpo de fracbes de R; entdo F & o corpo
de fungdes algébricas associado a y e denotaremos por F(x). Quando x € ndo singular, os

pontos de y estdo em bijecdo com os lugares de seu corpo de funcgdes.

Observag &0 2.4.3. Em particular, os lugares de grau 1 estdo em hijecdo com os pontos da
curva projetiva (a,b) € K x K. Note que a curva y tem infinitos pontos, assim como o corpo
de func¢des tem infinitos lugares. Dizer que os lugares de grau 1 estdo em bijecdo com os
pontos de K x K nos diz que, se K é um corpo finito, entdo a quantidade de lugares de grau
1 é finita.

No exemplo a seguir vamos usar essa relagdo entre corpo de fun¢des e curvas algébricas
para contar os lugares de grau 1 num corpo de fungdes Hermitiano. Esse resultado sera

muito Util no capitulo 4.
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Exemplo 2.4.4. Seja K = F,. e considere a curva projetiva absolutamente irredutivel x
associada ao polindmio Y7 +Y = X491, Essa curva & conhecida como a curva de Hermite.
Queremos mostrar que a quantidade de lugares de grau 1 em F(y) € ¢®+ 1. Para isso, vamos
usar a observacéo (2.4.3) acima, que nos diz que lugares de grau 1 estdo em bijecdo com os
pontos de curva x em Fg x Fgo.

Vamos contar os pontos de x(F,z) a comegar da parte afim, x,(F,2).

Xa(Fg2) ={(z,y) €Fp2 x Fp2 | f(x,y) =0}
={(z,y) €Fpe xFpo |y? +y = z9t}
={(z,y) €Fp2 x Fp2 [ 7(y) = N(z)}
onde 7 e V' séo o Trago e a Norma da extens&o F,. sobre F,. Usando que traco e norma tem
como imagem F, (pois séo aplicacdes de F,. — F,) podemos ver que 7~ '(y) = ¢. E sendo

gue o trago é sobrejetivo e F,-linear temos

#xXa(Fg2) = > #{yeFp|r(y) =2}

.’IJE]FqQ

= > #r @
zGJqu

=> q=q¢-¢=¢
:L’G]qu

Agora, s6 nos resta saber quantos sdo os pontos no infinito.

Seja F(X,Y,Z) = YZ + Y Z9 — X1 o polinbmio f(X,Y) homogenizado. Se Z = 0
entdo X = 0. Logo o Unico ponto no infinito &€ (0 : Y : 0) e assim #P,, = 1.

Logo #x(Fy2) = #xXa(Fy2) + #Poc = ¢° + L.

E da bijecdo com os lugares de grau 1 de F'(x) segue que um corpo de funcdes sobre

uma curva de Hermite tem ¢3 + 1 lugares de grau 1.



Cébdigos de Goppa

3.1 Cadigos de Goppa

Codigos de Goppa foram introduzidos por V.D.Goppa em 1981. Como uma motivacédo
para a construcao desses codigos nos primeiro estudaremos os codigos de Reed-Solomon
sobre F,. Essa importante classe de codigos &€ muito conhecida na teoria de codigos. Os
codigos de Goppa sdo uma generalizagdo muito natural dos codigos de Reed-Solomon.

Leitores pouco familiarizados com teoria basica de codigos podem consultar o apéndice

Sejan = ¢ —1eseja B € F, um elemento primitivo do grupo multiplicativo F7, i.e.,
Fy = {8,B%,--,3971 = 1}. Para um inteiro k com 1 < k < n consideramos o espaco vetorial

k-dimensional (considerando que o polinémio nulo tem grau 0):
Ly = {f € Fy[X]| deg f <k 1}
e a aplicagao avaliagao ev : Ly — I dada por

ev(f) = (f(8), f(B*),---, f(B")) € Fy. 3.1)
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Essa aplicacéo é F,-linear e é injetiva pois um polindmio ndo nulo f € F,degrau < k—1 <

n tem no maximo k — 1 < n raizes. Portanto

Cy = {(f(ﬂ)7 f(ﬁQ)’ T 7f(5n)) | f € Lk}

€ um codigo [n, k] sobre F, (a dimens&o do codigo é a dimenséo de L; que é k). Este codigo
€ chamado um codigo RS (Reed-Solomon). O peso de uma palavra 0 # ¢ = ev(f) € Cy €
dado por
wt(e) =n— [{i€{l,-- n}; f(B") =0}
>n—degf>n—(k—1).

Logo a distédncia minima d de C}, satisfaz a desigualdade d > n + 1 — k. Por outro lado,
pela cota de Singleton temos d <n +1 — k.

Antes de introduzirmos os codigos de Goppa, vamos definir uma notagao que sera usada

no decorrer da secao.
e F/F, & um corpo de funcbes algébricas de género g.
e Pi,---, P, sdo lugares dois a dois distintos de F/F, de grau 1.
e D=P +---+P,.
e G éum divisor de F/F, tal que supp(G) Nsupp(D) =0

Defini¢ 40 3.1.1. Um codigo de Goppa C, (D, G) associado aos divisores D e G é definido
como
CL(D,G) :={(z(P1), - ,z(Pn)) | x € L(G)} S Fy

Note que essa definicdo faz sentido, isto &, z(P;) # oo, parai = 1,--- ,n, pois para
x € L(G) temos vp, (x) > 0 = —vp,(G) ja que supp(G) Nsupp(D) = (. A classe residual z(P;)
de x moédulo P; &€ um elemento do corpo residual de P;, Fip,. Como 1 = deg P, = [Fp, : F,]
segue que Fp, =, logo z(F;) € F, e assim, C(D,G) € Fy.

Como em (3.1), podemos considerar a aplicacdo avaliacdo agora definida como evp :=
L(G) — Fy; dada por

evp = (z(P1),- - ,z(P)) € Fy.

A aplicacéo avaliacdo evp é F,-linear e C (D, G) € aimagem de L(G) por essa aplicacéo.

Agora fica clara a analogia com codigos de RS.
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O proximo teorema nos mostrara porque os codigos de Goppa sao interessantes: neles é
possivel determinar (ou pelo menos estimar) os parametros n, k e d através do Teorema de Riemann-Roch .
Também podemos obter uma cota inferior nao trivial para a distancia minima desse codigo de

uma forma bem geral.
Teorema 3.1.2. CL(D,G) é um codigo [n, k, d] com parametros

k=4G)—4G—-D) e d>n—degG.

Demonstragdo. Temos que evp € uma aplicacdo linear sobrejetiva de L(G) sobre Cr(D, G)

(pela propria definicdo de Cr(D, G)) cujo nucleo é dado por
ker(evp) = {z € L(G) | vp,(z) > O0parai=1,--- ,n} = L(G — D).

A (ltima igualdade é valida pois, como z € L(G), entdo (z) + G > 0. Mas ao mesmo tempo,
vp,(z) > 0, logo Pi,---, P, sdo zeros de z, assim ainda podemos retirar Py,--- , P, de (x)
e obter um divisor efetivo, isto &, (z) + G — D > 0. Assim k = dim C(D,G) = dim L(G) —
dim L(G — D) = ¢(G) — ¢(G — D).

Para mostrar a afirmagéo sobre a distancia minima de C, (D, G) vamos considerar C,(D,G) # 0
(ndo faz sentido falar de distancia minima se isto ndo ocorre). Sejax € L(G) com wt(evp(z)) =

d. Entdo exatamente n — d lugares séo zeros de z, digamos P, ,--- , P, _, € supp(D) e entédo
0z € L(G— (P, +-+PF,_,)
elogo /(G — (P;, +---+ P;,_,)) > 0 e assim pelo corolario (1.3.12) segue que
0<deg(G— (P, +--+P,_,) =degG—n+d.
E assim, d > n — degG. O

Corol ario 3.1.3. Suponha que o grau de G seja estritamente menor que n. Entdo evp :

L(G) — Cr(D, G) é injetiva, logo um isomorfismo, e temos
(@ Cr(D,G) éum codigo [n, k,d] com
d>n—degGek=0G)>degG+1—g.

Dai
k+d>n+1—g (3.2)



Capitulo 3. Cobdigos de Goppa 48

(b) Se alemdisso2g —2 < degG <nentdo k =degG+1—g.

(c) Se{z1, -+ ,zr} € uma base para L(G) entdo a matriz
r(P) zi(P2) - w(P)
M =
zp(P) zp(P2) -+ xi(Pn)

€ a matriz geradora de Cr,(D, G).

Demonstracdo. (a) Como degG < n entdo deg(G—D) = degG—n < 0,logo L(G—D) = 0.
Disso segue que evp, € injetiva (ker(evp) = L(G — D)) e que k = ¢(G). Além disso, pelo

Teorema de Riemann-Roch temos ¢(G) = degG+1—g+4{(W —G) > degG+1—g.

(b) A hipotese adicional 2g — 2 < deg G nos diz que deg(W — G) < 0eassim (W —G) =0

e assim o item b segue do Teorema de Riemann - Roch.

(c) Como evp é umisomorfismo, aimagem de uma base de ¢(G) € umabase para Cr,(D, G).
[

A grande maioria dos codigos que trabalharemos nesse texto satisfardo o item (b). Basica-
mente, isto significa que para 2g—2 < deg G < n vale /(W —G) = 0 no Teorema de Riemann-Roch ,
para W um divisor candnico qualquer.

Observe que a cota inferior (3.2) para a distancia minima é bem parecida com a cota

superior de Singleton. Comparando as duas, com deg G < n, temos:
n+l—g<k+d<n+1,
e assim podemos ver que se F/K étalqueg=0entdo k+d=n+ 1.

Definic 80 3.1.4. O inteiro d* := n — deg G € chamado de disténcia designada do codigo
CrL(D,G).

O teorema (3.1.2) afirma que que a distancia minima d de um cédigo de Goppa €&, no
minimo, d*.

Outro codigo pode ser associado aos divisores D e G, utilizando os componentes locais
dos diferenciais de Weil. Vamos relembrar algumas notag¢des introduzidas no capitulo 2. Para
A € Div(F), Qr(A) é o espaco dos diferenciais de Weil w com w > A e & um espaco vetorial
sobre F, com dimenséo finita e dimQr = i(A). Para um diferencial de Weil w e um lugar

P € Pr, a aplicagéo wp : F' — F, denota a componente local de w em P.
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Definic a0 3.1.5. Selam G e D = P, + P, + --- + P, divisores onde os P;’s sao lugares
de grau 1, dois a dois distintos e G e D com suportes distintos. Entao definimos o cédigo
Ca(D,G) C Fy como

Ca(D,G) = {(wp, (1), - swp, (1)) |w € 2p(G - D)}.

Este codigo também & chamado de codigo de Goppa. Arelagdo entre C(D, G) e Cqo(D, G)
ficara clara mais a frente. Nosso primeiro resultado sobre Cq (D, G) € um analogo do teorema

(3.1.2). Para demonstrar esse resultado usaremos o lema a seguir:

Lema 3.1.6. Seja P € Pr um lugar de grau 1 e seja w um diferencial de Weil com vp(w) > —1.
Entdo

wp(l)=0< vp(w) >0

Demonstragdo. Para provar esta afirmagao usaremos (2.3.3), que nos diz que, para um in-
teiro r € Z,

vp(w) >r < wp(x) =0 paratodoz € F com vp(z) > —r 3.3)

Note que, se vp(w) > 0 entdo wp(x) = 0 paratodo = € F com vp(z) > 0; e como
vp(l) = 0 segue que wp(1) = 0. Assim, a volta é valida.

Agora, suponha que wp(1) = 0. Sejax € F com vp(z) > 0. Vamos mostrar que wp(z) =0
pois assim por (3.3) teremos vp(w) > 0.

Podemos escrever x = a +yonde a = z(P)ey € P, ie., vp(y) > 1, ecomo deg P = 1,

segue que Fp = F, logo a € F,. Dai,
wp(xz) =wp(a) +wp(y) = awp(l) +0=0

onde wp(y) =0 pois vp(y) > 1lew € Qp étal que vp(w) > —1, logo por (3.3) temos r = —1 e
wp(z) =0 paratodo z € F comvp(z) > —1. E isto conclui a prova do lema.
O

Teorema 3.1.7. Cq(D,G) & um codigo [n, k', d’| com parametros
K =i(G—-D)—i(G) e d>degG— (29 —2).

Se degG > 29 —2entdo k' = i(G— D) > n+g—1— degG. E se além disso temos
2g — 2 < deg G < n segue que
E=n+g—1—degG.
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Demonstragéo. Considere a aplicagéo F,-linear
Qp(G-D) — Caq(D,G),
1D =
w — (wpl(l)a"' 7an(1))'

Note que up € sobrejetiva (pela definicdo de Cq (D, G)). Aléem disso, ker(up) € formado pelo
conjunto dos w € Qp tais que wp,(1) = 0 paratodo ¢ = 1,--- ,n. Mas pelo lema (3.1.6) isso

implica vp, (w) > 0 e dai (w) — G > 0 ou seja ker(up) = Qr(G). Assim
k' =dimQp(G — D) — dim Qr(G) = i(G — D) — i(G). (3.4)

Agora seja pp(w) € Cq(D,G) uma palavra de peso m > 0. Entdo wp,(1) = 0 para

exatamente n — m indices, digamos ¢ = iy, -+ , i, € aSSIM:
n—m
weQp(G— (D= > Py))
j=1

pois pelo lema (3.1.6) temos que wp, (1) = 0 implica vp, (w) > 0, logo (w)— (P, +---+F;, ) >

0. Ecomo w € Qr(G — D) a afirmagao acima segue.

Assim Qr(G — (D — E;:{”P )) # 0 e, como pelo teorema (2.1.19) sabemos que se

i

Qr(A) # 0 entdo deg(A) < 2g — 2, segue que deg(G — (D — >27-" P;)) < 2g — 2. Assim,
29 — 2 > deg(G) — (n— (n—m)) = deg(G) —m logo, m > deg(G) — (29 — 2)
e em particular, como d’ &€ o minimo dos pesos, d’ > deg(G) — (29 — 2) O

O teorema a seguir mostra que existe uma ligagdo muito proxima entre Cr (D, G) e Cq(D, G).
E simples perceber que as dimensdes sdo complementares usando o teorema (3.1.2), o lema

(3.1.7) e o Teorema de Riemann-Roch, pois

dimCq(D,G) =1i(G— D) —i(G)
={(G — D) +deg(D) — 4(G)
=n—k=dimCr(D,G)" .
Teorema 3.1.8. Os codigos CL(D,G) e Cq(D,G) sdo duais, i.e.,

Co(D,G) = CL(D,G)*.

A demostragao desse resultado sera omitida e pode ser vista em [6]

Vejamos agora um exemplo de um codigo de Goppa.



51 3.1. Codigos de Goppa

Exemplo 3.1.9. Seja X a curva Hermitiana y® + y = 2 sobre Fg,. Pode-se mostrar que X é
nao singular. Sejam P; e P, lugares de grau 1 de Fg,.
E assim sendo, fagamos Cq(D,G) com G = 7P; + 82P, e D a soma dos 8% — 1 outros

pontos racionais de Fgs(X) [V, teorema 4.3.4]. Note que deg(G) = 89 e como X é ndo

singular, g = “=10d=2) _ (9=1)0=2) _ 98

Assim 2g — 2 = 54 < deg(G) < n = 511, logo, pelo teorema (3.1.7) segue que
dimCq(D,G)=k=n+¢g—1—deg(G) =511+ 28 — 1 — 89 = 449.
E pela cota de Goppa,
d > deg(G) —2g +2 = 89 — 56 + 2 = 35.

Logo esse codigo detecta pelo menos 34 erros e corrige a0 menos 17 erros.
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Cdbdigos de Goppa e o semigrupo Weierstrass para um

par de pontos

4.1 Cabdigo de dois pontos e

Semigrupo de Weierstrass

Seja X uma curva projetiva absolutamente irredutivel e nao-singular de género g > 1
sobre F, e seja F,(X) seu corpo de fungdes. Conforme visto na se¢éo 2.4, valem todos os
resultados mostrados nos capitulos 1 e 2 para esse corpo de funcdes. Além disso, dada a
bijecéo entre os lugares de grau 1 e os pontos racionais de X sobre F,, vamos chama-los de
pontos racionais de F,.

Retomando o capitulo 3, seja C(D,G) = (f(Q1), f(Q2), -, f(Qn)) €
Ca(D,G) = (1Q,,1qQ,," " »nQ,) onde f € L(G),n € Qp(G—D) e
D=Qi+ -+ Qn.

Defini¢c &0 4.1.1. Se G = mP para algum ponto racional de F,, m € N e D & a soma de
todos os outros pontos racionais em X, diremos que Cp (D, G) e Cq(D,G) sé@o codigos de
um ponto.

Se G = ay P1 +aq P, para P, P, pontos racionais distintos de F,, o, 0 € Ne D é asoma
de todos os outros pontos racionais de F, diremos que C(D,G) e Cq(D, G) séo codigos de

dois pontos.

Note que cbdigos de dois pontos tem comprimento uma unidade a menos (ja que D tem

um ponto a menos) que o codigo de um ponto na mesma curva.
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Defini¢ &0 4.1.2. Para pontos racionais P, e P de F,, definimos o semigrupo de Weierstrass
do ponto P, por
H(P) ={a € Ny|3z € Fy(X) com (2)s = Py}

e 0 semigrupo de Weierstrass de um par de pontos (P, P») por
H(P1, P) = {(a1,a2) € N |3z € Fy(X) com (2)oe = a1 P + a2 P},

onde Ny € o conjunto dos inteiros ndo negativos.

Definimos o conjunto das lacunas de Weierstrass para um ponto racional P, como
G(P1) = No\H(P1)
e o0 conjunto das lacunas de Weierstrass para um par de pontos (P, P,),
G(Py, Py) = N{\H(P1, P)

Note que pela proposicéo (2.2.6), paratodon € Ncomn > 2g, n € H(Py).

Vamos usar o lema abaixo, de [3], para caracterizar os elementos de H (P, P).
Lema4.1.3. a) Para (ai,as) € N2 temos:
(O[l,OéQ) S H(Pl,Pg) =4 g(Ozlpl -+ OZQPQ) = é((al — 1)P1 =+ CYQPQ) —+ 1= €(a1P1 —+ (OQ —
1)Py)+1
b) Seja a; > 1. Entao:

E(Oélpl—f—OéQPQ) = E((al—l)Pﬁ—ang)—i—l S da, 0<a<ay tal que (()(1, Oé) S H(Pl, PQ).
Observac¢ &0 4.1.4. Suponha que (ai,a2) € G(P1,P:). Entdo pelo lema (4.1.3), ¢(ay Py +
O[QPQ) = €((a1 — 1)P1 + CVQPQ) ou E(O&lpl + QQPQ) = g(Oqu + (ag — 1)P2) Entao, se ap > 1
sem perda de generalidade podemos assumir £(ay Py + aaPy) = ¢((an — 1) Py + a2 P2). Note
que, pelo lema (4.1.3)(b), € isso que ocorre quando (a1, a) € G(P;, P») para todo « tal que

0 < a < as (pois ndo existe a entre 0 e oy tal que (a3, a) € H(Py, P,)). Esta & uma primeira

forma de caracterizar os elementos de G(Py, P»).

4.2 Melhoramento de Matthews para curvas quaisquer

Este teorema, feito por Matthews, que de certa forma generaliza um resultado de Garcia,

Kim e Lax [1], é valido para curvas arbitrarias e usa que uma sequéncia especifica de pares
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séo elementos de G( P, P»). Mais adiante veremos que se soubermos, explicitamente, quem
é G(P, P,) a cota encontrada neste teorema pode ser melhorada, mas sobre uma curva

especifica.
Teorema 4.2.1. Suponha que
i) (a1,2) € G(P1,Py) comag >1e (a1 P+ asPs) = 0((an — 1) Py + agP);
ii) Existam ~y;,v, tais que (1,72 —t—1) € G(Py, P>) paratodot, 0 <t < min{y,—1,2g—
1— (a1 +a2)};
i) G=(a14+71—1)Pi+(az+1v2—-1)P,eD=Q1+ Q2+ +Qn, onde 0s @, sdo pontos
racionais distintos, ndo pertencentes ao suporte de G.

Se a dimensao de Cq(D,G) € positiva, entdo a distancia minima desse codigo é pelo

menos deg G — 2g + 3.

Demonstracdo. Vamos demonstrar por absurdo.
Faca w = deg G — 2¢g + 2. Se existe uma palavra com peso w,
entdo existe um diferencial n € Q(G — D) com exatamente w polos simples, Q1,Qa2,--- , Q. ja

que, se 1,(1) = 0 entdo vp(n) > 0, pelo lema (3.1.6). Dai

M=2G—(Qi+Q2+-+Qu)

E como (n) é divisor candnico, segue que
deg(n) =29 —2=degG — (1 + Q2+ -+ Q) dai,

M) =G—(Qr+ Q2+ +Qu).
Como l(a1 Py + asPy) = £((ay — 1) Py + axP») entdo, pelo teorema de Riemann-Roch, segue
que
LW — (an Py + aoPs)) + 1 =4(W — ((ct1 — 1) Py + a2 P2)).
Assim, existe h € L(W — (aq — 1) Py + a2 P))\L(W — ((a1 P1 + a2 P2)), onde W & um divisor
canbnico qualquer.

Entao,
(h) + W — ((Ozl — 1)P1 +012P2) >0

(h) > (an — 1)Py + aaP, — W, e portanto

(h) =(n —1)Pi + aoP, — W+ E
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onde E & uma divisor efetivo cujo suporte ndo contém P; etalque deg £ = 29 — 1 — (a1 + )
(para que o grau de (h), que & um divisor principal, seja 0).
Repetindo a idéia, escrevamos E = E’'+tP, onde E’ & um divisor efetivo cujo suporte ndo
contém P, (note que 0 <t < 2g — 1 — (a3 + ag), pois ndo pode ultrapassar o deg E).
Assim
(h) = (a1 — )P + (ag +t) P, — W + E’.
Agora, como quaisquer dois divisores candnicos sado equivalentes, segue que () ~ W, e

assim temos

G—(Qi+Q2+ - +Qu)=1n)~W~ (g —-1)P+ (2 +t) P2 + F,
e logo
G*(Q1+Q2+"'+QW)N(0171)P1+(@2+t)P2+E/

Assim, da definicdo de equivaléncia temos que existe f funcdo racional tal que (usando

que G = (a1 +71 — 1)Py + (a2 + 72 — 1) P),
(f)=-mnPi—(r-t-1)P+(Q1+Q2+ - +Qu,) +E"

Set < vy —1, entdo f tem polo divisor (f)s. = 71 P1 + (y2 —t — 1) P> 0 que contradiz o fato de
(11,72 —t—1) € G(P1, P).

Caso contrério, entéo (f)» = 1P 0 que contraria o fato de ~; ser uma lacuna em P;.
Observe que v, € uma lacuna em P; porque, se v2 — 1 < 2g — 1 — (a1 + a) entdo t assume
v2 — 1 edai (y1,0) € G(Py, Ps). O

4.3 Explicitando G(P;, ) huma curva Hermitiana

Agora, vamos ver alguns resultados de Kim [3] (também pode ser visto em [4]) que serao

muito Uteis para obter os elementos de G(Py, Ps).

Lema4.3.1. Se (a1, a2), (o}, ab) € H(Py, ;) entdo (a7, a3) € H(Py, P2) comay := max{ay,a}}

e a3 = max{ag, ah}.
Demonstracdo. Como (aq, as), (o), ah) € H(Py, P>) segue que existem f, g € F,(X) tais que
(f)oo = Oélpl —+ OCQPQ e (g)oo = Oé’lpl —+ O/QPQ.

E assim, (f—|—g)OC:Oé71P1 + as Py O



57 4.3. Explicitando G(Py, P») numa curva Hermitiana

Defini¢c &0 4.3.2. Para uma lacuna a; em Py, defina 8., = min{as : (a1,a2) € H(P1, P)}.

Ou seja, para qualquer § < 3,, temos (a1, 3) € G(P1, P»).
O lema a seguir sera enunciado sem demonstracéo, mas esta pode ser vista em [3] ou [4].

Lema 4.3.3. Para uma lacuna a; em Py, oy = min{a : (o, fs,) € H(P1, P2)}. Além disso,
{Bay ta1 €G(P1)} = G(P)

O lema (4.3.3), juntamente com a definicdo (4.3.2) nos diz, geometricamente, que no
plano Ny x Ny, 0s segmentos de reta formados por (a1,y < fa,) € (z < a1, fa,) SO possuem
lacunas do par (P, P;), conforme indica a figura 4.1. Este resultado é fundamental para

entendermos a construcéo de G(Py, P).

.5’(! . + >

Lacunas

Figura 4.1: Os tracejados s&o lacunas de G(Py) (horizontal) e G(P2) (vertical).

Vamos agora determinar o conjunto das lacunas de Weierstrass de um par de pontos
de Weierstrass numa curva Hermitiana, Y7 + Y = X9t!. E como vamos trabalhar sobre
curvas Hermitianas, vamos assumir 0 seguinte resultado a respeito dessas curvas (uma

demonstracdo completa pode ser encontrada na secéo 6.4 de [6]):

Teorema 4.3.4. Considere o corpo de fungbes Hermitiano sobre I > definido por
Fe(X,Y) com Y?+Y = X9t
Ele possui as seguintes propriedades:

(@) Ogénerode Fpe(X,Y)€g=q(q—1)/2
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(b) Fp2(X,Y) tem ¢* + 1 lugares de grau 1 sobre F 2, e s&o eles

1. Po,0op6locomumdezeye

2. P, ponde, para cada a € F,2 existem ¢ elementos 3 € F . tais que 87+ 3 = a7t

(c) Parar > 0, os elementos ziy/ com 0 <i, 0<j<qg—1 e ig+j(g+1) <rformam

uma base para L(rP,).

(d) Os divisores de x e y sdo dados por

(x) = Z Pa’ﬁ_qpoo e (y) = (q—i_l)(POé’B_POO)
patp=adt?

Note que o item (a) desse teorema segue de definicdo de género, usando o fato da curva
Hermitiana ser ndo singular e seu grau ser g + 1. O item (b) foi mostrado em (2.4.4).

O teorema a seguir possibilitara o melhoramento do teorema (4.2.1) para o caso de
codigos sobre curvas Hermitianas. O (4.3.5), juntamente com o teorema (4.3.6) séo o centro

do artigo de Matthews [5].

Teorema 4.3.5. Para quaisquer dois pontos de Weierstrass P; e P, na curva Hermitiana

y?+y = x7"! sobre F,» temos que (¢ — j)(¢+ 1) + j é lacuna e

Ba—jyg+1+i = (@—t=1)(g+ 1)+
paral<j<t<gq-—1

Demonstracdo. Seja P, = Pyo e P> = P, e lembramos que os divisores de z e y sdo dados

por:

(z) = Z Pog—aPs © (y)=(q¢+1)(FPoo— Px)
B14-=0

Sabendo que uma base para {(mP;) € {z'y7 |0 < i,0 < j < g—1comig+ j(g+1) <
m} e gque as lacunas de P, sdo exatamente os m's para os quais {(mP) = {((m — 1)Ps),
obtemos que o conjunto das lacunas de Weierstrass é dado por {ag+b|0<a<b < q—1}.
Explicitamente, todos os elementos de G(P,) estéo listados abaixo (e G(P;) também pois o

conjunto das lacunas independe do lugar escolhido).
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1 2 ‘e q—2 q—1
(¢+1)+1 (+1)+2 - (¢+1)+(¢—2)
(4.2)
(=3)(g+1)+1 (¢=3)(g+1)+2
(¢—=2)(¢+1)+1
Considere as diagonais de (4.1) comecando de baixo para cima, da esquerda para direita,
(isto &, na direcdo ). Numere essas diagonais de 1 a ¢ — 1 comecando do canto superior
esquerdo, no caso, do 1. Enumere as colunas (resp. as linhas) de (4.1) da esquerda para
direita (resp. de cima para baixo) comeg¢ando com 1. Entdo paraum ¢ fixo, 1 < j <t < q¢q—1,
os elementos de (4.1) podem ser descritos como (¢t — j)(¢+ 1) + j onde esse nimero esta na
t-ésima diagonal e na j-ésima coluna.

Paral <j<t<qg-1,

pd—i+1
(5) =@+ 1 +DR+(a—t=Da+ 1)+ )P (42)

Assim, tomando « = (t — j)(q + 1) + j queremos mostrar que 8, = (¢ —t — 1)(¢+ 1) + j.
Inicialmente, tomet=¢—1el<j<qg—1.Issonosda ((¢g—1—75)(g+1)+4,5) € H(P1, P2)
paral < j < q— 1. Dai, By—1—j)q+1)+; = J, paral < j < g — 1, pois, pela observagdo (??)
segue que se diminuirmos a ordem de P, obteremos uma lacuna.

Isso nos da os f3, para todas as lacunas de P, na (¢ — 1)-ésima diagonal em (4.1) (Para
cada j estamos numa nova coluna e portanto, num novo elemento da diagonal).

Agorafagcat=q—2e1<j<q—2.Assim((¢q—2—5)(g+1)+4,(¢g+1)+j) € H(P, )
paral < j < ¢ — 2, 0 que, conforme vimos acima, nos diz que B_2_jq+1)+; = (¢ +1)+je
nos da todos os 3, para as lacunas « € G(Py) na (¢ — 2)-ésima diagonal.

Continuando dessa maneira, quando ¢t = g —ie 1 < j < g — i teremos B,_i—j)q+1) =
(i—1)(g+1)+jparal <j<gq—i,0que nos datodos os 3, para todas as lacunas o« em P;
na (q — ¢)-ésima diagonal.

Finalmente, quando ¢t = j = 1temos 31 = (¢—2)(¢+1)+1=¢*> —qg—1=2g—1. E assim
o teorema é vélido para P, = Py € P» = P, (Note que usamos fortemente este fato para
construir uma funcéo racional como em (4.2) tal que (f) = ((t —5)(q+ 1) +75)PL + ((¢ — t —
D(g+1)+j)Pyelogo ((t—j)(qg+1)+34,(g—t—1)(qg+ 1)+ j) € H(Py, P2)). Nosso proximo

passo € generalizar essa idéia.
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Suponha que P, = P, e P, = P, com (a,b) # (0,0). Entdo, segue de [10] que existe
um automorfismo ¢ que fixa P, e leva P, ;, em P, o. Entdo, podemos voltar na demonstragéo
acima e usar a fungdo racional % o e 0 restante segue como antes.

Agora, suponha que P, = P,, e P, = P, 4 com (a,b) # (¢,d). Entéo, por [10] existe um
automorfismo que deixa P, fixado e leva P.; em P,,.. Na verdade, esse automorfismo é
uma composic¢éo de dois outros, ¢; o ¢ onde ¢, leva P, ; em P, e ¢; um automorfismo que
leva o (P, ) em P, ;, e deixa P, fixado. Dessa forma, recaimos no caso acima, onde temos
P, = P,, e P, = P,. E assim, vemos que é possivel obter uma funcao racional que gere os

Ba, O que prova o teorema. O

Agora vamos interpretar o Teorema (4.3.5), voltando para (4.1), reescrevendo-o de forma
gue a entrada da j-ésima coluna na linha i da tabela (4.1) seja a entrada da j-ésima coluna

na (¢ — i)-ésima diagonal de (4.3).

(a=2)(g+1)+1 (¢—3)(g+1)+2 (g+1)+(g-2) ¢—-1
(g—=3)(g+1)+1 (¢g—4)(¢g+1)+2 q—2
(4.3)
(g+1)+1 2
1

Note que a (¢ — 7)-ésima diagonal de (4.3) é a i-ésima linha de (4.1). Agora, abaixo de
cada lacuna de G(P;) queremos colocar . Para isso vamos escrever a linha i de (4.1) (em

vermelho) imediatamente acima da i-ésima linha de (4.3).

1 2 q—2 q—1
(@=2)(g+1)+1 (¢=3)(g+1)+2 - (¢g+1)+(¢g—2) ¢g-1
(¢g+1)+1 (g+1)+2 o (g+D)+(g-2)

(q=3)(g+1)+1 (¢g—4)(¢g+1)+2 --- q—2

(4.4)
(¢=3)(g+1)+1 (¢-3)(¢+1)+2
(g+1)+1 2

(q—=2)(g+1)+1
1
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Assim, se a estda na t-ésima diagonal na j-ésima coluna de (4.1), isto &, o = (¢t —
j)(g + 1) + j entdo B, & o nimero em (4.1) na (¢ — t + j — 1)-ésima diagonal na j-ésima
coluna. Note que essa construgdo faz sentido pela observacgao (?7?).

Com o teorema (4.3.5) vamos descrever todo o G(P;, P»). Nesse intuito, note primeira-
mente que, sendo S = {(a1, a2) € Ng | a1 + ag < 2g — 1} temos G(Py, P;) C S. De fato, seja
(a1,a0) € G(Py, P2). Dai, pelo lema (4.1.3), temos {(a1 P) + asPs) = (a1 — 1) P + g P).

Pelo teorema de Riemann-Roch isso significa que, para W um divisor canénico qualquer,
g(W — (qul + O[QPQ)) +1= é(W — ((Oq — 1)P1 + O[QPQ)). (45)

Mas se a3 + as > 2g segue que deg (a1 P, + asPs) = a3 + as > 2g, logo segue de
(1.3.12) que 4(W — (a1 Py + as P»)) = 0. E da mesma forma, como deg ((a; — 1) Py + asP) =
a1 +ag —1>2g—1etambém por (1.3.12), {(W — ((a; — 1) Py + a2 P2)) = 0. Assim , de (4.5)
segue que 1 = 0. Absurdo. Logo G(Py, P») C S.

A seguir usaremos a notacdo de intervalo [a,b] para denotar {c € Ny : a < ¢ < b} e
[a,b] x [c,d] significando {(i,7) € N2:a <i <b,c<j<d}

Nosso objetivo agora € definir uma série de blocos de pontos de H(P;, P») de forma que
quando olharmos para N2 N S os elementos que ndo estiverem nesses blocos sejam exata-
mente os pontos de G(P;, P»). Para garantir que esses pontos estdo mesmo em G(Py, P,)
usaremos o lema (4.3.3).

Comecemos com ¢—1 € G(P;). Pelo teorema (4.3.5), 8,1 = ¢—1. Como (0, ¢), (0,¢+1) €
H(Py, P») (basta olhar a tabela (4.1) das lacunas), podemos usar o lema (4.3.1) para obter
(¢ —1,9),(¢—1,q+ 1) € H(P,,P,;). Da mesma forma (q,0),(q¢ + 1,0) € H(P, P,), logo
(¢,q—1),(g+1,q—1). Outra aplicacdo do lema (4.3.1) nos diz que (¢, q), (¢, q+1), (¢+1,q), (g+
1,¢q+1) € H(P, P,). Issonosdadumbloco B,_1 =[¢g—1,¢+ 1] x [¢— 1,4+ 1] C H(P1, P2).

Agora para ¢ — 2 € G(P1). Note que 3,_2» = 2¢ — 1. Agora, usando que B,_1 C H(P, P»)
e (¢ —2,2¢—1),(0,29),(0,2g + 1),(0,2q 4+ 2) € H(P1, P-), aplicando o lema (4.3.1) obtemos
o bloco B,_3 = [¢ — 2,q + 1] x [2¢ — 1,2¢q + 2] C H (P, P2), um bloco de tamanho 4 x 4, de
elementos de H(Py, P»).

Continuamos dessa maneira, sempre usando que o bloco anterior esta em H(P;, P») e
gue os pontos que ndo aparecem em G(P;) estdo em #H(P;). Dai obtemos, para cada lacuna
a=q—1,1<i<q-—3de P, umbloco B, com (i + 2) x (i + 2) elementos de H (P, P,).

Agora considere 2 € G(P;). Do teorema (4.3.5), 32 = ¢> —2q— 1. Aplicando o lema (4.3.1),
usando que B; C H(Py, P»), obtemos um bloco de dimensdes ((¢—2)+2) x ((¢—2)+2), isto &
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g X ¢. Mas como estamos interessados s6 na intersecéo de H (P, P») com S, esse quadrado
se restringe a um triangulo, com % (esse valor vem da soma dos ¢ primeiros valores de
1aq— 1, que sdo os elementos do quadrado que estdo em S). Logo, B, € um tridngulo com
@. Como 1 =2g—1e (1,29 — 1) ¢ S, ndo precisamos considerar /3.

Podemos continuar nesse processo, tomando os 3, para cada « que nao esteja na pri-
meira coluna (pois nessa coluna a soma das coordenadas € 2g, logo nao estdo em S). Para
a={t—75@q+1)+jeGPr),3<j<t<qg-1teremos um bloco B, C S de elemen-
tos do semigrupo de Weierstrass do par (P, P»). Para os «a na segunda coluna (j = 2),
a=({t—-2)(¢+1)—2€G(P)com2<t<q-—1obtemos um triangulo B, C S com @
elementos de H (P, P;). Entéo, pela definicdo de S, e pelo lema (4.3.3), todos os elementos
de S N N2 que néo estdo em B, para algum « € G(P;) sdo elementos de G(Py, P»). E séo
todos, pois esses blocos cobrem todas as nao lacunas de S. Esses fatos podem ser reunidos

no seguinte teorema.

Teorema 4.3.6. Sejam P; e P, dois pontos distintos de Weierstrass na curva Hermitiana

y? +y = 27" sobre F .. Entdo o conjunto das lacunas de Weierstrass do par (P, P») &
G(P,P)=S\HUB,,

onde S = {(041,042) € Ny | a1 +ag < 29—1},
H = {(H (1) x {0}) U (H(P2) x {0}) e
Bo={Bala=({t—-75)(¢g+1)+j, 2<j<t<q-—1}, onde os B, foram definidos acima.

Observag o0 4.3.7. Note que o calculo feito para obter S, é independente da escolha dos
pontos de Weierstrass Py, P», € entdo o conjunto G(P;, P,) também independe dos pontos

escolhidos.
Esse teorema ficara mais claro neste exemplo, apresentado por Mathews em [5].

Exemplo 4.3.8. Considere a curva y® +y = z° sobre Fg4. Seja P, = Py € P, = P.,. Usando
o teorema (4.3.5) podemos determinar todas as lacunas a em P; e assim, como em (4.4),

escrever o0s respectivos 3, diretamente abaixo de sua lacuna (na cor vermelha).
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ot
ot

46
19
37
28
28
37
19
46
10
95

47
11
38
20

29
20
38
11
47

39
12
30
21
21
30
12
39

31
13
22
22
13
31

(4.6)

Vamos obter os blocos e “triangulos”B,, para os elementos da primeira linha de (4.6):
Comecando com « = 7. Note que 87 = 7 e que (0,8),(0,9),(8,0),(9,0) € H(P1, P) (pois

nao sao lacunas nem de P; nem de P, conforme (4.6)). Usando (4.3.1) repetidas vezes com

esses pontos obtemos:

Dai, By = [7,9] x [7,9].

4.7)

Agora para o = 6, temos g = 15, By C H(P, P») e (0,16),(0,17),(0,18) € H(Py, P»).

Logo, usando (4.3.1) com os pontos de B; e com (6,15) € H(Py, P,), temos:

Assim Bg = [6,9] x [15,18].

(7,18
(7,17
(7,16
(7,15

)
)
)
)

(4.8)
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De um modo geral, para elementos na primeira linha temos
By_i=[q—1i,q+1] x [Bq—i,B4—i + 1+ 1], onde éalacuna o = (¢ —1)

Desse modo: Bs = [5,9] x [23,27], By = [4,9] x [31,36], B3 = [3,9] x [39,45] e B, é
o triangulo com vértices em (2,47),(2,53) e (8,47) (esses vértices sdo obtidos somando-se
g — 2 a cada coordenada para termos um triangulo de area %).
Agora para a segunda linha, iniciemos com « = 15. Dai, 15 = 6. Usando que (16, 0), (17,0), (18,0) €
H(Py, P») e que By C H(Py, P,) obtemos B;; = [15, 18] x [6,9]. Note que ele é o simétrico de
Bg, bastando inverter os eixos.
Para o = 14, temos 14 = 14 e usando que Bjs, Bg C H(Py, P») temos By = [14,18] x
[14,18].
De um modo geral, na segunda linha obtemos:

Bgi1)y4q—i = (g + 1) +q—i,(¢+1) +q—i+i+1] X [Bgr1)4g—is Blg+1)+q—i +7+1]

Assim, By3 = [13,18] x [22,27], B2 = [12,18] x [30,36], e By; € o triangulo com vértices
em (11,38), (11,44), (17, 38).

Seguindo essa idéia nas proximas linhas obtemos By, = [21,27] x [21,27] e By € igual ao
tridngulo cujos vértices séo (20, 29), (26, 29), (20, 35). Note que por simetria podemos deter-

minar Bss, B3, B3g, Bs7, Boo, B3, B3g € Bag. VEja a ilUStra(;aO a4.2.
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Figura 4.2: Os pontos marcados sio H(Pi, P;) e os espacos em branco sdo G(P1, Ps).

Matthews [5]

4.4 Melhoramento da cota sobre curvas Hermitianas

Usando o teorema (4.3.5) e as consequéncias que ele acarreta, podemos melhorar ainda

= xatl

mais a cota do teorema (4.2.1). Nesta secdo, y denota a curva Hermitiana Y? + Y

sobre F,.. Da segdo anterior, lembramos que o conjunto das lacunas de Weierstrass de um

par de pontos independe da escolha desses pontos.
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Teorema 4.4.1. Considere Cq(D,G) em xcom G = (a1 +v1 — )Py + (e + 12 — )Py e
D=Q1+Q2+---+Q,o0nde P, P,,Q1, - ,Q, S&0 pontos racionais distintos de .

Suponha que:
|) (Oél,OAQ) S Q(Pl,Pg),oq > le E(Oélpl =+ OéQPQ) = E((Oél — 1)P1 —+ QQPQ);

i) (y,72—t—=1),(m+Lye—t=1),(n1+q¢r —t—1),(n,72) € G(P, P») para todo t,
OStSmin{’72—1729—1—(041+042)}

Se a dimensdao do cbdigo é positiva, entdo a distancia minima & pelo menos deg G — 2¢g + 4.

Demonstragdo. Assuma, inicialmente, P, = P,,. Como aqui valem as hipoteses de (4.2.1),
segue que a distancia minima de Cq (D, G) € pelo menos deg G — 2g + 3. Faca w = deg G —
2g + 3. Se existe uma palavra de peso w, entdo existe um diferencial n € Q(G — D) com
exatamente w polos simples, Q1 + Q2+ - -+ Q.. Temos (n) > G — (Q1+ Q2+ ---+Q.,), logo
2g —2=deg(n) =degG —w + 1 e assim

M=G—(Q1+ Q2+ +Qu)+A4,

onde A & um ponto racional de F 2, A # Q;, para 1 < i < w (s6 para completar o grau). Como
L a1 Py + aaPy) = £((; — 1)P; + a2 P,), entdo pelo teorema de Riemann-Roch existe uma

funcéo racional i € F 2 (x) com divisor
(h) = (041 — l)Pl + (042 + t)PQ - W + E,

onde E é um divisor efetivo cujo suporte ndo conttm Py e P, e 0 <t <29 —1— (a1 + a3)

(vide demonstracao do teorema (4.2.1)). Entdo
G-+t +Qu)+ A=)~ W~ (1) + (2 +t) + E
implica que existe uma fungéo racional f € Fg2(x) com divisor
(fl=—mnPi—(re—t-1)Ph-A+ (@1 +Q2+ - +Qu)+E

Primeiramente, assumat < v, — 1. Se A esta no suporte de F, entdo A nao é polo de f,
logo

(Noo=mPr+ (2 —t—=1)Py . (71,72 —t—1) € H(P1, P).

O que nao ocorre, por hipotese.
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SeA="P,entdo (floo=(m+ 1P+ (2—t—1)Pyelogo (1 + 1,72 —t—1) € H(P1, P),
0 que nao ocorre por hipotese.

Se A= P, entdo (f)oo = NP1+ (12—t) P2 elogo (y1,v2 —t) € H(P1, P»), 0 que ndo ocorre
pois nesse caso, para t = 0 teriamos (y1,72) € H(Py, P2) e por hipotese, (v1,7v2) € G(Py, Pa).

SO resta entdo A = Q;, onde j = w + 1,--- ,n, pois estes s&o todos o0s pontos racionais
de F,2(x). Seja f uma fung&o racional em x com divisor (f) = (¢ + 1)Q; — (¢ + 1)P; (Note
que podemos encontrar tal f pois ¢ + 1 &€ uma ndo lacuna de P;). Dal, (ff)s = (71 + q +
)Py + (2 —t—1)Py eissoimplicaque (v1 + ¢+ 1,72 —t — 1) € H(Py, P») 0 que ndo ocorre
por hipbtese.

Agora suponha v, — 1 < t < 2g — 1 — (aq + ). Observe que, nesse caso, t assume 0
valor v — 1, 10go (71 + ¢+ 1,0),(71,0) € (y1 + 1,0) € G(P1, P»). Se A esta no suporte de £
ou A = P, temos (f)eo = 71 P1. Se A = P, entdo (f)o = (71 + 1)P1. Em ambos os casos
obtemos uma contradicdo com o fato de v; € G(P;) e 1 + 1 € G(P,). Portanto, s6 nos resta
A=Qj,paraalgumj,j=w+1,--- ,n. Entdo (ff)so = (71 + q + 1) Py, contradizendo o fato
de que y; + ¢ + 1 € uma lacuna de P;. Isto conclui a demonstragdo para o caso P; = P...

Se P, # P, entdo existe um automorfismo ¢ de x tal que ¢(P;) = P, (esse automor-
fismo é explicitado em [10]). Seja P; = ¢(P,). Pode-se mostrar que P; € novamente um ponto
racional de F, e assim, como vimos que o conjunto das lacunas de Weierstrass independe
dos pontos tomados, G(P;, P») = G(P, P;) e dai a prova se reduz ao caso acima.

[

Vamos finalizar vendo um exemplo de um codigo Cq (D, G) onde a distancia minima é

pelo menos deg G — 2g + 4.

Exemplo 4.4.2. Seja a curva Hermitiana y* + y = x° de género g = 6 sobre Fi6, P, = P €
P, = Py. Seja (a1,a2) = (6,5), (11,72) = (3,2) e G=(a1+711 — )P+ (e + 72 —1)P, =
8P, + 6P,. Note que (6,«) € G(Py, P») paratodo 0 < « < 5. Vamos verificar as hipoteses de

(4.41)(Notequey,—1=1e2g—1— (a1 +a2) =0ecomo 0 <t <0segue quet=0):
i) (71,72 — 1) = (3,1) € G(Py, P,) pela definigao de 5,;

i) (1+1,v%—-1)=4,1)eG(P,P)poisparaf, =1seguequea =11=2g—1led <«

e dai segue;
i) (v1+q+1,72—1)=(8,1) € G(P1, P;) pelo mesmo argumento do item anterior;

iV) K(Oé1P1 + 042P2) = E((al - 1)P1 + OZQPQ) pelo lema 1.1, pOiS (0517012) S Q(PLPQ).
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Dai estdo satisfeitas as hipoteses de (4.4.1) e logo a distancia minima de Cq (D, G) € pelo
menos deg (G) — 2g + 4 = 6.

A figura abaixo ilustra a forma como obtemos os elementos de #H(P;, P,) N S, onde S é 0
conjunto dos inteiros ndo-negativos menores ou iguais a 2g — 1. A reta r da figura é dada por

r+y=12.

Figura 4.3: Os tracejados sfo G(P1, P2). Observe os blocos do teorema (4.3.6)



A

Corpo de Fung¢ 6es Racionais

A.1 Um exemplo de corpo de fun¢g 0Oes: o corpo de fung 0Oes

racionais

Para entendermos melhor os conceitos de valorizacéo e lugares em um corpo de funcdes
arbitrario, € muito Util estudarmos o caso mais simples: FF = K(z), onde x & transcen-
dente sobre K. Dado um polinémio ménico irredutivel p(z) € K|[z], consideremos o anel

de valorizacao

Dyiay = {f/((gf(x),g(w) € Kla], p(x) xgu)}, A1)
de K(z)/K com ideal maximal
Py = {ch((gv(m),g(x) € K[z p(a)|f(2). plz) xg(ac)} (A.2)

No caso particular onde p(z) é linear, i.e., p(z) = = — a com « € K, abreviaremos a
notacdo para
P, =P,_, € ]P)K(I)' (A3)
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H& também um outro anel de valorizagao:

o= { L1010t € Kol deg 7o) < deg g(0)}. (a4)
com ideal maximal
D FACH IR . . .
Py = {g(x)u( ),g(x) € K[],deg f(x) < deg g( >}. (A5)

Esse lugar € chamado o lugar infinito (ou ponto no infinito) de K (z).

Proposi¢c 80 A.1.1. Seja F' = K(x) o corpo de funcdes racionais.

(@)

(b)

(©)

Seja P = P,) € Pk, 0 lugar definido como em (A.2), onde p(z) € K[z] &€ um po-
linémio irredutivel. Entdo p(x) € um elemento primo de P, e a correspondente valorizacao
vp pode ser descrita como segue: se z € K(x)\{0} & escrito da forma z = p(x)" -
(f(x)/g(x)), com n € Z, f(z), g(x) € K[2], p(x) [ f(z) € p(z) [g(x), entdo vp(z) = n.
O corpo de residuos K(z)p = 9p/P € isomorfo a K|z]/(p(x)); um isomorfismo é dado
por

o KE/6E) - K@),
f(xymodP +— f(z)(P)

Consequentemente, deg P = deg p(x).

No caso particular p(z) = —a com « € K, o grau de P = P, é 1 e a aplicacdo classe

residual & dada por

z(P) = z(a) paraz € K(z),

onde z(a) é definida como segue: escreva z = f(z)/g(x) com f(z),g(z) € K|[z] po-

linbmios relativamente primos. Entao:

07
z(a) =
0

00 se g(a) = 0;

)

{f(a)/g(a) se gla) £ 0;

Faca P = P, o lugar no infinito de K (x)/K definido por (A.5). Entdo deg P, = 1. Um
elemento primo de P, €t = 1/x. A valorizagdo discreta v, correspondente a esse

lugar & dada por:
Voo (f(2)/g(x)) = deg g(x) — deg f(z),
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onde f(z),g(z) € K[z]. A aplicacdo classe residual correspondente a P, é determinada
por z(P) = z(o0) para z € K(x), onde z(co) é definido como:
anx" + -+ ag

=  ——— Ccom n,bm 0,
z bmxm+...+b0 a 7&

entao

an/bym SEN =M
z(o0) = 0 sen<m

o0 sen>m

(d) K é todo o corpo de contantes do corpo de fung¢des racionais K (z)/K.

Demonstracéo. (a) Seja P = P,(,), p(x) € K[z] irredutivel. O ideal P,y C v, € gerado

por p(x) pois p(x) € irredutivel. Assim, p(z) € um elemento primo de P.

Para mostrar a afirmacédo sobre o corpo residuos, considere o isomorfismo:

o K[z] — K(x)p
f@) = f(z)(P)

Note gue o nlcleo de ¢ é (p(z)), i.e., o ideal gerado por p(z). Além do mais, ¢ é so-
brejetiva. De fato, se z € ¥p entdo z = u(z)/g(x) com u(x),v(x) € K[z], tal que
p(x) /v(x), isto &, mde(p(z),v(xz)) = 1. Assim, existem a(x),b(z) € K(z) tais que

a(z)p(z) 4+ b(x)v(z) = 1, portanto

z=1-z= Mp(x) + b(z)u(x)

v(x)
e z(P) = (b(z)u(x))(P) estd na imagem de ¢. Assim, ¢ induz um isomorfismo ¢ de

K[z]/(p(x)) em K(z)p. E assim, deg P = [K(z)p : K| = [K[z]/(p(x)) : K] = deg p(x).

(b) Agora P = P, com a € K. Se f(z) € K[z] entdo (z — «)|(f(z) — f(a)), dai f(z)(P) =
(f(x) = f(@)(P) + f(a)(P) = f(a)). Um elemento arbitrario z € ¥p pode ser escrito
como = = f(z)/g(x) com f(z), g(x) € K[z] € (x — a) fg(x). Assim, g(z)(P) = g(a) # 0
e
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(c) Vamos mostrar que 1/x é elemento primo de P,,. Claramente 1/x € Py, logo (1/z)d C

P... Considere um elemento z = f(z)/g(x) € P, i.e., deg f < degg. Entdo

z= 1 ﬁ, comdeg (zf) < deggy.
r g

Isso nos mostra que z € (1/x)d« € assim, P, C (1/2)Y. Dai, 1/ gera o ideal P,

logo € um elemento primo de Ps..

Note que deg P,, = 1 pois 1 < deg(P~) = [FPp

. K] < [K(z) : K(z)] = 1. Logo,
deg(Py) = 1.

Agora vamos definir a valorizacdo. Note que em ¥, as unidades sdo do tipo f(z)/g(x)

tal que deg f = degg. Dai, se z € K(x) entdo podemos escrever z = (1/:c)mf(x)) onde
g\xr
deg f = degg. Dal, v (2) = m.

Para o corpo de residuos, note que, se

_apz+ -t ag
bppx™ + -+ by

entdo para n = m temos

ap + -+ ag/z"
- - 2(P) =

pois (1/z) € P,; Paran > m temos:

an + -+ ag/z"

E para n < m temos:

/T A ag /2™

z(P)=0.

(d) Tome um lugar P de K(z)/K de grau 1 (por exemplo P = P,, com « € K). O corpo
K das constantes de K (x) esta imerso no corpo de residuos K (x)p € assim K C KC
K(z)p = K, poisdeg P = [K(z)p : K] = 1.

O

Teorema A.1.2. N&o ha outro tipo de lugares no corpo de fungdes racionais além de P, e
P, definidos por (A.2) e por (A.5)

Demonstracgédo. :
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Seja K C ¥ C K (x) um anel de valorizagdo de K (z)/K. Queremos mostrar que ¥ = 9,y
ou ¥ = J4. Suponha ¥ # 9.

Tome z € ¥. Dai K[z] C 9. Seja P = 9\9* e I = K[z] N P. Note que I é ideal (segue de
P ser ideal) de K[z] e na verdade & um ideal primo. De fato, se f-gc e f¢ Ientdo f ¢ P
pois f,g € K[z], e assim f € ¥*. Logo, g € P.

Note que, como K|[z] C 9 entdo K|[z]/P C 9/P. Agora faca :

K[z] — Klz]/P
g — g+ P

Dai o nicleo de ¢ é dado pelos elementos de K[x] N P = I. E ¢ é claramente sobrejetora.
Assim, temos que K[z]/I = K[x]/P C ¥/P = K(z)p. Logo, K[z]/I — K(z)p. Mas como P
éumlugarde grau 1, degP = [K(z)p : K] =1 .. K(z)p = K. Assim, K[z]/I — K e logo
I #{0}.
Assim segue que existe um polindmio mdnico irredutivel unicamente determinado p(z) €
K(x)talque I = K[z]N P = p(z) - K[z] (Note que p(x) & irredutivel pois I é ideal primo).
Logo, todo g(z) € K[z] com p(z) /(g(x}(né;o estaem I, logo g(z) ¢ P, e assim 1/g(z) € 9.
x

Dessa forma, todo elemento do tipo @ onde f(z),9(x) € Klx] estdo em . Portanto,
g\r

ﬁp(m) C 9.
E como anéis de valorizagdo sé@o subanéis maximais proprios de K(z), temos ¢ = 9,,).

O

Note que repetindo o mesmo raciocinio para x € ¢, temos uma descri¢cdo exata de ..
Sex ¢ Yentdox~! € ¥. Dai, K[z~ '] C v, efaga I = K[z~!] N P. Note que 2! € P (pois

z ¢ J)dai z~! € I. E a0 mesmo tempo, se z € K[z~ N P entdo z ndo é inversivel e

z2=am(@ )"+ +a(@7) +ao
z—ap )"+ da(@)=a €P
ag KNP . ag=0

szex K[z

Assim, I = PNK[z~ '] = 2 'K[z7!], e dai paratodo g(z~!) € K[z~!]talque 2% fg(z~ 1)
1

g(x=1)

nao estdo em I, logo € 9. Logo,
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92 { I ) € Kia com e otah |

g(x

A (T7H)™ + -+ ag

{ b (1) + - + by | com bo#o}
amxr_*__”_‘_aoxm+r

"\ b+ + bzt | com bo #0

= f(x)degfgdegg} pois by # 0
g(x)
=9

E pela maximalidade dos aneis de valorizagdo segue que 9 = 9.

Corol &rio A.1.3. Os lugares de K (z)/K de grau 1 estdo em 1-1 correspondéncia com K U
{oo}-

Demonstracdo. Da proposicao (A.1.1) segue que os lugares P, e P,, estdo em 1-1 corres-
pondéncia com K U {co} através da aplicacéo classe residual, explicitada nos itens (b) e (c)
da proposicao (A.1.1). E como do teorema (A.1.2) s6 existem esses lugares de grau 1, o

corolario segue. O



Teoria B asica sobre C 6digos

B.1 Teoria b asica sobre ¢ 6digos

Sejam F, um corpo finito com ¢ elementos. Consideremos o espago vetorial n-dimensional
[y cujos elementos s&o n-uplas a = (a1,--- ,a,) com a; € F,. O corpo sobre o qual o cédigo
€ escrito € chamado de alfabeto.

A definicdo a seguir € um parametro de extrema importancia para teoria de codigos. O

grande interesse nesse parametro & maximiza-lo em relagdo ao tamanho do codigo.
Definic 80 B.1.1. Paraa = (a1, - ,a,) € b= (b1,--- ,b,) € Fy seja
d(a, b) = |{i;ai 75 bl}‘

isto &, a quantidade de digitos onde a, b diferem.
Esta funcdo d & chamada distancia de Hamming em Fy.

O peso de um elemento a € Fy é definido como
wt(a) := d(a,0) = [{i;a; # 0}]
isto &, a quantidade de digitos ndo nulos de a.

E possivel mostrar que a distancia de Hamming & uma métrica em [y . Em particular, vale

a desigualdade triangular, d(a, c) < d(a,b) + d(b, c).

Defini¢ 80 B.1.2. Um codigo C (sobre o alfabeto IF}') € um subespaco linear de [F7; os elemen-
tos de C sdo chamados de palavras. Denotamos por n 0 comprimento de C e dim C (visto
como subespaco vetorial sobre F,) a dimenséo do codigo. Um codigo [n, k] € um codigo de

comprimento n e dimensao k.
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A distancia minima d(C') de um codigo C # 0 & definida como
d(C) :=min{d(a,b) | a,b € Cea # b} = min{wt(c) |0 # c € C}
Um cbdigo [n, k] com distancia minima d sera denotado por um cédigo [n, k, d].

Observag ao B.1.3. Mais geralmente podemos definir codigos em subconjuntos ndo-vazios
arbitrarios C C A™ onde A # () € um conjunto finito. Se A = F, e C C F} é subespaco linear,
C' € dito um codigo linear. Vamos trabalhar somente com codigos lineares, logo ndo vamos

nos referir a eles como lineares.

Lema B.1.4. Se u € Fy e d(u,c) < t para algum ¢ € C, entdo c & a Unica palavra com

d(u,c) <t.
Demonstracdo. Se existisse ¢’ € C' tal que d(¢/,u) < t entdo
d(c,d) <d(c,u) +d(u,d)<2t<d—1<d
0 que ndo o ocorre pois d € a distancia minima entre palavras do codigo. O
Para entender a importancia deste parametro veremos o teorema a seguir, de [9].

Teorema B.1.5. Seja C' um codigo com distédncia minima d. Entdo C pode corrigir até ¢ =

[451] erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstracdo. Suponha que ao transmitirmos uma palavra ¢ do codigo cometemos z erros
com z < t, obtendo a palavra r. Entdo d(r,c) = = < t. E como afirma o lema (B.1.4), todas
as outras palavras do codigo tem distancia maior que ¢ de r. Isso determina r univocamente,
possibilitando assim a correcao desses erros.

Por outro lado, dada uma palavra, podemos introduzir nela até d — 1 erros sem gerar uma
nova palavra (pois a distancia entre essa nova palavra, com erros, e a original sera menor que

d, e logo ndo podera ser uma palavra do c6digo), possibilitando assim a detecg¢do do erro. [

Sendo assim, quanto maior a distancia minima, mais erros de transmissdo no codigo
podem ser detectados e corrigidos.

Um jeito simples de descrever um codigo explicitamente € descrever sua base.

Defini¢c &0 B.1.6. Seja C um codigo [n, k] sobre F,. Uma matriz geradora de C' € uma matriz

k x n cujas linhas sdo uma base de C' como subespaco vetorial sobre F,.
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O produto interno candnico de [} & definido por

n
< a,b > = Zazbz
i=1

onde a=(ai, - ,a,)€b= (b, - ,by) € Fy.
Note que <, > & uma forma simétrica bilinear ndo-degenerada.

Defini¢ &0 B.1.7. Se C C FF; € um codigo entdo
c+ ={uely| <u,ec>=0,YceC}

€ chamado o dual de C. O codigo é chamado de auto-dual (resp. auto-ortogonal) se C' = C*
(resp. C C CH).

Segue de um resultado de duais de algebra linear que o dual de um codigo [n, k] € um

codigo [n,n — k] e (C+)*+ = C. Em particular a dimensdo de um codigo auto-dual é n/2.
Defini¢ 0 B.1.8. Uma matriz H geradora de C* & dita ser a matriz teste de paridade de C.

Claramente uma matriz teste de paridade H de um codigo [n, k] € uma matriz (n — k) x n
de posto n — k e temos
C={ucF;| H u" =0}

onde u! = u transposto.

Note que a matriz teste de paridade de fato verifica quando um vetor u € F;; € uma palavra
do cbdigo ou nao.

Um dos problemas mais basicos em teoria de cédigos algébricos & construir - sobre um
alfabeto fixado F, - codigos cuja dimenséo e distancia minima s&o grandes em comparagéo
com seu comprimento. Contudo existem algumas restricdes. Grosso modo, se a dimensao
do codigo é grande (em comparacdo com seu comprimento), entdo a distancia minima é

pequena.

Proposi¢ 8o B.1.9 (Cota de Singleton). Para um codigo C [n, k, d] vale
k+d<n+1
Demonstracéo. Considere um subespago linear £ C [ dado por

E:={(a1, - ,an) €Fy| a; =0V i>d}
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Todo a € E tem peso no maximo d — 1, dai ENC = 0. Ecomo dim F = d — 1 segue que
k+(d—1) =dimC+dimFE
=dim(C+ E)+dmCNE=dim(C+FE)<n

O

Em geral € um problema bem mais complicado obter cotas inferiores para a distancia
minima de um dado codigo. Apenas para uma pequena classe de codigos sabemos deter-
minar uma cota inferior. Uma das razdes porque vamos estudar os codigos de Goppa € que

para essa classe de codigos existe uma boa cota inferior para a distancia minima.
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