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Renova-te. Renasce em ti mesmo.
Multiplica os teus olhos, para
verem mais. Multiplica-se os teus
bragos para semeares tudo. Destroéi
os olhos que tiverem visto. Cria
outros, para as visoes novas.
Destréi os bracos que tiverem
semeado, Para se esquecerem de
colher. Sé sempre o mesmo.
Sempre outro. Mas sempre alto.

Sempre longe. E dentro de tudo.

Cecilia Meireles
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Resumo

Sistemas com interagoes de longo alcance se aplicam a diversas situacoes fisicas
como, por exemplo, plasmas carregados, sistemas autogravitantes e diversos modelos
como modelo Hamiltoniano de Campo Médio (HMF-Hamiltonian Mean Field) e
interagoes de vortices, sistemas hidrodindmicos bidimensionais. Sao notoriamente
interessantes por, entre outras razoes, apresentarem diversas peculiaridades, como
calor especifico negativo, difusao anomala, inequivaléncia de ensembles estatisticos,
estados quasi-estacionarios nao-gaussianos e, sobretudo, relaxagao violenta, que é o
processo de evolugao de curto intervalo de tempo pelo qual passa o sistema, que parte
de uma condicao inicial fora do equilibrio para um estado quasi-estacionario, apos
o qual o sistema evolui lentamente até atingir o equilibrio gaussiano. Um aspecto
de notavel importancia dos sistemas com interacoes de longo alcance é o critério de
ergodicidade, que recebe destaque neste trabalho. A fim de analisar as propriedades
desses sistemas ao longo de sua evolucao temporal, sobretudo sua ergodicidade,
utilizamos simulagoes computacionais com diferentes condigoes iniciais para sistemas
de duas e trés dimensoes, e verificamos que a condicao de ergodicidade sé é satisfeita
para tempos da ordem do necessario para atingir o equilibrio termodinamico, sendo
assim uma possivel explicacdo para a falha da teoria de Lynden-Bell de relaxacao

violenta.



Abstract

Systems with long-range interactions are applicable to different physical situa-
tions as, for example, charged plasma, self-gravitating systems, Hamiltonian mean
field (HMF) model, two-dimensional fluids. These systems are remarkably interes-
ting for, besides others reasons, present several characteristics, for example, nega-
tive specific heat, anomalous diffusion, ensemble inequivalence, non- Gaussian quasi-
stationary states and, particularly, violent relaxation, which is a process of evolution
in a system that happens in a short period of time from the initial condition into a
quasi-stationary state, after this it evolves slowly until reaches the Gaussian equili-
brium. A relevant aspect of systems with long range interactions is the ergodicity,
fundamental in this work. To analyze these systems and their aspects during the
temporal evolution, especially their ergodicity, we used computational simulations
with different initial conditions for systems with two and three dimensions, than, we
verified that the ergodicity condition is satisfied for times of order the time necessary
to reach the thermodynamic equilibrium, which is an explanation to the failure in

Lynden-Bell theory for violent relaxation.
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1 Introducao

Sistemas fisicos com interagoes de longo alcance tém sido amplamente explora-
dos na literatura, e muitos pontos ainda permanecem em aberto, compreendem os
mais diversos sistemas fisicos, como sistemas autogravitantes, plasmas carregados,
interagoes de dipolos, modelo de Hamiltoniano de Campo Médio (HMF- Hamilto-
nian Mean Field), lasers de elétron livre, sistemas hidrodinamicos bidimensionais e
fraturas em solidos [I]. Esses sistemas possuem caracteristicas bem distintas com
relacao a sistemas com interacao de curto alcance, tais como: inequivaléncia de
ensembles candnico e microcandnico, calor especifico negativo, difusao andémala, es-

tados quasi-estacionarios nao-gaussianos, entre outros [2].

Na analise da evolucdo temporal de um sistema inicialmente em um estado
fora do equilibrio, nota-se que ele passa por um processo de relaxacdo bastante
rapido que leva o sistema para o estado quasi-estacionario, onde permanece por
um periodo longo e evolui gradativa e lentamente para o equilibrio gaussiano. Esse
tipo de relaxacao foi estudada com maior riqueza de detalhes por Lynden-Bell em
1967 [3], que a denominou relaxagao violenta. Nesse trabalho o autor obtem o
estado apos a relaxacao violenta a partir do estado inicial, estimando a ordem de
grandeza do tempo de relaxacao. Uma das conclusoes obtidas é que sua teoria
ainda nao seria satisfatoria por apresentar algumas falhas. Varios outros autores
abordaram o problema da relaxacao violenta, e podem essencialmente ser divididos

em dois grupos, o primeiro que inclui Lynden-Bell e Nakamura [4], que tem uma
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abordagem que trabalha com a maximizacao da entropia e o segundo, com um perfil
fundamentalmente heuristico, que inclui Shu [5], Stiavelli e Bertin [6], Spergel e
Hernquist [7], Treumann e Bohringer [8], Trenti e Bertin [9]. Em nosso trabalho
daremos mais atencao as do primeiro grupo, essencialmente a de Lynden-Bell e a de

Nakamura.

Um sistema ¢ dito possuir interagoes de longo alcance quando seu potencial

¥ em que v < d, onde d é dimensdao do espacgo [10].

de interacao decresce com r~
Portanto, sistemas com potencial gravitacional possuem interacoes de longo alcance.
Neste trabalho em particular, abordamos os sistemas autogravitantes em duas e trés
dimensoes espaciais. Uma aplicagao relevante ¢ a de formacao de galdxias elipticas

[T1]. Como ja dito, esses sistemas sdo ricos em caracteristicas diversas, o aspecto

que ganha maior destaque neste trabalho é a questao da ergodicidade.

Para determinar se o sistema é ergddico determinamos o desvio padrao da média
temporal da velocidade de cada particula do sistema. O sistema é considerado

ergodico quando esse desvio padrao é nulo ou tende a zero[12].

A ergodicidade e outros aspectos foram analisados para sistemas em duas e trés
dimensoes, utilizamos simula¢bes computacionais. Em nossas simulagoes utilizamos

os métodos de integragdo de Hermite [I3] e o integrador simplético [14].

No segundo capitulo fazemos a introducao dos primeiros conceitos acerca dos
sistemas com interagoes de longo alcance. Sao discutidas as propriedades destes
sistemas, exploramos a inequivaléncia de ensembles, mostrando que o calor especifico
pode ser negativo, e descrevemos as teorias de Lynden Bell [3] e Nakamura [4] para
relaxacao violenta. Enunciamos e discutimos o Teorema do Limite Central (TLC),

com referéncia no modelo HMF (Hamiltonian Mean Field) discutido na referéncia

1.
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A descri¢ao da dindmica do espaco de fase é feita no capitulo 3, nele introduzimos
o teorema de Liouville para sistemas de dinamica Hamiltoniana utilizando a equacao
de continuidade para a corrente de probabilidade e as equagoes de Hamilton. Em
seguida, abordamos o tema ergodicidade, fazemos a descricao matematica de onde

se origina para entao estabelecer o significado de sistema ergddico.

O capitulo 4 é destinado aos métodos computacionais utilizados nas simulagoes,
abordamos os integradores simpléticos de quarta ordem e também de ordens superi-
ores [I5], [I4], esse tipo de integracao foi utilizado para os sistemas bidimensionais.
Para os sistemas tridimensionais utilizamos o método de integragdo de Hermite [13]
e, sobretudo, o programa elaborado por Aarseth [13], [I1] para N particulas, com

modificagoes.

Os capitulos 5 e 6 apresentam os resultados das simulagdes para os sistemas
bidimensionais e tridimensionais, respectivamente. Neles analisamos os dados ob-
tidos para a evolucao temporal das energias potencial e cinética, a evolucao da
distribuicao de velocidades para uma gaussiana, os momentos dessa distribuigao,
e verificamos como o sistema se torna ergdédico com o tempo analisando o desvio

padrao das velocidades ao longo do tempo.
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2  Primeiros Conceitos

2.1 Interacoes de longo alcance: Uma visao geral

Sistemas com interacoes de longo alcance possuem caracteristicas que os dis-
tinguem claramente dos sistemas com interacoes de curto alcance. Como exemplos
fisicamente relevantes de tais sistemas podemos citar: sistemas autogravitantes,
plasmas, interagoes de dipolos, modelo de Hamiltoniano de Campo Médio (HMF-
Hamiltonian mean field), lasers de elétron livre, sistemas hidrodindmicos bidimen-
sionais, fraturas em sélidos [I]. Um grande ponto a salientar é que embora sua
relevancia ainda existem muitos problemas em aberto nessa area de pesquisa, tais
como: inequivaléncia de ensembles estatisticos, salto de temperatura em pontos
criticos, estados quasi-estacionarios nao-gaussianos, calor especifico negativo, difu-
sdo andmala, etc, que se manifestam nas primeiras [2]. E interessante notar que
sistemas de pequeno porte com interacao de curto alcance podem apresentar pro-
priedades tipicas de sistemas com interagoes de [2] longo alcance. Um potencial de

longo alcance ¢é considerado de longo alcance quando decai com =" em que v < d,

onde d ¢ dimensao do espaco.

A evolugao temporal do sistema também é peculiar quando comparada a dos
sistemas de curto alcance. Em um primeiro momento ele passa por um processo
denominado Relaxacao Violenta, termo utilizado pioneiramente por Lynden-Bell

[3] em 1967, esse processo, de maneira suscinta, por assim dizer, é caracterizado
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essencialmente por uma rapida evolucao do estado inicial para um estado quasi-
estacionario. Lynden-Bell foi o primeiro a desenvolver uma teoria para descrever
o processo de relaxagao violenta. Sua proposta no entanto se mostrou limitada,
uma vez que sua teoria mostra incoeréncias com experimentos. Algumas outras
propostas se seguiram procurando superar essas limitagoes, tais como: Shu (1978),
Stiavelli Bertin (1987), Spergel e Hernquist (1992), Kull, Treumann e Bohringer
(1997), Nakamura (2000) e Trenti e Bertin (2002), Yan Levin (2008). Ainda que
hajam tantas teorias descrevendo a relaxagao violenta nao existe ainda uma que seja

de fato satisfatoria em todos seus aspectos.

Em sistemas com interagoes de longo alcance o estado quasi-estacionario tem
um tempo de vida que diverge com o nimero N de particulas. Para tempos suficien-
temente longos o sistema relaxa para o equilibrio termodinamico, e para N — 0o o
sistema permanece sempre no estado quasi-estacionério [16]. Sendo que a consequén-
cia do limite para tempos suficientemente longos prepondera sobre a do limite de

particulas caso ambos ocorram.

Sistemas com interacoes de longo alcance nao sao aditivos [2]. Isso pode levar a

importantes consequéncias, uma delas é a quebra de ergodicidade.

2.2 Propriedades dos sistemas de interacao de longo
alcance

Vamos agora discutir caracteristicas dos sistemas com interagao de longo alcance

que os colocam a parte dos sistemas de curto alcance.
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2.2.1 Inequivaléncia de ensembles estatisticos

A principio é um tanto quanto inesperado que alguns sistemas apresentem ine-
quivaléncias entre os ensembles microcanonico e canénico. Alguns exemplos sdo as
interagoes gravitacionais, cuja caracteristica de inequivaléncia de ensembles foi ori-
ginalmente observada por Antonov (1962) [17] e o teorema do Virial, cuja forma
escalar é dada por 2K + W = 0 [II]. Um outro exemplo é o modelo BEG (Blume-
Emery-Griffiths) como discutido por Barré [17] que nos mostra o principal motivo
dessa inequivaléncia. Trata-se de um modelo com infinitas classes de interacoes, é o
modelo mais simples conhecido que exibe linhas de transicao continuas e de primeira
ordem, nesse trabalho, Barré analisa os diagramas de fase do modelo nos ensembles
canonico e microcanonico. No modelo BEG- spin 1 o ensemble canonico exibia um
diagrama de fase com uma transi¢cdo continua no ponto critico, enquanto que no
ensemble microcanonico o sistema possui calor especifico negativo e um salto na

temperatura.

Desses exemplos vemos que as descrigoes de ensemble microcanonico e de ensem-
ble canonico podem ser distintas para alguns sistemas. Os dois ensembles correspon-
dem a diferentes vinculos fisicos sobre o sistema, energia ou temperatura constantes,
o que pode levar a diferentes propriedades fisicas quando consideradas as interagoes
de longo alcance. Gibbs notou, em 1902, que os dois ensembles, que sao descrigoes
distintas, levam a previsoes no limite termodinamico que podem ser equivalentes ou
inequivalentes[18] , muitos outros trabalhos posteriores revelaram o mesmo compor-
tamento. A equivaléncia ou nao dos dois ensembles depende do tipo de interacao

presente no sistema em analise.

Desde a década de 1960, pesquisadores, como Lynden-Bell e Wood, por exemplo,
jad comecgaram a verificar exemplos de sistemas analisados sob o olhar da mecancia

estatistica em que as propriedades do ensemble microcandnico eram diferentes do
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comportamento no caso da descri¢ao candnica[l9]. Elis et al. formularam uma teoria

matematica que explica a inequivaléncia de ensembles de uma maneira solida.

A inequivaléncia de ensembles ocorre quando a fungao de entropia microcanonica

por particula para um sistema com n particulas é dada por:

s(u) = lim lan(u), (2.1)

n—oo n,
onde Q(u) é a densidade de microestados com energia interna por particula u. Apre-
senta um ou mais intervalos nao-concavos que fazem ', a primeira derivada de s(u),

uma fun¢ao nao monotonica de wu.

Nesse caso, s(u) ndo pode ser expressa como a transformada de Legendre da

funcao de energia livre:

P(8) = lim —~nZ(8), 2.2

n—oo n
onde Z(f) é a funcao de particao. Por outro lado, se s’ existir para todo u e for

monotdnica, s é entdo a transformada de Legendre de ¢():

s(u) = Bu)u —(B(u)), (2.3)

com [(u) = s'(u), que corresponde a equivaléncia dos ensembles candnico e micro-

canonico.

2.2.2 Calor especifico negativo

A questao do calor especifico negativo é bem conhecida no contexto da astrofi-
sica como consequéncia do teorema do virial, foi abordada e discutida por Maxwell

[20], Thirring [21], Lynden-Bell [22], entre outros. E razodvel a existéncia do calor
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especifico negativo para a astronomia, uma vez que se sabe que quando uma estrela
ou um conjunto delas perde energia sua temperatura aumenta de acordo com o te-
orema do virial. O mesmo acontece com buracos negros, como demonstrado por
Beckestein e Hawking[23] em 1974. A primeira vista isso seria um paradoxo, ja que
um resultado bem conhecido em mecanica estatistica é que o calor especifico deve

ser sempre positivo.

Consideramos um sistema extensivo uniforme e dividido em partes de modo que
o calor possa fluir entre elas. A segunda lei da termodindmica afirma que o calor
flui da parte mais quente para a mais fria, levando a um gradiente de temperatura.
Se o calor especifico for negativo a diferenga de temperatura aumenta, gerando
consequentemente um aumento também do fluxo de calor, impossibilitando que o
sistema atinja o equilibrio termodinamico. A positividade do calor especifico é assim

uma condicao de estabilidade do sistema.

Se considerarmos um sistema descrito pelo ensemble candnico de Gibbs, sua

energia interna, considerando niveis de energia E; é dada por

> B PP OlnZ
E >= = — 2.4
< B> 7 98 (2.4)

sendo Z a fungao de particdo. O calor especifico é sempre positivo, pois

_O0<E>

Co oT

x< (E— < E >)? >> 0. (2.5)
Por outro lado, o teorema do virial para um sistema autogravitante nos da [I1]:

2<E. >+ < E, >=0, (2.6)

onde < E. > e < E,, > sao as médias estatisticas das energia cinética e poten-

cial, respectivamente, para uma distribuicao de posicoes e velocidades estacionaria.



2.8 Relaxagdo Violenta em sistemas com interagdes de longo alcance 21

Temos entao que:

E=<E.>+ < Epy>=—<E, >, (2.7)
e portanto:

o< E> O0O<E>
= X

Co orT 0E,

< 0. (2.8)

Apesar de (2.5)) e (2.8) aparentarem uma contradi¢ao salientamos que ela ocorre
porque estamos aplicando a teoria a diferentes ensembles, ao canoénino e ao micro-
canonico, que se utilizam de diferentes critérios, e portanto, faz sentido obtermos

resultados diferentes em cada um deles.

Além do contexto astrofisico, tem-se encontrado experimentalmente calor especi-
fico negativo microcanonico para sistemas pequenos [I1]. Um deles é a fragmentacao

nuclear, em que foram feitas medidas consecutivas durante a colisdo entre atomos

de Au.

2.3 Relaxacao Violenta em sistemas com interacoes
de longo alcance

Sistemas com muitas particulas com forcas de longo alcance , que inicialmente
nao estdo no estado de equilibrio usualmente oscilam com amplitude decrescente
podendo alcangar um estado quasi-estacionario. O tempo necessario para alcancar
esse estado pode ser estimado e é da ordem de algumas oscilagoes, ou seja, bastante
curto, dai o termo relaxacao violenta, introduzido por Lynden-Bell [3], cuja teoria
apresenta algumas incoeréncias com experimentos. Um exemplo é a relaxagao vio-
lenta sob acao da gravidade, que nao demora muito, depois de algumas oscilagoes

na escala de tempo (Gp)~! ela chega ao quase equilibrio. Outro exemplo é sua
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nao-transitividade, como foi colocado por Arad e Lynden-Bell [24], além disso, a
relaxacao violenta quase nunca é completa. As flutuacoes do potencial gravitacional
morrem mais rapido que para o sistema chegar ao estado mais provavel, que seria o

estado de equilibrio.

Posteriormente ao trabalho de Lynden Bel [3], impulsionados pelas falhas que
nele haviam, foram elaboradas outras teorias de relaxacao violenta, a fim de soluci-
onar as falhas que haviam na teoria de Lynden-Bell elaborada em 1967. E possivel
basicamente dividir essas teorias -as mais relevantes- em dois grupos: um deles é
baseado numa aproximacao mais fundamental do problema, trabalha com a maxi-
mizacao da entropia, o outro tem um perfil mais heuristico. No primeiro grupo estao
as teorias de Lynden-Bell e Nakamura [4], as duas ultimas sdo bastante semelhantes
entre si. No segundo grupo estao Shu [5] Stiavelli e Bertin [6], Spergel e Hernquist
[7], Treumann e Bohringer [8], Trenti e Bertin [9]. Nenhuma delas se mostrou ple-
namente satisfatéria e a teoria de Lynden-Bel ainda constitui uma boa aproximagao

em muitas situacoes.

Todas essas teorias tém como objetivo predizer o estado final de um sistema a
partir do estado inicial. A dindmica é descrita de maneira exata pela equacao de

Vlasov [25]:

Oif +v-0hf — V- 9,f =0, (2.9)

onde f = f(r,v,t), a fungdo de densidade de probabilidade (DF) no espago de fase

considerado e ®(r,t) o potencial de campo médio:

O(r,t) = /U(T’ — ") f(, ' t)dp'dr'! (2.10)

onde v(r — 1’) é o potencial de interagao entre duas particulas em r e r’. No caso
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gravitacional, ® satisfaz a equagdo de Poisson:

V20(r,t) = 47rG/f(r,v,t)d31). (2.11)

Tanto a teoria de Nakamura como a de Lynden-Bell sao incompletas e apresen-

tam inconsisténcias.

A teoria para relaxacdo violenta de Lynden-Bell possui caracteristicas, como
por exemplo, uma relaxacao incompleta, o que foi constatado inclusive no artigo de
origem da teoria de 1967 [3], nesse artigo Lynden Bell leva em conta o aspecto de
incompressibilidade do espaco de fase, abragando uma hipétese ergddica na dinamica
do espaco, que permite, pela maximizacao da entropia, atingir estados estacionérios
da equagao de Vlasov. Ele discute que numa galédxia cujo campo gravitacional médio
nao esta estavel passa pela relaxacao e segue para o equilibrio utilizando para tanto
o processo de relaxacao, que ele nota ser violento, uma vez que encontra a seguinte

equagao que o descreve:

- 3P

T~ 2", 2.12
o (2.12)

onde Px = 27 /n e n é a frequéncia de vibragao da galdxia, uma vez que ela a associa

com a frequéncia do oscilador harmoénico e a define pela seguinte equagao:

n = (2rGp)~Y2, (2.13)

onde p é a densidade média que ¢ dada por p = M/(37Rj). Podemos entdo estimar

a ordem de grandeza do tempo de relaxacao.

A fim de corrigir tais falhas, Nakamura, como fizeram também outros, desen-

volveu sua teoria de relaxacao violenta. A diferenca entre as duas teorias reside,
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sobretudo, nas suas defini¢des de entropia e na discretizacao do espago de fase. En-
quanto na de Lynden-Bell o espago de fase é discretizado considerando elementos
de igual volume, na teoria de Nakamura a discretizacao se da pelo uso de elementos
de massas iguais. A questao da discretizacao por igual volume versus massas iguais
reside no fato de que em Lynden-Bell a probabilidade de se encontrar inicialmente
uma determinada particula numa dada célula é proporcional ao volume da tal célula,
por outro lado, no trabalho de Nakamura essa proporcionalidade se dd4 com a massa

da célula.

Um problema levantado para ambas as teorias é sua natureza de nao-transitividade.
Essa falha foi mostrada por Arad e Lynden-Bell [24] no qual eles consideram um sis-
tema gravitante em um estado fora do equilibrio, com energia inicial E, que relaxa
até um primeiro estado s;. Entao o sistema é perturbado por uma forca externa
que induz uma variacao de energia AFE. O sistema entao sofre uma nova relaxagao
violenta, desta vez para um estado s; com energia E>. Considerando o mesmo sis-
tema com as mesmas condigoes mas com uma energia inicial £ + AFE que relaxa
apenas uma vez para um estado s3, temos duas maneiras distintas de descrever os

processos de relaxacao.

A nao-transitividade nas teorias de Lynden-Bell e Nakamura sao resultado do
phase mizing. Como a funcao grao-fino de densidade do espaco de fase considera fila-
mentos que se tornam cada vez mais finos o sistema é melhor descrito em termos da
densidade grao-grosso do espaco de fase, embora seja uma funcao ainda complicada,

assim, a distribuicdo grdo-fino nesse caso nos levaria a um resultado equivocado.

Para que as teorias sejam consideradas transitivas é necessario que as duas situ-
acoes levem ao mesmo estado final, ou seja, que as func¢oes de densidade do espaco
de fase f5 e f3 sejam iguais. Comparando os estados sy e s3 para um sistema au-

togravitante, Arad e Lynden-Bell mostraram que eram distintos, o que leva & nao-
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transitividade tanto da teoria de Lynden-Bell quanto na de Nakamura.. Usando
a densidade grdo-fino do espaco de fase, ambos os caminhos levardao ao mesmo re-
sultado, mas como segundo nossa hipdétese o sistema fica tanto tempo em s; que
consideramos um estado de "equilibrio", entao, a densidade mais adequada para

essa descricao é a densidade grao-grosso do espaco de fase.

Analisando sob um olhar segundo Boltzmann a nao- transitividade é sinal de que
a descricao cinética da relaxacao violenta é, provavelmente, incompleta assim como
o equilibrio é independente do caminho de evolucio do sistema. E necessario, entdo,
uma aproximacao dindmica para encontrar uma equagao apropriada da fungao grao

grosso de densidade do espaco de fase.

Vamos descrever os principais resultados de Lynden-Bell e de Nakamura.

e Alguns resultados importantes de Lynden-Bell: O sistema em questao esta
inicialmente fora do equilibrio com uma energia E e volumes do espaco de fase
Vi, Vs, V3 e assim sucessivamente para os respectivos niveis de densidade do
espaco de fase iniciais 1y, 12, 13, .... O espaco de fase é dividido em macrocélulas
que por sua vez sao divididos em v microcélulas de volume w. O estado de uma
microcélula é chamado microestado e o estado de uma macrocélula é chamado
macroestado. Um macroestado de um sistema é definido pela matriz n;; que
determina o nimero de elementos do espaco de fase do tipo J estao dentro de
uma macrocélula i. A funcao densidade grao-grosso do espago (DF) de fase é

dada por

fi= iZUJniJ- (2.14)

Assumimos a principio que os sistemas tem iguais probabilidades de estar

em qualquer microestado. No entanto, para encontrar o estado de equilibrio,
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maximizamos a fun¢ao W (n;s), que determina o ntimero de microestados cor-
respondentes ao microestado n;;. Ao maximizar W consideramos apenas os
macroestados cuja energia total é E. Pelo método dos multiplicadores de

Lagrange chega-se a

fre(r,v) = frple(r,v)] = A(e) Zme*ﬂ’“(e*‘”), (2.15)

em que
1
143, efnilempy)’

Ae)

(2.16)

: 2 , , .
sendo € a energia por massa, % + ®;5(r), onde @ 5(r) é o andlogo indepen-

dente do tempo de (2.10) que no caso gravitacional satisfaz (2.11) em que

f(r,v,t) é substituida por frp(r,v). As constantes (3, 1, to s2o multiplicado-

res de Lagrange provenientes da relacao de conservacao da energia:

/fLB(r, v)e(r,v)d’r = E, (2.17)

e da relacao de condicoes iniciais:

/A(e)e_’B"J(E_“J)dGT =V, J=1,2,3, ... (2.18)

onde d°7 = d®rd3v, elemento de volume.

As equagoes ([2.15) - (2.18]) s@o os principais resultados de Lynden-Bell.

E vélido também notar que se a distribuicdo inicial for uniforme, tomamos a
funcao de distribui¢ao da equagao (2.15]) e chegamos a algo como a distribuicao

de Fermi-Dirac:

_ "o
file) = 1+ ePmole—ps)’ (2.19)
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onde € é a energia por particula, 8 e u; sdo os multiplicadores de Lagrange
provenientes da conservagao da energia e das condigoes iniciais dadas anteri-
ormente.

e Alguns resultados importantes de Nakamura:

Na teoria de Nakamura o resultado mais provavel é aquele que maximiza a

entropia de Shannon, S = Y, p;logp; [26].

Tomamos fo(7) como a densidade inicial do espaco de fase do sistema, em que

7 = (r,v) é a coordenada do espago de fase.

Definimos a distribuigdo de probabilidade po(7) como:

i) = 240

(2.20)

Definimos p(7,t) como a distribui¢ao de probabilidade de encontrar uma par-

ticula num tempo ¢ > 0. Pela conservacao do volume de fase, teremos:

)

o (2.21)

p(r,t) =

O espaco de fase ¢ dividido em macrocélulas ¢ de volume w, note a diferenca
com a teoria de Lynden-Bell, em que ele denota por @ o volume da microcélula.
A probabilidade de grao-grosso é representada por p;, que é a probabilidade
de encontrar a particula na i-ésima macrocélula quando o sistema alcanca o

equilibrio, logo:

(2.22)

em que f, é a fungdo de distribuigdao de grao-grosso da macrocélula 7 no equi-

librio.
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A entropia de Shannon para esse caso é:

SNk = — Z/d67'pi(7—)logpi<7—>‘ (2.23)

Ao maximizar a entropia de Shannon, encontramos p;(7) mais provavel, dai

f. = M/pi(T)dGT. (2.24)

Antes de maximizar Sy, escreveremos as restrigoes nas probabilidades p;(7).

A primeira vem das condigoes iniciais:

S p(n) = moir) = 240 (2.25)

A segunda vem da conservacao do volume do espago de fase sob dindmica sem

colisao:

M/d6 nlr) (2.26)

7_

O que garante que Nakamura nao viola o teorema de Liouville[27].

Da conservacao da energia:

E= wa

+ Z - 7“]\] (2.27)

As restricoes das condigoes iniciais e do volume do espaco de fase podem ser
escritas em termo da distribui¢ao de probabilidade condicional k;(7), definida

COImo:

Ki(r) = plr) _ o pil) (2.28)
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trata-se da probabilidade de uma particula que inicialmente estava em 7 esteja

encerrada na i-ésima célula. Assim:
Y OKi(r) =1, (2.29)

/ 7K (7) = &. (2.30)

Uma vez que a funcao de distribuicdo de grao-grosso sera:

?iZ/fO(T)Ki(T)dGT (2.31)

Usando a técnica dos multiplicadores de Lagrange,

fo(T)]”

onde €; = % +®(r;) e 5,6(7), \; sao multiplicadores de Lagrange das restrigoes

K;(1) = exp [—Bej — () (2.32)

de energia, condigoes iniciais e preservagao do volume, respectivamente.

2.4 Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central (Central Limit Theorem) é um importante teorema
da Fisica Estatistica. O TLC' é uma formulacao muito importante e conveniente da
teoria de probabilidade, fornece uma expressao aproximada para a lei de distribuicao
que governa a soma de um grande nimero de quantidades aleatérias mutuamente

independentes [2§].

O TLC exerce uma fun¢do importante para a fisica como um todo e, de modo

especial, para a fisica estatistica, uma vez que lida com um ntmero extenso de
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variaveis N, portanto o limite matematico N — oo é bem coerente e préoximo da

realidade de nossos sistemas fisicos.

Uma distribui¢do de probabilidade qualquer p(z) leva automaticamente a uma
gaussiana, tomemos essa probabilidade com média zero considerando N variaveis
T1, Ty, ..., Ty, entdo estabelecemos a probabilidade Py (Y) de (z;+xg+...+2x) /N2
serigual a Y. Entao Py(Y') é dada pela convulugao seguinte: Py (Y) = p(z1)*p(x2)*

.. x p(zy). Depois de alguns passos, Py(Y') é dada pela seguinte relagao [29]:

1 D A W
Pu(Y) = e = T (2:33)

As reticéncias indicam uma série infinita que dependem de ordens superiores a
p(x) com < 2° > e < z* >. E interessante que no limite em que N — oo Py(Y)

torna-se uma distribuicao gaussiana:

1 v2
P (YY) = ——¢ 2<2%>, 2.34
N T 230

O Teorema do Limite Central afirma que a Gaussiana é um atrator sob adi¢ao de
variaveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas. O TLC se mantém

verdadeiro para variaveis suficientemente fracamente correlacionadas.

Existe uma generalizacao do Teorema do Limite Central. Foi feita uma demons-
tracao de que para um tipo de correlagao especial, denominada g-independéncia a
soma das variaveis estocasticas convergem para uma ¢-gaussiana dada pela equagao

abaixo [1]:

G=C l1 —(1- q)ﬁaﬂ o (2.35)

Alguns autores apontam que essa aproximacao é muito especifica para descre-
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ver a riqueza de estados quasi-estacionarios em sistemas de interacao de longo al-
cance. No entanto, Hilhorst e Scherhr [30] mostraram que nao se tratava de uma
q-gaussiana, mas de uma fungao que se aproximava de uma g¢-gaussiana. Eles mos-
traram essa divergéncia analiticamente uma vez que a soma de variaveis estocasticas
correlacionadas resultou em uma nao ¢-gaussiana mas sim em algo préximo disso.
Dauxois [31] também contribui com aspectos adicionais para tornar essa aproxi-
macao mais aplicavel. Rodriguez e alguns colaboradores descreveram um modelo
simples com escala invariante em que se aplica o CLT generalizado. Exemplos que

satisfacam essas condi¢oes nao se obtém tao facilmente.

O modelo HM F- Hamiltoniana de campo médio- possui caracteristicas inte-
ressantes dos sistemas de interagoes de longo alcance e é amplamente estudado.
Baseada em simulag¢oes numéricas, a literatura defende que o TLC g — gaussiano
generalizado é feito na soma das velocidades das particulas do modelo HM F'. Plu-
chino e colaboradores [32] afirmam que ¢ — Gaussianas sao obtidas apenas através
de simulag¢oes numeéricas e nos outros casos sao obtidas Gaussianas ou algo entre

Gaussianas e ¢ — Gaussianas.
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3  Dinamica do espaco de fase

Para descrever adequadamente os sistemas com interagoes de longo alcance é
necessario fazer uma descricao de sua dindmica no espago de fase. O conceito de
ergodicidade tem se mostrado fundamental na analise dos processos desses sistemas,
em particulas no entendimento das limitagoes das teorias existentes sobre a relaxagao
violenta. E importante o uso de argumentos bem estabelecidos quanto ao equil{brio
do sistema e a mecanica estatistica que o descreve. Trabalharemos, entdo, com o
teorema de Liouville [27], o qual, entre outras propriedades, conserva o volume do
espaco de fase. Utilizamos o ensemble microcandnico, por motivos que ficarao mais

claros adiante.

3.1 Teorema de Liouville

Para chegar ao teorema de Liouville comecamos pelas equacoes basicas da meca-
nica classica. Trata-se de um teorema base para a teoria cinética classica. Sistemas
de particulas que obedecem as leis de Newton sem dissipacao podem ser descritos
pelas equagoes de Hamilton, ou seja, sao sistemas de dinamica Hamiltoniana, ca-
racterizados, entre outros fatores, pela conservagao de sua energia. As equacoes de

movimento derivadas da Hamiltoniana sdo entao:

G=—- (3.1)
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oOH
__on 3.2
b= (3.2)
Com
N p2
H(p7Q): Z 27;; +V(Q17"'7q3N)7 (33)
a=1 «

onde m, é a massa da particula a, p, € ¢, sdo seus momentos e coordenadas,

respectivamente e V ¢é a energia potencial total do sistema.

As equagdes de movimento sdo assim escritas como:

OH  pa
= & _ P 4
= T e (3.4)
e
. 9H v
Pa = T g, falqr, -.q3n) (3.5)

na qual f, é a forca atuante na particula «.

Além da caracteristica de conservacao de energia, sistemas Hamiltonianos pos-
suem outras propriedades importantes, uma delas é descrita pelo teorema de Liou-

ville.

A densidade de probabilidade do espaco de fase p é conservada e satisfaz a

equacao de continuidade. De fato, tempos que:

dp X [apg) (app & L 04, op . Op
at——az::l[ aq + z:: afq‘l‘a*ppﬁ—pa*p (36)

Usando as equacoes de Hamilton chegamos a:
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0g _00H/dq) 9H O°H
d¢  O0q  0Opdg  Dqdp’

0i  0(OH/dq)  0p
= m = a (3.8)

Obtemos finalmente a equacao de Liouville:

onde utilizamos p = % =0.

Podemos também demostrar o teorema de Liouville pelo caminho utilizado no

livro [33]. Definimos o volume Vp de uma regido D € R*" no espago de fase como:

Vp = / 2. (3.10)
D

E feita, entao, a transformacio canonica w — w’ que transforma D em D’. O

volume V}, sera, entao:

Vlg:/ d%):/ | J|d*"w, (3.11)
D D

onde J é o Jacobiano da transformacao e J? = 1. Logo,

J = =+1, (3.12)

para uma transformagao canonica qualquer. Substituindo (3.12)) em (3.11]) obtemos:
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Vp = Vp, (3.13)

que é o teorema de Liouville. Portanto, o volume de uma regiao qualquer do espaco
de fase é invariante por uma transformacao canonica, e em particular para a evolugao

temporal do sistema.

3.2 Ergodicidade

Boltzmann construiu uma hipétese especial de ergodicidade segundo a qual dei-
xando um sistema em evolucao livre por um tempo suficientemente longo ele passa
por todos os estados compativeis com suas condigoes gerais, para um determinado
valor de energia [34], no entanto nas décadas de 1970 e 1980 diferentes hipdteses de
ergodicidade foram utilizadas por diversos autores [35]. A hipdtese ergddica apre-
sentou papel fundamental no trabalho de Gibbs de 1902 e para o uso do método
de ensembles estatisticos. Com o trabalho de Gibbs e o subsequente de P. e T.
Ehrenfest [36] a hipotese ergddica ganhou posigao central na mecanica estatistica,
no entanto, em 1913 M. Plancherel e A. Rosenthal [37] provaram que uma trajeté-
ria sob a hipdtese de ergodicidade que varre todo o espago de fase, passando por
qualquer ponto desse espaco nao poderia ser classificada como uma trajetoria meca-
nica. Na década de 1930 foi desenvolvida a denominada teoria ergddica, sobretudo
através do teorema de ergodicidade estabelecido por Birkhoff, a fim de solucionar o
problema ergddico, em que se estabelecia que o tempo médio que um sistema passa
em uma regiao do espaco de fase é proporcional a medida dessa regidao, Birkhoff
[38] trouxe ainda nessa década uma ideia nova acerca da ergodicidade, ele propos
que os resultados do problema ergédico podem ser provados sem o uso da hipotese
ergddica, mostrando a igualdade entre as médias no espaco de fase e as médias em

um intervalo de tempo infinito usando apenas propriedades dindmicas do sistema e
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suposicoes de sua teoria de ergodicidade.

Definimos um fluxo no espago de fase por uma transformacao, na qual todo

ponto z é transformado em outro ponto x; pelo operador T'(t):

r— x,=T(t)x. (3.14)

Uma fungao dindmica b(x) no espago de fase se transforma da seguinte maneira:

b(x) — Th(z) = b(ay) = b(T(t)). (3.15)

As transformagoes T'(t) em x formam um grupo [39]. Pode-se considerar fluxos
mais gerais, nao necessariamente descritos por uma Hamiltoniana. No entanto,
sempre se mantem uma caracteristica que é comum aos sistemas hamiltonianos: a
existéncia de medidas preservadas. Desde os trabalhos pioneiros na area, como o de
Birkoff [38] na década de 1930 essa temética tem sido desenvolvida com um campo
da matematica, incluindo teoria espectral, analise funcional e topologia. Recebendo

a denominagao teoria ergddica ou dinamica geral [39)].

Para um fluxo geral, a ergodicidade corresponde intuitivamente a situagao em
que a trajetéria de um ponto arbitrario, apoés um tempo suficientemente longo, passa
arbitrariamente de qualquer outro ponto que satisfaz os vinculos sobre o sistema
(com o valor constante da energia). Uma regiao do espaco de fase mantem sua

medida constante ao longo do tempo.

Vamos analisar melhor o movimento ergédico matematicamente. Nesse movi-
mento a trajetéria de um ponto qualquer cruza infinitas vezes um dado dominio
(t — o0). Consideramos uma fungao dindmica b(z) integravel no espaco de fase

considerado:
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[ duolo(@)| < oo, (3.16)
onde g ¢ uma medida invariante nesse espaco.

Usando a defini¢ao de limite e integrando a fungéo b(x) no intervalo de integracao

de um tempo inicial ¢y, a um tempo final ¢4 ¢ razodvel termos a média temporal de

b(x):

! / it bay) = Bla). (3.17)

1m
ly—>00 tf — 1o Jto

O tempo de integracao é finito independentemente do limite inferior de integra-
¢ao, o que foi provado por Birkhoff [38]. Esse teorema de Birkhoff vale para toda

funcao b(x;) como descrita exceto para para um conjunto de medida zero.

Outro teorema formulado em 1931 e considerado uma das bases da Mecanica

Estatistica de equilibrio é o Teorema de Ergodicidade[38§]:

b(z) =< b(z) >= / dpob(z), (3.18)

que estabelece que a média temporal é igual a média no espago de fase, do qual

concluimos que b(z) independe da condi¢do inicial.

Vemos entdao que em um sistema ergddico as médias temporais sdo iguais as
médias microcanonicas. No entanto nao é correto afirmar que a distribuicdo da mé-
dia dos momentos de cada particula e a distribuicao reduzida do momento sao as
mesmas [I]. Outra consequéncia de definir ergodicidade é estabelecer que num sis-
tema dotado por essa caracteristicas a média das medidas do movimento randoémico
de uma particula individual é igual a média do ensemble [12].No movimento ergé-

dico um determinado ponto inicial possui uma trajetéria que passa por um dado
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dominio do espaco de fase iniimeras vezes em um longo intervalo de tempo, pas-
sando arbitrariamente proximo de todos os estados acessiveis, sempre para tempos

suficientemente longos.

Além da ergodicidade existe outra questao a ser discutida, o phase mizing, que,
basicamente falando, trata-se do quanto o espaco de fase se "misturou", "mesclou'ao
longo da evolugao temporal. O phase mizring implica certas consequéncias no movi-
mento e comportamento dos elementos envolvidos. Existem varias possibilidades de
distor¢cao do elemento de fase com relagao a sua forma inicial. A trajetéria de cada

ponto evolui de maneira divergente com relacao a pontos inicialmente préximos,

divergindo exponencialmente ao longo do tempo. [39].

Uma das explicacoes dadas de porque as teorias sobre relaxacao violenta falham
é que o estado quasi-estaciondrio é alcancado antes de uma mistura de fase completa,
correspondendo ao que se denomina mistura incompleta ("phase mixing"). Um dos
objetivos da presente dissertacao ¢ justamente mostrar a relaxacao entre a mistura

incompleta e a quebra de ergodicidade.

Dos exemplos, galaxias nao sofrem phase mixing completo pois apresentam dis-
tingoes com relacao as suas partes externas e constantemente novas estrelas se for-

mam. Essa caracteristica é muito importante na interpretacao de observagoes.

Cabe notar também que ao longo da evolucao a densidade de grao fino perma-
nece a mesma, enquanto a densidade de grao-grosso evolui para um estado estaci-
onério [40]. Uma analogia pode ser feita tomando um copo com 30% de tequila e
70% de suco de tangerina, é de se esperar que todo elemento de volume finito no
copo contera essas mesmas proporgoes (30% e 70% de tequila e suco de tangerina,
respectivamente), enquanto que se tomarmos elementos de volume infinitesimais
poderemos encontra-los com 100% de tequila ou 100% de suco de tangerina (e.g.

Arnold e Avez [41]).
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Vamos agora a outro ponto fundamental para a nossa analise o que foi estabele-
cido por Birkhoff. Ele mostrou que para o teorema da ergodicidade ser verdadeiro o
espago de fase deve ser metricamente indecomponivel, ou em outras palavras que o
espaco ¢ metricamente transitivo. O espago de fase nao pode ser dividido em duas
regioes invariantes pela dindmica, com medidas diferentes de zero ou de um. O que
quer dizer, entao, que todo subespaco invariante do espaco de fase tem medida zero
ou um. Essas observagoes deixam claro que para um sistema Hamiltoniano o fluxo
nao é ergddico no espago de fase como um todo, mas apenas (se for o caso), sobre
a superficie de energia constante, ou na variedade definida por quaisquer outras

grandezas conservadas.

E importante considerarmos o fluzo de mizing. Consideramos duas regioes do
espago de fase, A e B, num tempo inicial 0 com medidas j(A) e po(B). Na evolugao
temporal mantemos B fixo e A evolui, num dado tempo ¢ para o espago A; . Sendo
um fluxo com mixing a regiao A se espalhard pelo espaco de fase, e, possivelmente
pode se superpor a B, com interseccdo A; N B. Podemos estabelecer, entdo, uma
comparagao entre as medidas dessas regides. A medida po(A; N B) da regido de
intersecgao, estd para a medida pu(B) da regiao B assim como a medida A po(A;)
da regiao esta para a medida do espago completo, que por definicdo é 1. A medida

do fluxo sendo preservada, pg(A;) = po(A), podemos escrever que:

A,NB
lim 7'%( tNB)

Jim FOEE = (4) (3.19)

Dessa forma a propriedade do mizing implica em ergodicidade. Sendo A; um
subconjunto invariante do espago de fase, 4, = Ae A,NA=ANA= A, temos

entao:
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fo(Ar N A) = po(A). (3.20)

E, da equagao (3.15), fazendo B=A, chegamos a:

Jim (A 0 A) = [po(A)]*. (3.21)

sendo assim, tempos duas solugdes para fo(A), zero e 1. O fluxo é metricamente
transitivo e, consequentemente ergddico. Porém o inverso nao ¢ verdade, ergodici-

dade nao implica necessariamente mixing.

A propriedade de ergodicidade, embora ha algum tempo estabelecido (o artigo
de Birkhoff[38] datando de 1931), nao havia sido comprovado experimentalmente
até que recentemente a comprovagao foi obtida por Feil et al na referéncia [12] para
a difusao de particulas em um liquido. Trata-se de uma prova experimental na
qual foram medidas as caracteristicas difusivas das moléculas dentro de um vidro
poroso nanoestruturado. Os resultados foram obtidos por dois métodos, o primeiro
observando o comportamento difusivo de uma particula tnica e também para um
ensemble de particulas usando técnicas de campo pulsado. Nesse experimento, a
ergodicidade foi observada mostrando a igualdade entre os resultados de medidas

temporais para uma unica particula e para uma média de ensemble de particulas.
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4  Métodos utilizados nas simulacoes
computacionais

Para a realizagao das andlises dos sistemas com interagoes de longo alcance tra-
tadas nesse trabalho utilizamos simulacoes computacionais de dinamica molecular.
Utilizamos métodos diferentes para as simulagoes em sistemas bidimensionais e em

sistemas tridimensionais, adequados a cada um dos casos.

Para os sistemas bidimensionais usamos o método de integracao simplética. Ja
para os sistemas tridimensionais usamos o programa baseado no método desenvol-
vido por Aarseth com certas modificagdes, baseado no método de Hermite [11]. Cada

um sera descrito adiante.

4.1 Integrador Simplético

Vérias propostas de integradores simpléticos existem na literatura [14]. Algo-
ritimo de integracao simplética de ordens 6 e 8 sao aplicadas para integracao de
trajetorias classicas. Considerando o comportamento estocastico nessas trajetérias
os integradores de ordem 8 sdo bastante eficazes. Os operadores simpléticos para
sexta e oitava ordens sao obtidos com alguns passos relativamente simples, com cer-
tos coeficientes obtidos da solugdo numérica de equacgoes algébricas. No presente
contexto utilizamos um integrador de quarta ordem que é utilizado em varios tra-

balhos [13]. O algoritmo utilizado neste trabalho é descrito no apéndice (A]).
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Para sistemas Hamiltonianos a ideia é construir integradores simpléticos de alta
ordem explicitos e reversiveis temporalmente. Existe, ao menos, um integrador
simplético com coeficientes exatos para qualquer ordem. O integrador mais simples,

desenvolvido por Forest [42] e Neri [43] é o de quarta ordem.

Objetivamente falando, integradores simpléticos sao esquemas de integracao nu-
mérica para sistemas Hamiltonianos. Conservam a forma de dp A dg no espaco de
fase exatamente, o que significa que (¢(0),p(0)) — (q(7),p(7)) é uma transforma-
¢ado canodnica. Consequentemente nao ha alteragao secular no erro da energia total.

Para integradores nao simpléticos o erro da energia total cresce secularmente.

Neri [43] desenvolveu uma maneira geral de construir o integrador simplético
explicito para uma Hamiltoniana H = T'(p)+V (q). Apesar de ser muito complicado
aplicar a construcao de Neri para integradores de sexta e oitava ordem, ele se aplica

facilmente a integradores de quarta ordem.

Para obter um integrador simplético de uma ordem desejada consideram dois
operadores nao-comutativos A e B, além de um passo de tempo pequeno 7. Entao,
para um dado nuimero inteiro n, a ordem do integrador, existem os conjuntos de
ndimeros reais (¢, Co, ..., cx) € (dy, da, ..., dy) tais que a diferenca entre a fungao expo-
nencial e8] ¢ o produto das funcdes exponenciais e(174 e(d17B) g(c2m4) (d27B)

.. x elxmeldTB) ¢ da ordem de 771, assim:

k
elrA+B] — TT elemeldmB) 4 o(7n 1), (4.1)
i=1

Para n = 1, por exemplo, temos a solugao trivial ¢; = d; = 1, com k = 1:

lrATB)] = () o(r7B) 4 (72), (4.2)
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Embora este seja um problema um tanto quanto geral ele é tem ampla aplicacao,

é diretamente relacionado ao integrador simplético de sistemas Hamiltonianos [43].

Aplicando a equacao (4.1) ao operador de evolucao temporal el} com H =

T + V', podemos obter o integrador simplético da ordem desejada.

Usando a notagao z = (p, q), temos a equagao Hamiltoniana escrita da forma:

2={z,H(2)}, (4.3)

onde as chaves sao parénteses de Poisson (F,G = F,G, — F,G,). Se introdu-
zirmos um operador diferencial Dg em DgF = {F,G} a equacao (4.3) passa a ser

2Dy z, entdo a solucao formal para z(t) de t = 0 para t = 7 é dada por

2(t) = e™PH 2(0), (4.4)

para a Hamiltoniana dada Dy = Dy + Dy. Tomando A = Dy e B = Dy, teremos:

2(t) = "B 2(0). (4.5)

Supomos o conjunto de nimeros reais (¢;, d;),7 = (1,2, ..., k) que satisfazem a
equacdo (4.1) para um dado n inteiro. Consideramos a descricao de z = 2(0) a

2" = z(7), que e dado por:

k
2= <H e(c”A)e(d”B)> 2. (4.6)

=1

Essa descricao é dita simplética porque é simplesmente o produto de descrigoes
simpléticas elementares e se aproxima da solugdo exata (4.5)) para ordens acima

de o(7"). A equacgao (4.6 é explicitamente computével. Ela nos da a sucessao de
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descrigoes:

7% = Gi-1+ TCZ‘(Z]Z;(pi — 1), (4.7)
oT

i = Di— di—(q — 1), 4.

Pi=Dic1 +T aq(q ) (4.8)

para i = [ até i = k, temos (qo,po) = 2z € (qx,pr) = 2’, um integrador simplético
da enésima ordem é deste modo obtido. Para um abordagem direta do problema,
devemos expandir o lado esquerdo da equagdo (2.1) em poténcias de 7 e igualar
com os coeficientes de iguais poténcias de 7 para ordens superiores a 7. Obtemos
um conjunto de equacoes algébricas nao-lineares para c¢; e d; desconhecidos. Por
exemplo, para n=1 (integrador de primeira ordem) temos as seguintes relagoes para

os coeficientes de A e B, portanto:

g+ et .op=1, (4.9)

di +do+ ..dy = 1, (4.10)

portanto, a solugao mais simples neste caso parak =1 é ¢; = d; = 1. Para ordens
superiores pode ficar mais complicado, mas de modo geral, podemos escrever a

equacao (2.1) da seguinte forma:

S(r) =] = olcimA) o(ditB) _ ([T(A+B)+o(r" 1)) (4.11)

O integrador simplético de quarta ordem é obtido pela repeticao simétrica (pro-

duto) de operadores de segunda ordem na forma:
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54(7') = SQ(LElT)SQ<LUOT)SQ(.T17'), (412)

onde z( e x; sdo valores reais a serem determinados. Utilizando (4.11]) e apds alguns

calculos, chegamos a:

_21/3
e
1
Ao comparar (4.12]) com (4.11]) obtemos as seguintes relagoes para os coeficientes:
d1 = dg = T, (415)
dg = Xy, (416)
Cl=cCy = i (4.17)
2
e
Cy = C3 = (550—51’1) (418)

Com os valores de (4.13)) e (4.14]) é possivel determinar (4.12)) exatamente como

o integrador simplético de quarta ordem.

O programa do integrador simplético foi desenvolvido na linguagem Fortran e

utilizado na forma obtida por Yoshida [14].
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4.2 O Problema do integrador de Hermite

O programa que utilizamos para N corpos gravitantes em trés dimensoes foi
desenvolvido por Sverre J. Aarseth com algumas modificagoes e escrito em Fortran

[T1], cujo programa original é descrito no apéndice .

O tempo de cdlculo do programa cresce com N2, uma vez que a forca de cada
um dos corpos N é determinada pela soma das forca dos outros N — 1 corpos.
E importante também salientar que cada particula é descrita segundo seu proprio
intervalo de tempo (passo de tempo) At, recurso fundamental diante da ampla gama

de escalas de tempo em um sistema estelar.

Nessa simulagdo tomamos G unitaria. As varidveis de entrada sao, primeira-
mente N que, como ja mencionado, ¢ o numero de particulas do sistema; o intervalo
de tempo 6t para saida dos dados; parametro n ligado ao erro; o tempo de integracao
terir; Massas my; posicao inicial x; e velocidades &;, com 7 no intervalo de 1 a N. O

passo de tempo At de cada particula estabelece a seguinte relagao com a forca:

1/2
At = ("ﬁ) , (4.19)

apoés cada intervalo de saida 6t o programa escreve no arquivo de saida a massa, o
passo de tempo At, posicao, velocidade de cada corpo, além de escrever a energia e

o nimero de passos acumulados.

O programa de Aarseth é dado no apéndice do livro [11]. Ele utiliza o método
de integracao de Hermite, o qual se utiliza da expansao da série de Taylor das
coordenadas e velocidades até quarta ordem no intervalo de tempo At da seguinte

maneira:
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0@ a®

a a
= At + = (A + = (At + —(At)* ——(At)® 4.2
T = To+ Vo t+2( t) +6( t)° + 24( t) +a120( t)°, (4.20)
; 2) (3)
v1 = vy + apAt + %(At)2 + %(At)?) - C;T(At)‘*, (4.21)

onde a é a aceleracdo e o é uma constante a ser ajustada. O método de Newmark

de ordem superiores implicitas tem a forma [13]:

1 o 6 — 5
T, = To+ 5(1)0 + v1) At — E(al — ao)(At)2 + 190 (ay + ao)(At)3, (4.22)
1 1 . . 9
U1 = Vg + 5(&1 + (lo)At - ﬁ(al - CLQ)At s (423)

que pode ser facilmente verificado substituindo v; da equagao (4.23) na equacgao
(4.22), onde os indices 0 e 1 podem ser permutados, uma vez que se trata de uma

formulacao simétrica no tempo e consistente com Hermite [13].



48

5 Interacoes de longo alcance em
sistemas bidimensionais

Para as simulagoes de sistemas autogravitantes em duas dimensoes utilizamos
um programa com integrador simplético, ja introduzido nesse trabalho. No caso
usamos o método de integracao simplética de quarta ordem desenvolvido por H.

Yoshida [14].

Foram feitas simulagoes para o caso do anel com raio menor Ry = 40.0 e Ry =
50.0 e para o caso circular com raio menor R; = 0.0. Medidas fora desses limites

iniciais sao nulas.

5.1 O modelo bidimensional

Consideramos um sistema classico Hamiltoniano com N particulas em duas di-
mensoes com potencial de longo alcance inter-particula. Tomamos que os corpos
envolvidos sdao idénticos e possuem massa unitéria [44]. A dindmica de cada par-
ticula é governada pela Hamiltoniana H = T+ V| onde a energia cinética é dada

por:

T = ﬁv: p“er@”) (5.1)

=1

onde (pg,i, py.i) S840 0s momentos conjugados.
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O potencial V' pertence a classe de potenciais periédicos bidimensionais:

i

com

1 N
Vi = 1N - Z )1 — cos(k.(r —rj))], (5.3)
j=10<k2<s
onde s é o parametro que determina o nimero de harmoénicos inclusos na expan-
sao de Fourier de V', r = (z,y), k = (ns,n,) é o vetor de onda, sendo n, e n,
nimeros inteiros, c¢(k) = ¢(—k) é uma fun¢ao de valor real do médulo de k, que
fixa a intensidade de acoplamento do harmdnico k. Para nosso modelo de potencial

autogravitante, para o limite s — oo e c¢(k) = 1/k* temos o seguinte potencial [45]:

Z log|r —rj, | (5.4)

uma vez que é considerada a reescala de tempo ¢/v/N.

5.2 Escolha das condicoes iniciais

As condigoes iniciais foram definidas apos alguns testes. Primeiro surge a ques-
tao do nimero N de particulas, quanto maior seu niimero melhores sao os resultados
obtidos, no entanto o tempo de execucao do programa também cresce, assim como
o tempo de vida do estado quasi-estacionario o que pode, de acordo com o niimero
de particulas, levar um tempo excessivamente longo. Efetuamos testes com diversos
valores para N, percebemos que a partir de N = 1000 os dados obtidos ja apresen-
tam boa qualidade estatistica. A simulacao que usamos aqui para fins de anélise

foi feita para N = 2000. Com um erro maximo admitido para a energia de 1073,
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um intervalo de tempo para que os dados sejam salvos de 5.107% e tempo final de

contagem 10*. O tempo final de contagem permite que o sistema atinja o equilibrio.

Os graficos da forca na figura foram feitos apenas para observar o compor-
tamento de modo geral do sistema e percebemos que a mudanca do raio interno
Ry nao provoca nenhuma mudanga significativa no comportamento qualitativo do

sistema, ou seja, tanto para o caso do anel, quanto para o caso circular (R; = 0).

Forca For¢a

300 . . — : ; 300 —T— 7

L 300 T E R R

300 P I B P N P B R
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

(a) Forga para o caso da casca esférica para (b) Forga para o caso esférico para N = 2000,
N = 2000, teprit = 10% | erro maximo e = 1073, terie = 10% | erro maximo e = 1073, raio menor
raio menor R; = 40.0 e raio maior Ry = 50.0. Ry = 0.0 e raio maior Ry = 50.0.

Figura 1: Graficos da Forca para os casos do anel e caso circular para um sistema
bidimensional.

5.3 Convergéncia para a Gaussiana

O teorema do limite central estabelece que a soma de n variaveis estocasticas
independentes com desvio padrao finito converge para uma distribuicdo gaussiana.
Sendo assim, vamos considerar a média temporal pr do momento da particula £ na

diregao x (ou equivalentemente y) calculada a intervalos de tempo f ixo Atg:

1 & ,
Dy = - > pr(ilts). (5.5)
i=1

Quanto maior Atg, menor a correlagao entre os momentos em iAtg e (i+1)Atg,
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embora a correlacao esteja sempre presente. Apesar disso, a distribuicao de P, tende
muito lentamente, mais lentamente do que para variaveis nao-correlacionadas. Para
mostrar isso calculamos os momentos estatisticos M3 e M, da variavel reduzida y;

[1] dado por:

1
Yk = g[ﬁk — ul, (5.6)
onde o ¢é o desvio padrao de p:
1 X
0 = N Zpk27 (5.7)

e p ¢ dado pela seguinte equagao:

1 N
=% g (5.8)

Os momentos estatisticos da variavel 7, sao entao definidos por:

= (lusl") (5.9)

Os valores de referéncia para os momentos M; e My da variavel reduzida 7, com
distribuicao Gaussiana sao 1.5958 e 3 respectivamente. Os graficos na figura
mostram o comportamento de My (componentes x e y) para duas condigoes iniciais
distintas. No caso esférico temos uma tendéncia mais razoavel para os valores de
referéncia e portanto, se aproxima mais da gaussiana que no caso da casca esférica

(tomando como referéncia, é claro, o grafico com o mesmo Atg = 10.0).
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(a) Gréficos de T, para as componentes = e y
para o caso do anel para N = 2000, t..;; = 10*
, erro maximo ¢ = 1073, raio menor R; = 40.0

e raio maior Ry = 50.0.

(b) Gréficos de 7, para as componentes x e y
para o caso circular para N = 2000, tqpy; =
10* , erro maximo € = 1073, raio menor R; =

0.0 e raio maior Ry = 50.0.

Figura 2: Graficos do momento M3 para os casos de anel e circular para um sistema

bidimensional.

Concluimos que de fato, conforme observado no artigo [I] para um sistema bi-
dimensional. A distribuicdo das velocidades médias tende muito lentamente para
uma distribuicao gaussiana, apesar das variaveis somadas serem claramente corre-

lacionadas. Para outro exemplo similar em outro contexto vide a referéncia [I].

5.4 Analise da ergodicidade

Para determinar se e em que condi¢es o sistema é ergddico, consideramos a
média sobre grandezas de campo médio calculadas sobre varidveis a uma particula
ao longo do tempo, e as comparamos sobre as médias das mesmas grandezas mas
sobre o ensemble de N particulas a um tempo fixo. Se elas se igualarem diremos que
o sistema é ergddico. Isso implica, em particular, que a média temporal da velocidade
(momento) de uma particula deve ser igual & média do ensemble e, portanto, nula, ou

ainda, que o desvio padrao de 7, deve ir a zero depois de um tempo suficientemente
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longo a ser determinado.

5.4.1 Distribuicao das velocidades
Na figura mostramos histogramas das componentes do momento no tempo

t =ty € observamos uma distribuicao que tende a gaussiana:

]_ 2 12
_ (z—p)?/20
p(z) = 27m/26 H , (5.10)

onde i é a média da variavel x e o’ é o seu desvio padrao. Com um ajuste de minimo

quadrado obtivemos (1 = 0) o’ = 2.48.

Portanto em t = t..;; podemos afirmar que o sistema esta no equilibrio termo-

dindmico.
Distribuicéo das velocidades Distribui¢do das velocidades
emx emy
— 77T — T —T T
003 - 003 ' B

0,02 — " — 0,02 —

0,01

deess .WWWM‘ I N o sl MN‘ MMM .o

-20 0 20 40 60 -60 -40 -20 0 20 40

(a) Distribuigdo das velocidades em x para o (b) Distribuicao das velocidades em y para o
caso do anel para N = 2000, t.,.;; = 10* , erro caso circular para N = 2000, te.; = 10* | erro
méximo € = 1073, raio menor R; = 40.0 e raio méximo e = 1073, raio menor R; = 40.0 e raio
maior Ry = 50.0. maior Ry = 50.0.

Figura 3: Distribuicao das velocidades em y para os casos do anel e circular em um

sistema bidimensional.



5.4 Andlise da ergodicidade 54

5.4.2 Gaussianizacao

Outra maneira de ver como o sistema tende para o equilibrio é fazer o gréafico
do quarto momento de distribui¢do reduzida de velocidades em fun¢ao do tempo,
como mostrado na figura (4). Para as duas condigoes iniciais M, se aproxima do

valor de equilibrio 3 para tempo da ordem de 10.000.

Gaussianiza¢ao Gaussianizacdo
5 — T — T — T STt — T T

a5k

35

1y L I L ol T I L T L |
100 1000 10000 100 1000 10000

(a) Gréfico da gaussianizagdo para o caso do (b) Gréfico da gaussianizagdo para o caso cir-
anel para N = 2000, t¢riz = 10* , erro maximo cular para N = 2000, t.y = 10* , erro mé-
€ = 1073, raio menor R; = 40.0 e raio maior ximo € = 1073, raio menor R; = 0.0 e raio
Ry = 50.0. maior Ry = 50.0.

Figura 4: Gréficos de M, para T, e U, (varidveis reduzidas) para os casos de anel e

circular para um sistema bidimensional.

5.4.3 Desvio padrao das velocidades

Na figura (j5) mostramos o gréafico do desvio padrao o da variavel 7, (componente
x). E interessante notar que no gréfico o, o desvio padrao, tende a zero, o que indica
o comportamento de um sistema ergdédico, uma vez que temos, entao o critério de

ergodicidade obedecido.
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Figura 5: Sigma: Desvio padrao das velocidades para o anel para N = 2000, t..; =
10* |, erro méximo € = 1073, raio menor R, = 40.0 e raio maior Ry = 50.0. Ao
se aproximar do equilibrio obedece a funcao da forma y = 0.033341.27°2936933 gob

coeficiente de correlacao= 0.99982.

Percebemos que o desvio padrao o de fato tende a zero. A ordem de grandeza
do tempo necessaria para que o seja bem proximo de zero é tal que o estado quasi-
estacionario relaxa até o equilibrio termodinadmico final. Isto explica, pelo menos em
parte, a falha da teoria de relaxagao violenta de Lynden-Bell, que exige um estado

de mixing completo.

E possivel notar também assim como no artigo [I], o se aproxima de zero com

uma lei de poténcias, embora nao a mesma que a obtida no referido artigo, onde

1/2

o desvio padrao obedece a lei de poténcia t~'/°. Para nosso caso bidimensional o

decaimento foi obtido por um ajuste de minimo quadrado como t~%937,
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6 Interacoes de longo alcance em
sistemas tridimensionais

Esse capitulo aborda as interagoes de longo alcance através de simulagoes com-

putacionais.

Essa abordagem nos fornece os resultados que serao aqui analisados. A simula-
¢ao utilizada é baseada, com adaptagdes, no programa para N particulas (N-body)
elaborado por Sverre J. Aarseth, o qual foi mostrado detalhadamente no Apéndice

do livro Galactic Dynamics [11], e extensamente aplicado em sistemas estelares [13].

6.1 Escolha das condicoes iniciais

Consideramos aqui um sistema com N = 2000 particulas idénticas de massa
m = 1 e constante gravitacional G = 1. Em trés dimensdes as particulas podem
evaporar, a saber, adquirir energia suficiente para deixar o sistema, o que complica
bastante a analise com relacao ao caso bidimensional. Diversos testes foram feitos
para diferentes ntimeros de particulas. Tomamos com Atg = 0.1, 1.0, 10.0, 100 tempo
critico te.;; de 1000.0, erro maximo na energia admitido de 10~ 3, intervalo de tempo
de saida dos dados 0.1 e um tempo de relaxacao inicial antes de somar as variaveis

trelae = 10 para todas as simulacoes.

Foram feitas simulagoes para dois casos: casca esférica, com raio menor R; = 5.0

e raio maior Ry = 6.0 para Atg = 0.1,1.0,10.0 e 100.0; e para a esfera, ou seja,
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raio menor R; = 0 e raio maior Ry = 6.0 para Atg = 10.0, uma vez que foi um
dos intervalo entre as somas e os resultados contabilizados que apresentou menor
n ~ N e ~

evaporagao'de particulas e, de modo geral, se comportou bem com relagao aos
parametros em andalise. Qualquer particula "evaporada'deixa de ser contabilizada

pelo programa, ou seja, o que estiver fora dos limites da simulacao tem valor nulo.

Na figura (@ mostramos o comportamento da energia cinética e potencial para o
caso da casca esférica e para o caso esférico. Os graficos descrevem o sistema, inicial-
mente fora do equilibrio que evolui violentamente para um estado quasi-estacionario.
Notamos que a relaxacao violenta se d4 de maneira mais sutil no caso esférico em
decorréncia de sua geometria, percebemos também que a relaxagao inicial é muito

rapida, pois ela ocorre antes do tempo 10.

Notamos que a relaxacao é de fato violenta no que concerne ao tempo, pois ela
ocorre antes do tempo 10, onde sai do estado fora do equilibrio para um estado de
quase equilibrio onde vai permanecer por um bom periodo, obedecendo ao conceito

de relaxacao violenta estabelecido por Lynden Bell.

Em seu trabalho de 1967 sobre relaxacao violenta [3] Lynden Bell descreve essa

distribuicao de energia, até entao incomum, para o caso de um sistema galactico.
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(a) Energia cinética (preto) e potencial gravi-
tacional (vermelho) para sistema tridimensio-
nal para o caso da casca esférica com raio me-
nor R = 5.0 e raio maior Ry = 6.0, N = 2000

e Atg =10.0

(b) Energia cinética (preto) e potencial gravi-
tacional (vermelho) para sistema tridimensio-
nal para o caso esférico com raio menor Ry = 0

e raio maior Ry = 6.0, N = 2000 e Atg = 10.0

Figura 6: Grafico monolog da energia para 2000 particulas com Atg = 10.0 para o

caso da casca esférica e para o caso esférico.

Diferentemente do caso dos sistemas bidimensionais, onde nao ha evaporacao de

particulas em razao de seu potencial confinante, nos sistemas tridimensionais o ni-

mero de particulas que evaporam pode ser relevante, por esse motivo nosso programa

deixa de contabilizar essas particulas. Esse processo pode ser observado nos graficos

da figura que mostram o comportamento das componentes dos momentos:
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(a) Gréafico da média das velocidades por com- (b) Grafico da média das velocidades por com-
ponente para o caso da casca esférica com ponente para o caso da casca esférica com
raio menor Ry = 5.0 e raio maior Ry = 6.0, raio menor Ry = 5.0 e raio maior Ry = 6.0,
N =2000 e Atsyy = 0.1 N = 2000 e Atsya = 100.0

Figura 7: Graficos das componentes do momento para N=2000 particulas com dife-

rentes Atg

Os picos ou quebras que ocorrem nos graficos ilustram a "evaporagao'de parti-

culas, que vai sendo reduzida a medida que aumentamos o Atg.

6.2 Ergodicidade

Fazendo uma analise analoga ao caso bidimensional consideramos a media tem-
poral 7, de cada componente da velocidade (x, y e z). Os resultados obtidos para
os momentos M3 e M, para a componente x apenas estao mostrados na figura .
Apesar de nao tao evidente como no caso anterior, percebemos ainda assim que seus

valores tendem para aqueles de uma gaussiana.
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Momentos
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(a) Gréfico dos momentos M3 e My para a
componente x para o caso da casca esférica
com raio menor R; = 5.0 e raio maior Ry =
6.0, N = 2000 e Atgyar = 0.1
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(c) Grafico dos momentos Mz e My para a
componente x para o caso da casca esférica
com raio menor Ry = 5.0 e raio maior Ry =

6.0, N =2000 e AtSUM =10.0
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(b) Grafico dos momentos M3 e My para a

componente x para o caso da casca esférica
com raio menor R; = 5.0 e raio maior Ry =

6.0, N = 2000 e Atsyar = 1.0
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(d) Grafico dos momentos M3 e My para a
componente x para o caso da casca esférica
com raio menor R; = 5.0 e raio maior Ry =

6.0, N = 2000 e Atsyy = 100.0
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(e) Gréfico dos momentos Mz e My para as
componentes X, y e z para o caso esférico com
raio menor Ry = 0.0 e raio maior Ry = 6.0,

N = 2000 e Atgyy = 10.0
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6.2.1 Desvio padrao das velocidades

A andlise do desvio padrao ¢ para o caso tridimensional é analogo ao que foi
feito para o caso bidimensional, mas na etapa presente abordamos o comportamento
do desvio padrao o da variavel 7, para componente x da velocidade para diferentes
condigoes iniciais, especificamente no que concerne ao valor de Atg. Observamos se
o desvio ¢ tende a zero e o alcanca aproximadamente no equilibrio termodinamico
e se obedece a uma lei de poténcia. A figura @D mostra o resultado obtido nas
diferentes condigoes. O gréfico (a) ao se aproximar do equilibrio obedece a fungao
da forma y = 0.5156745-0-635756 com coeficiente de correlacao 0.987047, o grafico
(b) ao se aproximar do equilibrio como y = 0.0459008z 956739 sob o coeficiente
de correlacio 0.994102, enquanto o grafico (¢) como y = 0.024898370-639632 goh
o coeficiente de correlagdo 0.999179 e o grafico (d) y = 0.02633562~ 978216 com

coeficiente de correlacao de 0.999939.
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(a) Gréfico do desvio padrdo das velocidades

com Atgyy = 0.1
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(¢) Gréfico do desvio padrao das velocidades

com Atsyy = 10.0
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(d) Gréfico do desvio padrao das velocidades

com Atsyy = 100.0

Figura 9: Gréficos do desvio padrao entre a média das velocidades do ensemble de

particulas e média da velocidade de uma particula para a componente x considerando

um sistema de 2000 particulas com diferentes Atg.

E interessante perceber que no caso dos sistemas em trés dimensoes ¢ decai com

coeficientes mais proximos de —1/2 que no caso bidimensional assim como observado

em [I] em outro contexto. O desvio padrao das velocidades leva um tempo longo

para se aproximar de zero, da ordem do tempo de vida do estado estacionario.
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{7 Conclusao

Estudamos e investigamos os sistemas autogravitantes bi e tridimensionais que
tém interagoes de longo alcance, determinadas caracteristicas como gaussianizagao
e a propria ergodicidade. Utilizando simulagoes computacionais para a solucao das
equacoes de Hamilton dos sistemas, estudamos a evolucao de varias propriedades
destes: as energias potencial gravitacional e cinética, que permitiram observar o
processo de relaxacao violenta, e o comportamento do desvio padrao da média tem-
poral das velocidades de cada particula com o tempo, esta tltima para determinar

em que condi¢ao o sistema e ergddico.

No que diz respeito apenas aos sistemas bidimensionais observamos tanto que
a distribuicao de velocidades como a das variaveis somadas yk tendem clara-
mente para uma gaussiana de acordo com a andlise de seus momentos estatisticos.
O Teorema do Limite Central implica que esse comportamento ocorre para variaveis
aleatorias, ou seja, nao-correlacionadas. No presente caso, as variaveis sao forte-
mente correlacionadas, porém sua soma tende lentamente para uma variavel com
distribuigao gaussiana (vide [46] para uma discussdo desse processo). O aspecto de
maior destaque é, de fato, o problema da ergodicidade. A andlise desse ponto foi
feita usando como instrumento a investigagdo do desvio padrao ¢ da média tem-
poral das velocidades de uma tnica particula e a média do ensemble de particulas.
Isso equivale a dizer que a média temporal de uma grandeza sobre a histéria de

uma particula é igual a média sobre o ensemble de particulas em um tempo fixo, ou
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ainda, que uma dada particula explora igualmente todos os estados acessiveis a ela.
Esse conceito é o mesmo utilizado no recente teste experimental realizado no ano de

2011 e relatado em [12].

Concluimos entao que no caso bidimensional o sistema se torna sim ergddico,
uma vez que, paulatinamente o se aproxima de zero, mas apenas para tempos da
ordem do necessario para o equilibrio termodinamico. Para o caso tridimensional
temos algumas distingoes cruciais. Primeiro o desvio padrao das velocidades tende a
zero de maneira sensivelmente mais lenta e menos evidente. Isso se deve a complica-

¢ao do fendmeno de evaporacgao de particulas, que nao ocorre no caso bidimensional.

Muito ainda pode ser feito no sentido de melhorar os resultados que obtemos
no presente trabalho. Podemos utilizar simulagoes computacionais para um maior
niumero de particulas, o que nos levaria a uma maior acuracia nos resultados, para
tanto é necessario o uso de maquinas ainda mais poderosas, uma vez que esse tipo
de procedimento demanda um tempo maior. E interessante também fazer o mesmo
tipo de andlise aqui feita mas para sistemas em uma dimensao, onde podemos usar
uma forga constante, o que simplificaria bastante todo o processo, embora neste
trabalho nosso objetivo foi dar énfase a contextos mais proximos da realidade (duas

e trés dimensoes).
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APENDICE A - Algoritmos numéricos utilizados

A.1 Integrador simplético

Reproduzimos aqui o algoritimo para o integrador simplético baseado no des-
crito em [I4] de Yoshida, utilizado para a simulagdo dos sistemas com N corpos

mutualmente autogravitantes em duas dimensoes:

IMPLICIT NONE
COMMON R,P,F,N
INTEGER N,NMAX,SEED,I,J,SEQ,INTEG,KSAVE
INCLUDE ’dimmax.inc’
REAL*8 R(NMAX),P(NMAX),F(NMAX),DT,TF,TS,
BO,B1,D0,D1,R0OLD,
R1,R2,TIME,TC,CSI,LAMBDA ,XI,EN,ENO,DE, TRELAX ,TCSAVE, SAVINT,
KO ,EPS, SV (NMAX) ,6MX2,MY2,MX4 ,MY4,GX2,GY2,GX4,GY4,TCS,DTSUM
COMMON /SMOOTH/ EPS
PARAMETER (CSI=0.1644986515575760D+0,
LAMBDA=-0.2094333910398989D-1,
XI=0.1235692651138917D+1)

PARAMETER (BO

.675603595979828813,

B1

-.175603595979828813,

DO 1.35120719195965763,
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D1 = -1.70241438391931525)

OPEN(UNIT=12,FILE=’data.in’,STATUS="0LD’)

READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
READ (12, %)
CLOSE (12)

PRINT =*,°’

PRINT * N e e == === === === ========

)

INTEG
DT

TF

TS

N

EPS
R1

R2

KO
SEED
SEQ
TRELAX
DTSUM

SAVINT

PRINT *,’DT, TF, TS = ’>,DT,TF,TS

PRINT *,’N =

PRINT =*,’SEED= ’,SEED

PRINT =*,’SEQ,TRELAX= ’,SEQ, TRELAX

PRINT * N e ====—m========================

PRINT =*,°’

PRINT =*,7°

PRINT =*,’Preparing the initial condition...

CALL CONDINIT(R1,R2,K0,SEED)
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PRINT x*,’’

OPEN (UNIT=20,FILE="out.dat’,STATUS="UNKNOWN’)
OPEN (UNIT=21,FILE=’seqr.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)
OPEN (UNIT=24,FILE=’seqp.dat’,STATUS="UNKNOWN’)
OPEN (UNIT=18,FILE="force.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)
OPEN (UNIT=19,FILE=’error.dat’,STATUS=’UNKNOWN )
OPEN (UNIT=26 ,FILE="moments.dat’,STATUS=’"UNKNOWN’)
OPEN (UNIT=25,FILE="gaussianize.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)
OPEN (UNIT=27,FILE=’phase.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)
TIME=0.0D+0

PRINT *,’Computing the initial energy...’

CALL O0OUTP(20,ENO,TIME)

PRINT *,’Initial energy: ’,ENO/N

PRINT x*,°’

PRINT x*,°°

TC=0.0D+0

TCS=0.0D+0

TCSAVE=0.0D+0

KSAVE=1000

ROLD=R (SEQ)

CALL FORCEQ()

OPEN (UNIT=22,FILE=’phasel.dat’,STATUS=’UNKNOWN )

OPEN(UNIT=23,FILE=’phase2.dat’,STATUS=">UNKNOWN’)

C BEGINING OF THE TEMPORAL LOOP

IF (INTEG.NE.1) GOTO 150

C OMELYAN ET AL INTEGRATOR:
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100 DO 200 I=1,2%N
P(I)=P(I)+CSI*DT*F(I)
R(I)=R(I)+(1-2.0D+0*LAMBDA)*DT*P(I)/2.0D+0
200 CONTINUE

CALL FORCEQ)

DO 300 I=1,2%N
P(I)=P(I)+XI*DT*F(I)
R(I)=R(I)+LAMBDA*DT*P(I)

300 CONTINUE

CALL FORCE()

DO 400 I=1,2%N
P(I)=P(I)+(1.0D+0-2.0D+0%(XI+CSI))*DT*F(I)
R(I)=R(I)+LAMBDA*DT*P(I)

400 CONTINUE

CALL FORCE()

DO 500 I=1,2%N
P(I)=P(I)+XI*DT*F(I)
R(I)=R(I)+(1.0D+0-2.0D+0*LAMBDA)*DT*P(I)/2.0D+0

500 CONTINUE

CALL FORCE()

DO 600 I=1,2%N
P(I)=P(I)+CSI*DT*F(I)

600 CONTINUE
GOTO 800
C YOSHIDA INTEGRATOR
150 DO 250 I=1,2%N
P(I)=P(I)+BO*DT*F(I)

R(I)=R(I)+DO*DT*P(I)
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250 CONTINUE

CALL FORCE()

DO 350 I=1,2%N
P(I)=P(I)+B1*DT*F(I)
R(I)=R(I)+D1*DT*P(I)

350 CONTINUE

CALL FORCEQ)

DO 450 I=1,2%N
P(I)=P(I)+B1*DT*F(I)
R(I)=R(I)+DO*DT*P(I)

450 CONTINUE

CALL FORCE(Q)

DO 550 I=1,2%N
P(I)=P(I)+BO*DT*F(I)

550 CONTINUE

800 TC=TC+DT
TCS=TCS+DT
TCSAVE=TCSAVE+DT
TIME=TIME+DT
IF ((TCSAVE.GE.SAVINT).OR.(TIME.LT.1.5D+0%DT)) THEN
TCSAVE=0.0D+0
OPEN (UNIT=KSAVE,STATUS=’UNKNOWN’)
DO 1100 I=1,N
WRITE (KSAVE ,*) R(I),R(I+N)
1100 CONTINUE

CLOSE (KSAVE)
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5000

KSAVE=

ENDIF

KSAVE+1

IF (TC.GE.TS) THEN

TC=0.0D+0

CALL OUTP(20,EN,TIME)

DE=DABS ((EN-ENO)/EN)

PRINT

* , TIME , DE

WRITE (19,*) TIME,DE

WRITE (18,*) TIME,F(SEQ)

WRITE (21,5000) TIME,R(SEQ)

WRITE (24,5000) TIME,P(SEQ)

ROLD=R (SEQ)

FORMAT (4F12.5)

ENDIF

IF ((TCS.
TCS=0.
MX2=0.
MX4=0.
GX2=0.
GX4=0.
MY2=0.
MY4=0.
GY2=0.

GY4=0.

GE.DTSUM) . AND. (TIME.GE.TRELAX)) THEN
0D+0
0D+0
0D+0
0D+0
0D+0
0D+0
0D+0
0D+0

0D+0

D0 900 I=1,N

SV(I)=SV(I)+P(I)

SV(I+N)=SV(I+N)+P(I+N)

MX2=MX2+SV (I)**2
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900

1000

MY2=MY2+SV (I+N)**2
MX4=MX4+SV (I)*%4
MY4=MY4+SV (I+N)**4
GX2=GX2+P (I)*x*2
GY2=GY2+P (I+N) **2
GX4=GX4+P (I)*x*4
GY4=GY4+P (I+N)**4
CONTINUE
MX2=MX2/N
MX4=MX4/N
GX2=GX2/N
GX4=GX4/N
MY2=MY2/N
MY4=MY4 /N
GY2=GY2/N
GY4=GY4/N
WRITE (26 ,%) TIME,6MX4/MX2*%2,MY4/MY2%%2
WRITE (25,%) TIME,GX4/GX2%%2,GY4/GY2%*2
ENDIF
IF (TIME.LT.TF) THEN
IF (INTEG.EQ.1) GOTO 100
GOTO 150
ENDIF
DO 1000 I=1,2%N
WRITE (22,%*) R(I),P(I)
CONTINUE
IF (TIME.LT.TF) THEN

IF (INTEG.EQ.1) GOTO 100
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GOTO 150
ENDIF
DO 1200 I=1,N
WRITE (27,2000) R(I),R(I+N),P(I),P(I+N)

1200 CONTINUE
2000 FORMAT (4F30.16)

CLOSE (18)

CLOSE (19)

CLOSE (20)

CLOSE (21)

CLOSE (22)

CLOSE (25)

CLOSE (26)

CLOSE (27)

END

A.2 Programa N-body

Reproduzimos aqui o algoritmo em Fortran baseado no original de Sverre.J.
Aarseth [I1] que descreve sistemas com N corpos mutualmente autogravitantes em

trés dimensoes:

Algumas modificagoes e acréscimos foram feitos no programa de Aarseth de
acordo com nossas necessidades, como por exemplo em relagdo ao niimero de par-
ticulas, uma vez que o programa original de Aarseth faz uma boa descricao até

N = 50, para valores maiores modificagoes sao necessarias.

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
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INCLUDE ’dimmax.inc’

COMMON X (3,NMAX),XDOT (3,NMAX),BODY (NMAX) ,D2(3,NMAX) ,D3(3,NMAX),
EPS2,N

REAL*8 X0(3,NMAX),XODOT (3,NMAX),TO(NMAX),STEP (NMAX) ,F(3,NMAX),
FDOT (3, NMAX) ,FIRR(3) ,FD(3) ,PSUM(3,NMAX) ,DTSUM, TC,
MU (3) ,SIGMA (3) ,M3(3) ,M4(3), TRELAX ,R(NMAX),
SX,SY,SZ,KX,KY,KZ,VXM,VYM,VZM,AVX ,AVY,AVZ,SAVEINT , SCOUNT

INTEGER NEXT (NMAX),IFSAVE, N2

DATA TIME,TNEXT,SMAX,TMIN,NSTEPS /0.0D0,0.0D0,64.0D0,1.0D+10,0/

OPEN(UNIT=12,FILE=’nbody0.in’,STATUS=’0LD’)

OPEN (UNIT=14,FILE=’condini.dat’,STATUS=’0LD’)

READ (12,%) N, ETA, DELTAT, TCRIT, EPS2, IFSAVE, DTSUM, TRELAX,

SAVEINT , RMAX

READ (14,%) (BODY(I), (X(X,I),K=1,3), (XDOT(K,I),K=1,3),I=1,N)

CLOSE (12)

CLOSE (14)

PRINT *,’N, ETA, DELTAT, TCRIT, EPS2, IFSAVE, DTSUM, TRELAX,RMAX’,

N, ETA, DELTAT, TCRIT, EPS2, IFSAVE, DTSUM, TRELAX,bRMAX

OPEN (UNIT=17 ,FILE=’out.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)

OPEN(UNIT=19,FILE=’energy.dat’,STATUS=’UNKNOWN )

OPEN (UNIT=20,FILE=’momenta.dat’,STATUS="UNKNOWN’)

OPEN (UNIT=22,FILE=’sigma.dat’,STATUS=’>UNKNOWN’)

OPEN (UNIT=24,FILE=’gaussianize.dat’,STATUS=’UNKNQOWN’)

OPEN (UNIT=26 ,FILE=’avg_vel.dat’,STATUS=’UNKNOWN’)

WRITE (17 ,%) N

WRITE (17 ,%) DELTAT

AVX=0.0D+0

AVY=0.0D+0
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AVZ=0.0D+0

DO 2 I=1,N
AVX=AVX+XDOT(1,1I)
AVY=AVY+XDOT (2,1I)

AVZ=AVZ+XDOT (3,1I)

2 CONTINUE

AVX=AVX/N

AVY=AVY/N

AVZ=AVZ/N

PRINT *,’Initial average velocities: ’,AVX,AVY,bAVZ
C

IF (IFSAVE.EQ.1) THEN
WRITE (17 ,%*) 0.0D+0
b0 3 I=1,N

WRITE (17,12) BODY(I),(X(K,I),K=1,3),(XDOT(K,I),K=1,3),STEP(I)

3 CONTINUE
ENDIF
C
* Initialize forces and time-steps.

DO 5 J = 1,N

CALL FFDOT(J,FIRR,FD)

DO 4 K = 1,3
F(K,J) = 0.5%FIRR(K)
FDOT(K,J) = FD(K)/6.0
X0(K,J) = X(K,J)
X0DOT(K,J) = XDOT(K,J)

4 CONTINUE

STEP(J) = SQRT(ETA/SQRT(FIRR(1)**x2 + FIRR(2)**2 + FIRR(3)*%*2))
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* Create a truncated block time-step according to STEP = 1/2%*x(K-1).
K = 2 + LOG(SMAX/STEP(J))/L0G(2.0D0)
STEP(J) = SMAX/2.0DO*x*(K-1)
TMIN = MIN(STEP(J),TMIN)

TO(J) = 0.0DO

5 CONTINUE
C
TC=0.0D+0
DO 6 J=1,N
PSUM(1,J)=B0ODY(J)*XDOT(1,J)
PSUM(2,J)=B0ODY(J)*XDOT(2,J)
PSUM (3, J)=B0ODY (J)*XDOT(3,J)
6 CONTINUE
SCOUNT=0.0D+0
( ========================================================================:
* Obtain the total energy and generate some output.

10 EK = 0.0DO
POT = 0.0DO
SCOUNT=SCOUNT+DELTAT
C Here we save the masses, positions, velocities and time steps in file ou
C IFSAVE=1 saves the data. Any other values it doesn’t.
IF ((IFSAVE.EQ.1).AND.(SCOUNT.GE.SAVEINT)) THEN
SCOUNT=0.0D+0
WRITE (17 ,%*) TIME
DO 13 I=1,N
WRITE(17,12) BODY(I),(X(K,I),K=1,3),(XDOT(K,I),K=1,3),STEP(I)
13 CONTINUE

ENDIF
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12 FORMAT (F8.3,2X,3F16.3,2X,3F16.2,F10.6)
b0 15 I = 1,N

EK = EK + BODY(I)*(XDOT(1,I)**2 + XDOT(2,I)**2 + XDOT(3,I)=*x*2)

DO 14 J = I+1,N
POT = POT + BODY(I)*BODY(J)/SQRT((X(1,I) - X(1,J))*x2 +
& (X(2,I) - X(2,3))**2 + (X(3,I) - X(3,J))**2 + EPS2)
14 CONTINUE

15 CONTINUE
C Here we save kinetic and potential energies per particle in file energy.
WRITE (19,*%) TIME,0.5D+0*EK/N,-POT/N
WRITE (6,18) TIME, NSTEPS, 0.5%xEK - POT
18 FORMAT (’ TIME =’,F10.2,°’ NSTEPS =’,I12,’ ENERGY =’,F18.8)

IF (TIME.GT.TCRIT) THEN
CLOSE (17)
CLOSE (19)
CLOSE (20)
CLOSE (22)
CLOSE (24)
CLOSE (26)
STOP

ENDIF

C Here we sum the momenta

TC=TC+DELTAT

IF ((TC.GE.DTSUM).AND.(TIME.GE.TRELAX)) THEN
TC=0.0D+0
DO 19 I=1,N
DO 123 J=1,3

PSUM(J,I)=PSUM(J,I)+BODY(I)*XDOT(J,I)
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123 CONTINUE
19 CONTINUE
SX=0.0D+0
SY=0.0D+0
SZ=0.0D+0
KX=0.0D+0
KY=0.0D+0
KZ=0.0D+0
VXM=0.0D+0
VYM=0.0D+0
VZM=0.0D+0
C Computes the average, stadard deviation and Moments of each component of
C for particles that are a distance from orgin less than RMAX
N2=0
DO 80 I=1,N
R(I)=DSQRT (X (1,I)**2+X(2,I)**x2+X(3,I)**2)
IF (R(I).LT.RMAX) THEN
N2=N2+1
VXM=VXM+XDOT (1,1I)
VYM=VYM+XDOT (2, 1)
VZM=VZM+XDOT (3,1I)
ENDIF
80 CONTINUE
VXM=VXM/N2
VYM=VYM/N2
VZM=VZM/N2
DO 90 I=1,N

IF (R(I).LT.RMAX) THEN
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90

91

110

SX=SX+(XDOT(1,I)-VXM)*%2
SY=SY+(XDOT(2,I)-VYM)*%2
SZ=SZ+(XDOT(3,I)-VZIM)*%2
KX=KX+(XDOT(1,I)-VXM)*x*4
KY=KY+(XDOT(2,I)-VYM)*x*4
KZ=KZ+(XDOT(3,I)-VZM)*x*4
ENDIF
CONTINUE
SX=SX/N2
SY=SY/N2
SZ=SZ/N2
KX=KX/(N2*SX**2)
KY=KY/(N2*SY*%2)
KZ=KZ/(N2*SZ*x2)
WRITE (24,91) TIME-TRELAX ,KX,KY,KZ
FORMAT (4F26.20)
DO 100 I=1,3
MU(I)=0.0D+0
SIGMA(I)=0.0D+0
DO 110 J=1,N
IF (R(J).LT.RMAX) THEN
MU(I)=MU(I)+PSUM(I,J)
ENDIF
CONTINUE
MU(I)=MU(I)/N2
DO 120 J=1,N
IF (R(J).LT.RMAX) THEN

SIGMA(I)=SIGMA(I)+(PSUM(I,J)-MU(I))**2
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ENDIF
120 CONTINUE
SIGMA(I)=DSQRT (SIGMA(I)/N2)
M3(I)=0.0D+0
M4 (I)=0.0D+0
DO 130 J=1,N
IF (R(J).LT.RMAX) THEN
M3(I)=M3(I)+DABS(PSUM(I,J)-MU(I))**3
M4 (I)=M4(I)+(PSUM(I,J)-MU(I))x**4
ENDIF
130 CONTINUE
M3(I)=M3(I)/(SIGMA(I)=**3%N2)
M4 (I)=M4(I)/(SIGMA(I)**4%N2)
100 CONTINUE
PRINT *,’Number of remaining particles: ’,N2
WRITE (20,200) TIME-TRELAX, (M3(I),I=1,3),(M4(I),I=1,3)
WRITE (22,200) TIME-TRELAX,(SIGMA(I),I=1,3),(MU(I),I=1,3)
WRITE (26 ,205) TIME-TRELAX,VXM,VYM,VZM
200 FORMAT (7F14.6)
205 FORMAT (4F24 .16)
ENDIF
C

TNEXT = TNEXT + DELTAT
Determine block of particles to be advanced at TMIN and set new til
20 LENGTH = 0
DO 26 J = 1,N
IF (TO(J) + STEP(J).EQ.TMIN) THEN

LENGTH = LENGTH + 1
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NEXT (LENGTH) = J
END IF
25 CONTINUE
TIME = TMIN
* Predict all coordinates and velocities to order FDOT.
b0 30 J = 1,N
S = TIME - TO0(J)
DO 28 K = 1,3
X(K,J) = ((FDOT(K,J)*S + F(K,J))*S + XODOT(K,J))*S + X0(K,J)
XDOT(K,J) = (FDOT(K,J)*1.5%S + F(K,J))*2.0%S + XODOT(K,J)
28 CONTINUE
30 CONTINUE
TMIN = 1.0D+10
DO 50 L = 1,LENGTH
I = NEXT(L)
* Evaluate new force and first derivative for body #I.
CALL FFDOT(I,FIRR,FD)
* Include Hermite corrector and set new F/2, FDOT/6, D2, & D3.
DT = TIME - TO(I)

TO(I)

TIME

DO 40 K = 1,3

DF = 2.0%xF(K,I) - FIRR(K)

FID = 6.0%FDOT(K,I)

SUM = FID + FD(K)

AT3 = 2.0%xDF + DT*SUM

BT2 = -3.0*DF - DT*(SUM + FID)

X0(K,I) = (0.6%AT3 + BT2)*DT*%*2/12.0 + X(K,I)

XODOT(K,I) = (0.75%xAT3 + BT2)*DT/3.0 + XDOT(K,I)
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F(K,I) = 0.5%xFIRR(K)

FDOT(K,I) = FD(K)/6.0

D2(K,I) (3.0%xAT3 + BT2)*2.0/DT*%x2

D3(K,I) AT3%6.0/DT*%3
40 CONTINUE
* Form new time-step from force derivatives and check change.

FI2 FIRR(1)**2 + FIRR(2)*%*2 + FIRR(3)*%*2

FD2

FD(1)**2 + FD(2)*%*2 + FD(3)*%*2

FD22

D2(1,I)**2 + D2(2,I)**x2 + D2(3,I)**2

FD32 D3(1,I)**2 + D3(2,I)**2 + D3(3,I)*x*2
SI = SQRT(ETA*(SQRT(FI2*FD22) + FD2)/(SQRT(FD2*FD32) + FD22))
IF (SI.GT.2.0*%STEP(I).AND.DMOD(TIME,2.0*xSTEP(I)).EQ.0.DO) THEN
STEP(I) = MIN(2.0*STEP(I), SMAX)
ELSE IF (SI.LT.STEP(I)) THEN
STEP(I) = 0.5%xSTEP(I)
END IF
TMIN = MIN(TO(I) + STEP(I),TMIN)
NSTEPS = NSTEPS + 1
50 CONTINUE
IF (TIME.LT.TNEXT) GO TO 20

GO TO 10

END

SUBROUTINE FFDOT(I,FIRR,FD)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

INCLUDE ’dimmax.inc’

COMMON X (3,NMAX),XDOT(3,NMAX) ,BODY (NMAX) ,D2(3,NMAX),D3(3,NMAX),

EPS2,N
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REAL*8 FIRR(3),FD(3),A(3),DV(3)
DO 1 K = 1,3
FIRR(K) = 0.0DO
FD(K) = 0.0DO
1 CONTINUE
DO 20 J = 1,N
IF (J.EQ.I) GO TO 20
DO 5 K = 1,3
ACK) = X(K,J) - X(K,I)

DV(K) = XDOT(K,J) - XDOT(XK,I)

5 CONTINUE
RIJ2 = A(1)*x2 + A(2)*x2 + A(3)*x%x2 + EPS2
DR3I = BODY(J)/(RIJ2*SQRT(RIJ2))
DRDV = 3.0x(A(1)*DV(1) + A(2)*DV(2) + A(3)*DV(3))/RIJ2

DO 10 K = 1,3
FIRR(K) = FIRR(K) + A(K)*DR3I
FD(K) = FD(K) + (DV(K) - A(K)*DRDV)*DR3I
10 CONTINUE
20 CONTINUE
RETURN

END
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