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Resumo

SejamK um corpo de caracteristica Mk 0 seguinte conjunto de matrizes

0 K K 0 a;p a3
Mck=] 0 K K | = 0 ayy a3 aj €K
0O 0 O 0O 0 O

Consideramod$/lx como diversas estruturas algébricas, tais cokwdlgebra associativ -
algebra de Lie, anel associativo, anel de Lie, entre ouCasno, pelo resultado de Il'tyakov,
toda algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo de esistacta O possui uma base
finita de identidades, a algebra de N possui uma tal base. Por outro lado, Krasilnikov
demonstrou recentemente que as identidades do anel déLin&o tem base finita. Contudo,
estas bases (finita para a algebra e infinita para o anel) rém fencontradas explicitamente.
Neste trabalho exibimos estas bases de identidades. Mais@mente, demonstramos dde
visto como um#&-algebra de Lie tem uma base formada pela Gnica identid@ade, [X3, X4], X5

e que uma base de identidadesuievisto como anel de Lie €

{[X1,X2, [X3,Xa], X5] } U{[X1, X2, [X1,X2,X3, ..., %]] | r =4,6,8,...}

U {[X1, X2, [X3,X4,Xs5, - . ., X ]] + [X1, X3, [Xa, X2, X5, . . ., Xr || 4 [X1,Xa, [X2, X3, X5, . . . , % || | F = 5,7, ...}

Além disso, considerando o problema semelhante para algjabsociativas, demonstramos que
uma base de identidades idaélgebra associativislk é formada pok;[Xo, X3]x4 € esta mesma
identidade forma uma base W& visto como anel associativo. Por fim, também encontramos
bases de identidades graduadas pé¢acom algumas graduacdes, considerando-lo como as
mesmas estruturas algébric&sdlgebra associativ& -algebra de Lie, anel associativo e anel
de Lie).



Abstract

LetK be a field of characteristic 0 amdk the following set of matrices

0 K K 0 a;p a3
Mck=1] 0 K K | = 0 ayy a3 aj €K
0O 0 O 0O 0 O

We considemMg as varias algebraic structures, such as: associdtakgebra, LieK-algebra,
associative ring, Lie ring, etc. Since, by II'tyakov’s réiseach finite dimensional Lie algebra
over a field of characteristic 0 has a finite basis of idersjtilee Lie algebrdk has such a basis.
On the other hand, recently Krasilnikov proved that the idiess of the Lie ringMk has no
finite basis. However, these bases (finite for the algebrardimite for the ring) were not found
explicitly. In the presente thesis we exhibit these basedenftities. More precisely, we show
thatMk viewed as a LieK-algebra has a basis formed by the single idenityxz, X3, X4]Xs]
and a basis of identities fdrlk viewed as Lie ring is

{[X17X27 [X37X4]7X5]}U{[X17X25 [X17X27X37"'7XI’]] ’ r= 47 67 87' }

U {[X17X27 [X37X47X57 te 7X|']] + [X17X3a [)(47X27X57 ce 7XI']] + [X17X4[X27X37X57 te 7XI’H | r= 57 77 o }

Furthermore, considering the similar problem for assoa@atlgebras, we prove that a basis of
identities of the associatiié-algebraMy consists ofk; [x2,X3]X4 and the same identity forms
a basis of identities foMk viewed as an associative ring. Finally, we also found a bafsis
graded identities foMk, with some gradings, considering it as the same algebraictates
(associativeK-algebra, LieK-algebra, associative ring and Lie ring).
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Introducao

Ateoria de identidades e variedades de estruturas algél{seja de grupos, algebras, anéis,
entre outras) € uma importante sub-area da algebra conténgao Esta sub-area vem se de-
senvolvendo muito nas ultimas décadas. Desta forma existeggama de resultados publicados
(veja por exemplo [1, 2, 16, 17, 24, 23, 27] e bibliografia Adrios destes resultados mostram
a existéncia ou ndo de uma base finita de identidades paraaredade ou uma determinada
algebra.

SejaMk 0 seguinte conjunto de matrizes

K 0 a2 a3
K| = 0 axp a3 [|ajeK),
0 0O O 0

Mk =

o O O
o X X

ondeK é um corpo de caracteristicalllk € uma algebra de Lie que também podemos consi-
derar como anel de Lie.

Como, pelo resultado de Il'tyakov [26], toda algebra de Lieddeensao finita sobre um
corpo de caracteristica zero possui uma base finita de ddelets, a algebra de LMy possui
uma tal base. Por outro lado, Krasilnikov [30] demonstroa gs identidades do anel de Lie
Mk nédo tem base finita. Contudo, estas bases (finita para asdiaéesi da algebra e infinita
para o anel) ndo foram encontradas explicitamente. No pres@balho exibimos estas bases
de identidades. Os primeiros resultados principais destadao os seguintes:

Teorema I.1. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entéo as identidaedgk vista como
algebra de Lie tém base formada pela identidade %1, X2, [X3, X4], X5] -
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Teorema |.2. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entdo o conjunto
{[X17X27 [X37X4]7X5]} ) {[X17X27 [X17X27X37 e 7Xf]] | r= 47 67 87 . }

U{[X15X27 [X37X47X57 R ;Xl’]] + [X17X37 [X47X27X5a e 7XI’]] + [X17X47 [X27X37X57 < 7XFH ‘ r= 57 77 .- }

€ uma base de identidades para o anel de Lig Mlém disso, esta base € minimal, isto €, ndo
contém nenhum subconjunto préprio que gera 0 mesmo idelaaleEm particular, M visto
como anel de Lie ndo tem base finita de identidades.

SejamLk (X) a algebra de Lie livre, de posto enumeravel, sdbreom geradores livres
X1,X2,. .., Vk(V) 0 ideal verbal ddx (X) gerado pow = [x1,X2,[X3,X4],Xs5] € Vk (Mk) o ideal
verbal das identidades &&. Como consequéncia direta destes dois teoremas temos nteegui
corolario.

Corolario I.3.  Seja.Z = Lk (X)/Vk(v) a K-algebra de Lie centro por metabeliana livre de
posto enumeravel, sobre um corpo K de caracteristica 0. &#a vista como anel de Lie nao
tem base finita de identidades. Mais precisamerité, tem a seguinte base de identidades:

{[X17X27 [X37X4]7X5]}U{[X13X27 [X17X27X37"'3Xr]] ’ r= 47 6) 87' }

) {[X17X27 [X37X47X57 cee 7XI’” + [X17X37 [)(47X27X57 v ;Xr]] + [X17X47 [X27X37X57 s 7XI’H | r= 57 77 . }

e essa base ndo é equivalente a nenhum conjunto finito déddees.

Para algebras de Lie sdo conhecidos alguns exemplos deadgebquais possuem base
finita de identidades. Veja por exemplo [41, 42, 46]. Todadé&sconhecemos se estas algebras
de Lie tém base finita para suas identidades quando vistas aoéis de Lie (exceto quando a
algebra de Lie é nilpotente ou metabeliana). Desta folgae o0 primeiro exemplo de algebra
de Lie que possui base finita de identidades mas que nao palkase se vista como anel de
Lie. Naturalmente nos surgem perguntas semelhantes dgbteas associativas, ou seja:

existe alguma algebra associativa que possui base finitledédades, mas que ndo possui
base finita de identidades se vista como anel associativopagioular, a algebra associativa
M satisfaz esta propriedade?

Assim, estudamos as identidadesMie visto como anel associativo e visto como algebra
associativa. Em contraste com o caso anterior, obtivensséa negativa para a segunda
guestdo. A primeira questdo € um problema em aberto. Noséxisnos resultados principais
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sao:

Teorema |.4. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entdo as identidatie&-algebra
associativa M tém base formada por 2, X3]X4.

Teorema |.5. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entao as identiddedsk, visto como
anel associativo, tém base formada p@pxx, X3|Xa.

Estes dois teoremas sao consequéncias dos resultadoggemses quais demonstraremos
no capitulo 2.

Teorema I.6. Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo as identatada K-algebra
associativa M tém base formada porn &z, X3]x4.

Teorema |.7. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zeroa&as identidades
de Mk, visto como anel associativo, tém base formada ppexxs|x4.

SeK é um corpo infinito, entdo o Teorema |.6 € um caso particulagsidtado de Guterman
[25].

Como dissemos anteriormente, existem varios resultaddgadbs sobre identidades e
variedades de estruturas algébricas. Contudo, sdo raresos ende se tem a descricdo com-
pleta das identidades de uma algebra, ou seja, onde umadakentdades é exibida explici-
tamente. Elucidamos as principais algebras para as queismbkece uma base de identidades.
Nosso trabalho apresenta mais alguns exemplos de basesntidades.

SejamE eE( as algebras de Grassmann (ou algebras exteriores) de dimiefisita sem
unidade e com unidade respectivamente. Sejam ﬁ[@dﬁEél) as algebras de Grassmann de
um espaco vetorial de dimenséo firkkaSao conhecidas bases de identidades para todas essas
algebras sobre qualquer corpo (veja [8, 10, 21, 29, 44])mAdésso, para um corpo base de
caracteristica zero, também sabemos a descricdo de umdirbseara as identidades das

algebraE © E eEW @ EW (veja [40]).

Outra algebra para a qual conhecemos uma base finita dedaeéesi € a algebra associativa
Mz (K), de matrizes % 2, sobre qualquer corgd$, exceto quand& é infinito de caracteristica
2, neste caso o problema esta em aberto (veja [31, 41]).

Sejamgly(K) a algebra de Lie das matrizes 2 sobreK esly(K) a subalgebra das matrizes
de trago zero. SK é um corpo de caracteristipa# 2, entdogly(K) e sl(K) possuem mesmas
identidades. Sobre um corpo infinito de caracteristicaafife de 2 foi exibida uma base de
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identidades para estas algebras, veja [41] e [46K 8enfinito de caracteristica 2 € conhecida
uma base pargly(K) (veja [16, Teorema 3.1.5]), neste cadg(K) também tem base finita e
conhecida.

A algebra associativll T,(K), de todas matrizes triangulares superiores, sobre um corpo
infinito K, tem base formada por uma Unica identidade KSeum corpo infinito, entdo para
algebra de Lie adjuntaldT,(K) também é conhecida uma base finita de identidades (veja [39]
e [43)]).

Para um corpo bage¢ finito, foram explicitadas bases finitas de identidades aaégebras
M2(K), M3(K) e My(K) (veja [20, 22, 38]). S& é um corpo finito de caracteristiga> 2,
entdo também é conhecida a base de identidades comum asatgelK) e slo(K) (veja [41]
e [42]).

Essa € a lista quase completa das algebras para as quais serdelidentidades explicita
é conhecida. Mesmo para as algebvigK) e sl3(K) ndo é conhecida uma base explicita de
identidades sobre corpos infinitos. No entantoKsiem caracteristica 0, pelos resultados de
Kemer [28] e II'tyakov [26] estas algebras possuem uma basa €fle identidades. Sobre corpos
infinitos de caracteristica positiva, ndo sabemos se exigtena base finita de identidades para
estas algebras.

Consideremos o caso on#te € um corpo infinito de caracteristica 2. Nesta situacdo o
problema da existéncia de uma base finita de identidadesapalgebra associativisl(K)
estd em aberto. Contudo, observe gls¢K) é nilpotente de classe 2 e de dimenséo 3, logo
[[X1,X2], 3] forma uma base para suas identidades. Ja a algelgla(#e n&o possui nenhuma
base finita de identidades, isto foi demonstrado em 1970/qaayhan-Lee [48]. Uma base para
glo(K) foi descoberta por Drensky e enunciada no livro [16].

Teorema 1.8 (Drensky, veja [14] e [16])Seja K um corpo infinito de caracteristica 2. Entdo o
conjunto
{[x1, %2, [X3,Xa], Xs| } U {[X1, X2, [X1, %2, X3, - . ., %] [ T = 3,4,5,...} U

{[X:LaXZa [X35X47X57 cee 7XI’]] + [X17X37 [X47X27X57 cee 7XI'H + [X17X47 [X2>X37X57 cee 7XI’]] ‘ r= 47 57 67 .o }

€ uma base de identidades para(dl). Além disso, esta base néo € equivalente a nenhum
conjunto finito de identidades.

Uma demonstracdo deste resultado foi escrita na tese [tdinpounca foi publicada em
uma revista cientifica. No apéndice demonstraremos estntao
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Também estudamos as identidades graduadikdeara algumas graduacdes. Exibiremos
estas bases pald, visto como as mesmas estruturas algébricas, para dussntiéfe gradua-
cOes. Antes de apresentarmos estas bases, vejamos algusdipais resultados conhecidos
sobre identidades graduadas.

Primeiramente exporemos alguns resultados sobre idde8dgraduadas da algebra de
Grassmann. Em 2009, no caso onde o corpo base tem cara=edjddi Vincenzo e Da Silva
[12] descreveram as identidadés-graduadas d&, com respeito a algumas-graduagoes.
Recentemente Centrone [6] resolveu o problema anélogo pacawo infinito de caracteris-
ticap > 2. Em sua tese Centrone [7] faz uma descri¢céo das identittedesduadas dE para
um grupo abeliano finito de ordem imgdar

Se o corpo base tem caracteristica 0, Di Vincenzo [11] mogjue as identidadeB,-
graduadas dE @ E tem base formada por 2 elementos.

A algebra de matrizeldl,(K) sobre um corp& possui uma naturé,-graduagéo.

Ma(K) = § M),

ac€sin

ondeMr(,a) € o subespaco ddn(K) gerado por todas matriz&s; tais quej —i = a. Assim,
M,ﬁo) consiste de todas matrizes diagonais

e,paract<n—1, Mr(,t) consiste em todas matrizes da forma

0 ce 0 art+1 0 ce 0

0 ... 0 0 Q42 ... 0

0 0 0 0 an-t,n
an-t+1.1 0 0 0 0

0 an t 0 0 0
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SeK € um corpo infinito, as identidad&s-graduadas d#l,(K) possuem base finita, veja
[3,5, 11, 32, 47].

A Zn-graduacéo da algebk, (K) induz umaZ,-graduacéo para a algebra de matrizes trian-
gularedJ Tn(K). Entre outros resultados conhecidos para as identidaddaaptas d& T,(K),
sabemos uma base finita explicita para suas identidadesstaffy,egraduadas, para qualquer
corpo infinitoK, veja [33].

No que concerne a identidades graduadas, nosso princgdtaeo foi obtido quando gra-
duamosV, visto como algebra de Lie e como anel de Lie, foe= {0,1}. Temos a seguinte
graduacdoMg = Vo @ V1, onde

0 0 K 0 K O
Vo=| 0 K 0 |Vi=| 0 0 K
0 0 O 0O 0 O

Também podemos graduar o anel de Lie lizggX) e a algebra de Lie livrex (X) por Zs.
FazenddX =YUZ, Y={yi|i=12,...} eZ={z|i=1,2,...}. Consideramo¥ € o conjunto
de geradores paresZe2 conjunto de geradores impares.

Para as identidadées,-graduadas délk, visto como algebra de Lie, encontramos uma
situacao semelhante ao caso das identidades ordinarmd®iavisto como algebra de Lie.

Teorema 1.9. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entéo as identid@@egraduadas da
K-algebra de Lie \ tem base finita enquanto as identidadesgraduadas de M visto como
anel de Lie ndo tem base finita.

Para provar este teorema usaremos o teorema que segue.
Teorema 1.10. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zeroa&nt

1) Se 2 é invertivel em K, entdo as identidadesgraduadas da K-algebra de Lie /ém
base finita enquanto as identidadés-graduadas de M visto como anel de Lie nédo tém base
finita.

2) Se 2 nao € invertivel em K, entdMao possui base finita de identidadésgraduadas
tanto visto como K-algebra de Lie quanto visto como anel de Li

Por sua vez o Teorema |.10 é consequéncia do proximo teorema.
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Teorema l.11. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zeroa&nt

1) Se 2 éinvertivel em K, entdo as identidadesgraduadas da K-algebra de Lie fém
base

C={lys,y2; [z1,2,73]}.

Ja as identidadeZ,-graduadas de M visto como anel de Lie tém base

D= {ly1,Y2]; (21,22, 73]} U{[z1,¥1, -, Yok, 21] [ K= 1,2,.. .},
gue nao é equivalente a nenhuma base finita de identidades.

2) Se 2 néo ¢ invertivel em K, entdo D € uma base de identidaggsaduadas para M
visto tanto como K-algebra de Lie quanto como anel de Lie. édestsos a base D também
nao é equivalente a nenhum conjunto finito de identidades.

Quando consideramddix como anel associativo e algebra associativa, com a grasluaca
por Z, dada acima, encontramos uma situacdo totalmente difefdaste caso tanto a algebra
guanto o anel tem base finita. A saber

Teorema 1.12.Sejam C= {[y1,Y2]; Y1Z1Y2; Y12120; 2120Y1; 212273} € K um dominio de integri-
dade de caracteristica zero. Entdo o conjunto C gera as idadesZ,-graduadas de M tanto
visto como algebra associativa, quanto visto como anel@steo.

Também podemos gradudy pelo grupo de Klein. Com tal graduacdo as quatro es-
truturas as quais consideramos o conjuxo (anel associativo, algebra associativa, anel de
Lie e algebra de Lie) possuem base finita de identidades gdadu Sejdd = Z, x Zy =
{(0,0);(0,1);(1,0);(1,1)}. TemosMk = V(g,0) ®V(0,1) V(1,00 ®V(1,1), ONde

000 00K
Voo=| 0 K 0 | Vug=| 00 0|,

000 000

0 KO 000

Voy=|0 0 0 |Vay=| 0 0 K

o
o
o
o
o
o

Facamos
X =X yuxEOyxO yxth = yywuzuT,
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ondeX(©0) =y X130 —w xOD = 7z X1 = T Além disso,Y = {y; | i =1,2,...}, W =
{wi|i=12,...},Z={z|i=1,2,...} eT ={ti|i=1,2,...}. Desta forma as estruturas livres
Z(X), K(X), Lz(X) eLk(X) sdoH-graduadas.

Teorema 1.13. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zerod&otconjunto

1y, Y2l yw, wawg; zw; tw; wy, Wz, Wt; yz tz, 212; ty; tito}

gera as identidades H-graduadas de NManto visto como algebra associativa quanto visto
como anel associativo.

Teorema |.14. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zerod&otconjunto

{lynyals Wi, ol (21,225 [ta, to] } U (WYl [wo2Z); [wit]}
U{[th7y]; [Zl7t722]; [Zatlth]} U {[Z7y17y2] - [Zvy27y1]; [tvylvyZ] - [t7y27yl]}

gera as identidades H-graduadas dg Msto tanto como algebra de Lie quanto como anel de
Lie.

No ultimo capitulo deste trabalho exibimos uma classe iafide élgebraM,((”) as quais

possuem mesmas identidades ordinariadlde Contudo essas algebras possuem diferentes
graduacdes. Encontramos bases de identiddgesaduadas para estas algebras. Nossos re-
sultados principais do ultimo capitulo séo:

Teorema 1.15. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zeroa@&otconjunto
0) (0 INONGEE _
{[yg_ )7y(2 )]}U{y(zj)y(ll)yg) | I = 1727"'7n_ 1’ Juk: 0717' "7n_1}

gera as identidade¥,-graduadas de IW tanto visto como K-algebra associativa, quanto
visto como anel associativo.

Teorema 1.16. Seja K um dominio de integridade de caracteristica 0. Enia@antidades
Zn-graduadas da K-algebra de Lie,ﬂ tém base finita enquanto as identidadg@sgraduadas
de I\/|(<”) visto como anel de Lie ndo tém base finita.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo exporemos algumas nocdes e fatos conhesmiios anéis, algebras, iden-
tidades, identidades graduadas, produto tensorial (pgearas associativas, algebras de Lie,
anéis associativos e anéis de Lie).

1.1 Anéis e Algebras
Anéis

Definicdo 1.1.Um anel Ré definido como um conjunto ndo-vazio com duas operacdesdsna
+ e- tais que o pafR, +) é um grupo abeliano e valem as leis distributivas:

(X+Yy)-z=Xx-z+Y-z paratodox,y,zc R,

X-(y+2) = X-y+x-z paratodox,y,ze R.

Um anelR é dito umanel associativee, para todoa, b,c € R, temos:

(a-b)-c=a-(b-c).
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Um anel de Lieé definido como um anel com multiplicacéo anti-comutativatestazendo
a identidade de Jacobi. Mais precisamente temos a

Definicdo 1.2.0 anel (L, +,[,]) € umanel de Lie se

1. Paratodog,y,z€ L,
%Y, Z+[y,zX +[zxy] =0

Usamos a notagda, b,c| = [[a,b],c|.
2. Paratodx e L,

X, x] =0

Observemos que um anel de Lie é anti-comutativo. De fatopdans b,a+ b] = 0 temos
[a,b] = —[b,a].

Modulos

Definicdo 1.3.SejaR um anel associativo e comutativo. URamaodulo (ou um modulo sobre
R) é um grupo abelian, com multiplicacdo de escalares ResobreM, tais que valem as
seguintes propriedades:

1. (r+s)m=rm+sm

2. (rsym=r(sm),

3. r(m+n) =rm+rn,

4. Im=m, seR possui 1,

para todos,s€ Rem,n € M. A multiplicagcdo por escalares & uma aplicagcad®deM paraM
a qual denotamos pom.

Se o aneR for um corpo, entdo &madduloM é um espaco vetorial, onde os elementos de

R sado os escalares.

10
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Algebras

Definicdo 1.4.SejaK um anel associativo comutativo com unidade. WKralgebra (linear) A
€ umK-moédulo com uma multiplicacda A x A— A com as seguintes propriedades:
1. Aterna(A,+,-) € um anel.

2. Paratodog,y € Aea € K, temos
a(xy) = (ax)y = x(ay).

Assim, toda algebra linear pode ser vista como um anel, ssidemada apenas com as
operacdes binarias e -. Aléem disso, uma algebra € dita associativa, comutativa, de Lie ou
com unidade conforme o an@h\, +, -) for, respectivamente, associativo, comutativo, de Lie ou
com unidade.

Assim como para grupos e anéis um homomorfismo de algebraa &ungéo que preserva
as operac0Oes das respectivas algebras, mais precisaerante t

Definicdo 1.5.SejamA; e A, duas algebras sobke Uma aplicacad : A; — A, chama-se um
homomorfismo se:

1. f é um homomorfismo d&-maodulos.

2. f(x-y)=1(x)- f(y), para todox,y € A.

Os teoremas usuais que se referem a isomorfismos de espagogiseanéis e grupos
também sao validos para algebras.

A propriedade de possuir um objeto livre pode ser definida gaalquer estrutura algébrica.
Definiremos a seguir objetos livres para algebras assaxsati

Definicdo 1.6. SejamK um anel associativo comutativo com unidad¥ e- {x; | i € |1} um
conjunto ndo vazio. A-algebra associativa livre KX) sem unidade € definida comoko
modulo livre gerado livremente pelos elemenfas...x, | X € X; n=1,2,...}, com uma
multiplicagéo tal que

(Xig - Xim) (Xjg - Xjn) = Xig - - XimXjp - - - Xjn»  Xip> Xjy € X.

11
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Agora exibiremos, para algebras associativas, uma pogueimportante e bem conhecida,
inerente aos objetos livres, a chamadapriedade universal

Proposicéo 1.7.Seja A uma K-algebra associativa. Entdo qualquer aplicagdX — A pode
ser estendida a um anico homomorfismoKf(X) — A. Em outras palavras, existe um Unico
homomorfismo fK (X) — A tal que f(x) = ¢(x), para todo xe X.

DemonstracaoDefinamos uma fun¢db: K (X) — A como segue. Seja
X={X,..%, | x€X;n=1,2,...}.
Primeiramente,
seme X, entdof (m) = f(x,...x,) = ¢ (X,)...p(x,)-
Sejap=am +...+arm € K(X), ondem; € X. Assim podemos definir

f(p)=aif(m)+...+arf(m).

Pela definicdo dé temos quef (x) = ¢(x), para todos € X. Por outro lado é direto verificar
que f € um homomorfismo. Além disso, como o conjunt@eraK(X) como algebra, este
isomorfismo é unico. d

Com as definicdes dadas acima, todo anel pode ser visto comalgetaa sobre o anel
dos inteirosZ. Além disso, d-algebra associativa livié (X) geralmente é chamada deel
associativo livreou sejaZ (X) € o objeto livre na classe dos anéis.

Daremos agora uma forma de obtencao de algebras de Lie. Bstdarconsiste em definir
uma nova multiplicagdo para uma algebra associativa. (Bejga,-) uma &lgebra associativa.
Podemos definir a seguinte operacaorem

,]: RxR —R
(a,b) +~— [a,b] =ab—ba

E direto verificar queR com esta nova multiplicagdo é uma algebra de Lie. Esta nova
algebra, isto (R +,[,]), € chamada de &lgebra de Lie associada (ou adjuriRa® denotada
por R(-). Além disso, para qualquer algebra de Lieexiste uma algebra associatiia tal
quel é isomorfa & uma subalgebra BE"). Este fato é demonstrado no famoso teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt, que enunciaremos a seguir.

12
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Definicdo 1.8.SejaR uma algebra associativaLeuma algebra de Lie. Seé isomorfa a uma
subalgebra d& ) dizemos queR é um envolvente de. Dizemos que a &lgebra associativa
U =U(L) é o envolvente universal da &lgebra de LieselL é uma subalgebra d¢(-~) e

tem a seguinte propriedade universal: para toda algebogiatgaR e todo homomorfismo

de algebras de Li@: L — R(~) existe um Gnico homomorfismo de algebras associativas
Y :U — Rque estende, isto é, é igual ap emL.

Teorema 1.9(Poincaré-Birkhoff-Witt) Toda algebra de Lie L possui um dnico (a menos de
isomorfismos) envolvente universallly. Se L tem baség |i € | }, onde o conjunto de indices
| € ordenado, entdo (L) tem base

{al...aq]ilg...giq; q=0,1,...}.

Para uma demonstragao veja, por exemplo, [16, Teoremd.1.3.2

Definicdo 1.10.Sejalk (X) umaK-algebra de Lie, ond¥ C Lk (X). A algebra de Lid_k (X)
chama-séilgebra de Lie livre com conjunto degeradores livres X se para cada algebra
de Lie L, qualquer aplicacdg : X — L pode ser estendida a um Unico homomorfishno
Lk (X) — L. Em outras palavras, existe um unico homomorfistoLg (X) — L tal que
f(X) = ¢(x), paratodox € X. A cardinalidade do conjuntX é chamada dpostoda alge-
bra de Lie livreLg (X).

Teorema 1.11(Witt). A subdlgebra L< K <X>(_) gerada por X é isomorfa a algebra de Lie
livre Lk (X). Além disso, ULk (X)) = K (X).

DemonstracadnSejal uma algebra de Lie & uma envolvente associativa. Uma aplicacédo
6 : X — G C Rinduz um homomorfism@ : K (X) — R; sua restricao para & um homo-
morfismo deL paraR(~), o qual envia geradores deparaG. Desta forma a imagem de
esta emG, o que implica qud. é a algebra de Lie livre com conjunto de geradores lixfes
(L =Lk(X)).

Por outro lado, consideremos uma algebra associ&ieap : L — R(-). A aplicacdo
¢ : X — R, definida po (x) = ¢(x),x € X, induz um nico homomorfismg : K (X) — R.
Desde quep(x) = (X), para todox € X, obtemos que a restricdo deparal é igual ag.
PortantaJ (Lk (X)) = K (X). O

13
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1.2 ldentidades

Definicdo 1.12.SejamX = {x | i = 1,2,...} e K(X) a algebra associativa livre solfe sem
unidade, gerada livremente pgr Dizemos que um elemento= u(xy,...,X,) € K(X) € uma
identidade(ou identidade polinomiglem uma é&lgebra associatiRaseu(r,...,rn) =0, para
todosry,....rmeR.

Analogamente definimos identidades em algebras de Lie, etententos d&-algebra de
Lie livre Lk (X).

Definigdo 1.13.Um ideall < K (X) é dito umT-ideal se¢ (1) C | para todo endomorfismp
deK (X).

Para algebras de Lie um ideal com tal propriedade muitas\ezkamado de ideal verbal,
esta denominac¢ao vem da teoria de grupos.

Observacadl.14 SejaR umakK-algebra associativa. O conjunip(R), de todas identidades
deR, é umT-ideal deK (X) . Além disso, cadd -ideal T deK (X) é desta forma, isto é, existe
uma algebra associati®tal queT = Tk (R). Basta fazeR=K (X) /T.

Definicdo 1.15.Uma base de identidadgsara uma algebra associati®aé um subconjunto
B C Tk (A) que gerdlk (A) comoT-ideal. Se existe tab finito, dizemos queéA tem base finita
de identidades.

O proéximo teorema é resultado bastante conhecido e utlinadteoria de algebras com
identidades.

Teorema 1.16.Seja A uma algebra associativa. Entdo A possui uma base @ieitdentidades
B se, e somente se, toda base de identidaaksA possui um subconjunto finito equivalente a

Y.
DemonstracaoPrimeiramente, é claro que se toda bpske A é equivalente a um subconjunto
finito dey, entdoA possui uma base finita.

Reciprocamente, sefai= {f1, f,..., fx} uma base finita d&. Sejay={h; | j=1,2,...}
uma base qualquer d& Notemos que cad§, pertence a unT -ideal gerado por uma quan-
tidade finita de elementd$17hi2,...,hi|i, para alguml; > 1. Assim, temos que cadf, i =

14
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1,2,...,k & consequéncia de uma quantidade finita de identidagés,, ..., hili7 para algum

li > 1. Desta forma, a base de identidagieé consequéncia de uma quantidade finita de iden-
tidadeshj, j =1,2,...,s. Logo, a base de identidadgs= {h,h,...} € consequéncia de seu
subconjunto finito{h; | j = 1,2,...,s}. Portantoy € equivalente a subconjunto finito. [

Definicdo 1.17.A classeV , de todas as algebras satisfazendo um dado conjunto dilatbeg
V, sera chamada unvariedade de algebra®© conjuntoV é dito umabase de identidadgsara
a variedadéd/.

Teorema 1.18(Birkhoff). Uma classeC de algebras é fechada para subalgebras, quocientes e
produtos cartesianos se, e somentes€é,uma variedade de algebras.

DemonstracapFaremos uma demonstracao para anéis, nos demais castcacié analoga.

E claro que uma variedade é fechada para subanéis, qusoégpitedutos cartesianos. Inversa-
mente, suponhamos que uma classe de @éisechada para subanéis, quocientes e produtos
cartesianos. Sejam o conjunto das identidades satisfeitas por todos os anéis Definamos

V como a variedade com bage E claro queC c V. Queremos provar qué ¢ C. ComoC

é fechada para quocientes, é suficiente provar que cadawaeealéV pertence &. Sabemos
gue um anel livre nesta variedade é da forma

R=Z(X) /T(V).

Para cadav ¢ V existe um aneR,, € C tal quew n&o € uma identidade eR),. Desta forma,
existe um homomorfismo

dw: R— Ry, comey(w+T(V)) #O0.

O produto cartesian@ = [Mwer Rw pertence &, pois esta classe é fechada para produtos carte-
sianos. Sej@ : R— R 0 homomorfismo cuja imagem de um elemextaw-ésima posicdo

é ¢pw(X). Pela forma que definimag temos que kep = T(V), ou sejagp € um monomorfismo.
PortantoR > ¢ (R) < R. ComoC é fechada para subanéis o teorema esta demonstradd_]

Elementos Multi-homogéneos e Multilineares

Podemos gradud¢ (X) da seguinte forma:
KX) =KD aK@aK® g ...,
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ondeK(® é o submédulo gerado por todos os monémios de gréds subespacd$()’s séo
chamados de componentes homogéne#&s(de . Além disso, podemos redecompor cada com-
ponenteK () da seguinte forma:

K(I) — K(I]_ ..... In)
i1+-..z+in_i
ondekK (i1-++in) @ o subespaco gerado por mondémios de gramxa, . ..,in emx,. Um elemento
f e K(i-in) ¢ dito multi-homogéneo de multigrdiy, .. .,in). O elementdf é dito multilinear

se é multi-homogéneo de multigréals ..., 1).

O proximo teorema € encontrado em varios livros de algelwasidentidades, veja por
exemplo [16, Proposi¢ao 4.2.3].

Teorema 1.19.Seja
n
f(Xl,...,Xnﬂz %fi = f0+...+fn€K<X>,
i=

onde f é a componente homogénea de grau i em x
1) Se K é um corpo infinito, entdo as componenigeitencem ao T-ideal gerado por f.
2) Se K é um corpo de caracteristica zero, entao f é equivalentm conjunto finito de
identidades multilineares.
Demonstracao

1) SejaT = Tk(f) o T-ideal gerado poff. Para cadar € K a identidadef (axy,...,Xm)
é consequéncia de& Temosfy(Xg,...,xm) = f(axy,...,Xm) = fo+afi+...+a"f,. Como
K é infinito podemos escolhert+ 1 elementos distintogg, ai, ..., an € K. Logo os elementos
fo, (X, ..., Xm) = fo+ o f1+ ...+ a' f, pertencem &. Podemos escrever

fag 1 ao ag ... af fo

fa, 1 0p a? ... af f
2 n

fa, 1 an a7 ... o] fn
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Por outro lado,

1 ao ag ... af
1 a a? alf

C 170,
1 ay a2 ... aj

pois esse € um determinante de Vandermonde. De fato, elaléigu

(aj—ax)
0<k<j<n

e é diferente de zero pois 0s elemerdpsao todos distintos. Assim a matriz de Vandermonde
acima é invertivel e

fo 1 ao a¢ ... af fao

f 1 op af al fa,
2 n

fn 1 oy a5 ... ap fa,

Comofgy,..., fa, € T, segue qudy, ..., fh e T.

2) Usaremos o processo de lineariza¢do. Pelo item 1 podessama quef (xq,...,Xm)
€ homogéneo em cada uma de suas variaveis. dSejgrau def emx;. Temos quef (y1 +
Y2,X2,...,Xm) € Tk (f). Podemos escrever

d
f(y1+Y2,%,...,Xm) = Z)fi()’LyZ,XZy---aXm)
i=

ondef; é a componente homogénea de dgramy;. Portantof; € T« (f) e, para =1,2,...,d —
1, o grau def; emy; € menor quel. Além disso,

d
fi(yl,yl,Xz,---,xm>=< i )f(YLXZ:---aXm)-

Como < ] ) é invertivel, ja queharK =0, segue que cadaé equivalente &, isto €Tk (fi) =
[
T ().

Aplicando esse processo indutivamente obtemos um conflenidentidades multilineares
equivalentes d. O
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Todas estas definicdes e resultados, que foram enunciadoalgabras associativas, pos-
suem anélogos para algebras de Lie.

Identidades Fracas

SejamR umakK-algebra associativa®um subespaco vetorial d tal queSgera a algebra
R. O polindmiof(xy,...,X,) € uma identidade fraca para o g&S) sef(sy,...,sy) =0 para
todossy, ..., sy € S As identidades fracas para o g&; S) formam o ideal enK (X). Observe
gue, diferentemente dok-ideais, os ideais de identidades fracas ndao sao, ne@essate,
fechados com relacdo a endomorfismo&dX).

Um caso particular, de maior interesse, € quando o espagaaled € uma subalgebra
de Lie da algebra de Lie adjunta & Neste caso, o idedk (R,S) é fechado com respeito
a substituicdes de Lie. Em outras palavrasféa,..., X)) € Tk(R'S), entdof(yi,...,y¥n) €
Tk (R S), para todoys, ..., yn € Lk (X).

Exemplol.20 E direto verificar que o paiMy(K),sk(K)) satisfaz a identidade frade, x,),
ondeM3(K) é a algebra associativa de matrizes2esl(K) é a algebra de Lie de matrizes de
traco zero.

1.3 Algebras Graduadas

SejamH um grupo abeliano aditivo finito & uma algebra. A algebra é H-graduada, se
existem subespacos vetoridi€’) < A, a € H, tais que

1. A é a soma direta dos subespadd¥, isto €, A= .4 A% e

2. Al@A(@) - A1+02) narg todosry, ap € H.

SejaX = Jgey X(@ =X (@) yx(@) . uX(@s), onde cadX (@) é um conjunto enumeravel
eX (@) NX(@) =p. Um elementa € X é dito de grawr, escrevemod(x) = a, sexc X(?), Seja
m= X;, ... % um mondémio enK(X). Definimos o grau denpord(m) = 9(X,) + ...+ I (X)-
Paraa € H denotemos poK (X)(@) o subespaco di(X) gerado por todos 0s mondémios de
graua. E direto verificar que

K(X) = 2K<X>(a)
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define umaH graduacéo pari (X). Um ideall deK(X) é dito umTy ideal se ele é invariante
sobre endomorfism@ : K (X) —s K(X), tais quep(K (X)(@)) ¢ K(X)(@), para todoar € H.

SejaA = S gen A% um dlgebraH-graduada. Dizemos qui(xy, ..., X)) € K(X) é uma
identidade graduada dese f(ay,...,a,) = 0 para todos,...,a, € A tais queas € A9(Xs),
s=1,...,n. O conjuntoTy(A) de todas as identidadés-graduadas dé é um Ty-ideal de
K(X). SejaB C K(X). Denotamos pofy () o Ty-ideal gerado poB. Um conjuntoB C K(X)

é dito uma base das identidadésgraduadas d@é, seTy () = T(A). QuandoH é o grupo
trivial de um Unico elemento as identidadégraduadas da séo as identidades dgtal como
na Definicdo 1.12). Algumas vezes chamaremos essas iddedidie identidades ordinarias
afim de diferencia-las das identidades graduadas.

Analogamente definimos identidades graduadig-iEleais em algebras de Lie, no entanto,
em algebras de Lie, 0B4-ideais também sdo chamados de ideais verbais graduadagal i
verbal graduado das identidades de uma algebra de também é denotado puf (L).

1.4 Algebras Relativamente Livres

Definicdo 1.21.SejaT umT-ideal. Entéo a algebra= K (X) /T € dita umaélgebra relativa-
mente livre

Algumas vezes define-se algebras relativamente livregéstide um conjunto de geradores
livres. Esta definicdo € equivalente a definicdo que demds s é explicitado na proposicéo
que segue.

Proposicao 1.22.Uma éalgebra A é relativamente livre se, e somente se, posswonjunto
de geradores, chamados geradores livres, tal que todaagfic deste conjunto na algebra A
pode ser estendida a um endomorfismo.

Para uma demonstragao veja [16, Proposigéo 2.2.5].

SejamK um anel associativo comutativo com unidade e

KIY) =KW [i,j=12...mr=12..]
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aK-algebra de polindbmios (associativa e comutativa) de pastioneravel. As matrizes

SN0
Yr = Zy” Eij7r21727"'7
i,J)=1

ondeE;jj séo as matrizes elementares, sdo chamadas de matrizeisagmem. A K-algebra
associativaR, gerada por todas essas matrizeske @gebra associativa de matrizes genéricas
nxn.

Proposicdo 1.23.A algebra associativa de matrizes genéricagRelativamente livre.
N&o é dificil mostrar que as matrizes genérigaformam um conjunto de geradores livres
paraR,. Assim, utilizando a Proposicao 1.22 demonstra-se eSfpITAO.

Proposicéao 1.24.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo a K-algebsaaiativa
relativamente livre da variedade gerada por,(W) é isomorfa a K-algebra associativa de
matrizes genéricasR

Esta proposicdo demonstra-se de forma analoga a Propds&ia qual demonstraremos
abaixo.

Podemos também considerar a algebra deﬁni@erada pelas matrizes genéricas n.
Resultados analogos das proposi¢des anteriores sdo vyadzdsd%

SejaH um grupo e

Ma(K) = 5 M,
heH

umaH-graduacéo parsl,(K). Consideremos as matrizes

yﬁh) = Z yi(jr)Eij,l’ =12,....
EijeM,ﬁh)

A algebra associativR, 4 gerada pelas matrizgléh> possui umdl-graduacao natural.

Proposicédo 1.25.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo a algebreoasdiva
Mn(K) tem mesmas identidades H-graduadas que a algebra ass@chi .

Esta proposicao também demonstra-se de forma analoga @sié@p 1.26.

Resultado anélogo vale para a algebra deRyig.
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Podemos também considerar matrizes genéricas corresperaiy. Por exemplo, sej&
aK-algebra associativa de matrizes genéricas gerada limterpelos elementos

0 &Y &Y
o=|0 & & |
0O O 0

ondeK|[=] = K[Ei(jr) |li=12;]=2,3;r=12,...] é a algebra de polinbmios (associativa e
comutativa) sem unidade, nas variévéﬁ@, de posto enumeravel.

Proposicéo 1.26.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo a K-algebsaaiativa
relativamente livre da variedade gerada pokM isomorfa a K-algebra associativa de matrizes
genéricas G

Para demonstrar esta proposi¢cao usaremos o seguinte |eyna, ®@bem conhecido.

Lema 1.27.Sejam K um dominio de integridade infinitodf, . . . ,X,) € K[X], X = {x1,X2, ...},
um polinémio ndo nulo. Entdo existem ay, ...,an € K, tais que {ay,...,ay) #0.

A demonstracdo seguinte é analoga a demonstracad/pafa quandoK € um corpo, esta
pode ser encontrada, por exemplo, em [17, Proposicéo 1.3.2]

Demonstragao da Proposicao 1:2€onsideremos os homomorfismos candnicos

m: K(X) —K(X)/Tk(Mk)e m: K(X) — G
Xi — % + Tk (Mk) X — g

E suficiente demonstrarmos gk = kerre; isto é,f € K (X) é uma identidade ey se, e
somente sef é identidade en®. Sef € kerrp, entdof (gs,...,0:) = 0. Dadosmy, ..., m € M,
existe um homomorfismo natural que aplgaparam. Logof (my,...,m) = 0, ou seja, f
também é uma identidade p&via . Por outro lado, sejd uma identidade pafdy . Suponhamos
por absurdo que

0 fio fi3

f(g1,...,a) =] 0 fop faz | #0.
0 0 O

Sem perda de generalidade podemos supor que a erftlrz';lelcaflz(fr(si)) € um polinémio néo
nulo emKJ[=]. Pelo Lema 1.27, existeraﬁ's) eK,i=12....t, tais queflz(aﬁ's)) # 0. Isto
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significa que, para as matrizes

m:ZaSiS)Er& i:17~"7t7

rs
a expressad (my,...,m) é diferente de zero, o que € uma contradicao. O

Além da proposicdo anterior, resultados analogos pard@geassociativa graduadas, al-
gebras de Lie e algebra de Lie graduadas, sdo validos parhrasggde matrizes genéricas
correspondentes k. Todos estes resultados tém demonstracdo analoga a desgansta
Proposicéo 1.26.

1.5 Produto Tensorial

Primeiramente definiremos produto tensorial para médulos.

SejamR um anel associativo, comutativo com unidades W Rmaddulos gerados respec-
tivamente por{g |i € 1} e {fj | j € J}. SejaR(V x W) o R-modulo gerado livremente pelo
produto cartesiano dé porW,

n

R(V X W) = { z GSU(V&WS)

s=1

n=212...;0; € R(vs,Ws) €V xW}.

Seja aindés o sub-modulo d&(V x W) gerado pelos elementos:

Yvitvow) = UYvw) = Yoew
Utvws+ws) Uvwy) = U
au(v,w) - u(av,w)
au(v,w) — Unaw)

comvy,Vo,VeV; wi,Wo,w e W e a € R Assim, definimos groduto tensoriakdeV porW,
denotado poV¥ ®rW (ou simplesment¥ ® W ), como sendo o quociente

VorW =RV xW)/S
Usaremos a seguinte notacao

Uw) +S=VRW.
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A proposigéo seguinte é de facil verificagao.

Proposicao 1.28V @rW ¢é gerado pelo conjuntpg @ fj |i € l,j € J}.

SeA e B sdoR-4lgebras definimos o produto tensorialRiélgebras como o produto tenso-
rial AQrB (vistas comdr-mddulos) com produto induzido por

(ag ®@bg)(ap®by) = (agap @ byby).

O produto tensorial muitas vezes € definido através de unmaiedade universal. Enuncia-
remos a seguir essa propriedade como consequéncia de rtisggid.

Proposicédo 1.29.Sejam A e B duas R-algebrasze: A x B— A®RB a projecdo candnica.
Entdo para quaisquer R-algebra L e aplicacdo bilinéarA x B— L, tal que

9((8.1, bl) (az, bz)) = 9(&1, bl)e(az, bz),

existe um Gnico homomorfista A@rB — L tal quefo® = 6.

DemonstracanSeja0 : R(A x B) — L o homomorfismo d& modulos tal que

B(Uap)) = 6(a,b).

SejaSo sub-modulo d&(A x B) gerado pelos elementos

u(a1+a27b) B u(alvb) o u(a27b)
Uabi+b,) — UYaby) — UYaby)
UUaa ) — Uaapb)
aUap) — Uauab)

ondeap,az,ac A, by,bp,beBea € R Temos qu&sC kerf. Com efeito,
O(Uiay +apb) — Uiarh) — Yiaph) = O(Uiaysaph)) — O(Ua,p) — 0(Uiayi)

= 9(a1+a2,b) — G(al,b) — Q(az,b).
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Como#8 é bilinear segue que

é(u<a1+az,b> — U(ay b) — U(ap b)) = 0.

Analogamente

0(Uiaby by — Uaby) — Yiaby) = O(aUap) — Ugap)) = 8(aUap) — Uaab)) = 0.

Logo Sc ker. ComoA®gB = R(A x B)/S, podemos definir

6: A®rRB—L

6(a®b) = B(uap) = 0(a,b)

E direto verificar quee_o ® = 6. Além disso,6 é um homomorfismo dB-médulos poid
o é. Por fim,

9((8.1 & bl)(az (029 bz)) = 9(8.18.2 (029 b]_bz) = 9(&18.2, blbz)

= 9((a1,b1)(a2,b2)) = G(al,bl)e(az,bz)

= O(aa®@by)B(az®@by).
Portantod é um homomorfismo dB-algebras com as propriedades desejadas. A unicidade é
consequéncia direta da proprieddex = 6. O

Proposicdo 1.30.Sejam K um corpo de caracteristica zero £(X) o anel de Lie livre de
posto enumeravel. Seja aindac_z(X) um conjunto de elementos (identidades) multilineares.
Entéo

Lk (X)/Vk (C) = K@z Lz(X)/Vz(C).

DemonstracdoDemonstraremos qu& = K ®z Lz (X)/Vz(C) é aK-algebra livre, da variedade
C definida poIC, gerada livremente pot = {1 | i =1,2,...}, ondex; = x; +Vz(C).

Primeiramente provaremos qugé pertence &. Sejamw = W(X1,X2,...,X;) € Ce 1B
uma base do espaco vetoridl, tal queB geraly(X)/Vz(C) como grupo aditivo. Comuav é
multilinear, para provar qug” satisfaz a identidade, € suficiente mostrar que

w(l®bg,1®by,...,1®by) =0,

24



Capitulo 1. Preliminares

by € B. Contudo,
w(l®by,1®by, ..., 1®b,) =1®@w(by,by,...,by) =120=0,

poisLyz(X)/Vz(C) satisfaz a identidade. Logo .7 pertence &.
Resta-nos provar qué e livre na variedad€. SejamL umaK-algebra enC e

B: X — L
1% — |

Y

uma aplicagéo.

Comoly(X)/Vz(C) é o anel livre da variedade gerada @prexiste um Gnico homomor-
fismo de anéig : Lz(X)/Vz(C) — L tal queg(x;) = I;.

Consideremos a aplicacéo

0: K x (Lz(X)/Vz(C)) — L
(a,f+Vz(C)) — ap(f +Vz(C))

E direto verificar qued é uma aplicacéo bilinear que preserva produtos. Assim,rela
priedade universal do produto tensorial, existe um Unicodroorfismo de anéig tal que

0: K®yz Lz(X)/Vz(C) — L
a®(f+Vz(C))— ae(f+Vz(C))

Temos quee_é 0 Unico homomorfismo d& que estend@. Portanto7 é aK-algebra livre de
C gerada livremente pof e

K @2 Lz(X) V2 (C) 2 Lk (X) Nk (C).

g

A proposicéao anterior também é valida quando o corpo Kasen caracteristica positiya
No entanto, neste caso devemos considerar a imagem do tmdpiidentidade€ modulop,
isto é, devemos considerar o homomorfismo de apiéisy (X) — Lx (X) tal qued (Xi) = ;.
Assim, devemos considerar o ideal gerado pelo conjgri@) = ¢ (C+ pLz (X)) emLg (X).
Mais precisamente temos o
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Corolario 1.31. Sejam K um corpo de caracteristica#0 e Lz(X) o anel de Lie livre de
posto enumeravel. Seja ainda’(_z(X) um conjunto de elementos (identidades) multilineares.
Entao

Lk (X)/Vk (¢(C)) = K@z Lz(X)/Vz(C).

Este corolario se demonstra de forma analoga a Proposigfo dnunciamos separada-
mente apenas para simplificar as notacdes.

1.6 Produto Semidireto de Algebras de Lie

Definicdo 1.32.Sejal. uma algebra de Lie sobre um anel associativo, comutativoneucidade
K. Uma derivacao de é uma aplicaca&-linear

0: L— L
X— [8,X]

tal que
[0, [x.¥]] = [[0.X],Y] + [x,[9,Y]]

para todox,y € L.

Denotamos paberk (L) o conjunto de todas as derivacded d©bservamos que o conjunto
End (L) de todas aplicacfes-lineares del em L, isto €, todos endomorfismo devista
como K-médulo, forma uma algebra associativa com soma e mubligdic usuais e produto
composicdo de aplicagfes. Além disso, nao é dificil verifjc@Derk (L) ndo € uma subalgebra
associativa d&nd (L), haja vista que néo é fechado para composi¢éo de aplicagéetido,
Derk (L) € uma subalgebra de Lie da algebra de Lie adjuitadk (L ). Este fato esta enunciado
na proposicao que segue.

Proposicdo 1.33.Derk (L) forma uma algebra de Lie com a usual K-linear estrutura decend
morfismo de espacos vetorias, com produto definido por

(01,0 =010& — o,
ondeo denota a composicao de aplicacdes.

Esta proposicao € de verificagéo direta.
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Definicdo 1.34.SejamL e G duas algebras de Liege: G — Derk (L) um homomorfismo. A
algebra de Ligz x L é chamada o produto semidireto lde G com respeito @ e é definida
como o espaco vetori@ ® L (soma direta de espagos vetoriais) com produto de Lie tal que

[(91,11), (92, 12)] = (91, 92], [11, 12] + [¢ 91, 12] — [# T2, 11]).

Observe que existem um iddal e uma subalgebr@; deG x L taisqueL; =L, G1 = Ge
L1 NGy = {0}. Além diss0,G1,L1] =G x L, isto é,L; e Gy juntos geranG x L como &lgebra.
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Capitulo

2

Identidades deMk visto como Algebra
Associativa

Neste capituld denota um anel associativo comutativo com unidade. O ctmjun

K 0 a;p a3
K | = 0 ay axs ajeK,,
0 O 0 O

Mk =

o O O
o X X

forma umakK-algebra associativa com operacgdes usuais de matrizeset derificar queMy
satisfaz a identidade= X1 [Xo, X3|X4.

Teorema |.4. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entdo as identidatie&-algebra
associativa M tém base formada porn ko, X3]x4.

Teorema |.5. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entao as identiddedgk , visto como
anel associativo, tém base formada pep, X3|x4.

Estes dois teoremas sé&o consequéncias dos resultadoggamses quais demonstramos,
de fato, neste capitulo.

Teorema |.6. Seja K um dominio de integridade infinito. Entéo as identatada K-algebra
associativa M tém base formada porn K2, X3]x4.

28



Capitulo 2. Identidades déx visto como Algebra Associativa

Teorema |.7. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zeroa&as identidades
de M, visto como anel associativo, tém base formada po&oxxs|x,.

SejaK (X) aK-algebra associativa livre (sem unidade) de posto enurmalecémn geradores
livresxp, Xz, . ... Consideremos aindi (u) o T-ideal deK (X) gerado pou e Tg (Mg ) o T-ideal
deK (X) das identidades dd .

SejaG a algebra associativa de matrizes genéricas corresp@adpt ou seja, &-algebra
gerada livremente pelos elementos

0 &y &y
0O O 0

ondeK[=] = K[Ei(jr) |li=12; j=23;r=1,2,...] éaalgebra de polinbmios (associativa e
comutativa) sem unidade, nas varié\@i@, de posto enumeravel.

Pela Proposicéo 1.26, 8eé um dominio de integridade infinito, a algebra associdfixa
tem as mesmas identidades da algebra associativa de magezéricass. Assim o Teorema
1.6 € consequéncia do teorema que segue.

Teorema 2.1.Para qualquer anel associativo comutativo unitario K, asritddades de G tém
base formada porx, X3]Xa.

O teorema anterior por sua vez € equivalente ao seguineeor
Teorema 2.2.Seja K um anel associativo comutativo unitario. Entdo o &aldk (G) é gerado
por U= X1[X2,X3]X4 (como tal).

Provaremos qu& (u) = Tk (G).

ComoTk (u) < Tk(G), podemos considerar o homomorfismo canénico

p:  KX)/Tk(u — G
Xi+Tk(Uu) +—— g

E suficiente provarmos qu¢ é um isomorfismo. Com efeito, e € um isomorfismo,
entdoz € Tk(G) — Tk (u) implica quez+ Tk (u) € kerg. Assim, z= 0 (uma contradi¢éo) e
TK (G) = TK(U).
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Para provar o Teorema 2.2 encontraremos um conjunto quekgeta/ Tk (u) como K-
mddulo. Em seguida demonstraremos que a imagem deste topumg é linearmente inde-
pendente en.

Lema 2.3. Seja K um anel associativo comutativo unitario. Entéo o antg
{Xig - X, +Tk(u) [k=1,2,...;i2<iz< ... i1}
gera K(X) /Tk (u) como K-madulo.

DemonstracdnSabemos que o conjun®= {x;,...x, | k=1,2,...} gera livremente (X)
comoK-modulo. Agora basta observar que a imagenBa® quocient (X) /Tk (u) é exata-
mente{xil...xikJrTK(u) ’izﬁigé...fik,l}. Ol

Lema 2.4.
1)z (2 1)z(2 -1
0 &% -8 &2k G e
Oa...x)=01...00=| 0 &F...& & gVl
0 0 0
Este lema é de demonstracéo direta.

Demonstracao do Teorema 2.2

Se olharmos para a primeira linha e terceira coluna destasze®s isto €, o elemento
gDelD g5Vl & facil ver que o conjunto

O({Xi,... %, |12<iz<...<ik-1}) ={0i; ... G, |12<iz3< ... <ik1}
é linearmente independente, o que demonstra o Teorema 2.2. O

Demonstracéo do Teorema i.Provaremos qué; (M) = Tz(u). ComoMk satisfaz a identi-
dadeu, temos quél;(Mk) D Tz(u). Por outro lado, o anel associatiy, tem base de identi-
dades formada par= x1 X2, X3|X4. AssimTz(Mz) = Tz(u). ComoMz, é subanel d&lk, segue
queTz(Mk) C Tz(Mz), o que implica qudz(Mk) C Tz(u). PortantoTz(Mk) = Tz(u), o que
demonstra o corolario. O

Coroléario 2.5. Seja K um anel associativo comutativo unitario. Entdo
Tk (u) = ideal({xi[xj,x]x | i, j,k,| € N}).
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DemonstracéoSejal = ideak{x[xj,x|x |i, ],k | € N}). Consideremos o quocienke(X) /1.
Comol < Tk(u), podemos considerar o homomorfismo candnico

m:  K(X)/l — K(X) /Tk(u)
Xi + 1 — X + Tk (u)

Tal como no Lema 2.& (X) /I é gerado livremente, conto¢-maédulo, pelo conjunto

Desta formart € um isomorfismo. Contudo, 3g(u) # |, entdo existe € Tg (u) — |. Obtemos
assim a contradi¢cao+ | € kerrt. Portanto] = Tk (u) e o Corolério 2.5 esta demonstradol]

Como consequéncia direta deste corolario, temos o segasuéado.

Corolario 2.6. Sejam K um anel associativo comutativo unitarioxgMIx, M(_)) o ideal das
identidades fracas do paiMk, M}({)). Entdo o elemento & x1[X2,X3]Xs gera k (M, Mf{))
como tal. Além disso Mk, MP((_)) =Tk (u).

DemonstracdnSegue imediatamente do corolario anterior, haja vistaTgu®lk, M,(()) con-
tém o conjunto{x;[Xj,x]x | i, j,k,1 € N}. O
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3

Identidades deMk visto como Algebra de
Lie

Neste capitulo considerambl visto como uma-algebra de Lie, ond€ denota um corpo
de caracteristica O,

0 K K 0 a;p a3
Mck=1] 0 K K | = 0 axyy ao3 aj €K
0 0O O 0 O

E direto verificar que esta algebra satisfaz a identidagéxy, X2, [X3, X4], Xs]. Assim a algebra
de LieMk é centro-por-metabeliana.

Teorema |.1. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entdo as identidaedgk vista como
algebra de Lie tém base formada pela identidade %1, X2, [X3, X4], Xs] -

Tal como na Proposicdo 1.26 a algebra relativamente livreadadade gerada pdigx é
isomorfa a algebra de matrizes genériGagerada livremente pelos elementos

0 &3 &
o= 0 & & |
0O O 0
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sendoK[&] = K[Ei(jr) |li=1,2;j=2,3;r=1,2,...] a dlgebra de polindbmios (associativa e co-

mutativa), nas variéveia(jr), de posto enumeravel.
SejamLk (X) a algebra de Lie livre sobi€, com geradores livreg, xo, ..., Vk (V) o ideal

verbal delLk (X) gerado pow = [x1, X2, [X3,X4],X5] € Vk (Mk ) 0 ideal verbal das identidades de
Mk .

ComoVk (Mk) D Vk (v) podemos considerar o homomorfismo canénico induzido péfa ap
cagao
W LX)/ Mk(v) — Lk(X)/Mc(Mk) =G
Xi -+ Vk (V) — X +Vk(Mk) < 0.

Provaremos qug é um isomorfismo entre a algebra de Lie centro-por-metatzeliare
Z =Lk (X)/Wk(v) e a élgebra de Lie de matrizes genériGafonsequentemente, coreo=
Lk (X)/Vk (Mk) e os ideaid/k (M) e Vk (V) sdo verbais, obteremos que(Mk) = Vk(v). Em
outras palavras temos o0 seguinte teorema.

Teorema 3.1.Seja K um corpo de caracteristica zero. Entéo o ideal verpdM(k ) é gerado
por v, como tal.

Provaremos qukery = {0}. Para tanto, utilizaremos a seguinte observacao.

Observaca®.2 Sekery # {0}, entéo existef € Lg (X) multilinear, f ¢ Vk(v), tal quef +
Vk (V) € kery.

Demonstra¢cdoSuponhamogery # {0} e consideremos$ + Vi (v) € kenyp, f_gé Vk (v). Desta
forma f é uma identidade er® e, por conseguinte, ey . Além disso, sobre um corpo de
caracteristica zero toda identidade € equivalente a unustingle identidades multilineares.

LogoVk (f) C Vk(Mk) contém elementos multilineares. O

Lema 3.3. Se f é multilinear e # Vi (v) € kery, entdo fe Lk (X)”.

DemonstracéaoSejaf (x;,,...,Xi,) como nas hipoteses do lema. Existgec tais quef = g+c,
c € Lk (X)"” eg é uma combinagao linear de comutadores da forma

n

g= Zzak[xiwxilaxiz? cee 7)2ik7 cee 7Xin];
k=
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i1 <...<lIp. Sejam

a=FEpp= eb=Ex=

o O O
o O -
o O O
o O O
o +— O
o O O

Temosia, b] = E12E22 — ExoE12 = Ejp = a. Para cada = 2,3,...,n podemos substitui;, por
aex, porb paras# r. Segue que

f(b,...,b,ab,...,b)=ara+c(b,...,b,ab,...,b)=0.

Dado que a algebra gerada @oe b € metabelianag(b,...,b,ab,...,b) = 0. Logo a; =0,
para toda o que implica qugg=0ef =ce Lg(X)". O

SejamLz(X) o anel de Lie livre livremente gerado ppty,Xo,...} eVz(v) < Lz(X) o ideal
verbal gerado pov = [x1, X2, [X3, X4],Xs]. Seja ainda? = Lz(X)/Vz(v) o anel de Lie centro-
por-metabeliano livre.

Utilizaremos a seguir um conjunto gerador ldg(X) /Vk (v) como espago vetorial. Este
conjunto foi obtido como consequéncia direta do teoremaid¥.XKuz’min [34]. No entanto,
para obtermos uma demonstracao independente para o Tddtgeredemonstraremos, no final
deste capitulo, que tal conjunto gera o espaco vetbgéK)/Vk(v). A versdo original do
teorema de Kuz’'min € a que segue. Observamos que nesta veigaal o elemento

X, Xj, X, X]c], ondec = Ym, ...Ym 4,

representa 0 comutador
[Xi,Xj, [Xk7X| axmlv s 7er_4]]'

Teorema 3.4(Kuz’min). Sejam#?, o anel de Lie centro-por-metabeliano livre com geradores
livres X, ..., %n; Vi =% + 2} e ng’{’r a componente homogénea de grau r do segundo comutador
de #,.

1) Ser éimparern, entéo@;{r € um grupo abeliano livre com geradores
X, Xj, [X,%]c], onde C= Ym, ... Ym 4
i>jk>Li>kj>lej<m<...<mg4
2) Ser é impar e K n, entdoZ?/, é soma direta do grupo abeliano livre pelos elementos
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na forma do item anterior, com o 2-grupo abeliano elemen&ado pelos elementos na forma
(i, J, K, 1,€) = [Xi, %), X, X1 €] 4 [, X, [0, Xj]€] + [%i, %, [Xj, % €]

onde C= Ym, ... Ym _,- EStes elementos sédo invariantes sobre permutagdo de $n(noduindo
indices na expressao de c); se dois indices séo iguais, entég,k,l,c) = 0; além disso o
conjunto de elementas(i, j,k,|,c) nos quais todos os indices sdo ordenados é linearmente
independente.

3) Ser € par e > n, entdoZ”], € uma soma direta do grupo abeliano livre cujos geradores
livres sdo elementos tais como no item 1), ofid¢) # (k,1) e de um 2-grupo gerado pelos
elementos linearmente independentes tais como em 1), enklg i=| e c ndo é um quadrado.

4) Se r é par e K n, entdo devemos adicionar aos geradores do grupo abelizm® |
descrito em 3) os elementos da forwd, j,k,|,c) nos quais todos os indices séo distintos e
|, k,1 sdo menores que todos o0s outros indices; estes elemetgked-simétricos emKi, | e
invariantes sobre transposicéo de i com indice ocorrendexmesséao de.c

SejamLz(X;) o anel de Lie livre livremente gerado psr = {X1,...,% } €Vz,(Vv) o ideal
verbal delz(X;) gerado pow.

Como consequéncia imediata do teorema anterior temos amsegenrema.

Teorema 3.5.0 grupo abeliano aditiva??’ pode ser escrito na forma
Pl = OB,

ondeg/ € um grupo abeliano livre & € um 2-grupo abeliano elementar. Temos
I) Ser é impar, entdo:

O grupo aditivo<Z tem base

U(i, j7k7 |7m17 ceey m74> _I—VZ,I’(V) - [Xi,Xj, [Xk7XIaXm1» cee 7er_4]] +VZ,I’ (V)7 (31)

ondei> jk>lLi>kj>lej<m<...<m_g4.
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O grupo aditivoZ tem base

w(i, ko ome—a) V2 (V) = XX, [Xio X, Xmys - Xme o]+
+ [Xi,Xk,[X|,Xj,Xml,..-,er_4]] +

+ [Xi7x|7[XJI?Xk;Xml?"'?er,;;]] + VZJ(V)7
onde i< j<k<...<m_g.
II) Ser é par, entéao:

O grupo aditivo<Z tem base formada pelos elementos
udi, j, Kk, 1my, o me_g) + Vg, (V),
tais que(i, j) # (k1) acrescentados aos elementos
W(i,...,m_4) +Vzr(V),

ondei< j<k<l<m<..<nMm_a.

O grupo aditivoZ tem base formada pelos elementos

U(i, j,k,l,ml,...,mr_4)+Vz,r(v),

tais que i= k, j = € X, ; # Xmy Paraalgumte {1,2,...,54}.

Como consequéncia deste teorema, temos o0 seguinte corolario
Corolario 3.6. .#" € um espaco vetorial com base formada pelos elementos

) Para r impar
u(i7j7k7|7m17-"7m—4)+VK(V)7 (32)

r=4i>jpk>lizkjzlejsm<..<m_4

II) Parar par
u(i, . k1, ma,...,m_g) +Vk(V), (3.3)
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r>4i>jk>li>kj>lej<m<...<m_g4(i,])# (k). Altm dos elementos
VNI ARN, SARRVA) (3.4)

i<j<k<l<m<...<m_g.

DemonstracanObserve que, pela Proposicao 1.30,~ K ®7 42, isto é, aK-algebra de Lie
centro por metabeliana livre é o produto tensorial do andlide€entro por metabeliano livre
pelo corpoK. Por outro lado, &-espaco vetoridk 7. tem base formada pelos elementos
1®v, ondev pertence a base d¢’ descrita no Teorema 3.5. Além disso, se=20, entao
lov= %@ 2v = 0. Logo os elementos descritos no corolario get#mE direto verificar que
estes elementos sao linearmente independentes, o questearmnorolario. O

3.1 Demonstracédo do Teorema 3.1

Pelo Lema 3.3, resta-nos mostrar que a imagem dos elementtobneares nas formas
(3.2), (3.3) e (3.4) poy € linearmente independente.

Lema 3.7.
0O 0 u
(,U(U(i,j,k,l,m]_,...,m74)):[gi,gj,[gk,g|,gml,...,gm74]]: 0 O O )
0 0O

onder>4e

J - u_(i7jak7|7m17'~'7m74)

— {(—13”1'(61(2 fé? - ey (e el) — el el — (e e — el e x
m _
x(815 635 — &35 €1V £33

Demonstracao
0 &85 563 .
.9l =| 0 0 §2603 &35 |-
0 0 0
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ondex € K[&]. Assim

0 Q& -fpfm)in’ o
9.9,0m] = | 0 0 NCAZ R
0 0 0
x € K[&]. Temos ainda
0 0 a3
[gi7gj7 [gkag|7gm1]] - 00 0 s
00 O

onde
i j i j K) £ (I k) «(I i j i j k) £( K) (1
ar3= {((E43 65 — £ &02) (&8 €00 — &30 £09) — (63603 — £33 &3 — &5 €401 &35

Indutivamente temos:

[gi79j7 [gkvg|7gm17 s ,gm,_4]] =

o O O
o O O
o o &

onder >4 e

0 = {()HERE) — 8 (8860 — 8 &) — (E088 & &8)x 5
x (65 67 ~ 3 BV 65

g

Sabemos quk [£] possui graduacad§[é] =Py@ P& ..., ondeR, é o espaco vetorial gerado
pelos mondémios de gragi =0,1,2,.... Segue qués” = E4; D Es®Eg® ..., ondeEs é um
subespaco vetorial d&’ com matrizes na forma

b

(2]

o O O
o O O
o O

e bs € um polindbmio de grasemK[¢].

Lema 3.8. Suponha que a imagem (pgm) dos elementos multilineares nas formas (3.3) e (3.4)
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tais que
{i, ik mg, .o omea} ={1,....r}

é linearmente independente. Entdo a imagem do conjuntadds elementos multilineares nas
formas (3.3) e (3.4) € linearmente independente.

DemonstracaoVimos acima qués” = E4 @ Es® Eg @ .... Como estamos interessados apenas
em elementos multilineares, podemos nos restringir acsspaigos d&, gerados por elemen-
tos multilineares, isto €, subespacos vetoriaigdéa forma

V(is,...,ir) = ({91, 95 (G5, Gigs - - Gir )] | ip #iq, SEP#Q})-

Consideremos o endomorfismale G que estende a aplicagcéo
G —o,te{l,...;r}; 00— 0t {1,...;r}.
Observe queé aplica identicamente elementos multilineares nas for@.&3 € (3.4) tais que
{i,j, k1, ... om_g} ={1,....r}.

Além disso, demais elementos multilineares nas forma$ €3(3.4) sao aplicados paraBm
outras palavras

SV(L,....1)) =V(L,....,r) e3(V(iy,...,ir)) = {0}, sefi,....ir} # {L,....r}.

Segue qu¥/(iq,...,ir)NV(L,...,r) ={0}, sefis,....ir} # {1,...,r}. Analogamente

V(il,...,ir)ﬂV(jl,...,jr) = {0}, se{il,...,ir} =+ {jl,...,jr}.

Por outro lado, se os elementos nas condi¢des do Lema 3i8sdoiente independentes, obte-
mos que eles o sdo para qualquer conjunto de indicek, I, my,...,m_4}. Basta considerar
um isomorfismap de G, induzido por uma permutacao dos geradgsetal que

®(91) =G, ®(92) =9j,---, P(G) = Im_4
assim@V(1,...,r))=V(,]j,kl,my,....m_g). O
Demonstracao do Teorema 3.1
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Provaremos que&y é um isomorfismo entre algebra de Lie centro-por-metaleeliame
Z =Lk (X)/Vk(v) eG. Pelo Lema 3.3 e pelo Corolério 3.6 é suficiente provar a indéesia
linear dos elementos multilineares nas formas (3.3) e.(Bidljzando o lema anterior podemos
supor que
{i, Kk 1,my, . coomea} ={1,...r}.

Comoj<il<k<iel<j<m<..<m_4 seguequé=1ejec {23} Sej=3
entdok = 2. Assim temos 0s seguintes elementos:

Paraj = 3 temos o0s elementos da forma
— A 3 3 2) (1 2) (1
U(S, 37 27 17 47 cees Sy r) = {<_1>r+1(fjl§) 62(2) - '52(;) éZIEZ))<EZ(3) 52(2) - 52(2) 52(3))
3 3 2) (1 2) (1 4 3
(&35 — 6360 )€ & — E2 €NV &5 &
(s=4,...,r) totalizandor — 3 elementos. Séo eles:

4,3,2,1,5,....r); U(5,3,2,1,4,6,...,r); (6,3,2,1,4,5,7,....1);...]

u(
u(r,3,2,1,,4,...,r—1).

Paraj = 2 temos os elementos da forma
082,813, 6 8n) = (D HER 6 - 67605 (63857 — 62623
(6383 — 63626257 — 88 Ve B 8 &
r>s>t>3; totalizandow. Sao eles:
u(4,2,3,1,5,...,r); u(5,2,3,1,4,6...,r); u(5,2,4,1,3,6...,r); u(6,2,3,1,4,....r); ...;
u(6,2,4,1,3,5,...,r); u(6,2,5,1,3,4,....r); u(r,2,3,1.4,....r—1); ...
u(r,2,4,1,3,5,...,r=1); ...;u(r,2,r—1,13,...,;r—2).
Temos ainda um Unico elemento na forma (3.4) cuja imagem é

W(4,3,2,1,5,....r) = 0(4,3,2,1,5,....r) +U(4,2,1,3,5,...,r) + 0(4,1,3,2,5,....r)
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3 2 1 2 1 2 1 3 1 3 1 3 2 3 2 4
= (&5 (5088, — 8 B + 8D (8 &) — &y e + 85 (853833 — &5 B3V Ess - &85,

Suponhamos que alguma combinacéo linear destes elemejaosia. Observe agora que
nos elementos(s; 2,t,1,3,...,f,...,5,...,r) aparecem os monémios

2 t 1 3 Z(t 7
e e e . &

r>s>t >3 que ndo esta presente nos demais mondémios acima. Assim ci@uiefidos

elementosu(s, 2,t,1,3,...,f §,...,r) deve ser nulo. Na expressao restante observe que nos

elementosi(s,3,2,1,4,...,§ ..., r) aparecem 0s mondmios
214 3 _
612622 €15 652 52 652 -+ &2
s=4,....r.

Segue que todos os coeficientes devem ser nulos. O que dearmiesbrema. O

3.2 Geradores do grupo aditivoLz(X) /Vz(V)

Nesta secao exibiremos um conjunto que gera, como grupecaditatnel de Lie centro-por-
metabeliano livre? = Ly (X)/Vz(v). Para tanto, provaremos parte do Teorema 3.4, devido a
Kuz’min. Demonstraremos gue o conjunto exibido neste teargera, como grupo aditive?”

e acrescentaremos alguns elementos para obter um congnaidog de%?. Com isto teremos
uma prova do Teorema I.1 independente do resultado de KinzEmunciamos o resultado aqui
demonstrado no préximo teorema.

Teorema 3.9.0 grupo abeliano aditiva??’ pode ser escrito na forma
Pl = OB,

ondeg/ € um grupo abeliano livre & € um 2-grupo abeliano elementar. Temos
I) Ser é impar, entdo:

O grupo aditivo<’ € gerado por

U(i, j7k7 l M, ..y m74> _I—VZ,I’(V) - [Xi,Xj, [Xk7x|axmlv cee 7er74]] +VZ,I’ (V)7 (36)
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ondei> j,k>lLi>kj>lej<m<...<m_g4.

O grupo aditivoZ € gerado por

W(i7j7k7|7--~7rn’74)-I'VZ,F(V) - [Xiaxja[Xk7xlaxm17'~-7xm,—,4“ +
+ [Xi,Xk,[X|,Xj,Xml,...,Xm,_4]] +

+ [Xi,X],[Xj,Xk,Xm17...,Xm74” + VZ,I'<V)7
onde i< j<k<...<m_g.
II) Ser é par, entédo:

O grupo aditivo<Z € gerado pelos elementos
u(i, j,k1,my, .o me_a) + Vg (V),
tais que(i, j) # (k,l) acrescentados aos elementos
W(i,...,m—4) +Vz(V),
ondei< j<k<l<m<...<m_a.

O grupo aditivoZ é gerado pelos elementos

U(i, j;kalamla"'7rn’—4)+VZ,r(V)>

tais que i= K, j =1 € Xmy , # Xmy, Paraalgumte {1,2,...,5%}.

A demonstracdo da independéncia linear destes elementosfaéta profundo a qual ndo
faremos aqui, mas pode ser encontrada em [34], artigo que fmaova completa do Teorema
3.4.

Primeiramente observemos que para obter uma base de“abasta adicionar, aos gerado-
res de#?”, os elementos do conjunto

{ X s Xips Xigs - - -, X ] |11 > 12 <iz < ... <, k=1,2,3,...} +Vz(Vv)
o qual sabemos que gefd/ 2?" como grupo aditivo.
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OidealZ?” é gerado pelo conjunt®= {[c1,Cy, [C3,C4]] | ¢ € Z£2}. No entanto, este conjunto
é central em? = Ly (X)/Vz(v), haja vista quer = [x1,X, [X3, X4], X5]. Assim, 22" é igual ao
grupo aditivo gerado pdE.

Por outro lado, sabemos que o ideal derivadbé gerado por comutadores a esquerda da

forma
{[Xil,XiZ,. .. ,Xik] ‘ k= 2,3,.. }

Assim #2” é gerado como grupo aditivo por

{Xigs oo or Xigs [Xjgs- - Xjl] | St =2,3,...}.

Nesta construcdo dos geradoresZdé utilizaremos algumas identidades, tais como
[X1, %2, [X3, X4, X5]] = —[X1,X2, X5, [X3,X4]] ~ (mMod Vz(V)).

O que se prova facilmente usando a identidade de Jacobi.

Assim temos que?” é gerado por

u(i, j, K 1mg, ... me_yg) = [xi,xj,[xk,m,xml,...,xm_4]].

Além disso, pela anti-comutatividade do produto de Lie poakesupor

i>J,k>11>k

Temos ainda a identidade

[X1,X2, [X3, X4, X5, Xg]] = [X1,%2, [X3,%X4,X6,X5]] (Mo0dVz(V)).

Logo, podemos supor
m<m<.. <m_g

Algumas vezes omitiremos os indiaes, ..., m,_4, fazendo

U(i,j,k,l) :u(i7j7k7|7mlv"'7m—4)-
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A seguir apresentaremos e demonstraremos alguns lemass &las foram demonstrados
por Kuz'min em [34].

Lema 3.10. 0 anel #?” é gerado como grupo aditivo por
u(i, o K1) = XX DX X Xmys -+ XmyJ] + V2 (V) (3.7)

> k>Li>k jl<m<m<... <mog.

DemonstracanJa provamos a suficiéncia de todas condi¢des, excetom,. Pela identidade
de Jacobi temos

X, X5 X X, Xmy ) = =X X5 X0 X Xl ] — [Xi5 X5 Xy » X X1 ]
_[Xi7Xj7 [X|7Xm17Xk]] + [Xiaxj7 [Xkaxmlvxl]]~

Desta forma podemos supor du€ m;. Por outro lado, também podemos supor ggem,.
De fato, sgf > m

[XivXD [kax|7Xm1H = _[Xi7XJ7Xm17 [Xkaxl]] = [([Xjaxml,xi] + [meXi,Xj]), [Xk>xl]] =

= _[[Xj’xml]’ [XK7X| 7Xi“ + [[Xml,Xi], [XK’XUXJ'H (mOdVZ(V))-

Comoi > j >m>1 el <k, os dois ultimos termos tem a forma desejada. O

Chamaremos um elemento satisfazendo as condicfes destedemanotdnico s¢ > .
Seja
w(i, j. kL my, . ome_g) =w(i, j.k 1) = u(i, j. k1) +u(i, k1, j) +u(i. 1, j. k)
0 qual chamaremos elemento jacobiano. Estas nomenclaéigchsaseadas no artigo de Kuz’min
[34].

Lema 3.11. Os elementos jacobianos e os elementos monotonicos g&am

DemonstracanSuponhamos que um elemento na forma (3.7) ndo € monotéstc@, j < |.
Assim,
u(i, j, k1) =w(i, j,k 1) —u(i, k1, j)+u(i, 1,k j)

o terceiro termo é monoténico. Ke< M 0 segundo termo também o é. Caso contrario, pode-
mos utilizar a identidade de Jacobi, como fizemos no lemaiantpara escrever os elementos
na forma desejada. O
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Observe que no lema anterior utilizamos apenas de elenmjantdsanos tais que> k, j < |
el <m. Assim & é gerado por elementos monoténicos, isto é, elemeuitosk, |, ..., m_4)
tais que
i>j k>Li>k j>lej<m<...<m_4

e elementos jacobianos tais que
i>k>1>], 1 <m.

Lema 3.12.
w(i, j, K I,my,..oomy) =w(my, jK i, ... omy).

Demonstracao

W(i, J, K Lm0 = = (X, X, Xy X X - J] = X X Xy DX XG5 -] X0 X0 Xy, (X5 %o - -]])

= [Xjaxmlaxia[xk7x|7"']] +[Xm17Xi7Xj[Xk7X|7"']] +[Xk7Xm17Xi7[XIan7---H
DXy X0 X XX DX X, X (XG5 X6, ] 4 X X050 XG5 X -]

= [Xm17Xj7 [Xk7X|7Xi H - [Xmlaxia[xk7x|7xj ]]+ [mexk» [X|,Xj,Xi H
Xamg > X35 X0, X X 1] DX X0 XG5 X X = Xy, X6 XG5 X6, ]

= [mexja [Xk7X|7Xi . H + [Xmlaxkv [X|,Xj,Xi e ]] + [meXI,[Xj»Xk,Xi .. H
= D X (DX X0 X X0 X, X - 4 (X, %0 - )]

= [Xmlvxj; [Xk7X| 3 X H + [Xm1;Xk7 [X| 3 Xjs X« ]] + [mexl ) [Xj,Xk,Xi .. H

= w(my,j,k1i,...).

Com este lema podemos considerar elementos jacobianosi¢ais g
j<l<k<i<m<...<m_a. (3.8)

Lema 3.13.
w(i, j,k Imy, .o omy) = —wi(k, j,i,l,mg, ... my),
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set éimpare

W<i7j7k7|7ml7"'7m) :W(k7j7i7|7m17'"7m)+2u(i7k7|7j7m17"'7m)7

set é par.

Demonstracan

W(i,j7k7|7ml7---7mt) - [Xi,xja[Xk7XI7Xm17---H +[Xi,Xk, [lexj7xm17"']]
+[Xi7X|7[Xj7Xk7Xm17"'H

- :i:[Xk,Xh[Xj,Xi,Xml,...]] - [Xk,Xi,[X|,Xj,Xml,...]]
:i:[Xk,Xj,[Xi,X],Xml,...]].

Set é impar temos
w(i, j, K mg, .o omy) = —wi(k, j,i,I,mg,... my).
Set é par temos
W(i, J, K L mg, o me) = [Xio X (X X5 Xy -] — DX X (X0 X5 Xmy - -] = X6 X X, X1, Xy - - -]

:W(k7j7i7|7m17"'7m)+2[xivxka [X|7Xjaxm1---]]-
|

Com este ultimo lema podemos considerar elementos jacabtarsoque todos os indices
sao distintos. De fato, se= k, temos

W(iajaialamlv"-7M) - u(i7j7i7|7m17"'7m>+u<ialvj:iamla--wrnI)

= (=), j,my, . m) —u(i i gy, my).

Assimw(i, j,i,I,my,...,m) énuloou éiguat-2u(i,l,i, j,my,...,m), o qual € um elemento
monoténico.

Por (3.8) e pelo Lema 3.12 é suficiente considerar o casoy. Set € impar, pelo Lema
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3.13, temos
w(i, ik Lismp,oom) = —w(k, j,i L mp, . m) = —w(i, )i, ]k g, my)
= —w(i,j,i,l,k,mp,...,m)
= —u(i,j,i,l,kmp,...,m) —u(i,l, j,i,kmp,....m)

- (—1>tu(i7|7i7jykam27---»n\I)+U(i7|»i7j,k7m27---,n1)-

Set € par, novamente usando o Lema 3.13, temos

W(i7j’k7|’i7m27"‘7m) - <_1)t+1u<|7|7|717k7m277m)_u(|7|7|717k’m27'7m)+
+2u(i, k1, j,i,mp,...,m).

Assim, set é impaw(i, j,kI,i,mp,....,m) =0 e se é par

W(i7j7k7|7i7m2?"'7m) :_2u(i7|7i7j7k7rr127""m>+2u<i7k7|7j7i7m27"‘7m)‘
Ondeu(i,,i, j,k,mp,...,m) eu(i,k 1, j,i,mp,...,m) sdo monoténicos.

Assim provamos que?” é gerado por elementos monotonieds|, i, j,k,mp,...,m) jun-
tamente com elementos jacobiangs, |, i, j,K,mp,...,m) taisquej <l <k<i<m<...<
m. Estes Ultimos podem ser substituidos por elementos jatmbigis que < j <k < | <
my < ... < m. Resta-nos provar que certos elementos tém ordem aditiva 2.

Lema 3.14.Set € impar
2w(i, j, k1, mg,...,m) =0.

Demonstracao
w(i, j,k,m,...) = wim,j,klLi,...) = —w(k j,mli,...)
= —w(i,j,m,Lk...) = w(my,j,ilk...)
= w(k,j,i,l,m,...) = —w(,j,kl,m,...).
Logo,

2w(i, j, kI mg,....m) =0.
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O
Lema 3.15.
1)
2u(i, j,i, j,m,...,my) =0
e
2)
u(i7j;i?j7ml7ml7m2,m27"'7M>rnZ):O-
Demonstracanl)
u(i, j,i, j,mo,...ompr) = (X, X, [Xis X, Xmys - - - 5 X )]
X3, X5 Xy s - - - » Xmge» X6 Xj]]
- _[Xiaxj7[xivxjaxm17"'aXmZt]]-
Logo
2u(i, i, J,my, ..., mp) = 2[Xi, X}, [Xi, Xj, Xmy, - - - Xmy ] = 0
2)
u(i7j7i7j7m17m17m27m27'-~7M7M) - [Xiaxj7[Xi7Xj7Xm17Xm17"'7Xn17Xn}”

= :l:[Xi,Xj,Xml,...,Xm,[xi,Xj,Xml,---,Xm]] =0.

Desta forma provamos que os element@sj, i, j, M, My, M, My, ..., m, my) +Vz(v) séo nulos
e que os elelementasi, j,i, j, Mg, My, ..., My) e 0s elementos(i, j,i, j, M, Mp, ... My 1) tem
ordem aditiva 2, o que demonstra o Teorema 3.9. O

Com isto tornamos nossa demonstracao do Teorema |.1 coregledapendente do resul-
tado de Kuz’min (Teorema 3.4), haja vista que nao utilizaquasos elementos descritos neste
teorema sé&o linearmente independentes.
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Capitulo

4

ldentidades deMk visto como Anel de Lie

Neste capitulo provaremos que, para um catpte caracteristica zerMy visto como anel
de Lie ndo possui nenhuma base finita para suas identidagiestafto, exibiremos uma base
infinita minimal (em certo sentido) das identidades destd da Lie. O principal resultado
deste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema l.2. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entdo o conjunto

{[X1,%2, [Xa,Xa], X5 } U {[X1, X2, [X1,X2, X3, ..., X%]] | r = 4,6,8,...}U

o}
(4.2)
€ uma base de identidades para o anel de Lie WIém disso, esta base € minimal, isto €, ndo
contém nenhum subconjunto préprio que gera o0 mesmo idelaaleEm particular, M visto

como anel de Lie ndo tem base finita de identidades.

{[X17X27 [X3,X4,X5, cee 7XI’]] + [X17X37 [X47X27X57 cee 7XFH + [X]_,X4, [X27X37X57 o ,Xr]] ’ r= 77 95

Dividiremos este teorema em duas partes. A primeira detssriia no préximo teorema,
demonstramos de forma independente do teorema de Kuz’'mgeghAnda parte esta descrita
no Teorema 4.3 e depende do resultado de Kuz'min.

Teorema 4.1. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entdo o conjunto)(é.lima base
de identidades do anel de LiexkM Essa base néo € equivalente a nenhum conjunto finito de
identidades, ou seja, Mnao tem base finita de identidades.
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A proposicao seguinte implica diretamente que os elemgdt@$ formam uma base de
identidades para o anel de LNé.

Proposicao 4.2.Seja K um corpo de caracteristica zero. Entdo o conjunto

{[X17X2a [X3,X4,X5, cee 7XI’]] + [X17X37 [X47X27X57 cee 7XFH + [Xj_,X4, [X27X37X57 ce ;XI’]] _I_VZ(V) ‘
r=>57,9,...} U{[X1,X2, [X1,X2,X3. .., % ]] +Vz(V) |r =4,6,8,...}

gera a imagem do ideal verbal¥Mk ) no quociente &(X)/Vz(v), isto é, gera o ideal verbal
Vz(MK)/Vz(V).

DemonstracdpnComo dissemos no capitulo anterior os elementos nas for3n@sg (3.4) e
alguns elementos de ordem aditiva 2 geram o grupo aditivaelacantro-por-metabeliano livre
P =Lz (X)/Vz(v). Desta forma, aimagem de uma identidade do anel d&lkieo quociente
Lz (X)/Vz(v) sera uma combinagéo linear de tais elementos. Como ja demmoest, nenhuma
combinacéo linear dos elementos (3.3) e (3.4) é identidadégebra de Lidy . Por outro lado,
os elementos de ordem aditiva 2 pertencevi @1k ). Com efeito, sejav+Vz(v) um elemento
de ordem aditiva 2 en¥”? = Ly (X)/Vz(Vv). Logo 2w € Vz(v) C Vk (V). Obtemos assimv2 €
Vk (V) € Vk(Mk). Logow € Vk (Mk ). ComoVz(Mk) = Lz(X) NVk (Mk) e estes elementos de
ordem aditiva 2 pertencemlg (X), segue que estes elementos pertencef( Bk ). Portanto,
uma identidade para o anel de M, isto €, um elemento emy(Mk ), € combinag&o linear
dos elementos de ordem aditiva 2. Assim aimagem dessesrgtengera/z(Mk)/Vz(v) como
grupo aditivo. Pelo Teorema 3.4, devido a Ju. V. Kuz'min,demue a imagem do ideal verbal
Vz(Mk), no quocientd z(X) /Vz(v), € gerado como ideal verbal pela imagem dos elementos

Wr = [X17X27 [X37X43X5a ce 7XI’H + [Xla X3, [)(47X27X57 te 7X|’]] + [X17X41 [X2,X3,X5, ce 7XI’]]
(r=5,7,9,...), juntamente com os elementos de comprimento par
Zr = [X1, %2, [X1,X2,X3. . . , X ]

(r=4,6,8,...), 0 que demonstra a proposi¢ao. O

O fato do anel de Lievik nédo ter base finita para suas identidades segue de [30], o que
demonstra o Teorema 4.1. No entanto, utilizamos o teorenéudenin para provar que a
base descrita no Teorema 4.1 possui uma certa propriedani@idealidade. Como descrito no
teorema seguinte.
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Teorema 4.3.0 conjunto de identidades (4.1) é independente, ou sejdjumea identidade
desse conjunto é consequéncia das demais identidadescdegieto.

Este teorema é consequéncia de dois resultados, o prinesitestesta descrito no proximo
teorema. Usaremos a seguinte notagao:

Wr =Wy +V7z(V) €% = Z +Vz(V).
Teorema 4.4.0 conjunto
{w; [r=5,7,9,..}U{z |r=4,6,8,...}

(gerador do ideal ¥(Mk)/Vz(V)), € um conjunto gerador minimal, isto é, ndo contém subcon-
juntos préprios que geram o mesmo ideal verbal.

Para demonstrar o Teorema 4.4 consideremos alguns resultad

Lema 4.5. O ideal verbal deZ? = L;,(X)/Vz(v) gerado por um elementg; (r =5,7,9,...) é
um 2-grupo abeliano elementar aditivo gerado por palavragchu ¢

DemonstracaoPelo resultado de Kuz'min (Teorema 3.4) temos @et Vz(V), isto &, os
elementosv, ndo sao nulos. Além disso, comg é multilinear,w, gera um ideal verbal que,
como grupo aditivo, é gerado por elementos da forma

W = [my, mp, [Mg, Mg, Ms.....,mMy]] + My, Mg, [My, Mo, Ms....., My ]| + [y, Ma, [Mp, Mg, Ms ..., my]],

onde osm, sdo mondémios en¥?. Suponhamos quey tenha grau maior que, i = [f1, o).
Temos

Vv,: [fl’ f27rr]27[m37rr]47""m]]+[fl’ f27rr]37[rr]47m27""m]]+[fl’ f27rr]47[m27m37"'7m]] -

- _([fla f27 [m3,m4,m2,;mr]] + [fla f27 [n]47m27m377m]] + [fla f27 [m27m37m4,,mr]])

Pela identidade de Jacobi segue gle- 0.

Agora suponhamos que, tenha grau maior que Iy = [g1,02]. Temos

W= [m17 [CI1,CI2], [m37 R mr“ + [m17 mg, [m47 [Q1,q2], R mr]] + [m17 e [[qla qz]a ms,..., rnf]]

51



Capitulo 4. Identidades déyk visto como Anel de Lie

= _([[q17q27m1]7 [m37vmf]] + [m17m37 quaq2>m4]7""m]] + [q17q27m37"-7mf7 [m17m47]])

= —([[az, 9], [mg, ma, my ...,y J] + [[Q, ), [My, Mg, ..., My ]] + [[q1, G2, [Ma, g, M., My ]]).

Novamente, pela identidade de Jacobi, temosnjue 0.

Comow; é anti-simétrico em 3,4 e invariante sobre permutagdes do conjufitdb, 6,
...,r'} (veja o Teorema 3.4 ou o0 Teorema 3.9) o lema esta demonstrado. 0

A demonstracao da proxima proposicao tem argumentos asadag usados por Vaughan-
Lee [48].

Lema 4.6. O ideal verbal de?” gerado pelo elements (r = 4,6,8,...) € um 2-grupo abeliano
elementar aditivo gerado por palavras da forma

[m17m27 [mlvnbarn?)-'wm]] (r :476787"‘)7

onde m,my, Mz..., M SA&0 Mondmios enr’.

DemonstracdpnComoz € linear emxs, ..., % 0 ideal gerado poz, como grupo é gerado por
elementos da forma (a1, ap,as,...,ar), ondeas,...,a sdo mondmios. Suponhamos caie
nao seja um mondmi@y = aby + Bby, coma, 3 € Z. Temos

z(aby + Bby,ap,a83...,ar) = [aby + Bby,ap, [abs + Bby,az,a3. .., &]]

= a®[by,ap,[b1,a0,83...,a]] + aB[by,az, [b2,82,83...,8/]] + aB[bp,a, [by,a2,83. .., &]]
+B2[b, @z, [bp,a0,a3. ..., a]]

= a®[by,a, [b1,2,83.. ., &) + aB[b1,az,as. .., &, [bz, a0]] + aB[bz, 82, [b1,82,83. . ., &]]
+B?[by, a0, [bp,a0,83. .., &]]

= a®[by,ap, [b1,ap,83...,a]] + B2[b, @, [b2,a2,83. . ., &]]

— a®z(by,ap,ag...,a8;) + Bz, a0,83. .., 8).

Portanto o ideal é gerado como grupo pdgs,ap, as, .. .,ar) onde cada € um mondémio.

U

A proposigéo seguinte € um resultado bem conhecido.

Proposicdo 4.7.Seja uxi,...,X,) um elemento multilinear emzIX). Entdo o ideal verbal
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Vz(u) € multi-homogéneo, ou seja, se-ff1 + fo+...+ fy € Vz(u), entdo f, fo,..., fk € Vz(u),
desde que esses elementos sejam multi-homogéneos.

DemonstracdoComou é multilinear,Vz(u) é gerado como grupo aditivo por

!

[u(ml,...,rrh),m/l,...,m]

onde m;,m s&o mondmios entz(X). Sejaf € Vz(u), f = y[up,m_,...,m ], ondeun =
u(my,...,my) e cada componentap, m/l, e, nﬂ pertence &7 (u). Portanto cada componente
multi-homogénea dé pertence &7(u), isto é,Vz(u) é multi-homogéneo. d

Corolério 4.8. &2 =Ly(X)/Vz(v) € um anel multigraduado, isto é, é graduado pelo semigrupo
NxNx....
Demonstra¢éoBasta definir a graduagéo induzida pela multigraduacag, (). 0

A demonstracéo da proposicao seguinte segue as mesmasdddtaoposicdo 3.1 demon-
strada por Vaughan-Lee [48].

Proposicdo 4.9.0 element@ = (X, ..., X ) = [X1,X2, [X1,X2,X3...,%X]] +Vz(V) ndo pertence

ao ideal verbal k%7 gerado pelo conjuntgz(xy,...,Xs) | S>3; S#r}.

DemonstracdoSuponhamog(x, ..., %) € |. Assim

X, %) =Y Ol

ondets = (M, M, [Miy, M, Mi;...,m] es#r. ComoZ é graduado €(xy,...,% ) tem grau

2 emx; e X e € linear enxs,...X; segue que cada tem mesmos multigraus. Assimé de
graur +2 es < r. Provaremos que caaa, deveria ter grau 1, o que contradiz o fato ¢gtem
graur +2. Sem;,t > 2, tem grau maior que 1 segue dge- 0. Sem;, tem grau maior que 1,
é facil ver ques ndo é do multigrau desejado. Portam, ..., m_ sdo todos de grau 1, o que
conclui a demonstracao da proposigao. OJ

Demonstragao do Teorema 4.4
Segue diretamente dos lemas 4.5 e 4.6 e da propoig&o anterior O
Proposicéo 4.10.Seja W=W; UW,, onde
W, = {[Xl,Xz, [Xl,Xz,Xg, ce ,Xr]] | r= 4,6,8, .. } e
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Wo = {[X1,X2,[X3,X4, X5, ..., X ]| + [X1, X3, [Xa, X2, X5, . . ., Xr ]
+[X1, X4, [X2,X3,X5,...,%]] | r =7,9,...}.

Entdo \V, (V) "W =0e ve¢ Vz(W).

DemonstracaoPelo Teorema 3.4, devido a Ju. V. Kuz’'min, a imagenMdeno quociente
Lz (X)/Vz(v) é linearmente independente, logg(v) "W = 0. Assim, resta-nos provar que
v ¢ Vz(W). Primeiramente observe que

2V = W15+ Wy5 — Wp5 — Was,

e Wis = [X1,X2,[X3,Xa,Xs]] + X1, X3, [Xa, X2, Xs]] + [X1, X4, [X2, X3, Xs]]
Was = [X4,X1, [X2,X3,X5]] 4 [X4, %2, [X3, X1, Xs]] + [X4, X3, [X1, X2, Xs5]],
Wos = [X2,X1,[X3,X4,Xs]] + [X2, X3, [Xa, X1, Xs]] + [X2, Xa, [X1,X3, X5},
W35 = [X3,X1,[X2,Xa, Xs]] + [X3,X2, [X4, X1, Xs]] + [X3, X4, [X1, X2, Xs5] ]

Assim, &/ € Vz(W). Suponhamos por absurdo que Vz(W). ComoVy (W) tem apenas
elementos de grau no minimo 6, segue gaeVy(\Ws). Além disso, podemos definir de forma
analoga os vetores;j, 0s quais geram o grupo aditivo

Q= <{Wij |1,)=1,2,3,4,5;i # j}>

Sabemos, pelo Teorema de Witt, gug(X) C Z(X) (o anel de Lie livre é subconjunto do
anel associativo livre). Assim, escrevendo cagiacomo combinacéo linear de monomios
associativos, e direto verificar que os elememgssao linearmente independentes, istQ&
um grupo abeliano livre de posto 20.

Comov € Vz(W), temos ques € uma combinagéo linear com coeficientes inteiros dos ele-
mentoswij. Mas 2/ = wys + W5 — Wos — W3s, iSto contradiz o fato de estes elementos serem
linearmente independentes. PortantoVz(W). 0

Esta proposicao significa que na base (4.1) ndo podemosatimelemento

V= [X1,X2, [X3,X4], X5].
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Logo esta proposi¢cao juntamente com o Teorema 4.4 implickeoema 4.3.

Corolario 1.3.  Seja.Z = Lk (X)/Vk(v) a K-algebra de Lie centro por metabeliana livre de
posto enumeravel, sobre um corpo K de caracteristica 0. d#a vista como anel de Lie ndo
tem base finita de identidades. Mais precisamerité, tem a seguinte base de identidades:

{[X1, %2, [X3,Xa],X5] } U {[X1, X2, [X1,X2, X3, ..., X ]] | F = 4,6,8,...}

) {[X17X27 [X37X47X55 s 7XI’H + [X17X37 [)(47X27X57 v 7X|']] + [X17X47 [X27X37X57 v 7Xr]] | r= 57 77 . }

e essa base ndo é equivalente a nenhum conjunto finito déddees.

DemonstracdoComo, pelo Teorema .Mk (V) = Vk (Mk), segue queZ = Lk (X)/Vk (Mk)
tem a base de identidades descrita no corolario. Por outog feelo Teorema 4.1 este conjunto
nao é equivalente a nenhum conjunto finito de identidadesea@gmonstra o corolario. [
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Capitulo

5

|dentidades Graduadas ddVik visto como
Algebra Associativa

Neste capitulo vamos estudar as identidades graduaddg sliessto comoK-algebra asso-
ciativa e anel associativo para duas diferentes gradual§@isnota um dominio de integridade
infinito. Assim como para identidades ordinarias obtemagbéinitas para as identidades gra-
duadas dd/k visto tanto como anel associativo quanto como algebra iadisac

5.1 Mg Graduada por Z,

Nesta se¢édo consideramos o conjunto

K 0 a;p a3
K = 0 ayy a3 gjj € K ,
0 0 O 0

Mk =

o O O
o X X
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como anel associativo e corfealgebra associativa. Em ambos os cddpgossui graduacéo
porZy = {0,1} dada poMk = Vo V1, onde

Vo= V1=

o O O
o XN O
o o X
o O O
o o XN
o XN O

Teorema 1.12.Sejam C= {[y1,Y2]; Y1Z1Y2; Y12122; 2120Y1; 212273} € K um dominio de integri-
dade de caracteristica zero. Entdo o conjunto C gera as idadesZ,-graduadas de M tanto
visto como algebra associativa, quanto visto como anel@steo.

SejaK(X) a algebra associativa livre, onde=YUZ,Y ={y; |i=1,2,...} eZ={z |i=
1,2,...}. Tal como dissemos no CapituloK(X) = K(X)(® ¢ K (X)) é Z,-graduado, ond¥
€ o conjunto de geradores pared & conjunto de geradores impares. SeJam, (Mk) < K(X)
0 Tz,-ideal das identidades graduadasuie com graduacéo dada acimdiez,(C) < K(X) o
Tz,-ideal gerado pelo conjunto.

Teorema 5.1.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo o conjunto

C = {[y1,Y2]; Yazayo; V12122; Z120Y1; 212073}

gera o T,-ideal de identidades graduadag %,(Mk ), isto €, k z,(Mk) = Tk z,(C).

E direto verificar quéVik satisfaz todas identidad&s-graduadas d€.

ComoK é um dominio de integridade infinito, tal como na Proposic26,ltemos que a
algebra graduada relativamente li€X) /Tx z,(Mk) € isomorfa a algebra de matrizes genéri-
cas (também graduad@&) gerada livremente pelos elementos

0 0 &3 0 &7 o0
g=|0¢&) o |.g=[0 o &Y
0O 0 O 0O 0 O
sendoK|[¢] = K[Ei(jr) li=12; j=23;r=12,...] a dlgebra de polindmios (associativa e

comutativa), nas variéveﬁﬁ(jr), de posto enumeravel.
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Consideremos o0 homomorfismo candnico

(I) : K <X> /TK,ZZ(C) — K <X> /TKZz(MK) ~G
Vi+Tkz,(C) —Vi+Tkz,(Mk) <0
Z+Tkz,(C) 7z +Tkz,(Mk) g

Para provar o teorema encontraremos um conjunto quékgeta/Tx z,(C) comoK-modulo
livre. Em seguida demonstraremos que a imagem deste comgand € linearmente indepen-
dente.

Lema 5.2. A algebra K(X) /Tk z,(C) € gerada como K-modulo livre por

B = B;UBUB3UB4, onde
Blz{yil...yik+TKZz(C)|k:l,2,...; ilgizf...ﬁik},
Bo={zyi, .- Vi, + Tkz,(C) |i=12,...; k=0,1,...; i1 <ip < ... <ik},
Bgz{yil...yikzi—i-TK’ZZ(C)’izl,z,...; k=1,2...; |1§|2§§|k},
B4={Ziyil...yiij—i—TK’Zz(C)|i,j =12...;k=01,...;i1<ix<...<ik}.

DemonstracdnSabemos quK (X) é gerado com&-maodulo livre por mondmios, isto €, pelo
conjunto
A={X,... %, | Xje X=YUZ}.

Provaremos que a imagem deste conjunto no quocie(Xe / Tk z,(C) € o conjuntdB.

Sejam= x;, ...X,; X, € A. Primeiramente, sg, € Z, para algunt € {2,...,k— 1}, entéo
Xir_1 X Xip 41 € TK,Zz(C)' Logome TK>ZZ(C>'

Por outro ladoy1y, + Tk 7,(C) = y2y1 + Tk 7,(C), 0 que implica quéA+ Tk 7,(C) = B. [

O proximo lema é de verificagao direta.
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Lema 5.3.

0 0 0

g1---On = 0 62(%)...52(2) 0|.,n=23,..;
0 0 0

, 0 &5&;..&5 0

0191---On = 0 0 0|,n=12...;
0 0 0
00 0

g..0ng; = |00 &Y D) | n=12..;
00 0

1 1 2

| , 0 0 367 &2 63

0191---0n0p = 00 0 ,n=0,1,....
00 0

Demonstragdo do Teorema 5.1E consequéncia do lema anterior giéB) é linearmente
independente e = K (X) /Tk z,(Mk), 0 que demonstra o Teorema 5.1. d

Corolario 5.4. Se K é um dominio de integridade de caracteristica zerocemsddentidades
Zp-graduadas de M, visto como anel associativo, seguem de

C = {[y1,Y2]; Yazayo; V12122; Z1ZoY1; 212073}

DemonstragcéoProvaremos quéz z,(Mk) = Tz 7,(C). ComoM satisfaz as identidades gra-
duadas d€, temos quéy z,(Mk) D Tz z,(C). Por outro lado, pelo Teorema 5.1, o anel asso-
ciativo Mz tem base de identidad&s-graduada€. AssimTyz 7,(Mz) = Tz.7,(C). ComoMz,

é subanel d&lx, segue quéz z,(Mk) C Tz 7,(Mz), 0 que implica qudz z,(Mk) C Tz.z,(C).
Portantolz, 7,(Mk ) = Tz 7,(C), 0 que demonstra o corolario. O

O Teorema I.12 é consequéncia direta do Teorema 5.1 e d@adorahterior.
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5.2 Mg Graduada por Zo x Zo

Consideremos agora a graduacadviiepelo grupo de Klein
H=7,x7Z,={(0,0);(0,1);(1,0);(1,1)},

dada pOlNlK = V(070) EBV(Q]_) EBV(l,O) @V(1,1)7 onde

o
A O
© o
o
o
A

V(070) - 0

o
o
o

Mo =

o
o
o
o
o
o

0 KO 000
Voy=|0 0 0| Vay=| 0 0K
000 000

Facamos
X =X yuxEOyxOH yxth = yywuzuT,

ondeX(®0 =y X0 —w, x(OD =7 XD =T Além dissoY = {y; |[i=1,2,...}, W = {w; |
i=12..}Z={z]i=12...}eT={t|i=1,2,...}. Destaforma

K(X) = K(X)©09 g K(X)10 g K (X) O g K (x) (D

é H-graduada. Sejarik H(Mk) < K(X) o Ty-ideal das identidades graduadashie com a
graduacéo dada acimalgH (D) o Ty-ideal gerado pelo conjuni.

Teorema 1.13. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zeroa&ntconjunto
D = {[y1,Y2]; YW, Wiwg; ZW, tw; Wy, WZ Wt; YZ tZ, z12p; ty; tato}.

gera as identidades H-graduadas de Misto tanto como algebra associativa quanto como
anel associativo.

Teorema 5.5.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo o conjunto
D = {[y1,Y2]; YW, Waws; zwW, tw; Wy, Wz Wt; yZ tZ, 125; ty; titp}.
gera o H-ideal de identidades graduadag (M ), isto €, k 1(Mk) = Tk H(D).
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E direto verificar quéMk satisfaz todas identidades graduada®de

ComoK é um dominio de integridade infinito, tal como na Proposi¢d6,temos que a al-

gebra graduada relativamente liW&X) /Tk 1 (Mk ) € isomorfa a algebra de matrizes genéricas
G, gerada livremente pelos elementos

0 0 0 00 &%
¢'=lo&) ol|,¢?=[00 0 |,

0 0 0 00 0

0 &Y o 00 0

d¥=0 0o of.g”=|00 &y

0 0 0 00 0

(r=1,2,...), sendoK[£] = K[Ei(jr) li=1,2;j =2,3; r=1,2,...] a dlgebra de polindmios

(associativa e comutativa), nas variévaﬁ@, de posto enumeravel.

Consideremos o0 homomorfismo canbnico

Q: K (X) /TKyH(D) — K <X> /TK7H(|V|K) =G

Yi+ TicH (D) — Vi + Tic i (M) > g
Wi+ Ti (D) — Wi+ Tic 1 (M) > g2
Z+TkH(D) — 7z + Tk H(Mk) < g

i
i —i—TK’H(D — 1 +TK,H (MK) < 9(4)

=

Provaremos que é um isomorfismo. Para tanto, encontraremos um conjunto eue g

K (X) /Tk.n(D) comoK-médulo livre. Em seguida demonstraremos que a imagem deste
junto porg € linearmente independente.

Lema 5.6. A algebra K(X) /Tk 1 (D) € gerada como K-modulo livre por

B = ByuUB,UB3UB4UBs, onde
Bi={Yi,-- Vi, + Tk n(D) [k=1,2,...5 11 <ip < ... <k},
Bgz{ziyil...yik+TK7H(D)|i:1,2,...; k=0,1,...;i1<ix<...<lik},
Bs={yi,..-¥ili+Tkn(D)|i=12,...; k=0,1...; i1 <ix <...<iy},
Ba={zyi,.- Vili+Tkn(D)|i,j=12,...; k=0,1,...; i1 <ix <... <k},
B5={Wi—i—TK7H(D) ‘ i 21,2,...}.
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DemonstracéoTal como fizemos no Lema 5.2 provaremos que a imagem da baséXde
visto comoK-maodulo livre,

A= {X,... %, | X; e X=YUWUZUT},

no quociente& (X) /T 1 (D), € o conjuntdB.

Sejam = x;, ..., um mondmio pertencente A E claro que se;, € W, para algunr,
entdom = w; + Tk H(D) oum € Tk 4(D). Por outro lado, suponhameg € Z, para algum
re{2,...,k}. Comoyztz,z1z; € Tk H(D) segue ques, ,X;, € Tk H(D). Logom e Tk (D).
Analogamente, s& < T, para algunr € {1,...,k—1}, entdom € Tx 4(D). Comoyzy, +
TkH(D) =Y2y1+ Tk H(D), segue quér+ Ty (D) = B. O

O proximo lema é de verificagao direta.

Lemab.7.

0 0 0

g”...gt" = (o &) &) ol.n=12.;
0 0 0

1 1

N 0 58,85 0

g g = | o 0 ol n=o1.
0 0 0
00 0

o..a’e® = |0 o0&l e | n=01,...;
00 0

1 2 1

@1 (1) @ 0 0 &7 &85

gl 91 ---0On gl = 00 0 ,n:O,l,....
00 0

Demonstragéo do Teorema 5.& consequéncia do lema anterior qe(@) € linearmente inde-
pendente en® = K (X) /Tk 1(Mk ), 0 que demonstra o Teorema 5.5. O

Coroléario 5.8. Se K € um dominio de integridade de caracteristica zeropesgddentidades
H-graduadas de )\, visto como anel associativo, seguem de

D = {[y1,Y2]; YW, Wywy; ZW, tw; wy; Wz Wt; yZ tZ, z12; ty; tato}.
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A demonstracdo deste corolario é analoga a demonstracaordia@n5.4.

O Teorema I.13 é consequéncia direta do Teorema 5.5 e d@adorahterior.
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Capitulo

6

|dentidades Graduadas ddVik visto como
Algebra de Lie

Neste capitulo vamos estudar as identidades graduaddg disto comoK-algebra de Lie
e visto como anel de Lie para duas diferentes gradua¢céesssamas consideradas no capitulo
anterior. Aqui a comparacdo com as identidades ordinagaentle da graduagdo. Para a
graduacado po¥., obtemos situacdo semelhante as identidades ordinarids,asnidentidades
deMk possuem base finita quando visto como algebra de Lie mas r@gsagm se visto como
anel de Lie. Para a graduacgao @y x Z, obtemos base finita de identidades plslia tanto
visto como algebra de Lie quanto visto como anel de Lie.

6.1 Mg Graduada por Z,

Nesta se¢ao consideramos o conjunto

K 0 a;p a3
K = 0 aypy a3 ajj ek,
0 0O 0 O

Mk =

o O O
o X X
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como anel de Lie e comi§-algebra de Lie. Tal como no capitulo antefi possui graduacéo
porZy = {0,1} dada poMk = Vo V1, onde

Vo= V1=

o O O
o XN o
o o X
o O O
o o XN
o XN O

Teorema 1.9. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entéo as identid@@egraduadas da
K-&lgebra de Lie M tém base finita enquanto as identidadesgraduadas de M visto como
anel de Lie ndo tém base finita.

Este teorema é consequéncia do teorema que segue.
Teorema 1.10. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zeroa&nt

1) Se 2 é invertivel em K, entdo as identidadesgraduadas da K-algebra de Lie fém
base finita enquanto as identidadés-graduadas de M visto como anel de Lie ndo tém base
finita.

2) Se 2 nao € invertivel em K, entdg Mao possui base finita de identidadésgraduadas
tanto visto como K-algebra de Lie quanto visto como anel de Li

Por sua vez o Teorema 1.10 é consequéncia do proximo teorema.
Teorema l.11. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zeroa&nt

1) Se 2 éinvertivel em K, entéo as identidadesyraduadas da K-algebra de Lie g¢tém
base

C={lyn.y2); (21, 22,73]}.
J& as identidadeZ,-graduadas de M visto como anel de Lie tém base
D= {[y15y2]1 [21722723]} U {[Zl7y17 s 7YZk721] ’ k= 15 27 . '};

gue nao é equivalente a nenhuma base finita de identidades.

2) Se 2 néo é invertivel em K, entdo D é uma base de identidaggsaduadas para M
visto tanto como K-algebra de Lie quanto como anel de Lie. ddesasos a base D também
nao é equivalente a nenhum conjunto finito de identidades.
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SejalLk (X) a algebra de Lie livre, ond¥ =YUZ, Y ={y; |i=1,2,...} eZ={z | i =
1,2,...}. Desta formax (X) = L (X)© @ Lk (X)(V) é Zy-graduado, ond¥ é o conjunto de
geradores livres paresZeé o conjunto de geradores livres impares. Séfam, (Mk) < Lk (X)
o ideal verbal graduado das identidadesgraduadas d®lx com graduacgéo pdt, dada acima
eVk z,(D) o ideal verbal graduado gerado pelo conjuto

Teorema 6.1.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo o conjunto

D ={ly.Y2); 21,22, 23]} U{[z1,¥1, ..., Yo, 1] | kK= 1,2,.. .}

gera o ideal verbal graduado de identidadés-graduadas ¥ 7,(Mk), isto &, \ 7,(Mk) =
Vk z,(D).

E direto verificar quéVik satisfaz todas as identidades graduad&3.de

ComoK é um dominio de integridade infinito, tal como na Proposic@6,1temos que
a algebra de Lie graduada relativamente livkgX)/Vk z,(Mk) € isomorfa a élgebra de Lie
graduada de matrizes genériéagyerada livremente pelos elementos

o o &Y 0 &Y o
g=|0¢&) o |, h=[0 0o & [,
0 O 0 0O 0 O
sendoK[§] = K[Ei(jr) |li=1212; j=23;r=12..] aalgebra de polindbmios (comutativa e

associativa), nas variéve:fér), de posto enumeravel.

Consideremos o homomorfismo candnico

¢ Lk(X)/Vikz,(D) — Lk (X) Vi z,(Mk) = G
Vi+Vkz,(D)  — ¥i+Vkz,(Mk) 0
Z+Vkz,(D) +— z+Vkz,(Mk) < h

Provaremos qu@ € um isomorfismo. Para tanto, encontraremos um conjunto ere g
Lk (X)/Vk z,(D) comoK-modulo livre. Em seguida demonstraremos que a imagem deste
junto por ¢ € linearmente independente. Isto implicara diretamenékgqup = O, ou seja,
Vk z,(D) = Vk z,(Mk ), demonstrando o Teorema 6.1.

Lema 6.2. Seja C= {]y1,Y2]; [z1,22,73]}. Ent&o as seguintes identidades pertencerg a,YC)
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1. (21,22, Y1)
2. [Zl,YLYZ] - [Zlay2>y1];
3. [21>Y17 cee 7yk722] + (_1)k[227y1’ Yo Zl]; k= 0, 1’ 2, S

4' [Zl7y17 A 7yk7 [227yk+1]] + [Zl7y17 te 7yk+17 22]; k = 07 17 R

DemonstracaoSeja@ o endomorfismo dex (X) que aplicay, parajz;, z,]. Temos quep([y1,Y2]) =
[21,22,¥o]. LOQO [21,22,y1] € Vk 7,(C), 0 que demonstra o item 1.

Por outro lado, pela identidde de Jacobi,
[Z,y1,Y2] + [Y1,¥2,Z + [y2,2 Y1] = 0.

Comolyi, yz] € C, segue que

[Za ylayZ] - [Zv y23yl] € VK,ZQ (C)

Para provar o item 3 usaremos inducao sébf®ek = 0 segue da anticomutatividade. Para
k =1 segue do item 1 e da identidade de Jacobi. Por hipotese ulgiimd

[ZlayZa oo Ykt 1, 22] + (_1)k[227YZ7 oo Ykt 1, Zl] € VK,Z2<C>'

Sabemos qu¥k 7,(C) € fechado sobre endomorfismo de(X) que preservam graduagéo.
Desta forma, podemos considerar o endomorfismo que aglicara|z,y;| e fixa os demais
geradores, obtendo

[ZLYL <o Ykt1, 22] + (_1)k[22,YZ7 <o Ykt 1, [Zlayl]] S VK.ZQ (C) (61)
Pela identidade de Jacobi,

22,¥2, - Ykr 1 [2,y1)] = —[z1, [y, [22,Y2, - Yk all] = Y1, (22, Y2, -+ Vi1, 2]
= —lz1, [y, [22,¥2, -, Yisl]]
= [a,[2,Y2,-- Yks1, Y1l]
= —[2,Y2,--,Ykr1,Y1,z] - (Mmod Vi 7,(C)).
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Pela igualdade anterior e pelo item 2 temos

[227y27 e 7)/k+17 [217)’1]] = _[227)/17 cee »Yk+17 Zl] (mOd VK,ZZ (C))

Utilizando esta ultima igualdade em (6.1) temos

[Zlay17 oo Ykt 1, 22] + (_1)k+l[227y17 oo Ykt 1, Zl] S VK,ZQ (C)v

0 que demonstra o item 3.

Por fim provaremos o item 4. Utilizando novamente a idengddalJacobi temos

[Zl»YL s 7yk7yk+la 22] + [yk—f—la 221 [217Y17 cee ayk]] + [227 [Zlay].? s 7yk]»)’k+1] = O

Observe qu€z,[z1,Y1,---,Yk];Yk+1] € Vk z,(C), pois [z1,22] € central emLg (X)/Vk z,(C).
Logo

(21,Y1, -, Ykt 1, 22) = (22, Yir 1, (20, Y15 - k)] = = (20, Y1, -5 Yk [22, Ykra]] (Mod Vi 7,(C)).

Portanto,
(21, Y1, -, Yk [22, Yiera) ] + 22, Y1, - -, Ykt 1, 2] € Vk 7z, (C).

Usaremos este lema para demonstrar a proxima proposi¢ao.

Proposicéao 6.3.A algebra Ik (X)/Vk z,(D) € gerada como K-modulo livre, por
B =B, UB,UB3UBy4, onde

Bi = {yi+Wz(D)|i=12,..1},

B = {[Z.Viy,- Vil ¥ Vkz,(D) |1=1,2,...; k=0,1,...; i1 <ip < ... <k},

Bs = {[z,Viy,- -+ Yig 1:Zj] +Vk 7,(D) |1, j,k=21,2,...; i > j; i1 <i2 < ... <likea ),

Bsa = {Z,Viy;- - YigZjl +Vk 2,(D) |1,] =1,2,..;i > |; k=0,1,.. ;i1 <ip < ... <y}

DemonstracdnSabemos quék (X) é gerada com&-modulo por mondmios. Assim, consi-
deremoam+ Vk z,(D) € Lk (X)/Vk z,(D), ondem &€ um mondémio. Provaremos por indugéo
sobre o grau denque uma das seguintes situagcdes ocorre:

1. me VKZz(D)
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2. m+VK,ZZ(D) €B

3. —m+VK,ZZ(D) € B.

Seme X, entdo clarament@ € B; oum € B,. Suponhamos que o grau eheseja maior que
1, digamosn= [my,mp]. Por hipotese de indugao, + Vi z,(D), M+ Vk z,(D) € B. Observe
que, comoz, 2] + Vk z,(D) € central emLk (X)/Vk z,(D), B3 € B4 também o s&o. Assim,
semy + Vk 7,(D) oum +Vk 7,(D) pertencer 83U B4, entdom = [my, mp| € Vk 7,(D). Por
outro lado, send{B;, Bj] = {[b;,bj] | bi € Bi, bj € Bj}, temos/By,B] = 0 e[By, B1] = By (aqui

utilizamos qu€z,y1,Yo] — [z Y2, Y1] € Vk z,(D)). Desta forma resta-nos analisar o caso em que
my +Vk z,(D),mp +Vk 7,(D) € Bo. Temos

M = [Zi?yilw"ayir] +VK7ZZ(D)7 mp = [Zjuyjlw"?yjs] +VK7ZZ<D); il S S ir e jl S S jS'
Pelo item 4 do lema anterior temos
m= [mlurnZ] - (_1)I[Zi:yi17' --7Yir7Yj37~--aYJ1;Zj] +VK,Zz(D)

Agora analisaremos 2 casast+ Simpar er + spar.

Comr + s par, sei = j, entdom € Vk 7,(D) ,pois (z,y1,...,Y2, 2 € Vk z,(D). Parai # |,
utilizando o item 3 do lema anterior, podemos superj. Logo, m+Vk 7,(D) € Ba.

No outro caso, novamente utilizando o item 3 do lema antgramtemos supar> j. Logo,

m-+Vk z,(D) € Bz, 0 que conclui a demonstracéo do lema. O
Lema 6.4.
| 0 &783 .67 0
91.01.--.00] = [0 0 (—)neWed e | n=12,..;
0 0 0
| | 0 0 &5/698, &) + (-1 EJE 8, &)
[glagla"wgn)gz] = 0 O 0 )
00 0
n=0,1,....

Este lema é de demonstracao direta.
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E consequéncia do lema anterior gugB) ¢ linearmente independente em
G = Lk (X)/Vk,z,(Mk),

0 que demonstra o Teorema 6.1.

Lema 6.5. Sejam K um dominio de integridade infinito tal que 2 néo € ivelre y =
[21,¥1,-- -, Y2k, 21]. Entdo
W ¢ Vikz,(C); k=1,2,....

DemonstragdpSejam.# = {sC N | sé finito} e K = K /2K. Seja aindaA a K-algebra de Lie
gerada pelos elementag s € .#, com a seguinte tabela de multiplicacao

Csat, Se nt=10
asa] =4 ,
0, se t#0

las,¢t] =0, Vste.Z#
[Cs,ct] =0, Vste.7

A algebra de LiéA tem derivacdeb;, i € N, definidas por

[as,bi]:{ Sofiy S€ #S :VieN, se Z.
0, se I€s

[cs,bi] =0, VieN, sc.Z.
De fato, comacs é central enmA é suficiente provar que

[[as,a],bi] = [[as, bi], &] + [as, [a, bi]].

Contudo, o lado esquerdo da igualdade é nuloi &suUt ousnt # 0 o lado direito também
nulo. Caso contrario este € igual &2, 0 qual € nulo poiK tem caracteristica 2. Logo
cadab; é uma derivacéo da.

Observe que
as, bi, bj] = [as,bj, bi]; i,j €N; se 7.

Assim as derivacods comutam.

SejaB o produto semidireto d& pela algebra de Lie abeliana gerada pelos eleméntos
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N. SejamBg 0 K-submédulo déB gerado pelo conjuntécs | se .#} U{b; | i € N} eB; 0 K-
submodulo deB gerado pelo conjuntdas | s€ .#}. E direto verificar queB = By ® By, é
umaZ, graduacdo parB. Também é direto quB satisfaz as identidades graduadasy,| e
[21,22,23]. Por outro lado,

77777

Assim B ndo satisfaz as identidades graduadasys,...,Yox,z1]; K=1,2,... . Logo aK-
algebraB satisfaz as identidades graduada£deas nédo satisfaz as identidades gradugdas
Portanto

V= [z1,Y1,-- -, Y 2] ¢ Vk 7,(C); k=1,2,....
O

Lema 6.6. Seja K um dominio de integridade infinito tal que 2 ndo é invelt Sejam aindaz’
= Lk (X)/Vk z,(C) e k = W+ Vk z,(C). Entéo o ideal verbal graduado gerado pelo elemento
viok=1,2,...; é gerado como K-submadulo por elementos da forma

[b,a1,ay,...,ax,b); k=1,2,...;
onde baj, ay,...,ax) S&0 mondmios e .

DemonstracanComoy € linear emys, ...,y 0 ideal € gerado comi§-maodulo por elementos
da formayk (b, a3, az,...,ax), ondea; ..., ax sdo mondmios. Suponhamos duedo seja um
monodémio,b = ab; + Bby, coma, B € K. Temos

[ab1+ Bby,ag, @y, ..., ax,aby + Bby] =

= a?by,a,a,...,8x,bi] + aB[bi,a1,a, . .., bo] + af[by, a1, az,. . ., 8, bi]+
+B2[bz,a1, @y, . . , g, by]

= a?[by,a1,@p,..., 8, 1)+ aB[bi,a1,ay, ..., 8, bo) — af[bi,a1,ay, ..., ax, b+
+B2[b27 ai,ap,...,ax, bZ]

= a?[by,ay,ay,...,a0%k 01] + B2[bz, a1, 8z, . ., &, by).

Portanto o ideal é gerado cordesubmaodulo pofb,a;,ap, ..., ax,b] ondeb e cadag; séo
mondmios.
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g

Lema 6.7. O ideal \k z,(C) € multi-homogéneo, logol(X)/Vk z,(C) € a soma direta de K-
submodulos gerados por monémios multi-homogéneos. gtifisa que Ik (X)/Vk z,(C) €
graduado poN& NG ... ..

Comolys, Yo €[z, 22, 73] séo multilineares, assim como no Corolario 48(X)/Vk z,(C)
€ soma direta de submodulos gerados por monémios multi-p@neos, a qual define uma
graduacdo paN & NG .. ..

A demonstracao da proxima proposi¢ao segue as mesmasddérasposicao 3.1 demon-
strada por Vaughan-Lee [48].

Proposicao 6.8.Seja K um dominio de integridade infinito tal que 2 nédo € invett Entédo
o elementok = [z1,Y1,. - -, Y2k 1) + Vk z,(C) ndo pertence ao ideal verbal graduader l#
gerado pelo conjuntdy |1 =1,2,...; | #k}.

DemonstracdoSuponhamog < |. Assim

Wzl;ald_-

ondea = [b,ai,,...,aiy,b] +Vk z,(C) el #k. Como.# é multigraduado & tem grau 2 em
7, e é linear enys, ...y, segue que cadzg tem mesmos multigraus. Assiﬁ‘né de grau R+ 2

el < k. Provaremos qub e cadaa;, deveria ter grau 1, o que contradiz o fato GﬁJdaem grau
2k+ 2. Seg;,, tem grau maior que 1 segue qae: 0. Sebtem grau maior que 1, é facil ver
quea néo é do multigrau desejado. Portabte;, ,...,a; séo todos de grau 1, o que conclui a
demonstracao da proposicao. O

Demonstracao do Teorema .11

Primeiramente provaremos que, se 2 é invertiveKerantdo as identidadés-graduadas
daK-algebra de LieM tém baseC. Este fato € consequéncia quase imediata do Teorema 6.1.
E suficiente provar que o ideal verbal graduatto,,(Mk) < Lk (X) é gerado poC, isto &,
Vk.z,(Mk) = Vk z,(C). Pelo Lema 6.2

{lze.y1,- - Yoo 22 + (22,1, - - -, Yok, Z1] } € Vk 7, (C).
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Como 2 é invertivel, fazendn = 7, temos

{lz1,y1,- -,y 2] [ k=1,2,...} CVk 7,(C).

POI’t&ﬂtO,VKZZ (C) = VK,ZZ(D) = VK,ZZ(MK)-

E consequéncia direta do Lema 6.5 e da Proposicédo 6.8 quende & invertivel enk,
entdoD n&o é equivalente a nenhum conjunto finito de identidaegraduadas dék (X).
Em outras palavraddk vista comoK-algebraZ,-graduada ndo tem base finita de identidades
Zy-graduadas.

Resta-nos provar qudk visto como anel de Lie tem base de identidddggraduada® a
qgual ndo € equivalente a nenhuma base finita de identidades&o depende de 2 ser invertivel
emK. ComoM satisfaz as identidades Betemos qué/z 7,(Mk ) D Vz 7,(D). Por outro lado,
0 anel associativz tem base de identidad&s-graduada®. AssimVz, 7,(Mz) = Vz 7,(D).
ComoK tem caracteristica zero temos ddg € subanel d&lx, logoVy, 7,(Mk) C Vz.7,(Mz),
0 que implica qu&/z, 7,(Mk) C Vz.7,(D). Portantdvz, 7,(Mk ) = Vz 7,(D). Por outro lado, pelo
Lema 6.5 e pela Proposigéo 6.8, pira Z, D ndo é equivalente a nenhuma base de identidades
graduadas erhz(X), o que demonstra o teorema.

6.2 Mg Graduada por Zo x Zo

Consideremos agora a graduacadviiepelo grupo de Klein
H=7,x7Z,={(0,0);(0,1);(1,0);(1,1)},

dada poMk = Vio,00 V(0,1 ® V(1,0 ©V(1,1): onde

000 00K
Voo=| 0 K 0 | Vag=| 0 0 0|,
000 000
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Vo) = My =

o o o
o o XN
o o ©
o o o
o o o
o XN o

Facamos
X =X yuxEOyxOH yxTh = yywuzuT,

ondex (09 =y X(10) —w, X0 =7 X1 =T Além dissoY = {y; |i=1,2,...}, W = {w; |
i=12...},2Z2={z|i=12..}eT={t|i=12,...}. Destaforma

Lk (X) = Lk (X)(O,O) @ L (X)(LO) @ Lk (X)(Ql) o LK(X)(Ll)

€ H-graduado.

Teorema |.14. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zerod&otconjunto

D = {lyn,Yal; [W1,W2]; [z2,22]; [ta,t2]F U{[W,Y]; [W,Z; [wit]}
U{zty]; [z0.t, 2] [zt ]} U{[Z y1,Y2] — [ZY2. V1) [t,Y1,Y2] — [t,¥2,y1]}

gera as identidades H-graduadas dg Misto tanto como algebra de Lie quanto como anel de
Lie.

SejamVy (Mk) = Vk 1 (Mk) < Lk (X) o ideal verbal graduado das identidades graduadas de
Mk com graduacéo pdtl dada acima ¥x (D) o ideal verbal graduado gerado pelo conjunto
D.

Teorema 6.9.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo o conjunto

D = {[y17y2]7 [Wl,Wz], [Zla 22]7 [tlvtz]} U {[va]v [Wv Z]? [W,t]}U
U{[zt,y], 21,1, 2], [ t1, 2] } U {[Z Y1, Y] — [Z Y2, Y1), [t, Y1, Y2] — [t, Y2, ¥1] }

gera o ideal verbal graduado de identidades H-graduadasi¥Wk), isto €, \ H(Mk) =
Vk H(D) .

E direto verificar quéVik satisfaz todas identidadesgraduadas d€.

ComoK é um dominio de integridade infinito, tal como na Proposic@6,1temos que
a algebra de Lie relativamente livkg (X)/V4(Mk) € isomorfo a algebra de Lie de matrizes
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genéricass, gerada livremente pelos elementos

0 0 0 00 &%
g’'=|0¢&) o|.¢?’=l0o0 0o |,
0 0 0 00 0
o0&y o 00 0
=0 o of.g”=|00 &y |
0 0 0 00 0

r=12...;sendoK[¢]| = K[Ei(jr) |li=1,2;j=2,3;r=1,2,...] a dlgebra de polindmios (co-
mutativa e associativa), nas variévéf‘é), de posto enumeravel.

Consideremos o homomorfismo candnico

¢ : LK(X)/VKjH(D) — LK(X)/VH(MK) =G

Yi+VH(D) s Vi+V(Mk) < g
Wi +VH(D)  — W+ Vi (Mk) < g
Z+Vu(D)  —z+Vu(Mk) © g

+Vhu(D)  —t+Vu(Mk) < g

Provaremos qu@ € um isomorfismo. Para tanto, encontraremos um conjunto ere g
Lk (X)/Vk H(D) comoK-mddulo livre. Em seguida demonstraremos que a imagem deste
junto por¢ é linearmente independente. Isto significara Yue (Mk) = Vk 1 (D), demons-
trando o teorema 6.9.

Lema 6.10. As seguintes identidades pertencenka VD)
1. [ZY1,- - Yiot] + (=DXt,y1, ..., V. Z;k=0,1,...;
2. [[ZY1, - Yo [ Ykea]] + (2 Y1, - - -, Yie 1, s k= 0,1, . . ..

DemonstracapProvaremos o primeiro item por inducao sokré&ek = 0 segue diretamente
da anticomutatividade. Por hip6tese de inducao

[Zu Y2,... 7yk+17t] + (_1)k[t7y27 cee 7yk+1uz] € VK,H (D)

Sabemos qué H (D) € fechado sob endomorfismosldg X) que preservam graduagéo. Desta
forma, podemos considerar o endomorfismo que aplizaalz y;| e fixa os demais geradores,
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obtendo
ZY1 - Ykt + (DX Y2, - i, [Z Y]], (6.2)

Pela identidade de jacobi
[t=YZ7 coos Y1 [27 Y1H + [Za [yla [t>YZ, cee 7yk+l]]] + [y].: [[t7y27 <o 7yk+1]7ZH =0.
Todavia,|y1, [[t, Y2, ..., Yk+1],Z)] € Vk.H(D), pois|zt] € central enLk (X)/Vk (D). Logo,

[y, Vi [2yal] = =z ]yn[ty2, - Vil ]]
= [z[t,y2,- -, Yier1, Ya]]
= —[tyz2. -, Yki1,Y1,2
= —[t,y1,--,¥k+1,Z4  (modVk (D)).

Utilizando esta igualdade em (6.2) temos

[Z,YL s 7)’k+1»t] + <_1)k+l[t7yla s 7y|(+17 Z]

0 que conclui a demonstragao do item 1.

Para provar o item 2 observe que, pela identidade de Jacobi

[Za y17 s 7YK7Yk+1at] + [YK+17t7 [27 y17 cee 7)’kH + [t7 [Za yla s 7y|(]ayk+1] - 0

Além dissot, [z,y1, . .., Y], Yk+1] € Vk 1 (D), pois(zt] é central enLk (X)/Vk 1 (D). Logo

[27 Y1, .. ayk+17t] = [tayk+l7 [27 Y1,... 7yk” - _[[27 Y1, .. ’yk]7 [t,yk+]_]] (mOd VK,H (D))

Portanto,
[27 Y1, -5 Yk [tayk+1]] + [27 Y1,... 7yk+17t] € VK,H (D)

Usaremos este lema na demonstragao da proposigéo seguinte.
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Proposicéo 6.11.A algebra Ik (X) /Vk 1 (D) € gerada como K-modulo livre por

B = B;UByUB3UB4, onde

BlZ{yi—f—VK,H(D),Wi-l-VK,H(D),Zi-i-VK,H(D),ti-I-VKH( =12},
Bo={[z,Yip, .Yl +VkH(D);i=1,2,... . k=1,2,... i1 <ip < ... <k},
Bz = {[ti,Yi;,---»Yi) TVkH(D);i =1,2,... k=1,2,... i1 <ip < ... <ly},
Ba={[z,Yi;, - Vi, tj] +Vk H(D);i,j =1,2,...,k=0,1,...,i1 <ix < ... <lig}.

Demonstra¢cdnSabemos qukk (X) é gerado com&-maédulo por monémios. Assim, conside-
remosm+Vk H(D) € Lk (X)/Vk H(D), ondemé um mon6émio. Provaremos por indugéo sobre
0 grau dem que uma das trés situacdes ocorre

1. me VK,H (D)

2. m+VWH(D)eB

3. —-m+VW H(D) € B.

Sem € X ndo temos nada a demonstrar. Suponhamos que o gnausdm maior que 1,
digamosm= [my, mp]. Por hipotese de indugan; + Vk H(D),m+Vk 1 (D) € B. Observemos
que, como[zt] +Vk 1 (D) é central emLk(X)/Vk 1(D), Ba também o é. Desta forma, se

My +Vk H (D) oump+Vk H(D) € By, teremosn e Vk H(D). Temos ainda que, s8; +Vk 1 (D)
emp+Vk H(D) € By, temos

me Vk H(D) oume {*yi,z]; +[yi, tj]; =z, ]},

0 que nos permite eliminar este caso. Por outro lado, clawe,y2| — [z,y2, Y], [t, Y1, Y2] —
[t,y2,y1] € Vk H(D), segue quéBy, B1] = By; [Bs, B1] = Bz (aqui[B;, Bj| = {[bi, bj]; bi € Bj,bj €
Bj}). Desta forma resta-nos analisar o caso emrmue- Vi 1 (D), m +Vk H(D) € B, UBs.

Contudo,
[21,25] € Vk,1(D) implica que[Bp, B2] C Vi H(D);

[t1,t2] € Vk 1 (D) implica queBs, Bs] C Vk H(D) €

pelo item 2 do lema anterior,
[Bp, B3| C £By,

0 que conclui a demonstragcéo da proposicao. O
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O proéximo lema € de verificagéo direta.

Lema 6.12.
0w 0 &7837 .85 0
0P, a = | o 0 0l.n=12.
0 0 0
00 0
g o] = | 00 (—)need g | =12 ;
00 0
1 2 1
o 0 e 0 0 &&3ey).. &)
9,7,977,--,0n",8;] = | 00 0 n=0,1,....
00 0

E consequéncia do lema anterior gu@) € linearmente independente em
G = Lk (X)/VhH (Mk),

o0 que demonstra o Teorema 6.9.

Coroléario 6.13. Se K é um dominio de integridade infinito, entdo as identid&tlgraduadas
de M, visto como anel de Lie, seguem de

D = {[y17y2]7 [lewz]a [217 22]7 [tlatz]} U {[W> Y]; [W7 Z]v [W,t]}U
U{[Z7t7y]’ [Z]_,t,Zz], [Z7t1at2]} U {[Z7ylay2] - [Z7y2>yl]7 [tvylvyZ] - [t7y27yl]} .

A demonstracéo deste corolario € analoga a demonstracaordid@n5.4.

O Teorema I.14 é consequéncia direta do Teorema 6.9 e d@dorahterior.
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Capitulo

7

Uma Familia de Algebras com mesmas
ldentidades

Neste capitulo exibimos uma classe infinita de élgeM@% as guais possuem mesmas
identidades deMg visto comoK-algebra associativa e, por consequéncia, também mesmas
identidades visto com&-algebra de Lie. Por outro lado, cat{aélgebraMé”) possui uma
Zn-graduacao natural. Encontramos bases de identidadasagie@sipara estas diferentes gra-
duacdes. Para as identidadésgraduadas dM}({‘) a situacdo € semelhante as identidades

Zy-graduadas dblk.

7.1 As Algebrasm”

Nesta secdo exibimos a classe enumeravel de élgebrasiaimaksociativaMl((n) e prova-

mMos que estas algebras tém as mesmas identidades orddeivias
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Capitulo 7. Uma Familia de Algebras com mesmas ldentidades

Consideremos a algebra associativa,

00K K K 0 0 a3 g as \
0 0 K K K 0 0 a3 aps ags

MI =] 00K KK |[={|00 ag as ass ||ajeKyp,
00000 000 0 O
ocooooo/ (\ooo o o )

ondeK é um dominio de integridade infinito. Denotaremos esta é&getr

K K K
MP=1| K K K
K K K

Analogamente definimos o conjunto de matrim%),n =2,3,...,das matrizesr2—1x2n—1
tais que a; — 1 primeiras colunas e as— 1 ultimas linhas sao nulas.

0 0 K K
0 0 K K « «
M|(<n): e oo _ .
0..00..0
_ K K
0 00

2n—1x2n-1

Proposicédo 7.1.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo as élgebré{@ K&m as
mesmas identidades ordinarias, isto €,

Tk(M{) =Tk (Mk), n=2,3,....

DemonstracaoPrimeiramente observemos gug = M,(f) € quociente de<3>. De fato, pode-
mos considerar o epimorfismo

2
0: M — M
13 a4 A5 0 ayz+aps agga+ajs+ags+ags
a3 ax axs — 0 ass ag4+ags
a3 az4 ags 0 0 0
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Como
a3 a4 a5 a3 814 G5 a13d33 a13d34 A13835
a3 4 ags y3 84 85 || = || 2238y Asfg, A23ags
a33 dg4 ass 33 834 35 ag383; Ba3Ra, A33ys

é direto verificar qué preserva produto.

Também podemos considerar o epimorfismo

3 2

0 M — M2
a13 a4 as 0 ap3 ap
a3 a4 axs —> 0 azz3 ass
azz a4 ass O 0 O

Desta forma,TK(M,(f)) D TK(M,(<3)). Por outro lado, € direto verificar QLM|(<3) satisfaz a

identidadex; [x2, x3]X4. Como, pelo Teorema 2.2, as identidadesz\/tjgg\,> tem basex;[Xo, X3]X4,
segue que
Tk (M) S T (xa X2, Xa]xa) = T (M).

Portanto,'I'K(M,gz)) = TK(ME)).

Analogamente prova-se qidy” ¢ quociente dd"Y n=23 ... PortantaTc (M") =
TK(M|(<2)), paratodm € {2,3,...}, 0 que demonstra a proposicao. O

Pelo teorema de Birkhoff/l,(f) pode ser obtido dMl(f) através produtos cartesianos, quo-
cientes e subanéis. Desta forma, construiremos monomorﬂem}(f) para um produto carte-
siano de copias dM}(f). A existéncia deste monomorfismo comprova o teorema de Hfrkho
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para este caso, isto €, nos da uma prova alternativa d&qm%fb =Tk (Ml(f)).

o: MY — MPoMP oM@ oM@ oM@ oM
a3 a4 15 0 0 O a3 O 0--
a3 a4 as — l a3 as O { 0 00|,
ag3 az4 ags agz azs O azz3 0 0]

a3 ais O a3 0 ags ||
|: 0 0O O , |: 0O 0 O )
agz az4 O azz 0 ags | |
0O 0 O 0O 0 O
|:8.23 0 axs , |: 0O 0 O .
azgz 0 ags azgz 0 ags
Como
o / , ,
3 A4 A5 &3 Q4 A5 13933 1393, 13935
3 A4 825 B3 By Ay || = || G2ats; A2sfy, B2sfss
3 d34 ags 833 A4 s 833833 Ag3Ra, Ba3gs

é direto verificar quez € um monomorfismo. Além dissa(M}(f)) é isomorfo ao produto
cartesiano

0 KO 0 K K 0 K K 0 K K 0O 0 O
MPc| 0k 0o|e|l oK K |e|loK K |e|lokK|ae|lokKK
0 0O 0O 0 O 0 0 O 0 0 O 0O 0 O
De fato, a composté@ o g € um monomorfismo.
Bo0: M — M oM eMZ aME oM e M
a13 a4 as 0 ap3 ap 0 a3 O 0 a;3 aus
a3 a4 axs — O azg3 azs |, O a3 O |,] O az3 azs
az3 az4 ass 0 O 0 0O 0 O 0O O 0
0 a3 ais 0 axs aog 0O O 0
0 ag3 ags [,| O agz ass, 0 azz ags
0O 0 O O 0 O O 0 O
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onde6 =00000000 03 0, isto é,

5:MPoMPomMP oM omP oM —MP oMP aMP oM oM@ amP
(81,82, 83,4, 85, 3) — (6(a1),6(a2), 6(as), 6(a4), 6(as), 6(as))

De forma analoga podemos definir homomorfismomﬁa para uma soma direta de copias
dem™ Y.

7.2 M,({‘) Graduada por Z,

7.2.1 Mé”) Vista como Algebra Associativa Graduada

Nesta secdo encontramos bases de identidades graduadgshia éssociativM&”) gra-
duada pof,. Aqui generalizamos o resultado principal da primeiraselgicapitulo 5. Prova-
mMOosS que, para um corpo de caracteristica 0, as identidadgsaduadas dM}({') possuem base
finita tanto visto comdK-algebra associativa quanto visto como anel associafiviienota um

dominio de integridade infinito.

A élgebraM&”) possui um&,-graduacao:

MO =5 W =viP%aviVe. . avi™Y,
ac€sin
ondeVii”) € o subespaco dd.” gerado por todas matriz&s tais quej —i = a e Ejj € MY

Assim,Vrgnfl) consiste de todas matrizes na forma

ain
an1 O

an2n—1
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e,paraKt<n-—2 Vn(t) consiste em todas matrizes da forma

O ce O a]_7n+t+]_ O O
0 0 0 a2 ntt+2 0
0 0 0 0 an—t—12n-1
an_tn 0 0 0 0
| O oo Anntt 0 0 0 1]

SejaK (X) a algebra associativa livre de posto enumeravel, otgeY© u.. UY(M-1),
Y0 = | j=1,2,...}. Desta forma

K(X) =KX) O okX)Mo...aKX)"

€ Zn-graduada.

Teorema |.15. Seja K um dominio de integridade de caracteristica zerod&otconjunto
0) (0 IWONCEE )
{[y(l )7y(2 )]}U{y(zj)y(ll)yé) | I = 1,2,...,”— 1’ Jak: 0517' "7n_ 1}

gera as identidade&-graduadas de IW tanto visto como K-algebra associativa, quanto
visto como anel associativo.

SejaTKZn(M,((n)) < K(X) 0 Tk z,-ideal das identidades graduadasl\q@ com graduagéo
dada acima.

Teorema 7.2.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo o conjunto
i i Kk . .
C: {[ g_O)7y(20)]}U{yg)yg_l)y(3) ‘ I = 1727"-7n_1; J?k:0717"'7n_1}

gera o k z,-ideal de identidades graduadapzjn(Mf(n)) como tal.

E direto verificar queM&n) satisfaz todas identidades graduada€de

Sabemos que a algebra graduada relativamenteKiyxe /TKZn(Ml((n)) é isomorfa a &lgebra
de matrizes genéricas graduddacorrespondente l@d,((”) com esta graduacéo. Esta algeBGra
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Capitulo 7. Uma Familia de Algebras com mesmas ldentidades

€ gerada livremente pelos elementos

0 &, 0 & .
. . r
0 _ : : (n-1) _ Son1 O
O = 5 0 E(r) <5 0r = )
: n—12n—1
&h 0 0 &

r=12,...eK[¢&] = K[Ei(jr) |li=12,...,n; j=nn—1....2n—1;r=1,2,...] é a élgebra de
polinbmios (comutativa e associativa), nas varié\%érié de posto enumeravel.

Sejalk z,(C) o Tk z,-ideal, da algebra livre graduaa X) , gerado pelo conjuntG. Con-
sideremos o homomorfismo candnico

01 K(X)/Tazy(C) — K(X) /Tuz, (M) =G

ygl) +TK7Zn(C) '_>y5|) +TK7Zn(M|(<n)) o ggl)

Para provar o teorema encontraremos um conjunto quekgeta/Tx z,(C) comoK-modu-
lo livre. Em seguida demonstraremos que a imagem destertorgor ¢ € linearmente inde-
pendente.

Lema 7.3. A algebra K(X) /Tk z,(C) € gerada como K-modulo livre por
B =B, UB,UB3UBy4, onde

Br={y) .. Y+ T z(C) [k=12,...; i1 <ip < ... <ik}

Bo= (YY) .. y) + Tk z,(C) [i=1,....,n—1; j=12..; k=0,1,...;
1 <ip<...<ig}

Bs= (V.. YW + Tk z(C) [i=1,...,n—1; j=1,2..; k=12..;
i1§i2§...§ik}

B4:{y§i)yi(f)... i(l?)y%)JrTK’Zn(C) li,l=1...,n=1; jjm=12...; k=0,1,...;

DemonstracdnSabemos qui (X) é gerado comé&-modulo por mondmios, isto é, pelo con-
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Capitulo 7. Uma Familia de Algebras com mesmas ldentidades

junto
A={x,...x, |x ex=YOu.  uyh-1y

Provaremos que a imagem deste conjunto no quocie(Xg /Tk 7.(C) € o conjuntdB.

Sejam= x;,...X; X, € X. Primeiramente, sg, < Yii=1,..n-1; para algunr €
{2,...,k=1}, entéox;, % X, ., € Tk z,(C). Logome Tk 7, (C).

Por outro Iadoy(lo)y(zo) + Tk 2,(C) = go)y(lo) + Tk z,(C), 0 que implica quéA+ Tk 7, (C) =
B. U

Lema 7.4.

O = : R ,r=23,...;

0 0..0
L0 0 : P :
0,791 ---0r = =23,
151 g &n. & 0 .0
| 0 0..0
ENEH..&d 0 .. 0]]
0 0 0
g(ln—l)g(lm - g50) _ | o , =23,
0 0..0]]
0 0 0]]
O O — || 5 i r=23
gl gr gl O 0 O ’ >
0 & & &R .. 0]
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o O
o O
o O

ggo)_.,ggo)g(lnfl) = o : ,r=23,....

00 .. Erg,lr?flfrg,lg e frgrr)u
Este lema é de demonstracéo direta.

Demonstragdo do Teorema 7.2E consequéncia do lema anterior gfiéB) é linearmente
independente el® = K (X) /TK,ZH(M&”)), 0 que demonstra o teorema. O

Corolario 7.5. Se K é um dominio de integridade de caracteristica 0, entdidegtidades
Zn-graduadas de IW, visto como anel associativo, seguem de

C= {[y(10)7y(20)]}U{ng)y(ll)y(gk) ‘ I - 172>'~'7n_1; J)k: 0717'-'7n_1}'

DemonstragcaoProvaremos qué’ZZn(M}((n)) = T2.72,(C). Como M}({') satisfaz as identidades

graduadas d€, temos qué’zjzn(M&”)) D Tz.7,(C). Por outro lado, pelo Teorema 7.2, 0 anel as-
sociativoMg') tem base de identidad&s-graduadaf. AssimTZZn(Mg‘)) =Tz7,(C). Como
M & subanel d1”, segue qudy z, (MY") C T2z, (M), 0 que implica qudy, 7, (M{") C

12.2,(C). PortantoTz,Zn(Mé”)) = Tz.7,(C), 0 que demonstra o corolario. O

O Teorema I.15 é consequéncia direta do Teorema 7.2 e d@adorahterior.

7.2.2 MY Vista como Algebra de Lie Graduada

Consideramos nesta secao a algebra deb/l,,(fé com aZn-graduacao apresentada na secao
anterior. Aqui generalizamos o resultado principal da piiense¢éo do capitulo 6. Provamos
qgue, para um corpo de caracteristica 0, as identidagagaduadas de/ll(<”) visto comoK-
algebra de Lie graduada possuem base finita enquanto aslatks?Z,,-graduadas de/ll({')

visto como anel de Lie graduado ndo possuem base finita.

Teorema 1.16. Seja K um dominio de integridade de caracteristica 0. Entialantidades
Zn-graduadas da K-algebra de Lie,(M tém base finita enquanto as identidadgsgraduadas
de I\/|(<”) visto como anel de Lie ndo tém base finita.
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SeJaLK( ) a &lgebra de Lie livre de posto enumeréavel, okde Y@ u.. .uY(-D vy =
{yJ | j=1,2,...}. Desta forma

Lx(X) = Lk X) Q@ Lg X))V ... Lg (X))

€ Zn-graduada. O Teorema |.16 € consequéncia direta do préeionerha.
Teorema 7.6.Seja K um dominio de integridade de caracteristica 0. Entéo:

1) Se 2 é invertivel em K, entdo as identidadggraduadas da K-algebra de Liefﬁ tém
base

E {[yl 7y2 ]}U{[y]_ 7y2 7y3 ]|| J_l n—1,|:0,l,n—1}

Ja as identidade&,-graduadas de IW visto como anel de Lie tem base

D = {0 ,yz MUy Y10 j=1,..n—1;1=01,...n—1}

U{[y]_ 7y1)7y(2)7 7y(2k7y1]||_12 n_l;k:1727"'}7

gue nao é equivalente a nenhuma base finita de identidades.

2) Se 2 nao é invertivel em K, entdo D é uma base de identidagdgsmduadas para IW
visto tanto como K-algebra de Lie quanto como anel de Lie. ddeshsos a base D também
ndo é equivalente a nenhum conjunto finito de identidades.

SejaVKZn(M}((n)) < Lk (X) o ideal verbal graduado das identidadgsgraduadas dM,({')
com graduacédo pd, dada acima.

Teorema 7.7.Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo o conjunto

D = {yV ,yz oy oy i j=1,....n—11=0,1,....n—1}

U{[yl >y1)7Yg)> 7y(2k7y1]‘|_12 n_l;k:1;27"'}>

gera o ideal verbal graduadok/z,, (M )) como tal.

E direto verificar queM}((“) satisfaz todas identidades graduadaBde

Sabemos que a algebra de Lie graduada relativamentd_l{\(bé)/VKZn(M,&”)) é isomorfa
a algebra de Lie de matrizes genéricas grad@aarrespondente Ik‘il,({') com esta graduacao.
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Esta algebra de Lie € gerada livremente pelos elementos

0 &y o O 2 ;
. . . . r
(0) _ : S : (n-1) _ Sonp1 O
gl’ - 0 0 E(r) 7"‘7gr - 0 . ’
T n—12n—1 ’
g0 L. 0 &,

r=12,...eK[¢] = K[Ei(jr) li=1...nj=n,....n—1;r=12 ...] éadlgebrade polinbmios
(associativa e comutativa), nas variévéﬁ@, de posto enumeravel.

SejaVk z,(D) o ideal verbal graduado, da algebra de Lie livre graduiadX ), gerado pelo
conjuntoD. Consideremos 0 homomorfismo candnico

¢:  Lk(X)/Vkz,(D) H_LK(X)/VK,Zn(Mi((n)) =G
Y +Vk z0(D) Y Vi 2z, (M) 5 )

Para provar o Teorema 7.7 encontramos um conjunto quelgékd) /Vk z,,(D) comoK-
modulo livre. Em seguida demonstramos que a imagem despentorpor ¢ € linearmente
independente.

Lema 7.8. Seja E= {[y(lo),y(zo)]}U{[y(li),y(zj),yg)] li,j=1,...n—=1;1=0,1,...n—1} . Entdo
as seguintes identidades pertencenkgME) C Vk z,(D).

i 0 0 i 0 0
2. Ay i Rk WOy Oy k=01, 0 =1, n— 1

N (0 0 (i) .(0 i) (0 0 (0 i -
3 Y Y Y D =y Y D Ly k=0,1,2, 50, =1, n—

1

Este lema pode ser demonstrado de forma anéloga a Prop6s2¢édo
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Lema 7.9. A algebra Ik (X)/Vk z,(D) € gerada como K-modulo livre por
B = B;UB>UB3UBy4, onde
Br={y\' +Vz,(D) [i=0,1,....,n-1; ]=12,...},

BZZ{[yEI)7y|(:?)7ayfl?)]—{_VZn(D) | I :1,,n—1, J»k:17271
i1 <ip < ...Sik},

B = (Y%, v Y4 Ve, (D) il =1, n—1; jmk=12,...;
i>lou(i=lej>m);i1<ir<...<ix 1},

B = {y" Y%, YO W4V, (D) [ omk=1,2,.. ;i1 =1,...,n—1;
i>lou(i=lej>m)i1<ir<...<lix}.

DemonstracapAnaloga a demonstracao da Proposi¢éo 6.3. O
Lema 7.10.
0 0 0
0 40 : :
oi”.0”,...d% = :
s &Y, & &l 0 0
0 (~1)7 & &N ER L0
r=23,...;
ENER &R O 0
(1) 40 L0y _ : D
[g]_ ag]_ ;-~-gl’ ] 0 0 0 9
0 0 ... (-1)&Y & &l

r=2,3,...;
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n—i,n+j
. 0 0 .
([gg)7gg )7' . 7g$ )7g(21)]> . i - ( )r+1fn ] nEn n+|522 Ez(rz)
( n—J,n+lI

[gi”,g(f),...,g£°>,g<2”]) =0, se (I,m)#(n—i,n+j) e (I,m) # (n—j,n+i)

I, m

4 . .
([g&'%g&‘)%...,g$°>,g;'>]) — 0 se(.m £(n—inti) e
I.m

i 0 0 i | 1 2 1
(RN ) I e L
n—1,n+l

+( )r+1£n n+|£n i n622 EZ(rZ)

\

Este lema é de demonstracéo direta.

Demonstragdo do Teorema 7.7E consequéncia do lema anterior gfiéB) é linearmente
independente erg = LK(X)/VK,ZH(M,({‘)), 0 que demonstra o teorema. O

Para demonstrar o Teorema 7.6 consideramos primeiro atgsaados auxiliares.

Lema 7.11. Sejam K um dominio de integridade infinito tal que 2 n&o é hiwelreﬁlfi) =
i) ,(0) 0 0) (). : 5
iy 0y W =1, n— 1. Entdo

DemonstracapSejam.Z = {sC N | sé finito} e K = K /2K. Seja aindaA a K-algebra de Lie
gerada pelos elementaél se Z,ie {1 n—_l}, com a seguinte tabela de multiplicagéo

- B e

0, se t#0
B V=0, vstez
V=0, Vstes

A algebra de LieA tem derivacdeb, | € N, definidas por
(i)

- a se l¢s
) b ={ AP ¢ ,VIEN, se 7.
0, se les
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)b =0,VIeN, sc.Z.

(i)

De fato, como:si € central ermA é suficiente provar que

123, a1, by) = [[aY", by), &)+ [a, [ by ).

Contudo, o lado esquerdo da igualdade é nulol &8Ut ousnt # 0 o lado direito também
€ nulo. Caso contrario este é igual%){l}, o qual é nulo poiK tem caracteristica 2. Logo
cadab; € uma derivacao d&.

Observe que
12, ], b = [[&Y,br], B]; I,MEN; s€ 2.

Assim as derivacOdg comutam.

SejaB o produto semidireto d& pela algebra de Lie abeliana gerada pelos eleméntbs
N. Temos que
B=By®B1®...©By_1,

ondeBy é o K-submédulo deB gerado pelo conjunte@céo) |se Z} U{b |l eN} eBjéo
K-submédulo dé gerado pelo conjunt{naé') |se #} U{cg) |sc.#};i> 1. Edireto verificar
queB=By®&B1®...®B,_1, € umaZy, graduacao parB. Também é direto quB satisfaz as
identidades graduad@éo),yéo)] e [y(l'),y(zl),yg)]. Por outro lado,

[a8)7b17"'7b2k7aé)i) =

geeey geeny

AssimB nao satisfaz as identidades gradua{gl%)sy(lo),y(zo), e, (2(|?ay(1i)]? k=1,2,....Logoa
K-algebraB satisfaz as identidades graduadasd®mas néo satisfaz as identidades graduadas
Y. Portanto

BIEI) = [yg_l)uyg_O)ay(ZO)v7y(20k)7yg_l)] ¢VK7Zn(E); k= 1’2""'

Il
Proposicéo 7.12.Seja K um dominio de integridade infinito tal que 2 néao € inveltt Entdo o
eIementh,E') = [y(l'),y(lo), (20),..., (Zi),y(l')] +Vk z,(E) ndo pertence ao ideal verbal graduado
| 9.2/ = Lk (X)/Vk z,(E) gerado pelo conjuntéB" [1=1,2,...;1 #Kk}.

Esta proposicao pode ser demonstrada de forma analoga@skRéap6.8.
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Demonstracao do Teorema 7.6

Primeiramente provaremos que, se 2 € invertiveKerantéo as identidadé4,-graduadas
daK-algebra de LieM,(<”) tem basée. Este fato é consequéncia quase imediata do Teorema 7.7.
E suficiente provar que o ideal verbal graduMi%(M}((n)) < Lk(X) é gerado poE, isto &,

Vi z,(M{") = Vk z,(E). Pelo Lema 7.8

{[yg_l)7 5_0)7"'a (zok)7y(2j)]+[yg)ayg_0)77 gok)ayg_l)] | I?J - 17"-7n_1; k: 1727} CVK,Zn(E)‘
Como 2 ¢ invertivel, fazend;ii) = y(zj), temos
(Y Wi =1, =1 k=1,2,...} C Vi z,(E)-

Portanto, pelo Teorema 7Nk 7, (E) = Vk z,(D) = VK,Zn(M|((n))-

E consequéncia direta do Lema 7.11 e da Proposicéo 7.12e8e30 é invertivel er,
entaoD néo é equivalente a nenhum conjunto finito de identiddgdegraduadas dex (X). Em
outras palavras, se 2 ndo € invertivel &mvl,(f) visto comoK-algebraZy-graduada nédo tem
base finita de identidad&s,-graduadas.

Resta-nos provar qLM,(<“) visto como anel de Lie tem base de identidafiggraduada® a
gual ndo é equivalente a nenhuma base finita de identidades&o depende de 2 ser invertivel
emK. ComoMl({') satisfaz as identidades @ temos que/zﬁzn(M,({')) O Vz.7,(D). Por outro
lado, o anel associati\NI%”) tem base de identidadés-graduada®. Assimvz,zn(Mg‘)) =
Vz,7, (D). ComoMg') é subanel ", segue quay; (M) c VZ7ZH(M%”)), o0 que implica
queVZZn(M}({')) CVz.7,(D). Portantd/ZZn(M,((")) =Vy7,(D). Poroutro lado, peloLema7.11e
pela Proposigéo 7.12, pafa=Z, D n&o € equivalente a nenhuma base de identidades graduadas

emLy(X), o que demonstra o teorema.
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Apéndice

A

Base de Identidades paraly(K), | K |= o,
charK = 2

Se o corpo basK for infinito de caracteristica 2, a algebra de big(K) n&o possui ne-
nhuma base finita de identidades, isto foi demonstrado e®, p&r Vaughan-Lee [48]. Porém
ele ndo exibiu nenhuma base explicita de identidadesgbgt§). Esta base explicita foi des-
coberta por Drensky e enunciada no livro [16]. Além dissoawlemonstracao deste resultado
foi escrita na tese [14] e nunca foi publicada em uma revistgtitica. Neste apéndice demons-
tramos este fato. Mais precisamente demonstramos o segeanrema.

Teorema 1.8. (Drensky, veja [14] e [16])Seja K um corpo infinito de caracteristica 2. Entéo
0 conjunto

{[X17X27 [X37X4]7X5]}U{[X15X27 [X17X27X37"'>XI’]] ’ r= 3747 57} U

{[XLXZ’ [X37X47X57 e 7XI']] + [X17X37 [X47X27X5a v 7XI’H + [X17X47 [X2,X3,X5, v 7Xr]] | r= 47 57 67 . }

€ uma base de identidades para(#l). Além disso, esta base ndo é equivalente a nenhum
conjunto finito de identidades.

SejaK um corpo infinito de caracteristica 2. Consideremos a algdbiae de matrizes
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Apéndice A. Base de Identidades pgta(K),

a1 a
glz(K)={< H 12) a;jeK}.
dp1 a2

E direto verificar que, neste caso,

K |= o0, charK =2

2 x 2 sobreK

0 K K
gh(K)ZMk=| 0 K K
0 0 O
Esse isomorfismo é definido pela aplicacéo
010 00 00O
01 00 10
— 1 0 0 0|, — 100 , — |1 010
00 10 00
00O 00 00O

Assim, para provar o Teorema 1.8, podemos considerar ks déMk ao invés de con-
siderar identidades dgy(K).

SejamLk (X) a algebra de Lie livre sobi€, com geradores livreg, xo, ..., Vk (V) o ideal
verbal delk (X) gerado pow = [x1, X2, [X3, X4, X5| € Vk (MK ) 0 ideal das identidades déx .

Seja.# = Lk(X)/Vk(v). Utilizaremos a seguir um conjunto que gefd’ como espaco
vetorial. Este conjunto foi obtido como consequéncia deet@a de Ju. V. Kuz'min [34].

Sejam
w(i, Lk Lm, o omea) = XX XX Xmg s - Xmy o)l
+ [Xi,Xk,[X|,Xj,Xml,...,Xn*\,74]] +

+ [Xiaxh[Xjaxkvxmla"'7xm_4]]7

ui, j, K Imy, oo me—a) = X, X5 X Xt Xy - - - Xmy_4)]-

Como consequéncia direta do Teorema 3.5 temos 0 seguingéenaor

Teorema A.1. Sejam K um corpo infinito de caracteristica Z&= Lk (X)/Vk (v). Entdo.#"
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Apéndice A. Base de Identidades pgta(K),

K |= o0, charK =2

€ um espaco vetorial com base formada pelos elementos
w(i, j, K I,my, .. me_g) +Vk (v),

onde i< j < k< ...<m_4. Juntamente com os elementos
u(i, J, K 1omy, .o meg) + Vi (V),

taisquer>4)i>jk>lLi>k j>lej<m<...<m_4. Alémdisso, sé,j) = (k 1), para
[ par, Xmy ; # Xmy, paraalgumte {1,2,...,5%}.

DemonstracanOs elementosv(i, j,K,1,...,m_4) +Vz(v) e u(i, j, K 1,my,....m_4) + Vz(V)
geram, como grupo aditivay(X)"” /Vz(v). Utilizando o Corolario 1.31, temos

Lk (X)/Vk (V) = K@z Lz(X) Nz (V).

Assimw(i, j,k,1,...,m_4) +Vk (V) eu(i, j,k I, m,...,m_4) +Vk(v) geramZ” como espaco
vetorial. 0

E direto verificar quéVik satisfaz as identidades do conjutalefinido a seguir

C={w(1,2,...,r)|r=4586,...} U{u(1,2,1,2,...,r); r=3,4,56,...}.

SejaV o ideal verbal gerado pofv} UC, isto €,V = Vk({v} UC). O préximo lema é
consequéncia direta do Teorema A.1.

Lema A.2. Sejam K um corpo infinito de caracteristica 2 = Lx(X)/V. Entdos#" é um
espaco vetorial com base formada pelos elementos

[Xi7Xj7[Xk7X|7Xm17"'aX|’T},4]]+V (Al)

taisque(i,j) # (k1),r>4ji>jk>lLi>kj>lej<m<...<m_g4

A éalgebra relativamente livre da variedade gerada\ho®e isomorfa a algebra de matrizes
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Apéndice A. Base de Identidades pgta(K),

K |= o0, charK =2

genéricass, gerada livremente pelos elementos

0 &y &y
o= 0 & & |
0O 0 O
sendoK|[¢] = K[E(r) li=12; j=23;r=12,...] a édlgebra de polindmios (associativa e

i
comutativa), nas variéveﬁﬁ(jr), de posto enumeravel.

Para demonstrar o Teorema 1.8 consideremos o homomorfismioica

¢: LX)V — Lc(X)/Mk(Mk) =G
X +V — X +Vk(Mk) 0

E suficiente mostrar qué¢ é um isomorfismo. Para tanto, utilizaremos a seguinte obser-
vacao.

Observagdo A.3 Se kgr#£ {0}, entdo existe & Lk (X) multilinear, f ¢ Vk(v), tal que
f+V ekerg.

De fato Vaughan-Lee [48] demonstrou queseuma identidade ndo multilinear pavi e
Zn&o é consequéncia @e= [x1, X2, [X3,X4],Xs], entdoz &€ consequéncia de

{[X1,X%2, [X1,%X2,X3. .., %] | r =3,4,5...}.
Lema A.3. Se f é multilinear e fV € kerg, entdo fe Lx(X)".

A demonstracao deste lema € completamente analoga a deagdiostio Lema 3.3.

Assim resta-nos mostrar que a imagem dos elementos mediitis na forma (A.1) par €
linearmente independente.

Lema A.4.
0 0 u
¢<u(i7j7k7|7m17"'7rH’—4>):[givgja[gk7g|agm17"'7gm(_4]]: O 0 0 )
0 0O
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K |= o0, charK =2

onder>4e
J = u_(i7j7k7|7m17"'7n}*4)

P -
— {<—1k>f+1l<f£'£ ééé) - ey ENel) — el el — (e es) — e e x
m _
X (EXEN — g ereim . gl

Sabemos quK ¢ ] possui graduacad|[é] =Py@PL & ..., ondeR é o espaco vetorial gera-
dos pelos monémios de grgu i =0,1,2,.... Segue qu&” = E4, B Es @ Eg® ..., ondeEg é
um subespaco vetorial €& com matrizes na forma

bs

o O O
o O O
o O

e bs € um polindmio de grasemK|[¢].

Lema A.5. Suponha que a imagem (péj dos elementos multilineares na forma (A.1) tais que

{iv j7k7|amlv"'7rnf—4} = {17"'7r}
é linearmente independente. Entdo a imagem do conjuntodds telementos multilineares na
forma (A.1) é linearmente independente.
A demonstracao deste lema € completamente analoga a deagdiostio Lema 3.8.
Demonstracao do Teoremai.8

Vaughan-Lee [48] provou qug,(K) ndo possui nenhuma base finita de identidades. Assim
devemos demonstrar que os elementos descritos no Teor@rfarham uma base de iden-
tidades pardk = gl>(K). Provaremos que € um isomorfismo entre algebra relativamente
livre 2 = Lk(X)/V eG. Pelos lemas A.2 e A.3 é suficiente provar a independénciarlohes
elementos multilineares na forma (A.1). Utilizando o lemgedor podemos supor que

{i,j,k1,mq,...om_4}={1,... r}.

Comoj<i,l <k<iel<j<m<...<m_4 sequequé=1ejc {2,3}. Sej =3 entdo
k = 2. Assim temos 0s seguintes elementos
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Apéndice A. Base de Identidades pgtaK), | K |= o, charK = 2

Paraj = 3 temos os elementos da forma
— a 3 3 2) (1 2) (1
U(S, 37 27 17 47 v 757 R r) = {(_1)"_‘—1(55? 52(2) - EZ(Z) E:EZ))<EZ(3) 52(2) - 52(2) 62(3>)_

3 3\, (2 (L 2) (1 4 3
(8328 — 653630 (813 &0 — 87 812)}ss - &35 - &5
(s=4,...,r), totalizanda — 3 elementos.

Paraj = 2 temos os elementos da forma
05, 2.6,1.3,,f 8 or) = {(-D) HES & — &3 602)(E3857 — 69653 —
2 2 t) £ (1 t)£(1 3) ) f
(63603 — 03 602 )(&12 800 — 83812V 63 - &3 -85 &35
r>s>t>3, totalizando%.

Suponhamos que alguma combinacao linear destes elementda. €Observe agora que
nos elementos(s; 2,t,1,3,...,f,...,5....,r) aparecem os monémios

3 t 1 3 Z(t z
Gy e e e e &y &Y. &)

r>s>t > 3; que ndo esta presente nos demais monémios acima. Assiefici@ue dos
elementosu(s,2,t,1,3,...,{,...,§...,r) deve ser zero. Na expressédo restante observe que nos
elementosu(s,3,2,1,4,...,§,...,r) aparecem 0s mondmios

32 (1) (4 z .
Eeyese ey . 8.8y,
S=4,....r.

Segue que todos os coeficientes devem ser nulos, 0 que desnoisbrema. O
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