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Resumo

O principal objetivo dessa dissertacao é apresentar um estudo sobre as caracteristicas geométri-
cas de um buraco de minhoca atravessavel além de uma nova abordagem para o estudo do problema
de violagao da condic¢ao de energia nula (CEN). Tradicionalmente, a anélise da solugao do buraco
de minhoca é feita apenas com base na Geometria Riemanniana, isto é, usando-se apenas as pro-
priedades intrinsecas do espago-tempo. Contudo, o buraco de minhoca é uma alteragao topologica
do espaco-tempo e como consequéncia um estudo puramente intrinseco é incapaz de descrever
plenamente as qualidades que caracterizam um buraco de minhoca atravessavel.

Esse problema pode ser contornado ao se considerar a imersao do espaco-tempo em um espaco
maior de forma a permitir a anélise dos elementos extrinsecos da geometria de um buraco de min-
hoca atravessavel. Na fisica gravitacional, existem programas de pesquisa que descrevem espacos-
tempo imersos. Contudo, tais programas usualmente falham em dar um tratamento matemaético
adequado ao problema da imersao. Como consequéncia, eles precisam recorrer a um nimero sig-
nificativo de postulados para conseguirem descrever a dinamica do espaco-tempo imerso.

A imersao é um teorema matematico cuja prova mais geral foi dada por John Nash usando a
deformagao de variedades. Usamos o teorema de imersao de Nash para analisar uma classe geral
de solucoes de buracos de minhoca. O teorema de Nash se fundamenta na deformacao de uma
variedade imersa, definida pela curvatura extrinseca. Isto é, ele descreve como a geometria se
propaga nas dimensoes extras do espaco de imersao, sem apelar para flutuacoes quanticas para
explicar a alteracao topologica responsavel pelo buraco de minhoca. No teorema de Nash, as
alteracoes topologicas surgem naturalmente e classicamente.

A imersao do espaco-tempo é feita em uma variedade plana de 5 dimensoes e como resultado
obtém-se equagoes de campo que descrevem a dinamica gravitacional do espaco-tempo imerso.
Essas equacoes sao as mesmas equacoes de campo da R.G com um termo adicional, o tensor
deformagao que incorpora as informagdes extrinsecas da geometria.

Finalmente, analisamos o caso do buraco de minhoca atravessavel como proposto por Morris e
Thorne. Para tal consideramos a regiao do espaco-tempo com potencial constante. Nesse cenério,
a dinamica dos elementos extrinsecos permite gerar um buraco de minhoca atravessavel sem a
necessidade de uma matéria exotica. Contudo, o buraco de minhoca é destruido por qualquer
matéria que tente atravessa-lo.

Palavras-chave: Buraco de minhoca, dimensoes extras, imersao de variedades diferenciaveis.
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Abstract

The main goal of this dissertation is to present a study on the geometric characteristics of a
traversable wormhole and a new approach to studying the problem of violation of the null energy
condition (NEC). Traditionally, the analysis of the wormhole solution is based only on Riemannian
geometry, ie, using just the intrinsic properties of spacetime. However, a wormhole is a topological
change of spacetime and therefore a purely intrinsic study is unable to fully describe the qualities
that characterize a traversable wormhole.

This problem can be approached in a different way by considering the embedding of spacetime
in a higher dimensional space to allow the analysis of extrinsic elements in a wormhole’s geometry.
In gravitational physics, there are researches describing embedded spacetime. However, these
researches usually fail to give an appropriate mathematical treatment of the embedding problem.
Consequently, they have to rely on a significant number of assumptions to get to describe the
dynamics of an embedding spacetime.

An embedding is a mathematical theorem whose proof was given more generally by John
Nash using the deformation of manifolds. We use the Nash’s embedding theorem to analyze a
general class of solutions wormholes. Nash’s theorem is based on a deformation of the embedded
manifold, defined by the extrinsic curvature. That is, it describes how the geometry propagates
in extra dimensions without appealing to quantum fluctuations to explain the change topological
responsible for the wormhole.

Spacetime is embedded in a flat 5-dimensional space and as a result one obtains field equations
describing the gravitational dynamics of that spacetime. These equations are the same field equa-
tions of GR with an additional term, the deformation tensor which incorporates the information
of the extrinsic geometry.

Finally, we analyze the case of traversable wormhole as proposed by Morris and Thorne. For
this purpose we consider a region of spacetime described by a constant potential. In this scenario,
the dynamics of extrinsic factors allow us to generate a wormhole traversable without the need for
exotic matter but it is destroyed by any matter that attempts to cross the neck.

keywords: Wormholes, extra dimensions, embedding of differential manifolds
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Capitulo 1

Introducao

A Relatividade Geral (RG) é uma teoria que descreve a geometria do espaco-tempo como uma
teoria de gravitacao. Mais especificamente, a RG nao define a gravitacao por forcas como fez
Newton, ela diz que a gravitacdo nada mais é do que uma consequéncia do fato dos campos
de matéria deformarem o espaco-tempo gerando curvaturas. Logo, a gravitacao ¢ descrita pela
curvatura do espago-tempo.

O modelo padrao de cosmologia é baseado na relatividade geral (juntamente com os postulados
de isotropia e homogeneidade). Contudo, em 1998 [1] surgiram dados referentes a observagoes
de supernovas tipo la que a Relatividade Geral tém tido alguma dificuldade em explicar. Essas
observagoes mostraram que a expansao do Universo é acelerada. Esse foi um resultado nao esperado
ja que, de acordo com a teoria da Relatividade Geral usada até entao, os campos de matéria que
constituem o Universo levariam a uma desaceleracao da expansao causada pela gravitagao. Assim,

os dados de observacoes cosmologicas sugerem duas alternativas:

e A proposta de uma nova teoria de gravitacao: a Relatividade Geral so6 funciona localmente

e tem que ser substituida em escalas cosmologicas

e A proposta de existéncia de uma Energia Escura que seria responsavel pela expansao aceler-

ada.

A constante cosmolégica repulsiva A > 0 foi proposta por Einstein para justificar seu universo esta-
cionario antes da constatacao de que o universo esta em expansao. Hoje a constante cosmologica é
apresentada de modo a explicar a aceleracao do Universo de forma consistente com a Relatividade
Geral e é constantemente apresentada como uma candidata mais plausivel & energia escura dentro

do programa ACDM !. Matematicamente, a constante cosmolégica surge como consequéncia da,

LCDM ¢ a sigla em inglés para matéria escura fria



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

identidade de Bianchi e, portanto, aparece como uma componente geométrica no lado esquerdo

das equagoes de campo de Einstein:
1
RW’ — §Rguy + Ag;w = 87TGT/U/ (11)

Por outro lado, Zel’dovich [2] mostrou que a constante cosmologica pode ser interpretada como
a energia do vacuo dos campos quanticos cumulativo no universo. Contudo, dados relativos a
radiagao cosmica de fundo (CMB) mostram que a densidade de energia da constante cosmologica
necessaria a aceleracio observada ¢ dada por py o< 107#"GeV enquanto que de acordo com as esti-
mativas da teoria quantica de campos a densidade da energia do vacuo quantico ¢ py oc 107GeV .
Entao ha uma diferenca de 123 ordens de grandeza entre o que é previsto pela teoria e o valor
obtido dos dados [1]. Isso leva a perguntar se a energia escura seria mesmo a energia do vacuo
e também traz o questionamento se a Relatividade Geral com A seria consistente para descrever
uma aceleracao cosmica.

A expansao acelerada do Universo nao é a unica questao deixada em aberto pela Relatividade
Geral. Além do problema da Energia Escura, o problema de formacao de estrutura no Universo
juntamente com as intmeras tentativas de se quantizar a gravitacao tem sido uma forte motivacao
para procurar teorias de gravitacao alternativas.

Em 1920, Theodore Kaluza apresentou um trabalho para um programa de gravitacao em cinco
dimensoes baseando-se nos mesmos principios da Relatividade Geral exceto pela existéncia de
uma quinta dimensao que iria se comportar de maneira diferente [3]. Pouco depois, Oskar Klein
reinterpretou o programa, afirmando que esse somente poderia ser valido em nivel quantico. Esse
programa, ¢ conhecido hoje como teoria de Kaluza-Klein e se baseia no mesmo principio de Einstein
Hilbert da Relatividade Geral.

Outro programa de dimensdes extras é o programa de Cordas que nasceu sob uma motivacao
diferente, como um mecanismo para explicar o confinamento dos quarks. O programa se baseou
no principio que o menor objeto em uma variedade fisica nao seria particulas pontuais, mas sim
cordas unidimensionais cujos movimentos gerariam uma superficie bidimensional em um espago-
tempo de Minkowski com D dimensoes. Dessas D dimensoes, uma seria de natureza temporal e
as outras D — 1 seriam espaciais. O principio variacional é diferente do de Einstein-Hilbert e diz

que a superficie gerada pelo movimento das cordas é minima [4], isso é:

5/\/Edv =0 (1.2)

onde h ¢ o determinante da métrica h,; da superficie bidimensional.
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A quantizacao do programa de cordas e a imposi¢do de invariancia com o grupo de Lorentz
impoe que o ntimero de dimensdes D seja igual a 26. Por outro lado, assumindo-se a supersimetria?
o nimero de dimensoes cai para D = 10.

O processo de quantizacao de campos prevé a existéncia de diferentes spins, incluindo o spin-2
(o graviton) e o spin 3/2. A supersimetria prevé que para cada modo de spin semi-inteiro deve
existir um modo de spin inteiro e vice-versa. Nao ha até o presente nenhuma comprovacao da
supersimetria ou do programa de cordas.

Uma estratégia alternativa é o programa de Branas-mundo que surgiu como solu¢ao do prob-
lema da Hierarquia das interacoes fundamentais. Ao escrever a relatividade Geral, Einstein assumiu
que o limite de campo fraco da R.G seria a gravitacao Newtoniana. Isso fez com que a constante
gravitacional de Newton, G = 6,6730010"'m3kg~ts~2, também aparecesse nas equacoes de Ein-
stein. O valor de G motivou a conjectura de que a gravitacao quantica somente poderia ser

% ~ 10 GeV enquanto que as outras interacoes

percebida em escala de energia Planck, F =
sao quantizadas em escala TeV (10® GeV). Tal diferenga nas escalas de energia é chamada de
problema da hierarquia das interacoes fundamentais.

Com base no trabalho de Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali, (ADD) [5], e também usando
ideias tanto da teoria de Kaluza-Klein quanto principios do programa de cordas, nasceu em 1998
uma proposta de gravitacao em mais dimensoes chamada Branas-Mundo. A brana, ou espago-
tempo quadridimensional, é imersa em um espago de D dimensoes chamado espaco de imersao ou
espaco ambiente (ou bulk) [3]. Baseado em estimativas apresentadas em [5], o nimero de dimensdes
sugeridas pelo cenario ADD é D > 6, pois caso contrario, o tamanho das dimensoes extras poderia
ser muito grande.

Ha outro cenario descrito pelo programa de Branas-mundo e desenvolvido por L. Randall e R.
Sundrum que obteve éxito ao mostrar que era possivel realizar a imersao do espago-tempo em cinco
dimensoes desde que a imersao fosse fixa®. Assim, o espaco-tempo age como um contorno separando
duas regives do bulk onde um lado do espaco-tempo é como um reflexo do outro lado, a chamada
simetria de espelho ou simetria Z,. Nessa formulacao, o espaco ambiente é pentadimensional do
qual o espago-tempo quadridimensional é apenas um contorno [5].

Outras teorias alternativas de gravitacao sao baseadas em um principio de Einstein-Hilbert
modificado. Um exemplo sdo as teorias f(r) [37] que ao generalizar o lagrangeano da acdo de
Einstein-Hilbert para uma funcdo arbitraria de R tentam explicar a expansao acelerada do Universo

sem ter que recorrer & Energia Escura.

2Supersimetria ¢ uma suposicdo tedrica e designa a simetria que relaciona férmions e bdsons
3A expressdo "fixa"refere-se ao fato da brana ter uma posicdo fixa no espaco ambiente. Essa condicdo vai ser
esclarecida no capitulo 3
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Em resumo, essas teorias tem em comum o fato de se basearem em modificacoes expressivas
dos postulados da RG que se fundamentam no principio de Einstein-Hilbert em 4 dimensoes,
geometria Riemanniana e nos principios de covariancia generalizada e de equivaléncia. Como
qualquer geometria métrica pode ser gerada a partir de uma sequéncia continua de perturbacoes
infinitesimais de uma dada geometria [36], ha uma falta de precisdo por parte da Geometria
de Riemann em determinar a forma local de uma superficie. Mesmo assim, Einstein preferiu
trabalhar com base na Geometria Riemanniana que é puramente intrinseca acreditando que ela
seria suficiente para descrever os campos gravitacionais resultantes de todos os tipos de matéria
conhecidos.

Por outro lado, as informagoes extrinsecas (como a forma local de um espago-tempo) podem ser
recuperadas perante o processo de imersao no qual uma variedade Vy de n dimensoes é imersa em
uma variedade maior Vp com D dimensoes onde D > N. Por um longo periodo de tempo, a tinica
forma de realizar uma imersao era através dos teoremas de Cartan e Janet em que se recorria a
suposicao de que as funcoes de imersao sao analiticas reais definidas por uma convergéncia de série
de poténcias positivas [36]. Apenas em 1954 apareceu um teorema de imersdo desenvolvido por
Nash que nao utilizava as solugoes analiticas, mas sim funcoes diferenciaveis. Dentro do contexto
fisico ha uma diferenca conceitual importante, pois os espagos-tempo sao variedades diferenciaveis
com geometria definida por equagoes diferenciais o que leva a questionar a validade de uma imersao
analitica para a fisica [26].

A importancia do teorema de Nash para a fisica gravitacional e consequentemente para o nosso
estudo é que como nas hipoteses ADD, ele usa propagacio de gravitagdo (da métrica) nas di-
mensoes extras s6 que sem prejudicar as propriedades do espaco-tempo descritas pela RG com a
vantagem de recuperar as propriedades extrinsecas do espaco-tempo conservando a diferenciabil-
idade caracteristica do mesmo. Com isso, o teorema de Nash se torna a ferramenta ideal para o
estudo de estruturas como o buraco de minhoca que é uma alteragao topolégica do espago-tempo
previsto pela Relatividade Geral.

Basicamente, o buraco de minhoca é uma solucao das equacgoes de Einstein descrevendo um
ttnel com uma largura minima (garganta) que conecta duas regides remotas do espaco-tempo. O
buraco de minhoca poderia, em principio, servir de atalho para viagens interestelares ao encurtar

distancias e reduzir significativamente o tempo de viagem.

Isto é, buraco de minhoca é uma alteracao topologica no espaco-tempo conectando duas regides
distintas através da garganta. O estudo desse tipo de solucao é quase tao antigo quanto a propria
relatividade geral. Em 1917, apenas um ano ap6s A. Einstein publicar seu trabalho sobre Rela-

tividade Geral, se reconheceu que as solucoes de Schwarzschild das equagoes de campo de Einstein
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Figura 1.1: Visao artistica de um buraco de minhoca

Fonte: BAMAH 2011

(ECE) representavam tuneis entre segoes de espago-tempo [7]. Posteriormente, uma nova mengao
foi feita a esses "tuneis". Einstein em trabalho com Rosen buscou alternativas a representacao de
particulas que eram tratadas como singularidades nas teorias de campo. No artigo de 1935, "O

11!4

problema da particula na Relatividade Geral"* aparecem os "tineis"que por um periodo passaram

a ser conhecidos como "pontes de Einstein-Rosen"[32]. Nas palavras dos autores:

Estas solucoes envolvem a representacao
matemética de um espaco fisico por duas folhas
idénticas, a particula sendo representada por
uma "ponte"de ligagdo destas folhas (Visser,

a

1996, p. 45 tradugdo nossa).

%These solutions involve the mathematical representa-
tion of a physical space by two identical sheets, a particle
being represented by a "bridge"connecting these sheets.

Mais tarde foi mostrado que particulas nao podem ser representadas por "pontes de Einstein-
Rosen"[32]. Contudo, esse foi o primeiro célculo e estudo sério sobre o que posteriormente seria
chamado de buraco de minhoca de Schwarzschild.

O termo "buraco de minhoca"foi cunhado por Jonh Archibald Wheeler em 1957 [32]. Interes-
sado em estudar melhor as questoes topologicas da relatividade geral, fez o que pode ser considerado
a primeira descri¢ao da geometria de um buraco de minhoca e que se tornou referéncia para varios
trabalhos posteriores na area. Wheeler propds uma métrica que descrevesse um espacgo plano com
excecao de duas regioes distantes em um espaco-tempo duplamente conexo tal qual ilustrado na
figura 1.2.

Ao estudar o processo gravitacional quantico do buraco de minhoca, Wheeler imaginou o vacuo

como sendo um perpétuo estado de "borbulhacao"com flutuacoes da métrica que permitiriam

4"The particle problem in general relativity"
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Figura 1.2: Buraco de minhoca segundo Wheeler

Fonte:VISSER, 1996

o aparecimento de variagoes topolégicas como o buraco de minhoca na escala planckiana. A
formacao desse buraco de minhoca seria decorrente de uma flutuagao quantica de gravitacao que
em principio poderia ocorrer aleatoriamente formando uma espécie de "espuma quantica?, com

miultiplas regides conectadas pelo buraco de minhoca como ilustrado pela figura abaixo:

Fonte: CLODIMEDIUS 2008

Wheeler também investigou a dindmica classica do buraco de minhoca de Schwarzschild (onde o
buraco de minhoca tem uma abertura instavel) e descobriu que tal buraco de minhoca nao poderia
ser atravessado por uma particula teste j4 que o processo de contragao e expansao da garganta
¢ tao rapido que mesmo uma particula viajando a velocidade da luz nao conseguiria atravessa-lo
antes da garganta contrair novamente [9], [10] e [11].

O estudo de buracos de minhoca acabou sendo abandonado nas décadas seguintes. Os trabal-
hos nessa area foram retomados em 1988 com o classico artigo de K. Thorne e M.Morris [7], no qual
eles mostraram quais seriam as condigoes e as propriedades de um buraco de minhoca atravessavel.
Apesar de resolverem o problema da contracao-expansao do buraco de minhoca, o que o tornaria
uma estrutura possivel de ser estudada por meio de experimentos, esses autores acabaram desco-
brindo que para ser atravessavel o buraco de minhoca tem que ser gerado por matéria denominada

matéria exdtica que viola todas as condi¢oes de energia classicas conhecidas.

5"spacetime foams"
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Figura 1.4: Criacao e contragao da garganta de um buraco de minhoca
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Fonte: ZAMANDAYOULCULUK 2005

Como as caracteristicas do espaco-tempo que descreve um buraco de minhoca nao somente
envolvem a geometria como também a topologia (isto é, a forma extrinseca) desse espaco, deve-se
considerar a imersao desse espaco-tempo em um espaco maior no sentido proposto por ADD. Como
resultado da imersao, é possivel obter um espaco-tempo que é solucao de uma equacao de Einstein
modificada pelas propriedades extrinsecas da geometria do espago-tempo. No caso do teorema de
Nash, esses termos adicionais resultantes do processo de imersao sao conservados no sentido de
Noether, o que permitem considerar solugoes onde nao haveria violagao das condigoes classicas de
energia.

O objetivo principal desse trabalho é o estudo de tais solucoes. No proximo capitulo é apre-
sentado os principios da Relatividade Geral e algumas solugoes exatas das equacoes de campo de
Einstein (ECE). No terceiro capitulo é apresentada a necessidade de imersdo do ponto de vista da
fisica e alguns modelos existentes nesse contexto. O teorema de imersao de Nash e a sua aplicagao
no contexto da gravitacao sao abordados e discutidos no quarto e quinto capitulo respectivamente.

As consideragoes finais sao apresentadas no Capitulo final, Conclusao e Perspectivas.



Capitulo 2

Relatividade Geral

No presente capitulo, serao apresentadas as principais ideias da Relatividade Geral que serao usadas
posteriormente ao se formular uma teoria de gravitacao de espagos-tempo imersos. A exposi¢ao
dos principios em que a relatividade geral foi baseada nao busca demonstrar a teoria, mas sim

discutir as caracteristicas requeridas para se formular uma teoria alternativa.

2.1 Os principios da Relatividade Geral

Descrever a gravitacao como um efeito da geometria do espaco-tempo nao era o objetivo inicial
de Einstein. Na verdade, ele procurava descrever a interacao da gravitacdo de forma que a teoria
geral de gravitacao fosse valida nao apenas localmente. A formulacao original da relatividade geral

foi feita com base na validade dos seguintes principios:

e Principio da Equivaléncia
Em 1890, Eotvds mostrou, com incrivel acurécia, a equivaléncia da massa gravitacional e da
massa inercial [25]. O experimento executado por 6tvis fornece a seguinte relagao para essas
massas:

Img = mil _ -1 (2.1)
my;
onde m, e m; sao as massas gravitacional e inercial respectivamente.
A expressao (2.1) leva ao Principio da equivaléncia que pode ser colocado da seguinte forma:

Principio da equivaléncia fraco: Localmente, o movimento de uma particula isolada em
queda livre, devido a aceleragao gravitacional, € o mesmo de particulas em um referencial

uniformemente acelerado
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A relatividade Geral se baseia numa generalizacao do principio acima,

Principio da equivaléncia forte ou principio de equivaléncia de Einstein (PEE): local-
mente, o movimento de uma particula isolada em queda livre é equivalente ao movimento de
uma particula na relatividade especial. Ou seja, localmente fica impossivel detectar experi-

mentalmente a existéncia de um campo gravitacional.

e Principio da covaridncia generalizada
As equacoes que descrevem as leis da fisica devem possuir forma tensorial e devem ser de-
scritas em um espago-tempo quadridimensional riemanniano. Isso permite que todos os sis-
temas de coordenadas possam ser usados para descrever as leis da fisica. Portanto Einstein

adota as transformacoes gerais de coordenadas como a simetria da sua teoria gravitacional.

2.2 Geometria e gravitacao

A geometria passou a ter um papel crucial para descrever o espaco-tempo quando Einstein usou
os principios citados anteriormente para formular uma teoria de gravitacao relativistica, usando a
geometria Riemanniana ao invés da geometria Euclidiana. Um dos principais motivos de tal es-
colha foi a possibilidade de se estudar as caracteristicas do espaco-tempo usando apenas qualidades
intrinsecas sem ter a necessidade de se recorrer & um espaco externo. Uma escolha justificavel,
considerando que todas as interagoes sao bem descritas em quatro dimensoes. A geometria Rie-
manniana é construida com base no conceito da variedade diferencidavel. Uma variedade M pode
ser definida como um conjunto cujos pontos p podem ser associados a n coordenadas por meio de

um mapeamento o:

o: M— IR"

onde ¢ possui uma inversa o~ ! : R" — M

Ou seja, a variedade é um espago que localmente aparenta ser como IR". Podemos associar
outras coordenadas ao ponto p por meio de um outro mapeamento 7 definido de forma analoga
7 : M — IR". Para todos os pontos da variedade pode-se definir mapeamentos como 7 e 0. Os
mapeamentos sao chamados cartas e o conjunto de todos os mapeamentos é denotado atlas de M.

Uma variedade é diferenciavel se a composi¢ao:
cor ' :R™ — IR"

for diferenciavel.



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL 11

Outro conceito importante é o dos espagos tangentes. Dizemos que um vetor é tangente em
um ponto p se esse tangencia uma curva pertencente a M no ponto p. O conjunto desses vetores
que sao tangentes a variedade M no ponto p geram o espacgo tangente denotado por 7, M. Uma
variedade é chamada variedade riemanniana se essa possui uma métrica. Na variedade, a métrica

¢ definida localmente em cada espaco tangente:
(, ) TMxTM— R

Ou seja, em uma base e, 0s componentes da métrica sao obtidos de:

Jop = <€Ow €5>

onde usamos a definicao e* = dx®.

Uma das coisas percebidas por Einstein durante a formulacao da RG foi que as equacoes
descrevendo o campo gravitacional deveriam ser nao lineares e covariantes com relacao a um grupo
de transformacoes mais geral que o de Lorentz. Ou seja, as coordenadas ja nao poderiam mais ser
a peca fundamental para se medir distancias. Dessa forma, Einstein passou a basear seu trabalho
no elemento de linha:

ds® = Guvda’dz” (2.2)

que denota a distancia entre os pontos z* e z* + dz* e onde g,, sao os elementos da métrica.
A métrica ou primeira forma fundamental é muito importante na geometria dos espacos curvos,
pois permite tracar curvas paralelas e dessa forma recuperar postulados e conceitos da geometria
Euclidiana. Para que se possa tracar paralelas com a métrica é necesséirio que o elemento de linha
(2.2) seja invariante de um ponto a outro (figura 2.1). Entao a variacao de g,, ao longo da curva

a ou de [ deve ser zero. A variacao nesse caso é descrita pela derivada covariante.

Figura 2.1: Curvas paralelas

Fonte: Elaborada pela autora
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O conceito de derivada covariante pode ser entendido simplesmente como uma extensao do

conceito de derivada direcional de uma funcao

VIfl= (2.3)

onde V = o/ é o campo vetor tangente a curva a(t).

Essa expressao ¢ um tanto geral e pode ser aplicada a qualquer variedade com um ntmero
arbitrario de dimensoes. A derivada covariante de um campo vetorial W é entao definida como a
extensao de (2.3):

VW] = dvga)

A notacao usada para derivada covariante é VW onde V é chamado operador conexao afim.

(2.4)

No caso da variacdo de um campo base {e,} com relacdo a um outro campo base {e,} o

resultado é um novo campo vetorial e portanto pode ser expresso em termos da mesma base:

Ve e, =17 e (2.5)

onde I'] , sdo coeficientes de conexao também chamados de simbolos de Christoffel. No caso da

geometria Riemanniana, esses coeficientes sao simétricos,
o _ 10
I, =T (2.6)

Podemos escrever os campos vetoriais V' e W em uma base arbitraria {e,}. Assim temos

V =Vte,e W =WV"e, e a derivada covariante pode ser escrita em termos dessas componentes:

owe

T

VeW = Vi (W2e,) = V[WHe, + W"Vye, = (w + W”V”F;’u) € (2.7)

m

A forma conhecida da derivada covariante é obtida ao considerar a variacao do campo vetorial

W com relagao a um campo base, V = e,:
Ve W =MWhe, (2.8)

onde ponto-virgula denota as componentes da derivada covariante dadas por:

o
WH = (aW + W"Pga) (2.9)

o Ox®
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A expressdo (2.9) para o caso de um tensor mais geral (K§):
VK§ = 0,K5" + T2 K9+ .. — T Ko — . (2.10)

Retomando a ideia da construcao de curvas paralelas, temos que duas curvas « e [ sao ditas
paralelas caso tenhamos g.g., = 0. Portanto, um conceito importante na geometria Riemanniana

é que a derivada covariante trata a métrica como se essa fosse constante. A condicao

Yapy =0 (2.11)

¢ chamada condi¢cdo de metricidade e permite definir a conexao métrica. De (2.11) e de (2.10)

obtemos:
Vo = 0w — Tnugrw — Thygun = 0 (2.12)
ViGvp = Oulvp — qugkp - Fﬁpg,,A =0 (2.13)
Vidou = Ovgpu — FﬁpgAu - FI//\,LLgp)‘ =0 (2.14)

Subtraindo (2.14) e (2.13) de (2.12) e usando (2.6) obtemos:
009 — OuGvp — OuGpu + 2112,/ =0 (2.15)
A expressao abaixo fornece a relagao para os simbolos de Christoffel na geometria riemanniana:
A 1 Ap
I, = _59 (OuGvp + Ougpp — Opgyuw) (2.16)

Tensor de Curvatura

O conceito basico da curvatura Riemanniana estd intimamente associado a derivada covariante.
Suponha que temos duas curvas a e 8 com um vetor tangente unitario U e V respectivamente.
Depois construindo duas outras curvas o’ e 3/ com vetores tangentes U' = VyU e V' = ViV

respectivamente
U, VIW = Vi (Ve W) = Ty (VW) (2.17)

A figura 2.2 ajuda a entender melhor o significado da expressao (2.17).
As duas ultimas curvas sao obtidas por arrasto dos vetores V e U ao longo das curvas a e (.

Toma-se entao o campo vetorial W no ponto A e o arraste ao longo de 3 até B. Depois, arrasta-se
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Figura 2.2: Curvatura de Riemann

W

A

Fonte: Elaborada pelo Prof. Dr. Marcos Maia
o campo resultante em B, ao longo de o' até o ponto D. O resultado desta operacao é
!
W' =VyVyW — Vg, oW

(O tltimo termo refere-se ao fato que a derivada covariante ao longo de o’ ¢é feita com o vetor U’ e
nao com U). Analogamente, podemos arrastar o vetor W inicialmente ao longo de « até o ponto

e em seguida ao longo de 3’ obtendo o vetor:
W" =VyVyW — Vy,vW

A diferenca entre esses vetores é a definicao da curvatura de Riemann da superficie relativa a

conexao V e denotada por:
RU VYW =W"—-W'= (VyVy = VyVu)W + (Vy,uv — Vy,v)W
Usando a expressao do paréntesis de Lie [U, V|W
U, V] =VyV —VyU
e as propriedades de V, a curvatura de Riemann se escreve de modo mais compacto como:
RWU, V)W = [VU,VVIW + VW
Em particular, se U e V' sao vetores linearmente independentes, obtemos simplesmente:

R(U,V) = |VU,VV]
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Escrevendo as componentes do tensor de Riemann em uma base de coordenadas {e,}:
R(ea,eg)W =V Ve, W =V, Ve W+ Vi, W

onde o ultimo termo se anula e tomando W = e7, denotando R(eq,eg)e, = Rn3,€c obtemos

as componentes do tensor de Riemann em um sistema de coordenadas arbitrario:

Ropye = Dpeary = ey + Fgwraeu - Fgarveu (2.18)

_ 1
onde L'ogy = gL'
Desta expressao extraimos algumas propriedades de simetria nos indices do tensor de Riemann:

Rapye = —Rpaye

Ragye = —Rapey

Rapye = Ryeap
Rapye + Raepy + Rayep = 0

Finalmente, calculando a derivada covariante do tensor de Riemann obtém-se a identidade de

Bianchi:

Ryen + Rgepy + Ry = 0 (2.19)

Ve

O tensor de curvatura de Ricci é definido pela contracao:
Rae = gﬁ’vaaﬂe
A contracao do tensor de Ricci nos da a curvatura escalar (o escalar de Ricci)

R = gaﬁRaﬂ

A geometria e as equacoes de campo de Einstein

As equagdes de campo de Einstein (ECE) relacionam a fonte de matéria e a geometria do espago-
tempo. A fonte ¢ descrita por um tensor de energia-momentum 7),,. A conservacao da energia em

um espaco plano é descrita por:
0,T" =0



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL 16

Para o caso de um espaco curvo, a expressao acima é generalizada por:
wo_
vV, T" =0 (2.20)

Portanto, para associar uma geometria & fonte descrita por 7}, é necessario que haja uma conser-
vagao da geometria no sentido ! descrito em (2.20) e isso pode ser feito contraindo-se duas vezes
as identidades de Bianchi (2.19):

0= gyagﬂ)\(v)\Rpauu + vaJ)\;w + VO'R)\pMV)

— V*R,, —V,R—V"R,, (2.21)

A expressao (2.21) pode escrita como
V'G,, =0 (2.22)
onde G, ¢ o chamado tensor de Einstein e ¢ definido por :
Guw = R, — %ng (2.23)

Dessa forma, a Relatividade Geral descreve a curvatura do espaco-tempo a partir do tensor de
Einstein (2.23). A curvatura é causada pela presenca de campos de matéria no espaco-tempo de

acordo com:

G = 81GT), (2.24)

onde G é a constante gravitacional de Newton?

e T,, ¢ o tensor de energia-momentum que
representa os campos de matéria.

As equagoes descritas em (2.24) sao chamadas equagoes de campo de Einstein e sdo elas que
nos relatam a dinamica do espago-tempo. De (2.23), percebe-se que que o lado esquerdo de (2.24)
¢ construido basicamente da métrica e suas derivadas até segunda ordem, o que da & dinamica

gravitacional um carater puramente intrinseco.

!Na verdade essa requisicao é justificada pelo Teorema de Noether abordado na préxima secio

2A RG usa a mesma constante Newtoniana ji que se supde que a topologia do espaco-tempo é IR? x IR.
Tal suposigdo é possivel devido ao fato da topologia de um espago-tempo lorentziano poder ser sempre alterada
localmente para IR* x IR [12].
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E possivel adicionar um termo & G,
1
G = R — ERgW +Agu (2.25)

pois nesse caso a identidade contraida de Bianchi (2.22) continua valida.
A constante A é denominada constante cosmologica e foi introduzida em 1917 por Einstein que
logo em seguida a retirou, afirmando ter sido um grande erro introduzir tal constante. As equacoes

de Einstein com A ficam:

1
R, — ERQ’W + Ag,, = 81GT, (2.26)

N

Contudo, a existéncia de A traz problemas & relatividade restrita ja que ndo se tem mais a
solucao de Minkowski e nem o grupo de Lorentz. Como foi dito na introducao, dados recentes da
cosmologia apontam para um Universo em expansao acelerada o que faz com que vérias pesquisas

abordem a proposta de se retomar o uso da constante cosmologica®.

2.3 Principios de minima acao

As leis de conservacao sao fundamentais na fisica porque elas permitem associar observaveis a

teoria. Como resultado do teorema de Noether para simetrias de coordenada [13]:

Dado o Lagrangiano para um campo 1 definido em uma regiao fechada w do espago-
tempo com contorno Oq tal que seja invariante sob uma transformacao infinitesimal de
coordenada de N pardmetros, entao existem N quantidades conservadas no sentido que
NEY =0

Mudancas nas coordenadas que deixam a acao invariante sao simetrias da acao. Entao, do teorema
de Noether segue que leis de conservacao podem ser obtidas a partir do principio de minima acao
1. Além de obter leis de conservacdo a partir de simetrias do Lagrangiano, o principio de acio

também permite encontrar identidades e prevé a existéncia de observaveis.

3Em 1920, foi mostrado de forma independente por Lemaitre e Friedmann que solucdes cosmoldgicas com matéria
e A em geral envolvem contragdo ou expansao [1].

40s principios de minima acdo foram primeiramente descritos por Maupertuis e posteriormente os fundamentos
matemaéticos foram desenvolvidos por Euler e Lagrange que estabeleceram o principio de minima a¢do como funda-
mental para toda a fisica. Nao se sabe o motivo exato, mas toda teoria Fisica parece resultar de um principio de
minima acdo. Um exemplo é a propria a Relatividade Geral.
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2.3.1 Principio de Einstein-Hilbert

O principio de Einstein-Hilbert, descrito a partir de uma agao para métrica, fornece as equacoes
de campo de Einstein (2.24). Historicamente, essas equagoes foram obtidas de forma diferente;
contudo, uma formulacao em termos de agao permite uma interpretacao fisicamente plausivel
para o lado esquerdo das ECE que originalmente sao quantidades geométricas independentes de
interpretagao fisica. Isso permite entdao acoplar a métrica a fonte da gravitagdo (matéria-energia)
a partir do estudo de simetrias (Teorema de Noether). Outra vantagem de se formular as ECE a
partir desse principio é que ele pode permitir uma futura unificacao da Relatividade Geral com as
outras teorias de campo classicas.

A geometria do espago-tempo (ou seja, a propriedade gravitacional do espago-tempo) é carac-
terizada essencialmente pela métrica. Isso torna a métrica o campo fundamental e entao se tem
que a acao deve ser um funcional da métrica. A acao de Einstein-Hilbert para a métrica é dada

por:
1
— pnv — 4
569 ()] —/167TG9 Ry/—gd'x (2.27)

onde g é o determinante da métrica e R, é o tensor de Ricci.
A expressao (2.27) diz que a gravitacao corresponde a uma geometria cuja curvatura é a mais
suave possivel. Como o fator /—g mantém o elemento de volume invariante, a acao é um escalar.

A mudanca na acao sob uma variacao da métrica é dada por:

1
dSa = Sg[g" + 69" — Sg[g"] = e (Gw6g" + V )/ —gd'z (2.28)

onde denotamos v* = V,(—=6g" + ¢" gapdg™”) ¢ G = Ry — 3R,
O termo de divergéncia V,v* pode ser eliminado por aplicagao do teorema da divergéncia e

condigoes de contorno [14] e entao temos de (2.28):

1
-~ puv —_ 4
dSq = e /(ijdg )V —gd'x (2.29)

Para obter as equagoes de Einstein, é necessario adicionar a (2.29) uma a¢ado ou lagrangiano

para a matéria, Ly;. Obtemos assim,

8Sy = 5/\/—_gLMd4x = / {még‘“’ - 9 K@) 5gf;”} (2.30)

dghv dx® 0g's’
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Definindo o tensor energia-momentum da fonte material pela expressao:

e

8g;w Oxo

obtém-se entao:

0SSy = %/\/—gTwég“”d‘lx (2.32)

Tomando-se a acao como sendo a soma de Sg e Sy e considerando que a acao seja valida para
qualquer variacao de 0g,,, tem-se:
G, = 8rGT,, (2.33)

A expressdo (2.33) nos da equacoes de campo de Einstein. Como foi obtida a partir de um
principio variacional, tém-se quantidades conservadas como é previsto no teorema de Noether. E
também se consegue vincular a métrica a fonte de gravitacao descrita por 7),,. O lado esquerdo
da equacao (2.33) contém toda informacao referente a como o espago é curvado enquanto que o
lado direito traz informacoes referentes a matéria que produz a curvatura. Assim, a geometria do
espaco-tempo depende da matéria que permeia esse espago e que por sua vez é descrita pelo tensor
energia-momentum. Portanto, as ECE possuem diferentes solu¢oes dependendo da escolha para o
tensor energia-momentum. Ao tratarmos solucoes de buraco de minhoca atravessavel, veremos que
o contrario também pode ser feito. Isto é, o lado esquerdo das ECE é fixado e entao se averigua

qual tensor de energia-momentum poderia ser responsavel por tal geometria.

2.4 Solucoes estaticas das Equacoes de Einstein

Essa secao é devotada ao estudo de duas solucoes exatas das equacoes de campo de Einstein, a
solucao de Schwarzschild e a solugao de Schwarzschild-de Sitter. A primeira é importante por
conta dos testes da teoria da Relatividade no ambito do sistema Solar. A segunda ¢ importante

para a nossa futura anélise de buracos de minhoca.

2.4.1 Solucao de Schwarzschild

A solucao de Schwarzschild foi a primeira solugdo exata das equagoes de campo de Einstein.
Essa solucao descreve a regiao exterior de um corpo esfericamente simétrico, permitindo assim o

estudo da gravitacao no sistema solar. A importancia da solugdo de Schwarzschild é que ela testa
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localmente a Relatividade Geral, além de descrever novos fenémenos tal como os buracos negros
que nao eram previstos pela teoria newtoniana.

Para obter a solucao de Schwarzschild, supoe-se que a solucao possui simetria esférica. Um
espago-tempo estatico esfericamente simétrico em coordenadas polares (z# = (t,7,0,¢)) tem a

forma geral descrito pela métrica [15]:

ds? = —eAdt? + PO dr? 4 r2d0? (2.34)

onde d2? = db? + sen?0dg?
A solugao de Schwarzschild exterior é obtida das equagdes de Einstein (2.24) no vacuo, G, = 0,
que se reduz a equagao:
R,, =0 (2.35)

Substituindo (2.34) em (2.35) obtém-se ap6s algum célculo [14]:

r

R, 1
ds? = — <1 — —) dt* + Wer + r2d? (2.36)
onde R, é uma constante de integragao.

No limite Newtoniano (r >> R;) obtém-se o efeito equivalente a gravitacdo Newtoniana pro-

duzida por uma massa M. Assim, obtém-se:

2GM

c2

R,

Portanto, a métrica de Schwarzchild descreve o espago-tempo na regiao exterior a uma esfera de

massa ° M:

r

2GM 1
ds? = — (1 — —) dt? + @Cﬁg + r2dQ? (237)

-
A métrica descrita em (2.37) é conhecida como soluc¢do exterior ou de vacuo. No limite r — oo
a métrica 2.37 se torna Minkowski escrita em coordenadas esféricas espaciais. Ou seja, a solucao
de Schwarzschild descreve um espago-tempo assintoticamente plano.
O teorema de Birkhoff diz que a métrica de Schwarzschild 2.37 é a finica solucao de vacuo
estatica com simetria esférica. Equivalentemente, se existe uma solucao esférica e estatica entao

ela deve ser a solugao de Schwarzschild.

SEm varios textos considera-se o sistema de unidades naturais defendido por Planck, G = A = ¢ = 1 e entdo,
apesar de se ter Rg = 2G' M, na métrica aparece apenas 2M
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2.4.2 Solucao Schwarzschild-de Sitter

As solucoes de Schwarzschild-de Sitter sao solucoes que descrevem um espaco-tempo esfericamente
simétrico com uma constante cosmologica A.

As equagoes de campo de Einstein com constante cosmologica sao dadas por (2.25). A solugao
de Schwarzschild-de Sitter exterior é obtida substituindo a métrica (2.34) nas ECE descritas em
(2.26) com T}, = 0 e é dada por:

ds® = — (1 — 2GM — éﬁ) dt® +

. 3 dr® + r*dQ? (2.38)

(=)

onde, novamente, M é o parametro de massa desse espaco-tempo.

No caso A = 0 a métrica (2.38) se reduz a métrica de Schwarzschild (2.37). Como os dados da
radiacdo cosmica de fundo indicam um A muito pequeno (da ordem de 1077 GeV'*) os espagos-
tempo de Schwarzschild e Schwarzschild-de Sitter mantém a mesma propriedade para valores
pequenos de r. Contudo, & medida que r cresce as diferencas se tornam mais evidentes. A
influéncia de uma constante cosmolégica nao nula aparece nos cones de escape dos fétons e nos

diagramas de imersao [16].

2.5 Solucao buraco de minhoca

2.5.1 O buraco de minhoca atravessavel

Um buraco de minhoca ¢ dito atravessavel se for possivel para uma particula teste seguir uma
geodésica causal ou nula através da garganta. As motivacoes para esse estudo foram colocadas na
introducao e, como ja foi mencionado, a RG impoe algumas restrigoes a construgao dessas solugoes.
As discussoes atuais sobre esse tipo de buracos de minhoca tém como base o trabalho de Thorne
e Morris [7], onde os autores adotaram a conhecida forma reversa de se resolver as equacgoes de
Einstein classicas; i.e, assume-se a forma de uma métrica e depois obtém-se as propriedades do
tensor de energia-momentum que seria responsavel por tal geometria.

A métrica é escolhida de modo que satisfaca condicoes fisicamente aceitaveis e também que

simplifique os calculos. Assim, Thorne e Morris escolheram uma meétrica esfericamente simétrica
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e estatica (independente do tempo) que tem a forma geral® [15]:

2
ds? = — 22 g2 4 dr + r%(df* + sen®0d¢?) (2.39)
r

1—0b(r)/
Onde @(r) e b(r) sao fungoes arbitrarias de r.

Como o objetivo é obter uma solucao de buraco de minhoca atravessavel, deve-se impor algu-
mas restrigoes basicas a solugao descrita por (2.39). Assim, as condi¢Oes basicas que devem ser

obedecidas sao:

1. A métrica (2.39) do espaco-tempo deve satisfazer as equagoes de campo de Einstein;

2. Para ser considerada um buraco de minhoca, a solu¢ao (2.39) deve possuir uma garganta,
ou seja, uma regiao de raio minimo 7y que conecta duas regioes assintoticamente planas do
espaco-tempo. Ou seja, o diagrama de imersao equatorial deve ser qualitativamente da forma

indicada pela figura” 2.3
Figura 2.3: Diagrama de imersao equatorial do buraco de minhoca

S ~throat of
wormhole

; rsingd
r cos

Fonte MORRIS; THORNE, 1988

3. Nao deve haver horizonte de eventos, de modo a garantir viagens de ida e vinda dentro do

buraco de minhoca.

A condicdo de ndo haver horizontes implica que gy = —e?®) = 08. Portanto, a funcio ®(r)

deve ser finita para todo valor de r. Por outro lado, da restricao 2, tem-se primeiramente que a

6Na verdade, uma breve comparagao com (2.34) nos permite perceber que a solucio (2.39) é basicamente uma

nova notagdo para (2.34) com A(r) = 2®(r) e B = 1_%7(774).

TA figura retrata a imersio de um elemento de linha ‘bidimensional em um espago tridimensional euclidiano
descrito em coordenadas cilindricas (r, ¢, z), isto &, a coordenada z pertencer ao nosso espago-tempo, ela age como
dimensao extra no diagrama de imersao

80 horizonte de eventos ¢ uma membrana localizada em r = r, tal que para esse valor de 7 tem-se g,z = 0 .
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coordenada r é nao monotonica. Ou seja, ela diminui de +o0o para um valor minimo denotado por
ro € entdo vai de ry para —oo (figura 2.3).

Outro fato decorrente da restricao niimero dois pode ser percebido a partir de um processo de
imersao de variedades simplificado, chamado diagrama de imersao. Devido & natureza esferica-
mente simétrica de (2.39), pode-se obter uma variedade bidimensional ao se considerar uma fatia
equatorial (6 = 7) e tomar ¢ = cte. Assim, de (2.39) temos que o elemento de linha para esse caso

é:
B dr?
11— b(r)/r

A figura 2.3 apresenta simetria cilindrica, entdo para efeitos de visualizacao a imersao do

ds® + r2d¢? (2.40)

elemento de linha acima pode ser feita em um espaco tridimensional euclidiano com elemento de

linha escrito em coordenadas cilindricas (r, ¢, 2) :
ds* = dz* + dr® + r*d¢® (2.41)

Nesse espaco, a equagdo da superficie imersa pode ser escrita como z = z(r) com dz = %dr .
T

Pode-se entao escrever (2.41) colocando dr? em evidéncia,

22\ 2
ds® = [(d—z> + 1| dr? + r*dg® (2.42)
r
Comparando (2.42) com (2.40) temos:
1 dz\" dz r —1/2
1_—@:@) Hl= = (5-1) (243)

Essa equagao define uma curva que é a geratriz do buraco de minhoca, z = z(r). Note que
b(r) é a funcdo que da forma de garganta a solugao (2.39), sendo portanto denominada de funcao

forma® do buraco de minhoca.

Retornando a condicao dois e a figura 2.3, a geometria do buraco de minhoca possui um raio

minimo 7y no qual o vetor tangente & geratriz é vertical, i.e dz/dr — oo . Ou seja, temos que:

dz r —1/2 To —1/2
lim — =41 — =1 = —-1 = b = 2.44
im im <b(7‘) ) (b 5 ) 00 = b(rg) = ro ( )

r—T0 d?“ T—T0 (T’

9shape function
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Novamente da figura 2.3 temos que o espaco é assintoticamente plano longe da garganta. Isto
é, dz/dr — 0 a medida que r — +oo . Ou seja, a grandes distancias da regido da garganta o

espaco-tempo ¢é do tipo Minkowski.

A dltima caracteristica que a geometria do buraco de minhoca deve ter é o alargamento da
garganta para r > ro. Isso corresponde a uma imposicao que 7(z) tenha curvatura minima ou na

garganta ou para valores de r proximos a ry. A condi¢ao de minimo implica que:

d’r
Z— >0 2.45
i (2.45)
Assim, de (2.43) obtemos:
d2r_b—b’7">0 (2.46)
dz2 2b2 '

Portanto, o diagrama de imersao é dado por:

Figura 2.4: Diagrama de imersao de uma secao bidimensional ao longo do plano equatorial

e
—

‘ r

o r

Fonte: LOBO, 2008

A figura 2.4 ao ser girada de 27 ao redor do eixo z gera a estrutura ilustrada na figura 2.3.

2.5.2 As condigoes classicas de energia

Com base na restrigdo descrita em (2.39) juntamente com a condi¢ao de contorno obtida em (2.46),
pode-se obter a relacao entre a fonte capaz de gerar o buraco de minhoca e as fungoes b(r) e ®(r).

Com a métrica dada em (2.39), pode-se calcular o tensor de Einstein:
1
G/u/ = R/.u/ - §Rg;w (247)

Contudo, o tratamento dado ao problema fica consideravelmente simplificado com o uso de uma
base ortonormal no qual os observadores permanecem em repouso ( 7,6, ¢ constante). Em coorde-

nadas esféricas esta base é:

e;=c %, e =(1-0b/r)%,, e;=r""ey, e; = (rsenf) e, (2.48)
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Figura 2.5: Base esferica ortonormal das secdes espaciais

-

Fonte: MATHWORLD WOLFRAM 2010

Nessa base, os coeficientes da métrica se escrevem como os elementos da matriz diagonal de
Minkowski,
Gpo = €p - €p = Npp = dz’ag(—l, 1, 1, 1) (249)

Calculando o tensor de Einstein nessa base, obtemos as seguintes componentes:

b b, P’
Gre = =5 +2(1 = 2)= (2:51)
by, ona br—b _,  Wr—b
Coo = Coo == | ¥+ OV = o5 ~2pp—p) T & (2:52)
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Onde b=b(r) e a b e ¢’ sao as derivadas de b e & com relagdo a r.
Como o objetivo é obter uma estrutura atravessével, o tensor de energia - momentum deve

possuir componentes nao nulos'®. As ECE na base esférica ortonormal sao dadas por:
Gﬂl; = 8’/TT[U) (253)

Como resultado dessas equacdes temos que as Unicas componentes nao nulas do tensor de
energia-momentum sao os termos da diagonal: T, T, Ty, € Ty
Usando o fato de se estar em uma base ortonormal usada por observadores estaticos, cada

componente do tensor passa a possuir uma simples interpretacao fisica [17]:

e Ti; ¢ a densidade de energia, que no caso do buraco de minhoca vai estar em funcao de r;

e T’ ¢ a pressao sentida na diregao ¢« . Como a pressao depende do niimero de particulas por
area e a densidade varia com r, a pressao para cada direcao vai variar também com r. Devido

a distribuigao esfericamente simétrica de matéria, tem-se Tp; = Ty

Entao as componentes do tensor energia-momentum sao dadas por

Ti; = p(r) (2.54)
Tii = —7(r) (2.55)
Tos =Ty = p(r) (2.56)

Onde
e p(r) é a densidade de energia;

e 7(r) é a tensdo radial e atua como uma pressao negativa,

ou seja, 7(r) = —p,(r), uma forga por unidade de area que tende a abrir a garganta
e p(r)é a pressdo medida nas dire¢oes tangentes a garganta
Substituindo (2.50) a (2.52) e (2.54) a (2.56) em (2.53), obtém-se:

o) = 27 (2.57)

8 12

10Do teorema de Birkhoff [15] temos que se o tensor de energia-momentum for nulo, ou seja, vacuo, o tinico buraco
de minhoca permitido é o do tipo de Schwarzschild, que como ja comentado na introdugdo nao é atravessavel
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() = - [ﬁ _y (1 _ 9) 3’} (2.58)

r r

pr) = <1 _ g) [qw @) QTQZ?(’;: 5/@ o %gfz’;: fm +2 (2.59)

que descrevem as caracteristicas da matéria necessaria para gerar uma geometria de buraco de

minhoca. Com o objetivo de estudar as propriedades dessa matéria, Thorne e Morris [7] definiram

uma funcao adimensional chamada funcao de exoticidade!! definida por:

e=1"°, (2.60)

Temos que |r?| = r?. Assim, a expressao acima fica:

e (1)

= ]

Pode-se reescrever essa expressao da seguinte forma:

W (ighir) ~or (1)@

_r 202
7 v
Portanto, de (2.46) obtemos:
2b% d*r b\ @
S ] a2 ”'"< r> ] (2.61)

Analisando (2.61):

e Na garganta, r = r:

Voltando a aten¢do para o segundo termo a direita em (2.61), da relacdo descrita em (2.44)

(1 - M) =0 (2.62)

10 nome exoticidade é explicado mais adiante

obtemos:
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mas de (2.57) temos que para r = rq:
V(ro) = p(ro)8mry?

Como p é a densidade de energia, considerada finita em toda regido da solugio (2.39), segue

que ' (rg) deve ser finito. Assim na garganta a func¢ao exoticidade nos da o valor:

20% d*r
ro |b| dz?

E(ro) = (2.63)

Da condigdo de alargamento tem-se que dr/dz? > 0. Como 2b%/rg [b'| > 0, segue que :

7(ro) — p(ro)
E(rg) = L0 o (2.64)
(7o)
Essa condigao implica que 7(rg) > p(ry). Significando que na garganta a tensdo deve ex-
ceder a densidade de energia. As implicacoes de uma tensdo com tal caracteristica vao ser

abordadas adiante.

e Fora da garganta:
Essa analise pode ser simplificada escolhendo ®(r) = 0 2. Nesse caso, segue de (2.57), (2.58)
e (2.59) que o fluido de matéria que gera o buraco de minhoca é caracterizado por:
b (r
olr) = 2] (2.65)

82

b(r)

7(r) = v (2.66)
p(r) = % (2.67)

Note que o sinal de densidade de energia nesse caso vai depender do sinal de &'. Também, é
possivel observar que p(r),7(r) e p(r) tendem a zero a medida que r — 0.
Portanto nesse caso a funcao de exoticidade fica dada entao por:

£(r) = b(r)/8mr 17}’(7“)/87??“ 20" dPr (2.68)

i R

12No limite campo fraco, obtemos que a funcdo ® corresponde ao potencial newtoniano. Assim, escolher ® = 0
implica em ter um potencial nulo e portanto constante. Como o potencial é nulo, uma particula que atravesse esse
buraco de minhoca nao sente forcas acelerando o seu movimento, isto é, a particula possui velocidade constante



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL 29

Para r > 0, temos que 2b?/|V'| > 0 . Da condigao (2.46) tem-se que & > 0 . Portanto,

obtém-se a condicao de alargamento da garganta escrita em termos da fonte material,

) - plr)
) =)

que é valida em toda a regiao descrita por (2.39) para r > 1o . Portanto o fluido material

que geraria o buraco de minhoca atravessavel ¢ composto de uma matéria cuja tensao excede

a densidade de energia em toda a extensao do buraco de minhoca.

2.5.3 As condicgoes classicas de Energia

O tensor de energia-momentum que aparece no lado direito das equacoes de Einstein abrange difer-

entes formas de fontes materiais como fluido, radiacao, poeira e varios outras compostas por atomos

e moléculas. As propriedades dessas fontes classicas sao descritas pelas condi¢oes cldssicas de energia.
Nessa secao iremos analisar as condicoes de energia aplicadas ao caso de uma fonte descrita

por um tensor energia-momentum tipo fluido classico:

TMV = diag(paplap%p?)) (270)

onde p é a densidade de massa e p; (i=1,...,3) sdo as pressoes principais.

Condicao de energia nula

A condigao de energia nula (CEN) implica que a projecao do tensor 7}, em uma dire¢do nula k*
é sempre positiva:

T, k"k >0 (2.71)

Assim, no caso de (2.70) obtemos:
Vi, p+p; >0 (2.72)

Ou seja, a densidade de energia pode ser negativa contanto que seja compensada por uma pressao

positiva.
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Condicao de energia fraca

Essa condicao diz que qualquer observador tipo tempo vai medir a densidade local de energia como

sendo positiva. Assim, para qualquer vetor tipo tempo U*, tem-se que
1,U"U" >0 (2.73)

Novamente, no caso de um tensor energia momentum descrito por (2.70) essa condi¢do pode ser

escrita como p > 0 e
Vi, p+p;>0 (2.74)

Como a condicao de energia fraca é valida para qualquer vetor tipo tempo, essa condicao também
implica a condicao de energia nula.
Condicao de energia forte

De acordo com a condi¢ao de energia forte, para qualquer vetor tipo tempo U*, a seguinte de-

sigualdade é valida:

T
(TW - EgW) UrU” >0 (2.75)

onde 7' é o traco do tensor de energia.
Em termos das pressoes principais (2.70) a condicao de energia forte pode ser escrita como:

p+pi=0ep+X;p >0 (2.76)

De (2.76) percebe-se entdo que a condi¢do de energia forte também implica a condicao de

energia nula.

Condicao de energia dominante

A condicao de energia dominante diz que localmente a densidade de energia é sempre positiva e
que o fluxo de energia é do tipo tempo ou tipo luz. Tem-se que para qualquer vetor do tipo tempo
U* a seguinte condigao é obedecida:

T, U"U" >0 (2.77)

onde 7T, U*" nao ¢ do tipo espaco.

Para um fluido essa condicao é escrita como:

p>0 (2.78)
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Com as pressoes principais dadas pelo intervalo:

Vi, pj € [=p,+p] (2.79)

Tem-se de (2.78) que a condicao de energia dominante também implica a condigdo nula de

energia dada por (2.72).

Buraco de minhoca atravessavel e as condigoes de energia

O tensor de energia-momentum responsavel pela geracao de um buraco de minhoca atravessavel
apresenta como principal caracteristica uma relacao peculiar entre a tensao e a densidade de energia

dada por (2.69). Essa relagdo diz que para um buraco de minhoca ser atravessavel é necessario

que:
T(r)—p(r) >0 (2.80)
Onde 7 é a pressao negativa radial, i.e 7(r) = —p;. Portanto, a expressao (2.80) pode ser
escrita como:
—p1—p(r)>0—=p+p<0 (2.81)

Ou seja, a condicao para que o buraco de minhoca seja atravessavel implica que a matéria
responsavel pela geometria do buraco de minhoca viole a condicao de energia nula descrita em
(2.72) e consequentemente todas as outras condigoes de energia descritas acima'. Classicamente,
nao ha evidéncia observacional de uma fonte material com tal propriedade e, portanto, esse tipo
de matéria é denominada matéria exotica no sentido de que nao corresponde a matéria formada
por atomos e moléculas. Logo, a condigdo de que 7(r) — p(r) > 0 implica que os buracos de
minhoca seriam formados por essa matéria exética e assim a geracao de um buraco de minhoca
esfericamente simétrico usando fontes de matéria comum nao é possivel.

Portanto, apesar da existéncia de buracos de minhoca nao ser proibida pela teoria da RG, os
buraco de minhocas s6 poderiam ser atravessados com auxilio da matéria exética que agiria como

uma repulsao gravitacional permitindo assim uma mudanca topologica.

2.6 Resumo

Neste capitulo foram abordadas as principais bases da teoria da Relatividade Geral e o papel de

cada ferramenta na construcao dessa teoria de gravitacdo. Apontamos os pontos que fizeram da

13Também ¢ demonstrado que a matéria-energia do buraco de minhoca viola as condigoes de energia média [18] .
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RG uma teoria de sucesso, como por exemplo, a escolha de um principio de minima acao para
escrever as equacoes que descrevem a dinamica do espaco-tempo.

Para escrever suas equacoes, Einstein se utilizou da geometria de Riemann que apresenta limi-
tacoes quando comparada a geometria de Euclides ja que nao permite uma visao externa da analise
da forma ou topologia de um espago-tempo. Contudo, gracas a métrica a geometria riemanniana
consegue caracterizar propriedades topologicas tais como a conectividade (simples ou néo) e com-
pleticidade. Também ¢é possivel explorar a existéncia de estruturas como o buraco negro ou mesmo
estudar a existéncia de singularidades por meio de convergéncia das geodésicas [19].

Entretanto, como foi descrito nesse capitulo, o estudo de fenémenos mais complexos como a
geracao de um buraco de minhoca requer uma anélise da alteracao topoloégica do espago-tempo e
isso nao pode ser plenamente descrito por um observador intrinseco. Assim, as limitacoes que o
cenario da RG impoe a existéncia dos buracos de minhoca atravessaveis podem ser consequéncia de
usar uma geometria inadequada para se descrever processos de alteragao topolégica como é o caso
do buraco de minhoca. Por outro lado, alguns autores como Don Page, Klebanov e Fay Ducker
especulam que uma alteracao topologica do espaco-tempo apenas é possivel em niveis quanticos
onde a relatividade geral é substituida por uma gravitacao quantica.

Dentro da geometria riemanniana, os chamados "diagramas de imersao" permitem ao obser-
vador quadridimensional uma ideia sobre o processo da mudanca topolégica em um espago-tempo
através da eliminacao de duas coordenadas desse espaco. Na verdade, os diagramas de imersao
sao secoes obtidas de um problema matematicamente bem mais geral que é a imersao de uma

variedade em espagos de dimensoes maiores, processo abordado nos capitulos que se seguem.



Capitulo 3

Fisica extradimensional - Cenarios em

Branas-Mundo

3.1 O problema de hierarquia

A teoria da relatividade descreve bem os processos gravitacionais dentro do nosso sistema solar e,
no limite de campo fraco, a RG recupera a teoria newtoniana de gravitacao. Esses fatores fazem
com que a RG seja considerada atualmente a melhor teoria para descrever processos gravitacionais
locais. Contudo, a gravitacao como descrita pela RG nao permite a unificagao das interagoes
fundamentais e essa dificuldade levou a postulagao de dimensoes extras, abordagem seguida pelo
programa de Kaluza-Klein (KK) poucos anos apos a criagao da propria relatividade. Além do pro-
grama KK, pode-se citar outros programas como a supergravidade e supercordas que se utilizavam
de dimensoes extras.

A dimensao extra no programa de KK era compacta e seu tamanho era da ordem do compri-
mento de Planck, sendo assim menor do que as particulas descritas pelo modelo padrao. Dessa
forma as dimensoes extras nao seriam percebidas por meios convencionais pelos observadores
quadridimensionais.

Um pensamento comum entre esses cenarios extradimensionais citados é tratar a escala Planck
como fundamental e indivisivel. Como consequéncia dessa imposicao tem-se que todas as outras
escalas em teorias de baixa energia seriam derivadas a partir da escala Planck.

O modelo padrao das interacoes fundamentais é descrito em termos de duas escalas de en-

ergia fundamentais: a escala Planck (M, o< G2 o 10GeV)! e a escala Eletrofraca (me, o

LM, é a massa de Planck

33
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100GeV)%. Na fisica de particulas, o problema de hierarquia mais importante ¢ a diferenga de

energia entre essas escalas,
mew

Mp

Tal diferenca é responsavel pelo fato da forca nuclear ser 1032 vezes mais intensa que a gravi-

x 10717

tacao. Isso porque a forca nuclear é descrita em termos da constante Fermi que aparece na escala
eletrofraca enquanto que a gravitacao ¢ proporcional & constante de Newton que por sua vez pode

ser escrita em termos da massa de Planck.

Figura 3.1: Escalas de energia

Energy Length
. &
10%! GeV
~— Planck scale ¢ 10*cm
10'8 GeV
107 cm
10° GeV =
A I::én 107 cm
10 GeV g
E 107 ¢m
10° GeV b
g 10-* em
106 GeV =
10°"% em
10°GeV T weak scale —
P 1015 ¢m
GeV §-— proton mass —
10712 cm
10-? GeV T - electron mass -
(MeV) 10~% em
107% GeV v

(keV)

Fonte: STAFF SCIENCE 2011

Conjectura-se que somente na escala Planck teriamos a descricao da gravitacao quantica e
também é esperado que nessa escala de energia a gravitacao se torne tao forte quanto as outras
interacoes de calibre. J4 a escala eletrofraca nos traz informacoes referentes & quebra de simetria
e estabilizacdo da hierarquia. Assim, o estudo da dinamica topologica na gravitacao quantica

também envolve o problema da hierarquia.

A escala Planck

Devido a importancia do papel exercido pela escala Planck no problema da Hierarquia, vamos

abordar agora os aspectos por tras da construcao dessa escala. A escala Planck foi estabelecida

2Mey © a massa da escala eletrofraca
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por Max Planck que, ao procurar unidades de medida mais universais do que as do sistema CGS,
criou o que chamou de unidades naturais [20]. Elas eram unidades de medida, de massa, de segundo
e de temperatura. Ele as chamou naturais porque elas eram descritas em termos de constantes
universais como a velocidade da luz no vacuo ¢, a constante gravitacional newtoniana G, e as
constantes k e h, que aparecem na lei universal da radiacao. No sistema CGS, essas constantes

apresentam os seguintes valores:

c=3 X 1010@
S

2
G = 6,685 x 10522

gs?

2
_egcm

k=1,34x 10716

s2C

2

h= 6,415 x 10-279
S

Para estabelecer sua escala, ele considerou que a lei de gravitacao de Newton, a propagagao da
luz no vacuo e os dois principios da termodinamica continuariam validos. Assim, supondo que a
gravitacao newtoniana vale no regime quantico, temos que a energia gravitacional necessaria para

aproximar duas massas pontuais m separadas por uma distancia r é

2

E=<Fr>= c (3.1)
T
Por estarmos no regime quantico, essa energia também ¢é dada pelo quantum de energia, ou
seja:
he
E=h=— 3.2
v == (32)
Entao para r = A, obtém-se:

m? ke he

r r " G (3.3)

m é denominada massa Planck e é denotada por M.

A expressao (3.3) fornece entdo a relacao entre a massa Planck e a constante gravitacional de

Newton:

My o< G~1/2 (3.4)

p
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Substituindo A, ¢ e G por seus valores, tem-se:
Mp; = 5,37 x 107°¢g
Em termos de energia temos:
Mp; = 10"GeV
Por outro lado, igualando a relagao quantica (3.2) a energia relativistica (F = mc?):

he he he h
A me = E  mc2  me

ou

h |Gh2

A\ = _ /< = \A=3,99 x 10 3cm
/ he hCS
EC

que é conhecido como comprimento de Planck.

Finalmente, da relagdo entre periodo e frequéncia:

C:>t—>\— [Gh1

A e VB¢

t:\/G—?:l,?)leO"‘Ss
C

que é conhecido como tempo de Planck.

36

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.10)

Tais valores de t, m, e r dao o que se conhece por escala Planck. Temos, dentro dessa escala,

que a unidade de comprimento ¢ 3,99 x 10~33cm . A ideia apresentada por Planck é de fato muito

sedutora, pois surgiu por meio de um raciocinio que a principio seria logico. O problema (que

aparentemente nao impediu de se tomar a escala Planck como sendo fundamental) é que toda

argumentacao para construcao dessa escala partiu da hipotese que a gravitagao newtoniana seria

valida até o limite dado pela escala, o que nao se comprova experimentalmente [5]. O uso do efeito

Casimir mostra que a validade da lei de Newton de gravitacio se estende até 10 3cm com fortes

indicios de que nao vale a 10~%cm. Assim, assumir a escala Planck como escala fundamental em

baixas energias ¢ um fator que pode ser questionado.
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3.2 Cenarios em Brana-mundo

Devido as incertezas sobre a validade da escala Planck em baixas energias, uma abordagem inter-
essante ao problema da hierarquia é assumir a escala eletrofraca como tnica escala fundamental.
Assim, teria- se que as interacoes de calibre e a gravitacao seriam unificadas na escala eletrofraca.
Essa abordagem foi primeiramente apresentada no trabalho de Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos e
Gia Dvali (ADD)[5] onde se apresentou a ideia bésica que posteriormente deu origem ao programa
de Branas-mundo.

Basicamente, o programa de Branas-Mundo descreve o universo como uma 3 + 1-superficie (a
brana-mundo) imersa em um espaco-tempo com D dimensées denominado o espago total (ou bulk)
com particulas e campos restritos a brana enquanto que a gravidade ’escapa’ para as dimensoes

extras. Esse programa é baseado em trés postulados basicos:

1. H4 uma variedade Vp com dimensdo D > 4 denominado espaco total (ou bulk) que é solugao

das equacoes de Einstein em D dimensoes;

2. O espaco-tempo quadridimensional é resultado do movimento de uma 3-brana (imersa no

bulk) gerando um volume (3+1)-dimensional e é chamado entao de "brana-mundo";

3. A gravitagdo pode se propagar pelo bulk. Contudo, os outros campos juntamente com

particulas sao restritos a brana-mundo .

Os dois primeiros postulados sao uma descrigao superficial da variedade imersa e do espaco onde
é realizada a imersao. Apesar da teoria de Branas-Mundo se basear no fato do espaco-tempo ser
imerso em um bulk, o trabalho ADD nao apresenta nenhuma definicao matemética rigorosa do
que seria o processo de imersao de variedades. Assim, embora a teoria de branas-mundo ofereca
um cenério para fisica em mais dimensoes, nao ha um cuidado em justificar matematicamente as
caracteristicas de uma variedade imersa e qual o tipo de imersao seria realizado dentre os varios
tipos previstos.

O ultimo postulado tem como objetivo justificar a quebra da hierarquia da forca gravitacional
na brana e assim resolver o problema da hierarquia®, sendo entdo um postulado extremamente
importante do ponto de vista fisico. Na verdade, como a gravitacao ¢ identificada como a geometria
da brana que por sua vez é descrita pela métrica, esse postulado diz que g, varia com a coordenada

da dimensao extra: 3
Guv
—— £0
oy® 7

3A forma como a propagacdo da gravitacdo nas dimensoes extras resolve o problema da hierarquia é explicada
na préxima secao
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onde g, é a métrica do espago-tempo (brana-mundo) e y* sdo as dimensoes extras. Entretanto, o

projeto ADD nao especifica como ¢é essa variacao da geometria com y.

3.2.1 Cenario ADD

O programa ADD descreve o nosso mundo de quatro dimensoes (M) imerso em um espago ambi-
ente de 4 + n dimensoes de raio [ e com n > 1. Essas dimensoes extras sao variedades compactas
mas, diferentemente do programa de Kaluza-Klein, possuem tamanhos que nao sao limitados ao
comprimento Planck. Outra caracteristica das dimensoes extras no cenario ADD é que sao espagos
torodais planos.

O ADD deu origem ao cenério de Branas-mundo e, portanto, ele segue todos os postulados
do programa que foram citados anteriormente. Assim o nosso espaco-tempo é descrito por uma
3 + 1 brana (M,). Para localizar a gravita¢do na brana, o modelo ADD recorre a uma geometria
factorizada:

Myoria = My X Ly,

onde L, representa uma variedade compacta de n dimensoes.
Ao se postular a propagacao da gravitacdo nas dimensoes extras h& varias implicacdes na

dinamica gravitacional. No caso newtoniano, essa dinamica pode ser descrita pela Lei de Gauss:

/§.d§ o« M (3.11)

onde
-M ¢é a massa da fonte gravitacional
- g é a aceleracao gravitacional

- dS ¢é o vetor unitario normal apontando para fora da superficie gaussiana®

e Em trés dimensoes:
A segunda Lei de Newton fornece a relacao entre a aceleracao @ e a forca F:
F=ma (3.12)

Usando-se o principio de equivaléncia temos @ = §. Dessa forma tem-se de (3.12) e de (3.11)

a expressao para a forca gravitacional exercida em uma massa teste m; devido a presenca de

4Como de praxe no caso classico newtoninano (3 dimensdes), escolhe-se a superficie gaussiana como uma esfera
bidimensional
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M:
Mm

F x
r2

(3.13)

A constante de proporcionalidade nas expressoes (3.13) e (3.14) é entdo dada por 47G. A
constante gravitacional (G) foi adotada de modo a obter dimensao de forca ([M][L]/[T]?) na
expressdo (3.13) a partir das dimensoes ([M]?/[L]?) da fragao no lado esquerdo . Ja o fator

47 é resultante da integragao sobre a superficie de uma esfera bidimensional.

e Em um espago com d-dimensoes espaciais:
Supondo que a expressao (3.11) ainda é valida para um nimero de dimensoes maior que trés

e assim obtém-se a forca gravitacional em mais dimensoes.

Para um espago com d dimensoes, a superficie gaussiana escolhida é uma esfera (d — 1)-
dimensional. Portanto, a integral do lado esquerdo de (3.11) fornece a area superficial S(q_1)

de uma (d — 1)-esfera e tem-se entdo que a aceleracao gravitacional é dada por:

M
S(a-1)

(3.14)

g X

Segue da segunda lei de Newton que a forca gravitacional em d dimensoes é descrita por

Mm

F
> S ()

(3.15)

Para calcular a area superficial, é necessario uma relacao entre as coordenadas toroidais
compactas y das n dimensoes extras e as coordenadas £ da 3-brana. Vamos considerar duas

situacoes:

(a) Distancias muito menores que o raio de compactificacdo (v << [):
Nesse caso o espago d-dimensional aparenta ser plano e, portanto, as coordenadas podem
ser tratadas da mesma forma. Assim, nessa escala a area superficial de uma (d — 1)-esfera é

descrita por [21]:

/2 de1

Sa_1(r) = mr - (3.16)

comI'(t)=(t—Derx/Z - 24y -y

Portanto,segue de (3.16) e (3.15) que a intensidade da for¢a gravitacional para distancias do
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tipo x << [ é entao proporcional a:

. o 27I'd/2
onde definiu-se w, = @
Na expressao (3.17) o lado direito tem dimensionalidade % e portanto em espacos d-

dimensionais é necessario uma constante de proporcionalidade diferente de GG para se obter a
dimensionalidade de forca. Essa nova constante é denotada G,. A constante G foi determi-
nada experimentalmente pelo movimento balistico e movimento dos astros. Da mesma, forma
G, deve ser determinada experimentalmente. Como o propésito é o de resolver o problema

da hierarquia, faz-se a hipotese que G, seja compativel com a escala eletrofraca.

Como d é o nimero de dimensoes espaciais e no programa ADD considera-se as dimensoes
extras como sendo espaciais também, resulta que d = 3 4+ n. Assim pode-se reescrever (3.17)
como: v
m
(b) Distancias muito maiores do que o raio de compactificacao (x >> [):
Nesse caso, a contribuicao de y para integral de superficie pode ser desconsiderada e a area
superficial é entao dada por:

Sq_1 o< 7? (3.19)
comr X VT-T.

Substituindo esse resultado em (3.14) obtemos novamente (3.13). Ou seja, quando con-
sideramos distancias muito maiores que o raio da dimensao extra, r >> [, recuperamos a

expressao usual para forca gravitacional.
No caso relativistico, as equagoes de campo que descrevem a dinamica gravitacional sao obtidas

do principio de agao de Einstein em 4 + n dimensoes:

1
S =— e /d4xd"y,/g4+nR4+n (3.20)

onde:

® g, ¢ Ry, sao respectivamente o traco da métrica e o escalar de curvatura da Mg de
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(4+n) dimensdes

e a constante gravitacional newtoniana G foi substituida por uma constante gravitacional rel-

ativistica G, que é compativel com a fisica de altas energias na escala TeV.

Como o espaco extra dimensional é compacto de raio [, pode-se fazer uma integracao no volume
dy obtendo dessa forma uma reducao dimensional da expressdo (3.20) e assim escrevendo a agao

de Einstein-Hilbert quadridimensional:

v
Sppp=——rns d? R 3.21
T / /g0 Raa) (3.21)
onde v,, é o volume das dimensoes extras:
v, = (27l)"

Comparando a agdo (3.21) com a agdo descrita em (2.27) obtemos uma relagdo para G, em termos

do raio da dimensao extra e da constante gravitacional de Newton:

G.
G=——G,=GI" (3.22)

Un
Portanto, no caso tridimensional (n=0) recupera-se a constante gravitacional de Newton. Outra
consequéncia importante da relacao (3.22) é que pode-se obter uma intensidade maior para forca
gravitacional assumindo-se valores maiores que o comprimento de Planck para {". Isso nos permite

entao resolver o problema da hierarquia.

A escala Planck em 4 + n dimensoes

Na secao anterior, ao demonstrar a origem da escala Planck vimos que a massa Planck foi obtida
ao se igualar a energia potencial a um quantum de energia. Em um espago D-dimensional, podem-
se considerar duas possiveis energias potenciais. No caso de distancias muito menores do que o
tamanho da dimensao extra, r << [, a energia potencial derivada a partir de (3.18) é:
Mm
V(r)=Gi——— (3.23)

* wdrn—i—l
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Ja quando se considera r >> [, obtém-se de (3.13):

Mm
{"r

V(r) < G,

(3.24)

onde usamos a relagio (3.22).

De acordo com a proposta do ADD, tem-se que a escala Planck em 4 + n dimensées (M py(44n))
¢ equivalente a escala eletrofraca, Mpjuqn) = Mew. A escala Planck (Mpl(4+n)) para r pequenos é
entdo obtida a partir de (3.2) e (3.23) com M = m:

m? hc
Gi— = — 3.25
wdr”+1 r ( )
que nos da entao:
Tn
Moy & o (3.26)

Para r grandes usa-se (3.24) e assim recupera-se a escala de Planck usual. A relagdo entre essa
escala e a escala Planck efetiva em 4 + n dimensdes é obtida substituindo-se (3.22) em (3.26):
r’ Mpﬂ“n

M123l(4+n) X = M123l(4+n) x n

2
CIn (3.27)

onde usamos também a relagio (3.4).

Assim, para um valor fixo de r temos que
Mpy MJQDl(4+n)ln

Portanto, basta ajustar o valor de [ para recuperar a intensidade observada da gravitagao no
espago-tempo (a brana-mundo). Com essa demanda e exigindo a equivaléncia entre a escala Planck
em 4 + n dimensoes e a escala eletrofraca obtém-se o valor de [ dependendo do valor de n. No
caso de n = 1 teria- se uma dimensao extra com raio de R ~ 10'3cm e portanto seriam observados
potenciais descritos por (3.23) o que leva a uma exclusao empirica do cenario ADD com apenas
uma dimensao extra. Ja se houver duas dimensoes extras, n = 2, o valor de R passa a ser da ordem
de 1mm e entdo a validade da expressio (3.23) e por consequéncia a existéncia de dimensoes extras

compactas poderiam ser verificadas por meio de um experimento adequado.



CAPITULO 3. FISICA EXTRADIMENSIONAL - CENARIOS EM BRANAS-MUNDO 43

3.2.2 Cenario Randall-Sundrum

O modelo Randall-Sundrum (RS) foi formulado em 1999 por L.Randall e R. Sundrum [22] com o

objetivo de se oferecer uma nova abordagem ao problema de hierarquia na fisica de particulas.
Ainda dentro do contexto proposto por branas-mundo, o modelo RS assume a existéncia de uma

dimensdo extra compactada em uma esfera 1-dimensional S} (um circulo) cujas metades opostas

sao identificadas por meio da simetria de espelho Z5 tal como mostrado na figura 3.2.

+y
R
0
- \ ~ -7R
-y
L
. ° -y
0 nR

Fonte: THPHY PHYSICS 2011

Assim, temos as simetrias:
Yy -y (3.28)

L+y< L—y (3.29)

Assumir uma dimensao extra dessa natureza permite entao fixar dois pontos ao longo do circulo
S, um localizado na origem e outro na outra extremidade do circulo em y = 7 = L. Postula-se
entao que em cada um desses contornos existe uma 3 + 1-brana encerrando um espaco ambiente

5-dimensional com uma constante cosmologica Aj (figura 3.2.2).
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Figura 3.3: Modelo RS
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Fonte: THPHY PHYSICS 2011

O empenamento da métrica e o problema da hierarquia

O cenério proposto por RS apresentou uma nova abordagem para a gravitacao na brana. Ao invés
de fazer uso de uma topologia produto como foi feito pelo ADD, assume-se que a métrica induzida

na brana é proporcional & métrica de Minkowski (1),,,).
ds? = e Wy datdz” + dy? (3.30)

onde y é a coordenada da dimensao extra.

O termo e 24w

) faz com que a métrica (3.30) descreva uma deformacdo ou empenamento da
geometria de Minkowski e portanto esse termo ¢ chamado funcao® empenamento®. A fungao A(y)

¢ determinada a partir das equacoes de Einstein escritas em cinco dimensoes:

Gun = Run — s9unR = Tun (3.31)

2 01,
onde
e M,N=(1,...,5)
o Mp;s é a massa de Planck em cinco dimensoes.

e a constante cosmolédgica em cinco dimensoes, As, foi incorporada ao tensor energia-momentum

®Na verdade essa funcdo representa uma transformacio conforme da métrica de Minkowski
60u, em inglés, "warp"
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Como as demais fontes de matéria sao descritas por campos de calibre do modelo padrao que por

sua vez ficam restritas ao espaco-tempo, temos:

_A5

T55 =
D1

(3.32)

Pode-se entdo, a partir de (3.32) e (3.31) obter a componente do tensor de Einstein para M =

N =25: A
Gy = 6A% = ——> 3.33
55 2Mgl5 ( )

onde a linha denota derivada com relacao a y.
Temos entao:
—As

A= — (3.34)

1203,

A expressao acima implica que s6 existe solugao real para A caso a constante A5 seja negativa.

Isso implica que o bulk é na verdade um espaco anti-de Sitter pentadimensional denotado por
AdSs.

Integrando (3.34) em y e usando a simetria de espelho (3.28) obtemos:

[ —As
A —= = .

Portanto, o cenéario RS é caracterizado por uma métrica dada por:

onde Kk =

ds* = ey, dotdz” + dy? (3.36)

com —L <y<L

Portanto, o programa RS resolve o problema da hierarquia através de uma contracao exponen-
cial da métrica ao longo do AdS5. Assim, a gravitacao ¢ mais forte em algumas regices do bulk,
mas sua intensidade decai exponencialmente ao interagir com o nosso espago-tempo quadridimen-
sional. Ao postular que a regiao do bulk esta localizada entre dois contornos y = 0 e y = L tem-se
que a funcdo A apresenta um salto em A = 0 e em A = L. Esses saltos levam a termos extras
nas equacgoes de Einstein que sao cancelados postulando-se a existéncia de densidades de energia
das proprias branas, chamadas tensoes das branas. Assim, a brana localizada em y = 0 teria uma

tensdo A; e a brana em y = L teria uma tensao A\, tal que [23]:
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_A5
A=A =12 [ .
1 2 12M]33l5 (3 37)

A exigéncia de uma tensao na brana juntamente com a simetria de espelho e com a expressao

(3.31) levam a uma expressao para curvatura extrinseca na brana [24]:

1

kl/:8 2TU/_
it Tk {; 3

()‘ - T)g;w} (3.38)

Portanto, no modelo RS a geometria extrinseca da brana é descrita em termos da matéria
confinada a brana.

Basicamente, o modelo RS descreve uma gravitacao que decai exponencialmente ao longo do
bulk partindo de postulados como simetria de espelho, existéncia de uma constante cosmologica
no bulk e branas fixas” com tensao )\;. Assim, comparando com o programa ADD, a construcao do
cenario RS requer um grande nimero de postulados e, como o ADD, também falha ao explicar o
processo de imersao tendo que se utilizar de novos postulados de simetria para nao ter que recorrer

de fato a geometria extrinseca da brana.

3.3 Resumo

Neste capitulo justificamos a necessidade de teorias extras dimensionais como as Branas-Mundo
para explicar o problema da hierarquia. Uma das grandes revolucoes trazidas pelas branas-mundo
foi considerar dimensoes extras com tamanhos bem superiores ao da escala Planck. Para explicar
o problema da hierarquia, a teoria de branas-mundo propoe que 0 nosso espago-tempo é imerso em
um espago ambiente de 4 + n dimensoes com a gravitacao se propagando ao longo das dimensoes
extras. Contudo, a teoria de branas-mundo nao ¢ matematicamente completa ja que a teoria nao
utiliza quase nenhum formalismo matematico adequado para descrever ou justificar o processo de
imersao.

Dentro da teoria de branas-mundo abordamos o ADD e os cenéarios de Randall-Sundrum. A
principal diferenca entre esses e o ADD é como a forca gravitacional decai ao longo do bulk.
Enquanto que no ADD o bulk é plano e a gravitacao decai proporcionalmente até chegar ao valor
medido por nos na brana, no modelo RS2 a forca gravitacional decai exponencialmente ao longo
do bulk AdSs.

Em principio, um grande problema dos modelos propostos por Randall-Sundrum é o ntumero

de postulados e hipdteses necesséarios para se construir cada modelo. Além dos trés postulados da

"As branas fixas sdo chamadas D-branas com condicdo de contorno de Dirichlet
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brana-mundo, Randall-Sundrum ainda tiveram que apelar para condi¢ao de simetria e obrigatori-
amente restringir o bulk & um AdSs. Tantas restrigoes deixam o programa de Randall-Sundrum
um tanto quanto particular.

Os modelos extradimensionais que foram apresentados nesse capitulo apontam para a necessi-
dade de se formular um modelo de espago-tempo imerso que seja mais geral sem tantas imposi¢oes
ao bulk ou a prépria brana. Essa questao serd abordada nos proximos capitulos onde serao apre-

sentados o teorema de imersao de Nash e as caracteristicas gerais de um espago-tempo imerso.



Capitulo 4
O problema da forma do espaco-tempo

Uma das grandes revolucoes apresentadas pela Relatividade Geral foi identificar o espaco-tempo
como uma variedade diferenciavel de natureza quadridimensional e detentora de uma métrica
pseudo-riemanniana. Assim, as propriedades do espaco-tempo e sua estrutura sao estudadas com
base na Geometria Riemanniana. Tal geometria busca descrever as variedades usando apenas as
suas propriedades intrinsecas e nao h& assim necessidade de se recorrer a um espaco de dimensao
maior como ocorre na geometria das superficies na geometria Euclidiana. A geometria intrinseca
de Riemann considera uma variedade diferenciavel na qual existe uma métrica (a primeira forma
fundamental) definida pelo produto escalar local. Ja a geometria extrinseca propria da geometria
Euclidiana se refere propriedades topologicas expressas em termos da curvatura extrinseca (segunda
forma fundamental).

A ideia da geometria Riemanniana surgiu na verdade de uma proposta de Gauss a Riemann para
definir uma geometria com base apenas na métrica. Podemos medir distancia, tracar paralelas e até
superficies apenas usando a métrica e vetores tangentes. Para reforcar essa ideia, Gauss apresentou
o seu teorema mais formalmente conhecido como o teorema Egregium de Gauss.

Esse teorema diz que a curvatura gaussiana de uma superficie bidimensional pode ser deter-
minada apenas através de medidas intrinsecas como angulos e distancias, sem ter necessidade de
se fazer referéncia a um espaco Euclidiano tridimensional. Com a finalidade de generalizar o teo-
rema Egregium de Gauss para o caso de n dimensoes, Riemann definiu o tensor de curvatura (ou
curvatura de Riemann). Os passos da construcdo desse tensor foram explicados na se¢ao 2.2 onde
se obteve a expressao do tensor de Riemann (2.18) na base {e,}.

A expressao (2.18) mostra que o tensor de Riemann depende entdo apenas da métrica, que
é uma caracteristica intrinseca a variedade. Contudo, a curvatura Riemanniana nao determina

univocamente o formato local da geometria. Um exemplo classico é o do hiperboléide regrado e

48
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do plano, que possuem tensores de curvatura nulos, sendo entao semelhantes na geometria rie-
manniana apesar de claramente possuirem formas diferentes. Portanto, ao se considerar apenas as
propriedades intrinsecas de uma superficie nao é possivel estudar ou definir de modo completo a
forma dessa superficie.

A forma local na superficie Fuclidiana bidimensional é determinada pela variagao da normal n
em diversas diregoes na superficie. Para isso é suficiente tomar dois vetores de base {e,} no plano

tangente. Podemos expressar a derivada da normal em termos dessa base,
P
N = apep =+ bun

(77,#, eu) = k,uu = aﬁgpu

As variacoes maxima e minima do vetor normal com relacao a superficie bidimensional sao dadas
respectivamente por ki e kg. Esses extremos nos permitem definir duas quantidades que nos

fornecem a forma local das superficies:

e Curvatura média (H)

otk (4.1)
2
e Curvatura Gaussiana (K)

Logo, K e H sao necesséarios para distinguir localmente o formato de diferentes superficies. Sucede
que na geometria Riemanniana temos apenas o valor K e, portanto, ha dificuldade em se determinar
a forma local devido a inabilidade da quantidade K sozinha para descrever completamente a forma
da superficie.

De posse das quantidades descritas por Riemann, no inicio do século XX Einstein escreveu as
equagoes gravitacionais (2.24) que descrevem apenas a dinamica da métrica. Com base no que
foi mencionado anteriormente, tem-se entao que essas equacoes nao sao suficientes para distinguir
espacos-tempo que pertencem a classe de curvaturas equivalentes.

A proposta da imersdo surgiu em 1873 com Schlaefli [25] para resolver essa ambiguidade do

Tensor de Riemann usando ideia andloga a da geometria Euclidiana:
X :Vy > Vp

Para nao alterar as caracteristicas de Vy como variedade diferenciavel, a imersao deve ser difer-

encial e regular. Para garantir que se tenha apenas uma geometria toma-se uma imersao que seja
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Figura 4.1: Diferentes superficies e seus valores de K e H
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isométrica como veremos mais claramente a seguir.

4.1 Imersao isométrica de variedades

Considere uma variedade Vy que esta localmente imersa em outra variedade Vp (o bulk), D > N
dada pelo mapeamento:
X :Vy—>Vp (43)

que possui D componentes x4 que sao funcoes de N coordenadas z"
¢
XAzt 2. 2N (4.4)

onde A=1...Depv=1.N

A derivada desse mapeamento é, portanto, dada pela matriz jacobiana:

axt  o9x? . axP
ozl ozl ozl
A _ .
(‘/Y,,u ) - .
oxt  ax2 oxpb

ozN  9zN T 9N
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Para se recuperar a variedade original Vi é requerido que & seja inversivel, o que sera garantido
localmente se X for regular. Entao pode-se aplicar o teorema da funcao inversa para se obter X!
localmente. A condicao de isometria diz que a geometria imersa é induzida pela geometria do bulk

e é dada pela derivada do mapeamento de X que relaciona os dois tensores métricos:
Guv = Xﬁ‘)c:ngB (45)

onde G denota a métrica com componentes G4p em uma base arbitraria da variedade Vp.

Ja que D > N nos precisamos de D — N coordenadas extras y* (¢ = N + 1--- D) definidas
ao longo de D — N dire¢oes independentes que denotamos por 7,. Essa é uma escolha de base
gaussiana, isto €, 7, sao ortogonais a Vy e eles também tem um produto escalar induzido pela

métrica de Vp. Portanto, temos também a equacao:
XﬁnngB = Gua = 0 (46)

que ¢é a relagao de ortogonalidade.

Finalmente tem-se o tensor g, que é a métrica do espaco complementar de n dimensoes

1inEGag = Yab (4.7)

Os tensores métricos Gap, gu € gap s@0 dados por uma escolha especifica de 7,. As equagoes
(4.5), (4.6) e (4.7) s@o equagoes basicas de imersdo que devem ser satisfeitas de modo a garantir a
isometricidade da imersdo. Ao se resolver essas equacoes, obtém-se a funcio de imersdao X4 (z#).
Mais especificamente, (4.6) significa que os vetores 7, sao ortogonais a variedade e (4.7) descreve
a métrica da dimensao extra.

A descrigao da forma (que é o objetivo original da imersao) é dada pela variagao dos vetores
gﬁ o resultado dessa

derivada ¢ um campo vetorial de Vp o qual é naturalmente escrito na base gaussiana {Xﬁ, 77’4} do

n:(x), quando esse é deslocado em Vy. Isso ¢, quando se calcula a derivada

a

espaco de imersao:
A A b A
na,,u, - Oéz,a‘)(:p + /Bp,anb (48)

Multiplicando por X§Gc 4 e usando as equagoes basicas de imersao ((4.5), (4.6) e (4.7)) obtemos

da expressao acima os coeficientes

gPVaZa = néu‘)c:ggCA = _k;u/a (49)
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onde o sinal (—) é uma escolha e k,,, é a curvatura extrinseca ou segunda forma fundamental

relativa & diregao de n,. Por outro lado, multiplicando (4.8) por n¢Gca obtemos :

T]a ;/]c gC’A - Bbanb e gAC’ A,uac (410)

e Apqc € chamado vetor de torc¢ao L ou terceira forma fundamental.

Dessa forma, a geometria métrica g,, de Vy é complementada por k,,, e Aza que descrevem a
forma local da geometria.

Portanto, para determinar a imersao e as formas fundamentais, é necessario determinar g,.,, k,.q
e Ab Essas variaveis sao obtidas pelas equacoes de Gauss-Codazzi-Ricci que sao simplesmente as
expressoes de Rapcp no referencial Gaussiano Vy e {Xw n, } Devido as simetrias do tensor de
curvatura, a maioria das equagoes resultantes é redundante ou nula. No final, restam entao apenas

trés equacoes:

(D)RABCDPQﬁX,EXS XD = Ropro — 290" kaaprakios (Gauss) (4.11)
RABCDXana XCX? = 2kuja) — 29° Aludrkeap (Codazzi) (4.12)
(D)RABCanan‘X‘,SX,D = _2A[ba'y;5} - QngA[’ycaAé]db - Qngk['ycaké]db (RZCCZ) (413)

A partir da equagao de Gauss (4.11) pode-se comparar Ry, com Rapcp. Assim, dessa equagio
tem-se que a ambiguidade do tensor de curvatura de Vy desaparece quando ele é comparado com
o tensor de curvatura de Vp. A forma local de duas superficies com o mesmo tensor de Riemann é
dada entao pela curvatura extrinseca k,,, e ndo depende de A,,;,. As outras duas equagoes ((4.12)
e (4.13)) sao necessarias para que possamos resolver o sistema de equagoes e assim encontrar £,

e A,.p. Finalmente, das equagoes basica de imersao determina-se X4 e nPZ.

4.2 Teorema de imersao de Nash

As equagoes de Gauss,Codazzi e Ricci (4.11), (4.12) e (4.13) s@o fortemente nao lineares nas trés
variaveis g, k., e A, 0 que dificulta consideravelmente a sua resolucao e portanto apresentam
um problema a questao da imersao. Em decorréncia disso, a tinica solucao conhecida usava expan-
soes analiticas o que é razoavel do ponto de vista de grupos de Lie, mas nao no caso de variedades
diferenciaveis.

Partindo de argumentos sobre diferenciabilidade e regularidade das fungoes, John Nash mostrou

em seu trabalho de 1956 [26] que a imersdo local de uma variedade diferencidvel pode ser feita

!Essa designacdo vem das equacoes de Frenet-Serret da teoria de curvas e tem o mesmo sentido de torcao de
uma curva. Nao se deve confundir com a tor¢do de Cartan pois a nossa conexdo de Levi-Civita é simétrica
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mantendo sua diferenciabilidade. Mais tarde, R. Greene estendeu a ideia & variedades pseudo
riemannianas [25].

O teorema de Nash pode ser enunciado como:

Dada uma funcao de imersao X tal que a aplicacao X : VN — Vp seja reqular e
diferencidvel, entao por meio de uma deformacao continua em uma direcao normal em
um ponto da variedade Vi pode-se obter uma outra variedade diferencidvel Riemanni-

ana imersa em Vp para D suficientemente grande.

onde a barra denota uma grandeza ou variedade (V) nao perturbada.
A perturbacdo de Vy é obtida pelo deslocamento das coordenadas X4 ao longo da curva

tangente ao vetor 1,. Denotando por dy* uma pequena variacao de dy® obtemos novas coordenadas:
ZA = X4 4 0y (£, X) = X4 + 0y [0, X])* (4.14)

Calculando os parénteses de Lie e lembrando que o vetor normal nao depende das coordenadas X4
a expressao fica:
ZA = XA+ 6y (7)" (4.15)

Analogamente,
Na = Ta + 6Y*[Na; Ta) = 7a (4.16)

A imersdo da variedade perturbada é definida por Z4 desde que essas coordenadas satisfacam as

mesmas equacoes basicas de imersao:

ZﬁngAB = 9w (417)
ZnPGas = gu (4.18)
77;‘7759143 = Gab = Eaéab (419)

Onde g, , gup © gap Sa0 as perturbagoes das métricas que aparecem nas equagoes de imersao
originais (4.5), (4.6) e (4.7).
O vetor tor¢do da geometria perturbada é (lembrando a relacao (4.16) para o vetor normal
perturbado):
Appa =108 Gan = Tt = Auba (4.20)

Portanto, o vetor torcao nao se altera sob o processo perturbativo.
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Em analogia com o caso ndo perturbado (4.9), a curvatura extrinseca é dada por:
A ZB
k,uua - _77Q7#27#QAB (421)

Partindo de (4.17), (4.18) e (4.19) [25], obtemos uma relagdo importante:

109,

5o (4.22)

k,u,ua =

A expressao (4.22) diz que a perturbacdo da geometria da variedade imersa tem influéncia de
elementos extrinsecos a ela que por sua vez vao definir a forma da variedade. Nash, em seu teorema,
usou essa relacao para mostrar que toda geometria pode ser imersa diferencialmente. A expressao
(4.22) diz que a evolugao da métrica deformada da variedade imersa sob o parametro perturbativo
y® fornece a curvatura extrinseca, revelando assim a geometria extrinseca da variedade . Ou seja,
ha algo como uma dinadmica de natureza geométrica, que pode ser pensada como um fluxo ou
foliacdo de geometria. No caso do espago-tempo imerso, a expressao (4.22) também mostra que a
gravitagdo se propaga nas dimensoes extras. Assim, o postulado da teoria de Brana-mundo sobre
a propagacao da gravitacao no bulk aparece aqui como uma consequéncia natural do processo
perturbativo de Nash.

Para determinar a existéncia da imersao da perturbagao é necessario considerar as equacoes
de Gauss, Codazzi e Ricci que no caso da variedade perturbada sao essencialmente as mesmas
descritas em (4.11), (4.12) e (4.13).

Entretanto, as equacoes de Gauss-Codazzi-Ricci nao sao equagoes dinamicas, representam ape-
nas uma condi¢do para que a imersao possa existir. Isto é, elas nao sao suficientes para determinar
as primeiras, segundas e terceiras formas fundamentais. Para resolver o sistema, necessitamos

escolher o espaco de imersao.

4.3 Resumo

Na parte inicial do capitulo apresentamos a necessidade do processo de imersao para o estudo da
forma local de uma superficie. Apesar de existirem diferentes tipos de imersdo, restringimos o
nosso estudo & imersao isométrica de modo a garantir que o espaco ambiente e a variedade imersa
sejam descritos pela mesma geometria.

Contudo, para que uma imersao isométrica seja matematicamente consistente é necessario que
as equacgoes de Gauss-Codazzi e Ricci sejam obedecidas. Para que o processo de imersao seja

interessante do ponto de vista fisico, usamos o Teorema de Nash de imersao que nos permite nao
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apenas realizar uma imersao isométrica como também conserva as diferenciabilidade da variedade.

Outro ponto a se destacado nesse capitulo foi a relacdo (4.22) que é uma consequéncia do
processo de imersao de Nash e que diz que a gravitacao se propaga nas dimensoes extras. No
capitulo anterior vimos que para resolver o problema da hierarquia, a teoria de branas-mundo
postula que a gravitacdo nao fica confinada a brana. Assim, obter a relagao (4.22) de forma
natural ¢ um ponto a favor do uso do teorema de imersao de Nash em cenérios de gravitacao. Essa

abordagem sera feita no préximo capitulo.



Capitulo 5

A gravitacao em espacos-tempo imersos

5.1 Deformando o espaco-tempo

Enquanto que os programas de imersao de variedades no contexto fisico abordados no capitulo 3
requerem alguns postulados (e no caso do RS varias imposi¢oes adicionais ao espago-tempo), o
teorema de Nash permite fazer uma imersao assumindo uma tnica condicao: A imersao deve ser
isométrica.

O trabalho original de Nash [26] se restringiu a descrever o processo de imersao de variedades
dentro do contexto matematico. O teorema de Nash aplicado a gravitacao é uma abordagem
posterior ao trabalho de Nash e foi desenvolvida por M.D. Maia e E. M. Monte nos ultimos dez
anos [13],[27], [31], [34],[38],[43] e [44].

As equacdes de campo de Einstein sao obtidas do principio de Einstein-Hilbert:

/R\/—_gd% =0 (5.1)

Como a geometria métrica do espago-tempo é o campo gravitacional e a imersao isométrica diz
que a geometria do espago-tempo ¢é induzida do espago-imerso, tem-se que a geometria do espago
imerso deve ser definida pelo principio de Einstein-Hilbert no bulk. Partimos de um espaco de

imersao genérico cuja métrica ¢ definida pela acao de Einstein-Hilbert:

1)
0GB

/ (D) Ry "GdPx = 0 (5.2)

Como campos de gauge e matéria sao bem descritos em teorias quadridimensionais e sao ob-

servaveis, vamos supor na nossa anélise a auséncia de matéria ou fontes de energia na variedade

26
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onde o espago-tempo ¢ imerso. Isto é, T}, = Ty, = 0 com a,b=D — N, ..., D.

Tem-se assim a equacao de Einstein em D-dimensoes:
D lp
Rap — 3 RGap = G.Tap (5.3)

Para obter as equagoes de Einstein efetivas em quatro dimensoes a partir de (5.2) é necessario
antes obter algumas relacoes a partir das equagoes de imersao ((4.17) a (4.19)) obtidas e discutidas

no capitulo anterior. De (4.17) obtemos o trago:
gV ZNZ0Gas = 9" g =N (5.4)

De modo a simplificar os calculos, vamos definir {47 = g“”ZﬁZf. Assim, temos que:

EPGap=¢=N (5.5)

Por outro lado, temos que:
G*"PGap =D (5.6)

De (5.6) e (5.5) seque que:
(G*8 —¢*P)Gup =D — N =n (5.7)

onde n é o nimero de dimensoes extras.

Denotando 48 = GAB — €48 obtemos uma equacdo para determinar 45:
W PGap =n (5.8)
Para obter uma segunda equagao, usamos (4.19) de modo a obter a seguinte igualdade:

nanenEny GacGep = (ninSGac) (Nl Gep) = GacGsa (5.9)

Por outro lado, da definicdo de €47 e de sua ortogonalidade, obtemos:

(gAB — ¢AB> UCCQCA =0 (5.10)

Assim,
GG — VP Goa = 0 (5.11)



CAPITULO 5. A GRAVITACAO EM ESPACOS-TEMPO IMERSOS

Logo,

VA0 Gea =008 = ne
Multiplicando a expressdo acima por n?Gpp:
VY0P GprGoa = nPn)Gos = Ged

e usando (4.19) juntamente com a defini¢ao

Yep = GoaGpp™?
obtemos:
¢0D775 775) = YGed

Logo podemos escrever:

(YacminS) (Cepnenyl) = GacGu

o8

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

Uma comparacio entre os lados direitos das equagoes (5.9) e (5.16) sugere que os parénteses

devem ser proporcionais. Ou seja,
A% = ¢ ning
onde ¢® ¢ uma matriz a ser determinada
Substituindo (5.17) em (5.8) e em (5.15) obtemos:

Oniny Gap =n

Ou seja,

¢abg ab = T

Se gua = 0 temos ¢ap = §™" GmaGny. Assim, obtemos:

¢ab = YGab € ¢ab = gab

(5.17)

(5.18)

Finalmente, de (5.18), (5.17) e da definicdo 148 = GAP — 4B obtemos uma relagio para ¢:

NP =GP — gl

(5.19)



CAPITULO 5. A GRAVITACAO EM ESPACOS-TEMPO IMERSOS 59

Contraindo (5.3) with ¢*” e usando (5.19) obtém-se:

R/u/ - QCd(gpakupckuad - k,uudhc) +(D) RABZ:EZE - gab(D)RABABCDT/fZSZBnl?) (520)

M

onde
H, = gwjkuua- (521)

Denotando a curvatura gaussiana ao quadrado por

K? = g"kM k0 (5.22)
e a curvatura média ao quadrado por

H? = ¢ H,H, (5.23)

obtém-se a partir da contragao de (5.20) com g" (e também usando (5.19) novamente) o escalar
de curvatura dado por:
PR =R~ (K* — H?) = 20°("P) Rapnzny) + 9°'9" ("D Rapcomn nng) (5.24)

a

Entao, usando (5.24) , tem-se que a a¢ao em D dimensoes para o bulk pode ser escrita como:
/ DPIR\/GdPx = /(R — K* + H*)V—GdPx

* / 29 (P Rapnnf) — ¢°4¢"(P) RapepnnEnnD)V—GdPv = G, / Lrd% (5.25)

onde L* é a lagrangiana dos campos confinados ao espago-tempo.

No caso em que se escolhe um bulk plano, Rysgcp = Rap = 0, obtemos

(D)
/ RVGdPx = /(R — K? + H)V—GdPx.

As equacoes de campo induzidas no espaco-tempo podem ser encontradas ao se tomar a variagao

de (5.25) com relagdo a componentes separados da métrica g" , g"* e g*° obtendo-se assim:

1
R,uzz - §Rg,uu = G*T;w + Q;u/ (526)
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onde o termo ), é chamado de tensor deformagao e é definido por:
aby.p a 1 2 2
Quv = 9"k Koy — H K — §(K — H*) g, (5.27)
Calculando a derivada covariante de (5.27) temos:

vV Ci vV sV W 1 vV W
=GR KD g+ Kkl — K HY) — 5(}(2’ — H*")g,, (5.28)

Assim, da definiciao de H, e H?:

oo cd(1iv L.P P vy 1V AP o AP 13V
pv =9 (kupckud+kﬂpckud ) k,ul/dg k)\Pd k/ﬂ’dg kApd

1 1297 C V1.V C v
—5 (G R Kwa + 9 g — 29" HH ) Gy (5.29)

Com alguma manipulacao obtemos:

. 1 v v W
=~ 50 0 (HH + HHY —2HHY) (5.30)

nv

que nos fornece:

) (5.31)

S
A expressao (5.31) diz que o tensor de energia momento se conserva no sentido Noether!
Assim, para uma métrica detentora de um campo vetorial de Killing, temos que ), pode ser
interpretado como um observavel. Ou seja, além de recuperar as propriedades relativas a forma
local do espago-tempo, a geometria extrinseca também diz que para varias solugoes das ECE com
vetores Killing h4 uma "energia geométrica"além das fontes classicas de matéria e energia. Esse
resultado pode fornecer opc¢oes a solugoes de problemas como o que seriam a matéria escura e a

energia escura [27] e também, como veremos, para buracos de minhoca.

5.1.1 Imersao em cinco dimensoes

Até o momento, a natureza da dimensao extra foi abordada apenas do ponto de vista matemético.

Contudo, quando a variedade imersa é o espaco-tempo, é necessario fazer alguns questionamen-

!Teorema de Noether na Relatividade Geral: Dada uma transformacdo de coordenada infinitesimal em um
espago-tempo e um campo P minimamente acoplado ao campo gravitacional, entdo o tensor de energia-momentum
de 1 € conservado contanto que exista um campo vetorial de Killing nesse espago-tempo.
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tos a respeito, por exemplo, da quantidade de dimensao extra necessaria. Note que durante a

apresentacao da teoria de imersoes de variedade nao foi dita qual é a dimensao D, o que leva a

questionar como determiné-la. Se a imersao tem apenas como objetivo determinar a forma local

do espago-tempo, cinco dimensoes poderiam ser suficientes. O teorema a seguir atesta o fato [36]:
Teorema sobre a forma da hipersuperficie do espago-tempo :

Todos o0s espagos-tempos da Relatividade Geral podem ser imersos em uma variedade de cinco

dimensoes cuja métrica seja uma solucao das Equacoes de Finstein.

Em cinco dimensoes, temos a seguinte relacao para o vetor torgao,
Auss =0 (5.32)

significando que s6 temos o vetor tor¢ao se houver mais que uma dimensao extra. Assim, as

equagoes de Codazzi escritas em (4.12) em cinco dimensdes ficam:
5RABCDZ:2775BZSZ£ = Ku[ws;] (5.33)

Entdo, escolhendo um espaco de imersio plano ( ® R pcp = 0) as equacoes de Codazzi (5.33)

se reduzem a :
Kulsip) = 0 (5.34)

Se essa equagdo tiver solu¢ao (e as outras equagoes, as de Gauss e Ricci também) entdo sera
possivel imersao no espago de cinco dimensoes. Entretanto, o Teorema de Imersao minima [36] diz

que:

Nenhuma solucao de vdcuo das equacoes de Finstein pode ser imersa em um espaco

ambiente com cinco dimensoes.

A demonstracao do Teorema de imersao minima consiste em escolher R gcp = 0. Com alguns
célculos, P. Szekeres mostrou em 1966 [28] que o sistema formado por R,,...—o mais a equacao de
Gauss mais a equagao de Codazzi nao possi solu¢ao para k,,. Portanto, um espaco-tempo vazio
(Ricci plano) ndo pode ser imerso em um bulk plano de 5 dimensdes.

A condicao de isometria tem um papel fundamental para que a imersao tenha um significado
fisico, pois essa condicao diz que a geometria deve ser uma sé e que a geometria de Vp induz a
geometria de V. Logo, a escolha do bulk é ditada pelas propriedades geométricas do espago-
tempo imerso e pela condicao de isometria de imersao. A condicdo de geometria tnica requer
que o principio determinante seja o mesmo para as variedades Vp e Viy e (como ja foi discutido)

é o principio de Einstein-Hilbert que define a métrica do espaco-tempo. Portanto, o principio



CAPITULO 5. A GRAVITACAO EM ESPACOS-TEMPO IMERSOS 62

que determina a geometria do bulk deve ser o mesmo principio de Einstein-Hilbert escrito em D-
dimensoes. Como ja foi demonstrado, leva a equacao de Einstein em D-dimensées (5.3) reproduzida
abaixo:
D) Rup — % P)RGap = G.Tap

De acordo com esse principio, a equagao acima ¢é que determina a geometria do espago de
imersao. As equacdes da gravitacdo no espaco-tempo sdo induzidas da expressao acima sem se
fazer referéncia a qual seria o valor de D ou qual seria a natureza do bulk e permitem como solucao
espacos-tempo sem fonte de matéria. Alias, é valido notar que no caso do teorema de imersao de
Nash tem-se que mesmo na auséncia de matéria (7, = 0) ainda se tem a quantidade Q,, que
pode vir a ser interpretada como uma energia de origem geométrica.

Como vimos anteriormente, as equacoes de Einstein induzidas no espaco-tempo imerso em um
espago ambiente plano sdo dadas por (5.26). No caso vacuo, percebe-se facilmente que para um
bulk plano Rapcp = 0 (uma solugao particular da equagao (5.3)) as expressoes (5.26) ficam dadas

por:
1
R, — §Rglw — Q=0 (5.35)

De (5.33) temos que,
ke —h, =0, (5.36)

A expressao (5.36) diz que no caso de um bulk plano é possivel existir uma solu¢do nao trivial
(ku # 0) que permite construir um tensor deformagao nao nulo, @, # 0. A presenca de um Q,,,
faz com que mesmo no vacuo o tensor de Ricci nao se anule, o que leva a alteracdo em uma base
fundamental da demonstragao do resultado de Szekers.

Portanto, um resultado obtido nessa dissertacao é que ha um equivoco presente no teorema de
imersao minima decorrente do fato de que ele nao considera que as geometrias estao relacionadas
de modo que o bulk é que induz as equacoes de campo que descrevem a dinamica do espaco-tempo.
Isto é, as demonstragoes do teorema tem como base as equagoes de campo de Einstein usuais (2.24)

e ndo as obtidas pelo processo de imersao (5.35).

5.2 Imersao de espacos-tempo esfericamente simétricos

Para apresentar os resultados obtidos na dissertacao, vamos considerar novamente a métrica es-
fericamente simetrica simétrica (2.34) porém agora usando as equacoes (5.35) e (5.36). Ou seja,

0 Nosso espaco-tempo é imerso em um espaco plano de cinco dimensoes. Escrevendo novamente a
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métrica (2.34):
ds? = —edt? + ePdr? + r?do* + r’de?

Os simbolos de Christoffel ndo nulos para métrica (5.37) sao dados por:

1 _ B 1 _ r 1 _ _ rsen?6 1 _1le /
=5 Tp=—3F Is=-—"G" =334

rz =12, = % 2, = —senfcost

3 13 _1 3 _ 173 __ cosf
1—‘13_F31_; 1—‘23_F32_ send

4 _ 14 _ A
'y=TIy=%

63

(5.37)

Temos que as equagoes de Codazzi em 5 dimensoes para uma imersao em um espaco plano é

dada por (5.34). Assim, denotando k,,5 = k,, obtém-se as equacoes:

k44;l - k4l;4
kijia = Kiayj
Kija = ki
Kajia = Ky

onde [ varia de 1...3.

(5.38)

(5.39)
(5.40)

(5.41)

Segue da relagdo de Nash (4.22) que devido a métrica (5.37) ser diagonal tem-se k,, = 0 para

w # v. Em particular, de (5.38) temos
k4l =0— /{341;4 =0
A expressao da derivada covariante para (5.42) fica:

kaa = kaa — Diyky — Thyka, =0

Como k41 = 0 temos:
—Dku = Tlykay,

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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Entao, abrindo a soma:
—Th ke — T2 kg — T3 kg — T kg = Tk + Tk + T kg 4 T kg (5.45)

que finalmente nos da:
—Tisky — Uik — Ty kg = Tk (5.46)

As conexdes nao nulas sdo aquelas em que [ = 1. Logo, (5.46) fica
—Ti, ki = Tk (5.47)
onde I'}, = %2—2/1’ e I'{, = 4" Substituindo em (5.44):

Let A
_§€_BA,k11 = ?k‘44 (5.48)

5.2.1 Caso geral (A’ #0)

A expressao (5.48) nos d4 uma relacdo entre kyq e kyy:

oA
—e—Bkll = ]{344 (549)
Voltando para expressao (5.38), temos:
ks =0 (5.50)
Logo,
k‘447l — FZlklﬂ — FZlkﬂ4 =0= k’447l — QFZZIC/A =0 (551)

As conexdes sao nao nulas para [ = 1. O que nos da:

kia2 = kaaz =0 (5.52)

kagg = A'kas = kas = coe® = —cogus (5.53)

onde ¢y = e” e p € uma constante de integracao.
Portanto, segue de (5.48) :

kll = —CQBB (554)
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Das equagbes (5.48), obtém-se os seguintes resultados:
k112 = k113 =Fkia=0

k22,3 = k22,4 = k33,4 =0

E as seguintes equagoes diferenciais:
1 r
Orkas — —kas = —kn
r e

rsen?0
oB

1
Or1ks3 — ;k33 = k11

cos0

senf
As equacgoes diferenciais (5.57), (5.58) e (5.59) sao do tipo

a2 k33 -

kss = senfcosOkas

Yy +Py=q

y = e~ Jpd (/ qefpdxdx + v)

cuja solugao geral é [29]:

Entao, para resolver a equagao (5.57), escolhemos y = ko, p = —% e q= k.

Dessa formas

1
]{322 =T (/ klle—BdT + Cl<0))

Analogamente, temos para (5.58):

1
l{?33 =T (/ klle—BdT + 02(9))

Substituindo k1; obtido em (5.54), resulta:

o h(0
k22=—(00+;+ <))922

r

k33:—(00+g+%>933

r o rsen?(
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(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

onde « é constante de integracao e w(f) e h(#) sao funcoes (resultantes da integracdo) a serem

determinadas.



CAPITULO 5. A GRAVITACAO EM ESPACOS-TEMPO IMERSOS 66

As relagoes (5.53), (5.54), (5.63) e (5.64) podem ser reescritas como?:

ku = fuguw (5.65)

Onde se denotou:

fi=fi=co fgz(co+%+@> f32(00+%+ﬂ) (5.66)

r r  rsen?(0)

De (5.65) e usando a definicao de @), dada em (5.27), obtemos:

Qu = egu(fofs + fofs + f3fa) (5.67)
Qaz = €ga(fifs + fifs+ f3fs) (5.68)
Q33 = egss(fifo + fifa+ fofa) (5.69)
Qua = €gua(frfo + fifs + fofs) (5.70)

onde € = 1 dependendo se a dimensao extra é de natureza espacial ou temporal. Na anélise que
se segue, escolhemos a dimensao extra como espacial, i.e, € = 1.
Contudo, as funcgoes f, e f3 permanecem indeterminadas, ja que nao definimos ainda as funcoes

w e h. Na auséncia de fonte de matéria, a equacao de Einstein do espaco-tempo imerso torna-se

G;w = Q,ul/y (571)

onde, sabendo que G3 = (i3, entao temos também que Q% = Q3. Como f; = f4, segue de (5.68) e
de (5.69) que:

Nifs+ fsfa= fifa+ fofa (5.72)
Rearranjando os termos temos f3(f1 + f1) = fo(f1 + f4). Assim, fo = f3, ou seja,
o w(d) a  h(f)
ot r * rsen?(6) @+ r + r (5.73)
O que nos da
L w
~ sen26’

Zsem soma em p
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Substituindo esse resultado em (5.63)e entdo usando a equagdo diferencial (5.59):

o (a4 2 2O sentp) - 20— (4 2 0 ety

rsen2d sent r  rsen?

— senficost {— (co Loy vl >] 2

r  rsen2

Efetuando a derivada e denotando dyw = w obtemos:

7
2 [— <co + g)] r?senfcosf — wr + [— (Co + g)] r?cosfsend + sen wr
r r cos
a\ o cost)
= [— <co+—)]7“ —wr
r senf
que nos fornece:
0
—ir + 2wr . = ) (5.74)
senf
Resolvendo (5.74) obtemos:
w = Bsen’d (5.75)
onde  é uma constante de integragdo. Entao, substituindo (5.75) em (5.66)
a
fo=[fs=— (cO +—+ é) (5.76)
roor
Assim, pode-se zerar a constante 5 sem consequéncias para andlise. Portanto, as fungoes f,
ficam:
fi=fi=—c (5.77)
a
f2 == f3 = — (Co + ;) . (578)

Substituindo (5.77) em (5.67) a (5.70) obtemos as componentes de @),

coar o
Qu = (36(2) + 407 + ﬁ) 911, (5.79)
Co
Qo = (3c3 + 2°7> . (5.80)
Co
Q33 = (36(2) + 207> gss, (581)

o a?
Qu = (36(2) + 407 + ﬁ) gaa. (5.82)
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Temos que Q" = g"*¢"?(Q),». Assim, segue de (5.80) a (5.81) que:

Q" = (303 +4 + f—j) g, (5:83)
Q2 = (303 + 2%) 72, (5.84)
OF — (303 +2$> 7, (5.85)

Q" = (303 +4m f—j) g (5.86)

Uma vez determinada as componentes de (),,, ¢ necessario que o tensor deformacgao obedeca a

condicdo de conservacao descrita em (5.31). Usando (2.10), obtemos da conservagao de @,
Qﬁl + Q“22 + Q/? + fo +QUTY, + Q¥Th, + QT4 + QYT
+QU (T + T, + T+ Ty) + QT3 =0 (5.87)

o =1
A expressao (5.87) nos da:

QY + QT + Q%Ty + Q%3 + QT + QY (T + 15, + T +T4,) =0
As expressoes (5.83) a (5.86) permitem escrever as componentes de (), da seguinte forma:
Q" = Urg" (5.88)

(sem soma em p).

Substituindo as componentes de @, da forma (5.88) obtemos de (5.2.1):

019" Us + g"' Uy B' + g%Us(—re™P) + g Us(—re P sen?) + ¢*U,
1
+§e*BeAA’ +2¢" Ut 4+ A'g'tU, = 0. (5.89)

B B

Substituindo ¢g'* = e~ e colocando e~ ? em evidéncia, obtém-se entao:

2 A’
—(Ur = U) + 5 (U = Un) + U1 = 0, (5.90)
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onde U = Uy = Us.

Comparando (5.90) com a equacdo de conservagdo do tensor energia-momentum =20

para p =r:
A9
-, = (p+pr) 5 (p—pr) (5.91)

onde consideramos o T}, tipo fluido descrito pelas expressoes (2.54) a (2.56).

Temos que a expressao (5.90) ¢ similar a (5.91), o que sugere que o tensor de deformagcao se
comporta como fluido com —U, no papel de densidade de origem geométrica e U; no papel

de pressao radial.

Substituindo os U, descritos em (5.67), (5.68), (5.69) e (5.70) na expressao (5.90) e definindo
l=fa=fs=—(co+a/r)e fi = fr=—co = [ obtém-se:

!/

2(52 +2lf — f2—2f) + ‘%(F —2lf = 1> =20f)+0,(I*+2lf) =0 (5.92)
logo,
E(lJrf)(l—f)} +2Ul(+f) =01+ ) E(l—f) +z’] = 0.
Como I' = &, tem-se entio:

(—2c0+%) [1<—g)+%] —0=0=0

r T

Ou seja, para u = 1 a conservacao do tensor deformacao apenas nos relata que esse possui

comportamento similar a de um fluido com densidade negativa.

e Para y =2, a expressao (5.87) fornece
Q% + Q%I + Q*I'3; = 0. (5.93)
De (5.84) segue que Q% = 0, temos entdo:

Q*(—senbcost)) + Qmﬂ =0.
senf

Substituindo (5.85) e (5.84) obtemos apenas uma identidade trivial, 0 =0

o =3

QF + Q'Y + Q%5 + Q¥I'5; + QT = 0. (5.94)
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Como I'}; =T3, =T§; =T%, = 0 e Q% = 0 temos apenas uma identidade para o caso yu = 3.

o n=4
Qi + QT + Q%I + QTgs + QYT = 0. (5.95)
Novamente, como I'f; = I'}, = I';y = I'jy = 0 e Q% = 0 0 caso y = 4 resulta em uma
identidade.

Interpretando as componentes de (),

A conservagao do ), no caso u = 1 sugere que o (), no espago-tempo seria observado como
sendo um fluido. Contudo, o tensor deformacao é pela prépria definicao uma quantidade ge-
omeétrica. Apenas para efeito de comparacao, pode-se pensar em (), como um fluido perfeito em
um referencial comovel. 3

No caso particular em que o = 0 as expressoes (5.79) a (5.82) fornecem:
Qii = Q3 = Q33 = 3¢ (5.96)

Qi = —3¢; (5.97)

A relagao (5.90) permite escrever ng. =p* e Qy; = p* onde o asterisco denota que sao densidade
e pressao de origem geométrica. Assim, o tensor deformagao descreve um fluido isotrépico definido

pela seguinte equacao de estado:
pr=—p" (5.98)

que é a mesma equagao de estado da energia do vacuo. Temos entao que a relacao (5.98) sugere que
o tensor deformacgao pode ser fisicamente interpretado como energia do vacuo. Ou seja, irfamos
observar (), no espago-tempo como uma energia de vacuo que nao estaria subordinada a nenhuma

condicao de energia prevista para fontes de matéria.

Buraco de minhoca

Como foi discutido no capitulo 2, para que ocorra o alargamento da garganta, o fluido responsavel
pela construcao do buraco de minhoca deve violar a CEN. A interpretacao do @), como um fluido
em uma base ortonormal sugere que o tensor deformacao poderia ser o responsavel por gerar um

buraco de minhoca atravessavel. Para que isso ocorra, é necessario entao que a projecao do tensor

3Vamos usar a notacdo adotada no capitulo 2, secio 2.5.2 para base ortonormal
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Q,» em uma dire¢ao nula w* seja menor que zero.
Quow'w” <0 (5.99)
De forma andloga a (2.72), a condigao (5.99) pode ser escrita como:
Vi, 7, Qi+ Qi <0 (5.100)

Para i = j = 1 obtemos de (5.79) e (5.82):

o a? coav
Qi+ Q11 = — (303 + 407 + ﬁ) + (303 + 407 + ﬁ) =0 (5.101)

Portanto, a condi¢ao (5.100) nao poderia ser responsével pela criagao de um buraco de minhoca
atravessavel como descrito por Thorne e Morris [7] e discutido no capitulo 2.
A métrica espago-tempo imerso

E interessante analisar qual a acdo do tensor deformacdo na métrica do espaco-tempo. As equacdes

de campo induzidas (5.71) que descrevem a geometria do espago-tempo sdo:

1
G,uz/ - R;LV - §Rguy = Tﬁ,{f (5102)

onde denotamos leff =T+ Qu.

Por simplicidade, pode-se escrever a métrica esfericamente simétrica (5.37) como:

ds® = —J(r)dt* + D(r)dr® + r*dQ)? (5.103)

onde denotou-se J = et e D = 5.
Da equacao de Einstein para métrica descrita por (5.103) tem-se de (5.102) na base ortonormal

(2.48) :

eff _ -1 -2 -1
Tii = (rJD) J —r (1 - D ) (5.104)
1 d
eff _ meff _ = -1/2 % -1/2 —1qr 2\—1
TQé = ng =35 (JD) dr[(JD) A’] + (rJD) J’ (rD ) D’ (5.105)
eff _ 2\—1 -2 -1
T2121 = (TD ) D +r (1 —J ) (5.106)

Temos entao que as funcoes J e D da métrica nao vao mais depender apenas da fonte de

matéria (7)), mas também vao ser influenciadas pela presenca do tensor deformacao. De forma a
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entender melhor o papel do tensor deformacao na gravitacao de um espago-tempo imerso, vamos
considerar dois cenarios: um espaco-tempo com presenca de uma fonte material e o caso vicuo em

que se tem um 7}, nulo.

e Caso vacuo (7, = 0)

As equagdes (5.104) e (5.106) se tornam:
pfl = Qi = (rD*)7'D' + 7721 - DY) (5.107)
p =Qu=(DH'D +r2(1 - D) (5.108)

Definindo v = D~! e usando (5.82) temos de (5.108):

/ 1 2
—u?—i—ﬁ(l—u) (3c0+4@+ %) (5.109)

r

1 2
WS- (——1-3087“—40004—&—) =0
r r

que é uma equacao linear de primeira ordem que se integra facilmente. Obtemos assim

R
u=1-=2 4 (cor +a)? (5.110)
r
onde Rg é uma constante de integracao que nos calculos usuais de limite de campo fraco

para solugoes de Schwarzschild assume o valor 2G M.

Somando (5.107) e (5.108) e lembrando que na base ortonormal temos (Q3; = —Q)ij, encon-

tramos:

(rJD)'J + (rD*)7'D' =0

J/ D/
J D

Cuja integracao nos da J = [D~! onde [ é uma constante. Fazendo uma mudanca na escala

(5.111)

temporal t — ['/%t, temos | = 1 e assim, obtém-se a seguinte métrica resultante do processo de
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1imersao:

dr? + r2dQ? (5.112)

Rs
ds? = — |1 — =2 4 (cor + a)?| dt® +
r (O ) [1—ﬁ+(007’+a)2]

A métrica (5.112) é similar a encontrada para solucdo exterior de Schwarzchild com excecao do
termo (cor+a)? = c2r? +2acor+a?. Portanto, o tensor deformagao acrescenta a métrica um termo
perturbativo que para valores grandes de ¢y e o poderia levar a uma alteracao da topologia (ou
forma) local do espaco-tempo [40]. Desse modo, o teorema de imersao de Nash viabiliza alteragoes

topologicas sem ser necessario determinar uma gravitagao quantica.

A presenca de ¢y produz um efeito semelhante ao de uma constante cosmoldgica A exceto que no
caso analisado a solucao é local, sem o principio cosmolégico. Observamos que para r — oo 0
elemento de linha (5.112) ndo recupera o espaco-tempo de Minkowski que é uma condi¢do bésica

da solugao estudada. Portanto, para que haja compatibilidade com a RG iremos tomar ¢y = 0.

Assim, o horizonte de eventos é obtido em:

R
T = —
1+ a2

Ou seja, o processo de imersao altera a localizacao do horizonte de eventos.
Escalar de Ricci
Tomando o trago de (5.102), obtemos o escalar de Ricci:
R=-T
onde T/ = " Ty; Assim,
R =—(g" Qi + 9%Qs + 9Qs + 9" Q1a) (5.113)

Substituindo (5.79) a (5.82) em (5.113) obtemos:

2
R=—22 (5.114)
T

Assim, como resultado do processo de imersao temos um espago-tempo que mesmo na auséncia

de uma fonte material apresenta curvatura diferente de zero. Também segue de (5.114) que r =0
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representa uma singularidade nesse espago-tempo.

e Com Presenca de matéria
Vamos considerar agora os efeitos da imersao na presenca de uma matéria descrita por um

tensor de energia-momentum tipo fluido.

Assim, tem-se
T[u) = diag(p>p7”7p7p) (5115)

De (5.104), e seguindo raciocinio analogo ao do caso sem matéria, obtém-se a componente

rr métrica:
1

1—@4—@2

onde @ = for p(r")r’2dr'.

Na presenca de matéria, a expressao (5.104) fica:

G.py + Qi3 = (rJD) ' J —r2(1 - D) (5.117)
Lembrando que J = e” encontra-se:

G.pr + Qi1 = (rD) A" —r72(1 — D) (5.118)

Que nos da rearranjando os termos:
B 9 9 1 ,

Substituindo Q7 ¢ B dados por (5.79) e (5.116) respectivamente, tem-se

(Gapy)r + M(r)

A= r(r— M(r) +ra?)

(5.120)

Tem-se no limite de campo fraco (G.p,+2c3)r®+2coar << M(r). No caso M (r)+ra?) <<r

a expressao (5.120) se reduz a:
M(r)

r2

A =~

(5.121)

A expressao (5.121) é a equacao de Poisson. Logo, o limite newtoniano desse espago-tempo
imerso é recuperado para ra? << r. Ou seja, ¢ necessario que a perturbacdo da métrica seja

extremamente pequena, nao se permitindo assim alteracoes da topologia do espago-tempo.
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Tem-se que a métrica na presenca de matéria ¢ dada por:

1
ds? = —eAM g2 4 e dr? 4+ r?2d0? (5.122)
1 -2 4 a2

r

onde A ¢é dado pela expressao (5.119).

5.2.2 Caso A' =0

A relacao (5.48) forneceu uma relacao entre os termos ky; e k,, que permitiu definir as fungoes f,,.
Contudo, para A’ = 0 essa relacdo entre as componentes temporal e radial do k,, é perdida. Ao

fazer uma imersao de espacos com essas caracteristicas se obtém:
O1kyy = 0 — kyy = constante (5.123)

Lembrando que a solugdo mais geral das equagoes de Codazzi descritas em (5.34) é ko = fugum’
vamos escrever kg = Aogas. Para resolver as equagbes (5.57) e (5.58), pode-se definir f; = j'(r)

onde j’ & uma funcao a ser determinada. Com isso, temos:
ity =
kap = 1j(r) = g2 (5.124)

kss = rsen®0j(r) = ‘%933 (5.125)

As componentes do tensor deformacao ficam dadas entao por:

Qu = gn {‘Z (2)\0 + ‘Z)] (5.126)

r r
Qa2 = g22 {% (J'Ao+35" + Ao)} (5.127)
@33 = Y33 H ("X + 3"+ )\0)} (5.128)
Qa4 = gaa {Z (Qj/ + ‘Z)} (5.129)

r r

4Temos que 9o = 0, assim segue de (5.34) que podemos escrever k,,, como uma funcdo escalar f, multiplicando
a métrica, mas nao ha soma em p



CAPITULO 5. A GRAVITACAO EM ESPACOS-TEMPO IMERSOS

Para A’ = 0, as componentes das equagoes de Einstein resultam em:

i = (1 - B

Ty’ =T/ = [~:BY) B
Ti! = (rB)™'B'+r*(1—- B}
Somando (5.130) e (5.132) obtemos:
B

i ff _
T+ Ty = B

Usando (5.131), pode-se escrever:
Tif! 1! = —osf?
Considerando o caso vacuo, (T}, = 0), tem-se a seguinte relacao:
Qi1+ Qu = —2Q2
Logo, na base ortonormal a expressao (5.135):
[F o+ D] = [F @'+ D] = =2[1 G0+ 5"+ M)
que resulta ap6s alguma manipulacao algébrica:
g’ <21 + Ao)
r

Temos entao dois possiveis resultados

j'=0=j = constante = [3y

' A
(21+A0>:0;»j:—£
r 2
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(5.130)

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

A equacao (5.137) implica que k.. = 0. Entdo para manter uma anélise mais geral, vamos
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desenvolver a partir da (5.138). As componentes do @, sdo dadas por:

2
Qu = Qu =02 = Qs = —3%\0 (5.139)

A métrica

Resolvendo a expressao (5.130) para Tj{ff =G'T,, + Q,m com Q,, dado por (5.139), obtém-se:

M A2
Bloy=1-M0) + 22p2 (5.140)
r 4
onde novamente se tem onde 20 = [7 G*p(r)r"?dr’
A métrica resultante da imersao é dada por:
1
ds® = —Adt* + dr® + r*dQ? (5.141)

3)\(2) 1
-1 no pape

de constante cosmolbgica negativa. Nesse caso, impor um espacgo-tempo Minkowski para r — oo

Ou seja, a imersao gera uma solucao do tipo Schwarzschild-anti de Sitter com

implica em anular a constante \g e portanto perder os efeitos referentes ao processo de imersao.

Assim, vamos prosseguir a analise para o caso de um espaco-tempo Schwarzschild-anti de Sitter.

Buracos de minhoca em regioes de potencial constante

H4 varios casos na literatura que tentam minimizar o uso de matéria exotica ao se considerar que
a mateéria esteja distribuida em finas camadas (cascas esféricas) tal que o potencial seja constante
nesse espaco-tempo (A’ = 0). Um buraco de minhoca nessas condi¢es tem um tensor deformagao
descrito por (5.139). Vamos retornar a nossa aten¢ao para o caso de um buraco de minhoca descrito
na figura 2.3. Nesse cenario, na presenca de uma mateéria tipo fluido dada por (5.115), a condigao

para que o buraco de minhoca seja atravessavel (2.69) diz que:

32

P+ = G (p(r) + p,(r) = =5

<0 (5.142)

32 .o .
Como =3 exerce o papel de constante cosmologica local e também se observa localmente um
espago-tempo de Schwarzschild vamos supor que A2 oc 10747 de forma a ser coerente com dados
observados no nosso sistema solar. Interessante que abordagens como as propostas por Klebanov

[30] j& sugeriam que a constante cosmologica poderia ser responsével pela criacdo de buracos de
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minhoca. A diferenca é que no trabalho de Klebanov ele considerou buracos de minhoca euclidianos
e aqui trabalhamos com buracos de minhoca lorentzianos.

Assim, o tensor deformacao cria nesse espaco-tempo um buraco de minhoca que em principio
seria atravessavel. Segue de (5.142) que um fluido para atravessar esse buraco de minhoca teria
que ser de natureza quase exdtica, mas nao hé relatos de fluidos classicos com esse comportamento.
No caso de particulas teste atravessando o buraco de minhoca, teriamos p(r) = 0. Assim, uma

322 £
5 O que 1az
com que a densidade de energia da particula seja desprezivel para um observador co-mével. Dessa

particula para atravessar o buraco de minhoca sem destrui-lo precisaria ter p(r) <

forma, apesar do tensor deformacao permitir a existéncia de buracos de minhoca, nao ha uma
matéria conhecida que consiga atravessi-lo sem destruir o buraco de minhoca.

Em suma, os resultados obtidos até o momento mostram que, pelo menos em principio, a
dinamica fornecida por k,, permite obter um buraco de minhoca com a garganta aberta desde que
esse seja restrito a regides onde A’ = 0. Entretanto, a presenca de matéria faz com que o mesmo

nao seja mais atravessavel.

5.3 Resumo

O teorema de imersao de Nash permitiu descrever a gravitacao de um espaco-tempo imerso em
um espago ambiente postulando-se apenas que esse espago-tempo seja uma solugao das equacgoes
de Einstein do espago maior e que com excecao da gravitacao os outros campos ficam restritos a
brana. A imersao introduz no cenario da gravitacao os elementos extrinsecos da geometria tal como
a segunda forma fundamental (que aparece nas equagoes de Einstein induzidas na brana através
do tensor deformagao @),,,). A conservagao desse tensor (5.31) diz que os elementos extrinsecos sdo
observaveis e portanto a curvatura extrinseca tem um papel essencial na descricao do espaco-tempo
e portanto nos efeitos gravitacionais.

Além de completar a descricao da dinamica do espaco-tempo, o teorema de Nash permite revisar
alguns teoremas de imersao que limitavam a imersao no caso de um espago ambiente com cinco
dimensoes. Como os teoremas usavam a equacao de Einstein (2.24) sem os elementos extrinsecos,
nao podia-se fazer imersao de solucoes de Schwarzschild em cinco dimensoes. Contudo, a presenca
do @, faz com que mesmo no vacuo o tensor de Ricci nao seja nulo e assim os teoremas nao sao
validos para o processo de imersao descrito por Nash.

A imersao de uma solugao esfericamente simétrica em um espago ambiente plano mostrou que
os elementos extrinsecos da geometria atuam como uma perturbagao de solugoes conhecidas como

a Schwarzschild. Apesar de ter sido demonstrado que o tensor deformacao atua como um fluido
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com densidade negativa, o (), nao constréi buracos de minhoca atravessaveis em casos gerais de
espacos-tempo. Contudo, para regioes de espaco-tempo anti-de Sitter com potencial constante, o
tensor deformacao viola a CEN e, portanto, nesse cenario seria possivel a construcao de buracos de
minhoca atravessaveis com base apenas na dinamica do £, sem ter que se recorrer a uma matéria
exoOtica para a criagao do buraco de minhoca. Mas ainda assim, a propria presenca de matéria
termina por destruir esse buraco de minhoca justificando assim o fato de nao se observar buracos
de minhoca no Universo ou mesmo em aceleradores de particulas.

Os resultados podem ser resumidos da seguinte forma:

e A #£0
Nesse caso, as componentes g, € g do espago-tempo apresentam um termo perturbativo
(co + a)?. Para ¢y # 0 obtém-se um espaco anti-de Sitter para r — oo e para ¢y nulo o
espaco-tempo de Minkowski é recuperado. Contudo, o tensor de deformacao nao age de

forma a abrir garganta do buraco de minhoca.

e A’=0
E um caso mais restrito de espaco-tempo e possui um termo perturbativo %37’2. Similarmente,
para r — oo tem-se um anti-deSitter para \g # 0 ou um Minkowski para Ao = 0. Para
um espaco-tempo anti-deSitter o tensor deformacao alarga a garganta permitindo assim a
existéncia de um buraco de minhoca atravessavel que, contudo, é destruido na presenca de

uma fonte material.



Capitulo 6
Conclusao e perspectivas

Viarias teorias de gravitacao alternativas ja foram formuladas desde o nascimento da Relatividade
Geral. E a conjectura de campos de matéria desconhecidos como a energia e matéria escura levou
a um grande nimero de teorias que se propoe a modificar a Relatividade. Com excecao de teorias
baseadas em modelos Branas-mundo, teorias alternativas buscam em geral modificar ou relaxar
principios da Relatividade Geral e quase nenhuma abordagem geométrica é feita apesar de na RG
a geometria exercer um papel crucial.

O teorema de imersao de Nash aplicado & gravitagao se destaca nesse cenério das teorias
de gravitagao alternativas ja que pode ser entendido como uma Relatividade Geral usando uma
geometria menos restritiva do que a riemanniana. Ou seja, os principios mais fundamentais no
qual se baseiam a RG continuam prevalecendo s6 que agora a nossa variedade quadridimensional,
0 espaco-tempo, é imerso em um espago maior.

Um dos fatos mais interessantes acerca do teorema de Nash é que, além das informacgoes a
respeito da forma local da superficie serem recuperadas, mostra-se que a geometria extrinseca afeta
as propriedades do espago-tempo adicionando um tensor deformagao (), que, por ser conservado no
sentido de Noether, pode ser observado. Mais ainda, por ser um tensor conservado, as componentes
de @, podem ser interpretadas como uma energia associada a geometria. Portanto, um dos fatos
demonstrados nesse trabalho é que considerar apenas as propriedades intrinsecas do espaco-tempo
nao fornece uma descri¢cao completa da forma local do espago-tempo e assim informacoes sobre
processos gravitacionais sao perdidas.

Nesse trabalho, procuramos defender a tese de que o teorema de Nash fornece uma base
matemaéatica natural para a elaboracao de uma teoria gravitacional que descreva a dinamica e
a forma da geometria dos espacos-tempos imersos. Isso fica mais evidente quando se observa que

boa parte dos postulados da Teoria de Branas-Mundo aparece naturalmente ao se aplicar o teorema
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de imersao de Nash a gravitacao.

O processo de imersao de solugoes estaticas e esfericamente simétricas resultou em solucoes do
tipo Schwarzschild acrescidas de uma constante que atua como termo perturbativo. Para casos
em que a perturbacao da métrica é considerdvel, temos uma mudanca topologica. Contudo, ao se
impor a equacao de Poisson para o limite de campo fraco temos que nos restringir a perturbagoes
infinitesimais da métrica, inviabilizando assim alterar a topologia do espago-tempo.

O teorema de Nash aplicado ao estudo do buraco de minhoca atravessavel trouxe resultados
interessantes. Na RG, a violacao da CEN é o ingrediente fundamental de buracos de minhoca ji
que ¢é essa violacao que permite que a garganta do buraco de minhoca permaneca aberta. Por
outro lado, o processo de imersao permitiu obter algo como uma energia de origem geométrica
que pode vir a violar a CEN e assim descrever um buraco de minhoca que mantém a garganta
aberta. Os resultados obtidos mostram que, para imersdes em 5 dimensoes em espacos planos, o
buraco de minhoca atravessavel como descrito por Morris e Thorne existe apenas em espacos-tempo
com potencial constante. Apesar dessa restricao, nao foi requerido o uso de matéria exotica para
construir esse buraco de minhoca ao contrario do que é feito na literatura quando se considera
buracos de minhoca no formalismo de cascas esféricas para apenas minimizar o uso de matéria
exotica [7], [18]. Contudo, a presenca de matéria faz com que a condi¢do para a existéncia do
buraco de minhoca atravessavel nao seja obedecida, isto é, o buraco de minhoca é automaticamente
destruido. Como extensao desses resultados a trabalhos futuros, é importante estudar o caso
de imersoes em espacos nao necessariamente planos e comparar com os resultados obtidos nesse
trabalho. Dessa forma, poderia- se ter entender melhor a influéncia da escolha do bulk no tensor de
deformacao obtido. Também é interessante realizar imersao em seis dimensoes de espacos-tempo
esfericamente simétricos e analisar até que ponto o nimero de dimensoes interfere no resultado.
Esses procedimentos permitirao um melhor entendimento das implicacoes fisicas do processo de

1mersao.
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