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Resumo

Nesta dissertacao procuramos entender por meio de sistemas dinamicos a convergéncia
de um método iterativo que triangulariza e encontra os autovalores de uma matriz
complexa, a saber, o método QR da anélise numérica. Utilizamos apenas ferramentas
de algebra linear, célculo em varias varidveis e agoes de grupos topologicos.

Vemos também que o método QR tem um analogo de tempo continuo, dado por
uma EDO matricial que triangulariza a condicao inicial. Quando a condigao inicial é
hermitiana, verificamos que a altura da solucao com respeito a certas matrizes diagonais
¢ uma funcao de Lyapunov do fluxo.

Palavras-chave: Método QR, autovalores, grupos de matrizes, acao de grupos to-
poldgicos, decomposicao de Bruhat, variedade flag, sistemas dinamicos.






Abstract

In this work we seek to understand through dynamical systems the convergence of an
iterative method that triangularizes and finds the eigenvalues of a complex matrix, the
so called QR method of numerical analysis. We only use tools from linear algebra,
multivariate calculus and topological group actions.

We also see that the QR method has an continuous time analog, given by a ma-
trix differential equation which triangularizes the initial condition. When the initial
condition is hermitian, we check that the height of the solution with respect to certain
diagonal matrices is a Lyapunov function for the flow.

Keywords: QR method, eigenvalues, matrix groups, topological group actions,
Bruhat decomposition, flag manifold, dynamical systems.
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Lista de notacoes

Nesta dissertacao, todos os espagos vetoriais sao complexos e de dimensao finita.

g = gl(n, C) espago vetorial das matrizes n x n sobre C.

G = Gl(n,C) grupo linear geral, constituido pelas matrizes invertiveis de g.
I matriz identidade.

FE;; matriz de g cuja ij-ésima entrada ¢ 1 e as demais sao nulas.

X,Y elementos de g.

g, h elementos de G.

(v1|---|v,) matriz em g cujas colunas sao os vetores vq,...,v, € C" .

X[k] € gl(k,C) k-menor principal de X € g, constituida pelas k primeiras colunas
de X truncadas até a linha k.

diag(X') matriz diagonal cujas entradas sao as respectivas entradas da digonal de
X.

diag(A, ..., A,) matriz diagonal com entrada \; na * linha e 7* coluna.
exp(X) = o exponencial de X.
k=0

XT = (X};) transposta de X = (X;;).

X =X transposta conjugada ou adjunta de X = (X;;), onde X = (X;).

U = {(¢s5) € G : gij = 0 para i > j} subgrupo das matrizes triangulares
superiores invertiveis.

L ={(gij) € G: g;; = 0 parai < j} subgrupo das matrizes triangulares inferiores
invertiveis.

Q ={g € G:g*g = I} subgrupo unitdrio de G.

R ={g €U : g; > 0Vi} subgrupo das matrizes triangulares superiores invertiveis
com entradas reais e positivas na diagonal.

={X € g: X* = —X} subespago das matrizes anti-hermitianas.

t={Xeg:X;;=0sei>jeX; €R para todo i} subespaco das matrizes
triangulares superiores com entradas reais na diagonal.

u={X €g:X;; =0parai> j} subespaco das matrizes triangulares superiores.

[={X e€g:X,;; =0parai < j} subespaco das matrizes triangulares inferiores.



0={X €g:X;; =0, sei#j} conjunto das matrizes diagonais.

n ={X e€g:X;; =0sei < j} conjunto das matrizes triangulares estritamente
inferiores.

nt={X €g:X;; =0sei>j} conjunto das matrizes triangulares estritamente
superiores.

Sp={c:{l,---,n} = {1,--- ,n}: 0 é bijecio} conjunto das permutagoes de n
elementos.

I;, com o € S,, matriz de permutacao, elemento em g definido por Iye; = e,
para todoi=1,...,n.

Ad adjunta (grande), ou conjugagdo, é uma aplicacao de G em Gl(g) definida por
Ad(g)X = gXg !, paratodoge Ge X € g.

[X,Y] = XY — YX colchete ou comutador de X por Y.

ad adjunta (pequena), ou colchete, é uma aplicagao de g em gl(g) definida por
ad(X)Y = [X,Y], para todo X, Y € g.

F={MW, - ,V,) Vi C--- CV,sao subespagos de C" com dimV; = i, Vi}
variedade flag maximal de C™.

[uq, -+, ug| subespago gerado pelos vetores uy, - - ,u; € C™.






Capitulo 1

Introducao

Neste primeiro capitulo vamos motivar e introduzir os assuntos tratados nesta dis-
sertacao, incluindo perspectivas sobre continuagao do trabalho e uma breve revisao
bibliografica. Ao final, vamos expor a estrutura dos demais capitulos.

1.1 Triangularizacao de matrizes e dinamica

Encontrar todos os autovalores de uma matriz é uma questao pratica de fundamental
interesse. Qual é um método pratico para obter todos os autovalores de uma matriz
complexa n x n? Como os autovalores correspondem as raizes de um polinomio de grau
n (o polinomio caracteristico da matriz), em geral néo existem métodos exatos. Deve-
mos entao nos contentar em procurar métodos iterativos que encontram os autovalores
por aproximacoes sucessivas.

Uma matriz n X n complexa X sempre possui um autovetor vy, com autovalor
A e C,

X’Ul = )\1’01,

o que equivale, geometricamente, a uma dire¢ao V) = [v;] = Cov; invariante por X,
XV, Cc V.

Mas X nem sempre possui uma base de autovetores. A forma de Schur de uma matriz
n x n complexa X (ver Secao A.5) nos diz que sempre existe uma base ordenada
b € Gl(n,C) na qual a matriz de X é triangular superior, isto é,

Al * *
b_le - e * )
An

onde os vetores da base sao as colunas de b. Uma base b com essa propriedade sera
chamada de base de Schur para X e a matriz triangular superior b= Xb, uma forma de
Schur para X. Triangularizar X ¢é encontrar uma forma ou uma base de Schur para
X.

Uma base de Schur b para X sempre pode ser ortogonalizada, via processo de Gram-
Schmidt, para se obter uma base de Schur ortogonal ¢ para X que estda no grupo )
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das matrizes unitarias. Com isso, teremos que as formas de Schur para X sao todas
unitariamente conjugadas a X.

Os autovalores de X aparecem todos na diagonal da forma de Schur de modo que,
uma maneira de encontrar simultaneamente todos os autovalores de X é encontrar
uma base ou uma forma de Schur para X. Isto motiva a pergunta: Qual é um método
iterativo para triangularizar X7

Observagao 1.1. Seja X hermitiana, isto é, X* = X. Efdcil ver que toda forma de
Schur para X € diagonal com entradas reais. Seque que X tem autovalores reais, que
encontrar uma forma de Schur para X é diagonalizar X e que encontrar uma base de
Schur para X é encontrar uma base de autovetores para X.

1.2 Base de Schur via ponto fixo

Se a matriz g é invertivel, uma maneira natural de procurar uma base de Schur para g
¢ a seguinte. Geometricamente, uma base na qual g é triangular superior corresponde
a um flag maximal de subespagos g-invariantes (ver Secao 2.1), isto é, uma sequéncia
encaixante de subespacgos de C”

V..., V), comV; CViyy e dimV; =i,

para os quais
gV, =V, i=1,...,n.

Para procurar flags g-invariantes, consideramos o conjunto F de todos os flags maximais
de C" e a agao de G = Gl(n,C) em F dada por

onde tomamos ¢ invertivel para que preserve a dimensao dos subespacos. Assim, uma
base de Schur para g € G corresponde a um ponto fixo 2’ de g em F

=0WV,...,V,) eF

gr' =1 — gVi=V, i=1,---,n.
A forma de Schur garante que a acao de g em [F possui pontos fixos. Como encontré-los?
Um método iterativo natural para procurar pontos fixos é dinamico: o limite da
iteracao g'r, quando t € Z tende a infinito, é ponto fixo de g, desde que o limite exista.
Isto é, sempre que
lim g'z = 2’ (1.2)

t—o00
teremos

gr =g (lim g%) = lim ¢z = 2/,
t—o0 t—o0

de modo que z’ é ponto fixo de g.
Para que essa ideia funcione de fato, devemos primeiro introduzir em F uma to-
pologia, para podermos falar de limites, e essa topologia deve ser tal que a acao de g



1.3. Base de Schur ortogonal via itera¢ao 3

seja continua e limites de sequéncias sejam tnicos. Existe em [F uma topologia natural,
e essencialmente unica, na qual a agao (1.1) de G em F é continua e F é Hausdorff
(ver Secao 2.3). Logo as propriedades desejadas sao satisfeitas, bastando-nos garantir
condigoes suficientes para que a convergéncia (1.2) aconteca. Essas condigoes serdo
dadas pelo seguinte resultado, que serd demonstrado na Secao 2.4.

Teorema 1.2. Suponha que os maodulos dos autovalores de g sdao todos distintos.
Entao, para todo x € F, temos que g'x converge para um flag mazimal g-invariante
quando t — oo, com t € 7.

Com o método iterativo acima nao obtemos de imediato uma base de Schur para
g, mas sim um flag g-invariante 2’. Dada uma base ordenada b € Gl(n,C), podemos
formar um flag maximal 7(b) € F com suas colunas, considerando os subespagos en-
caixantes gerados por sua primeira coluna, por sua primeira e segunda colunas, etc.
Dizemos que uma base ordenada b é adaptada ao flag x se w(b) = x. Obtemos assim
uma projecao sobrejetora
7:Gl(n,C)—TF

cuja fibra 771(z) sobre z € F é o conjunto das bases adaptadas ao flag x. Se 2/ € F é
um flag g-invariante, segue que qualquer matriz na fibra 7=1(z') é uma base de Schur

para g.

Observagao 1.3. A dinamica da iteracao de g aparece em diversos contextos de ma-
temdtica pura e aplicada (ver a monografia [5]) e uma ferramenta essencial para estudd-
la € a chamada decomposi¢ao de Bruhat (ver Se¢io 2.2). Essa decomposi¢do apareceu
pela primeira vez no estudo da topologia de variedades flag cldssicas por Ehresmann nos
anos 1930 e foi generalizada por Bruhat nos anos 50 para grupos semisimples e suas
variedades flag (para um histérico mais completo, ver a nota [10]). A relagao dessa
decomposi¢cao com a dinamica da iteragao na variedade flag surgiv nos anos 1980 e foi
generalizada desde entdo (para um breve histdrico, ver a revisdo bibliogrdfica feita na
introducao do artigo [2]).

1.3 Base de Schur ortogonal via iteracao

Uma maneira de procurar uma base ortogonal de Schur para g é a seguinte (ver Secao
2.5). Restringindo a projecao 7 : G — F ao grupo @) das matriz unitédrias, obtemos a
projecao sobrejetora

To:Q —F,

cuja fibra Wél(x) sobre x € I é o conjunto das bases ortogonais adaptadas ao flag x.
Se ' € F é um flag g-invariante, entao qualquer matriz na fibra ﬂél(x’ ) é uma base
ortogonal de Schur para g.

Fazendo a ortogonalizacao de Gram-Schmidt nas colunas de uma matriz invertivel
g € Gl(n,C), podemos escrevé-la de forma tinica como o produto

g =4qr,
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onde g € (), o grupo das matrizes unitarias e r € R, o grupo das matrizes triangulares
superiores com diagonal positiva (ver Secao A.4). Essa é a chamada decomposi¢ao QR,
ou decomposicao de Iwasawa de g.

Temos que G age naturalmente em () da seguinte maneira. Dada uma matriz
unitaria ¢ € ), fazemos g € G agir em ¢ formando o produto gq e ortogonalizando as
colunas de ggq obtendo assim a matriz unitaria Q(gq). Isso fornece uma agao de g em
(@ que cobre a agao de g em [ de modo que o seguinte diagrama comuta

Q—>Q

”Ql im

Uma vez que a iteragao de g em I converge para um flag g-invariante z’, segue que a
iteracao de g em () converge para a fibra g-invariante Wél(x’ ), que consiste de bases
ortogonais de Schur para g (ver Figura 1.1). Mais precisamente, temos o seguinte
resultado, que sera demonstrado na Secao 2.5 desta dissertacao.

Teorema 1.4. Sejam g € G com autovalores de médulos distintos e ¢ € ). Entao, g'q
converge para uma fibra g-invariante de 7.

—
|_
=)
heg

=
8
c
>
t £
9 5
g
! 2
| =
I
Q I
I
I
TI;Q 1
I I
I I
I I
F -

Figura 1.1: Iteracoes de g em )

1.4 Forma de Schur via método QR

O método QR é um método iterativo da analise numérica que é usado para encontrar
uma base ortogonal de Schur para uma matriz invertivel. O método funciona da
seguinte maneira.

Partindo de g € Gl(n,C), considere a seguinte sequéncia de matrizes invertiveis,
obtida trocando-se a ordem dos fatores das sucessivas decomposicoes de Iwasawa, ¢; €
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Qer; € R, paratodot € N,

go = g = (oo
g1 = Togo = Q1
g2 = T1q1 = (2T
(1.3)

Ji+1 = Ty = Q41741

O método QR se baseia no seguinte resultado surpreendente, que serd demonstrado na
Secao 3.1 desta dissertacao.

Teorema 1.5. Se os mddulos dos autovalores de g sao todos distintos, entao g; converge
para uma forma de Schur para g, quando t — oo. Mais precisamente,

(i) as entradas da diagonal de g; convergem para os autovalores de g,
(ii) as entradas abaixo da diagonal de g; convergem para zero,

Se, além disso, g é hermitiana, entao g; converge para uma matriz diagonal com os
autovalores de g em suas entradas.

Exemplo 1.6. Vamos apresentar um exemplo de [11] que ilustra como as iteragdes do
método QR aplicada a uma matriz hermitiana convergem para uma matriz diagonal.
Aplicando o método QR a matriz hermitiana tridiagonal

4 -3 0 0
| -3 2 3.16228 0
I=9=1 0 316228 —14 -02 |’
0 0 —0.2 14
obtemos
6.16  1.90116 0 0
| 1.90116 —1.71378 —2.43973 0
9= 0 —2.43973  0.164185 —0.114069
0 0 —0.114069  1.3896
6.64575 0.000115629 0 0
| 0.000115629 —3.64575 —9.2563 x 106 0
g7 = 0 —9.2563 x 1076 1.64567 —0.00483899

0 0 —0.00483899 1.35433
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6.64575 0 0 0
B 0  —3.64575 0 0
923 = 0 0 1.64574  —0.00150269
0 0 —0.00150269  1.35426
6.64575 0 0 0
B 0  —3.64575 0 0
Y52 = 0 0 1.64575 —5.2671 x 106
0 0 —5.2671 x 107 1.35425
6.64575 0 0 0
B 0  —3.64575 0 0
953 = 0 0 1.64575 0
0 0 0 1.35425

E importante frisar que esse exemplo usa a representacao dos nimeros reais em um
computador de modo que as entradas nulas nas matrizes significam, na verdade, en-
tradas muito pequenas.

Mostraremos, usando as idéias do artigo [16], que o método QR pode ser compre-
endido com dinamica. Denote por Q(g) e R(g) as componentes em ) e R de g na
decomposicao QR, respectivamente, de modo que g = Q(g)R(g). Ponha G = Gl(n,C)
e considere o homeomorfismo

d:G— G, g— R(g9)Q(g). (1.4)
Entao, a sequéncia g; do método QR é dada pela iteragao
gt = q)t<g)7 te N7

que ¢ um fluxo de tempo discreto em G. Veremos que as iteradas de & comecando em
g convergem, a menos de conjugacao por diagonais unitarias, para uma forma de Schur
de g precisamente porque temos o seguinte resultado, que serda demonstrado na Segao
3.1.

Teorema 1.7. Temos que

'(9) =Qg") '9Q(g"), te.

Como vimos que Q(g") converge, a menos de multiplicagao a direita por matrizes
diagonais unitdrias, para uma base ortogonal de Schur para g, o resultado acima explica
porque ®f(g) converge grosso modo a uma forma de Schur para g.
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Observagao 1.8. O método QR foi criado nos anos 60 e é a base para métodos mo-
dernos de cadlculo de autovalores e autovetores até hoje, devido a sua simplicidade,
rapidez de convergéncia e robustez na propagac¢do de erros numéricos (para isso ver,
por exemplo, [4] e referéncias ld contidas). Nesta disserta¢io nao vamos analisar essas
caracteristicas do método, mas queremos compreender o que estd por trds do método
QR.

Além de satisfazer a nossa curiosidade, essa compreensao pode ser a base para a
formulacdo de novos métodos prdticos para o cdlculo numérico de autovalores e autove-
tores (ver, por exemplo [7]). Além disso, o método QR possui conexdes inusitadas com
temas de matemdtica pura como, por exemplo, os chamados sistemas integrdveis. FEssa
conexao foi descoberta nos anos 80, € explorada até hoje e serd brevemente considerada
aqui (ver Segdo 1.6).

1.5 Forma de Schur via equacoes diferenciais

Outro fato surpreendente sobre o método QR é que seus passos sao a discretizagao da
solugdo de uma certa EDO (ver Secao 3.2.3). De fato, vimos que o método QR fornece
a sequéncia

(g) = Q") '9Qd"), k€L,
que converge grosso modo para uma forma de Schur para g quando k — oco. Escrevendo
g =exp(X) com X € gl(n,C), para k € Z temos que

g" = exp(kX)

e que

*(g) = exp(Q(g") ' XQ(g")).

Consideramos entao as curvas, para t € R, dadas por
g' = exp(tX),

¢'(X) =Q(g") ' XQ(g") = Ad(Q(¢") X, (1.5)

de modo que
OF(exp(X)) = exp(¢"(X)), k€L

Veremos que, como era de se esperar, a curva ¢'(X) converge, a menos de conjugagao
por diagonais unitarias, para uma forma de Schur para X, quando ¢t — oo em R, desde
que X tenha autovalores com partes reais distintas. Mais interessante é o seguinte
resultado, que sera demonstrado na Secao 3.2.3 desta dissertacao.

Teorema 1.9. A aplicagao ¢'(X) é um fluxo diferencidvel em gl(n,C) com campo
F(X) = —ad(q(X))X = [X, q(X)], (1.6)

onde q(z) é a projecao de X no subespaco das matrizes anti-hermitianas de g.
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Isso mostra que os passos do método QR comecando em g = exp(X) vém da
discretizacao da solucao da EDO

X'(t) = [X(0),a(X(@)],  X(0) =X, (1.7)

cujas solugoes X (t) sdao unitariamente conjugadas a condi¢ao inicial X e convergem
grosso modo para uma forma de Schur para X quando ¢ — oco. Em outras palavras,
essa ¢ uma equagao diferencial em gl(n, C) que triangulariza a condicdo inicial.

Além disso, vamos mostrar (ver Secao 3.2.4) que, se a condigao inicial é hermitiana,
a altura do fluxo X (t) com respeito a uma matriz diagonal positiva decresce a medida
que t cresce (ver Figura 1.2).

wn

d

Figura 1.2: Altura de X (¢) com respeito a H

1.6 Perspectivas

A EDO (1.7) é conhecida como equagdo de Lazx, ou fluxo isoespectral. Esse tipo de
EDO e suas propriedades tém sido generalizados em varias diregoes (ver, por exemplo
o artigo [6] e [14]).

Em particular, essa EDO esta relacionada com uma ampla classe dos chamados sis-
temas integraveis descoberta nos anos 1980. Por exemplo, os autovalores da condig¢ao
inicial X sdo quantidades que se conservam ao longo da solu¢do X(¢). Algumas
equacoes diferenciais da fisica se transformam numa equacao de duplo-colchete por uma
mudanga adequada de variaveis. Assim, o método QR fornece um método numérico
para integrar essas EDOs de uma maneira que acumula poucos erros a medida que ¢
cresce. Para mais detalhes sobre a relacao do método QR com sistemas integraveis,
consulte a revisao bibliografica feita na introducao do artigo [14].

1.7 Contribuicoes da dissertacao

Esta dissertagao é baseada no artigo de Shub e Vasquez [16] e suas contribuigoes tem
um carater expositorio. Um dos objetivos foi desenvolver esse assunto de maneira
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concreta usando apenas ferramentas de algebra linear, calculo em varias varidveis e
acoes de grupos topoldgicos, sem apelar para ferramentas mais avancadas de Teoria de
Lie. Assim como Shub e Vasquez, trabalhamos com espagos vetoriais complexos para
simplificar a exposigao, porém, diferentemente deles, nos concentramos nos conceitos
de forma e base de Schur e na dinamica na variedade flag maximal. Aqui construimos
a decomposigao de Bruhat de Gl(n,C) e de sua variedade flag maximal de um modo
elementar (Secao 2.2), algo apenas esbogado nos artigos [16, 17] e no apéndice do livro
[3], no qual nos baseamos. Também expusemos de modo elementar a topologia da
variedade flag maximal F de C", em especial a construcao da se¢ao continua de um
aberto denso de F em Gl(n,C) (ver Secao 2.2). Mostramos diretamente que a versao
continua do método QR possui a propriedade do fluxo, o que tornou a obtencao da
EDO correspondente mais transparante que no artigo de Shub e Vasquez. Por ltimo,
mostramos de modo elementar que a altura da solugao com respeito a certas matrizes
diagonais é uma funcao de Lyapunov desse fluxo (ver Segao 3.2).

1.8 Estrutura da dissertacao

No Capitulo 2, veremos como obter uma base de Schur para g por meio de uma iteragao
de g na variedade flag maximal IF, demonstrando o Teorema 1.2. Nossa ferramenta prin-
cipal sera a chamada decomposicao de Bruhat de G que mostraremos ser equivalente a
uma decomposicao de F como uniao disjunta de uma quantidade finita das chamadas
células de Bruhat. Na ultima secao veremos a relagao entre a acao de g no conjunto
das matrizes unitarias () e a acao de g em I, o que nos fornecera o Teorema 1.4.

No Capitulo 3 vamos mostrar a relacao entre as iteradas do método QR iniciada
em ¢ e a iteracao de g em (), obtendo o Teorema 1.7. A partir disso e dos resultados
do capitulo anterior, vamos obter o Teorema 1.5 que fornece a convergéncia do método
QR. Em seguida, vamos considerar uma versao do método QR em tempo continuo
mostraremos que ela é solugao da EDO do Teorema 1.9 e que essa EDO de fato tri-
angulariza a condigao inicial. Quando a condicao inicial é hermitiana, veremos que a
altura da solugao com respeito a certas matrizes diagonais é uma funcao de Lyapunov
do fluxo.

Para uma melhor leitura, escrevemos dois apéndices que se encontram no final desta
dissertacao. O Apéndice A, de carater mais algébrico organiza as principais ferramentas
matriciais aqui utilizadas. Ja o Apéndice B, de carater topolégico, tem o objetivo de
introduzir a topologia dos espagos homogéneos, crucial para uma boa compreensao da
dinamica das iteradas do método QR.
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Capitulo 1.

Introducao




Capitulo 2

Base de Schur via iteracoes

Neste capitulo, relembramos a no¢ao de forma e base de Schur e apresentamos métodos
iterativos para encontrar uma base de Schur. Para economizar notacao, usaremos

g =gl(n,C) e G =Gl(n,C).

2.1 Base de Schur e ponto fixo

Uma matriz X € g sempre possui uma base de Schur b € G (ver Se¢ao A.5). Geome-
tricamente, uma tal base equivale a uma sequéncia (V4,--- ,V},) de n subespagos de C"
estritamente encaixados

wcVac---CcV,=C" dimV,=%k k=1,...,n, (2.1)

tal que cada subespago é X-invariante, isto é

XVe CVi, k=1,...,n. (22)
De fato, seja b = (v1|---|v,) € Gl(n,C) uma base de Schur para X e considere os
subespacos Vi, = [vy,...,v;]. Eles sao tais que XV; C V4, pois b1 Xb ¢ triangular
superior. Reciprocamente, sejam V; C --- C V,, = C" subespacos tais que dimV}, = k
e XVi C Vi Tomando uma base b € Gl(n,C) cujos vetores coluna vy, ..., v, sao tais
que Vi, = [vq, ..., v, temos que bXb~ ! ¢ triangular superior, uma vez que XV; C V.

Uma sequéncia (Vi, Vs, -+, V,) de subespagos de C", satisfazendo (2.1) é cha-
mado flag mazimal de C". Um flag maximal que satisfaz (2.2) é chamado de flag
X -invariante. Segue que uma base de Schur para X € g corresponde a um flag maxi-
mal de C" que é X-invariante.

Uma matriz invertivel age nos flags maximais da seguinte maneira. Considere o
conjunto de todos os flags maximais de C" dado por

F={x= (i, --,V,):xéum flag maximal de C"},

também chamado de variedade flag mazimal de C". Temos que o grupo G' = Gl(n, C)
age a esquerda de [F por

11
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De fato, como g € G preserva a dimensao e a inclusao de subespacos de C", decorre
das propriedades do produto em G que a ac¢ao (2.3) de G em F estd bem definida. Um
flag x = (V3,---,V,) € F é invariante por g € G se, e somente se,

gVi=Ve, k=1,...,n, (2.4)
ou seja, gr = .

Lema 2.1. Se g ¢é invertivel, entao um flag maximal g-invariante é um ponto fixo da
acao de g em F.

As observagoes acima transformam o problema de encontrar uma base de Schur
para g € GG no problema de encontrar um ponto fixo de g em F. Isso pode ser feito de
maneira iterativa com as seguintes ideias. Suponha que x € F é tal que suas iteradas
convergem para =’ € F, isto é,

lim g'z = 2’ (2.5)

t—o00

com t € Z. Entao 2’ é um ponto fixo de g em F, uma vez que
gr' =g (lim g%) = lim ¢z = 2/, (2.6)
t—o0 t—o0

Para que (2.5) faga sentido, F deve ser munido de uma topologia. Para que (2.6)
funcione, devemos ter (2.5) e também que a acdo de g seja continua e o limite de
sequéncias em [ seja tnico.

Na préxima secao introduzimos uma decomposicao de G que sera crucial para o
estudo da topologia de [F introduzida na secao seguinte.

2.2 Decomposicao de Bruhat (LPU)

Nesta segao veremos que, modificando a decomposi¢cao PLU (ver Apéndice A.3), obte-
mos uma decomposicao g = lpucom [ € L, p € P ewu € U na qual a matriz permutacao
p € unica. Essa decomposicao é conhecida como decomposi¢ao de Bruhat ou decom-
posicao LPU em G e tem diversas aplicagoes, das quais algumas exploraremos ainda
neste capitulo.

A demonstragdo que daremos (baseada em [3], p. 396) consiste em aplicarmos
sucessivas operacoes elementares sobre as colunas de g, obtendo «’ triangular superior
de modo que gu’ é triangular inferior a menos de uma (tnica) permutagao de colunas,
ou seja, a menos de multiplicacao a direita por uma permutacao p. Pré-requisitos se
encontram no Apéndice A.1.

Teorema 2.2. Dado g € G, existem | € L, u € U e tinica p € P tais que

g = lpu.
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,M/,z/z/z,/z////////////// g

gupu = ;

/////////////

“//,,

\\\\\\\\jﬁ:

Z

\Q

%/

Figura 2.1: Obtendo decomposicao LPU de G

Demonstracao. (Existéncia) Acompanhe a demonstracao na Figura 2.1. Como g € G
tem posto n, suas colunas sao linearmente independentes. Seja i; a linha da primeira
entrada nao-nula da primeira coluna de g = (g,;). Considerando as operacoes elemen-
tares

C, — G, — 21k ¢
i1l

para 1 < k < n, ou seja multiplicando g a direita pela matriz triangular superior com

1 na diagonal
U = <61 Jir2 en — gil"el) eU,
i1l 9ii1

temos que gu; possui entradas nulas na linha 7; da segunda a n-ésima entrada. Como
guy € invertivel, existe 75 linha da primeira entrada nao-nula da segunda coluna de gu;.
Assim,

€2 — €1

il 7é i?)

uma vez que as entradas da linha 4; de gu; sao nulas, salvo a primeira. Com as
operagoes elementares

Gisk

Ck — Ck — 2= CQ

g’i22
para 2 < k < n, obtemos us € U que multiplicada a direita de gu; nao altera sua
i1-ésima linha, pois fixa a primeira coluna e as demais entradas sao combinagoes de
zeros que, ao substituir uma entrada nula nao altera seu valor. Além disso, gujus
possui entradas nulas na linha i da terceira até a n-ésima entrada. Repetindo este
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processo até a n-ésima coluna, obtemos valores distintos iy, ,i, € {1,---,n} e
U, Us, -+, Uy—q € U satisfazendo as seguintes condigoes (ver Figura 2.2 abaixo).

(i) Pondo v = ujug---u,_1 € U, gu’ é tal que, na k-ésima coluna, o seu primeiro
elemento nao nulo esta na linha ;.

(ii) Na linha i; de gu’ os elementos das colunas posteriores a k sao nulos.
(iii) o(k) = ix define uma permutacao o € S,.

Afirmamos que permutando as colunas de gu’ segundo ¢ obtemos uma matriz tri-
angular inferior, isto é,
gu'l, € L.

De fato, I, permuta as colunas de gu’ segundo o, quando multiplicada a direita,

gu/ = (Cl) — (Ca(z)) = gU,/IU.

A coluna k de gu’ é tal que, sua primeira linha ndo-nula é o(k). Assim, movendo a
coluna k de gu’, sua primeira linha nao-nula estara na diagonal precisamente quando
estivermos na coluna o(k) (ver figura 2.2).

g u = 3 3 g UA - | !
[E— [E—
,,,,, "ol l e 3 e | — linh@( )k

linha( )k

co}una k
coluna( )k

Figura 2.2: Acao de I, a direita de gu’

Logo, todos os elementos acima da diagonal de gu’l, sao nulos e seus elementos da
diagonal nao sao nulos, de modo que

gu'l, =1¢€ L,

como afirmamos.
Pondo u = (u/)™! e p=I,-1 € P, temos que

g =lpu

¢ a decomposicao desejada.
(Unicidade) Suponha que

g=1u=1Iu
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/

sao duas decomposi¢oes de Bruhat para g e mostremos que ¢ = ¢’. Como [, =
[ u'u™t, é suficiente mostrarmos

I,=ll,u=0=rT.

Sele LewueU,pondol = (l;), da Proposicao A.2 temos que

Como as entradas da diagonal de u~

w =1 = (o) -

! sdo nao-nulas, segue que lo@kyr(ky # 0 para todo

k. Como as entradas acima da diagonal de [ sao nulas, segue que

o(k) > 1(k), Vk.

Dai segue que, o(k) = 7(k), Vk, ou seja,

o=T,

como queriamos. [l

Observacao 2.3. (a) A ndo unicidade dos fatores triangulares na decomposi¢ao de

(b)

Bruhat para uma dada g € G pode ser vista da sequinte maneira. Para (a;;) € g
temos que a conjugacao
I5-1(aij)Is = (ao(i)o(s))

permuta a diagonal de (a;j) sequndo o. Assim, podemos “mover” a diagonal de
para u na decomposi¢ao de Bruhat g = lpu sem alterar, claro, a matriz permutagao
p. Mais precisamente, considere L' = {g € L : g;; = 1, Vi} o subgrupo das matrizes
triangulares superiores com entradas na diagonal todas iguais a 1. FEscrevendo
l=10Ud com!l € L' ed diagonal (ver Lema A.4), temos que

Ipu = U'dpu = U'p(p~tdp)u = U'p(d'v),

onde d' = p~tdp é diagonal e d'u € U. Uma consequéncia importante disso é que
podemos considerar | como tendo entradas 1 em sua diagonal. Mesmo assim, ainda
nao temos a unicidade dos fatores triangulares na decomposicao de Bruhat como
mostra a relagio (2.7) do Exemplo 2.5 abaizo.

Dada g € G, a decomposi¢cio de Bruhat (LPU) para g foi obtida de maneira
natural a partir de uma modificagao da Eliminacao Gaussiana com pivoteamento
(decomposi¢ao PLU ), como ilustrado abaizo.

Decomposicao PLU :

g — P19 — p1gur — P2p1gul — PaP1guiis — - -

Pt PaPrgUaliy - Unoy € L

e P e U

Decomposicao LPU :

g —> gui — qUilUg —> -+ —> GUU -+ Uy_1 € LP.
~—_——

e U
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(c) Obtivemos a existéncia da decomposi¢ao de Bruhat para g € G da sequinte ma-
neira. Por operacoes elementares sobre as colunas de g, anulando suas linhas da
esquerda para a direita, obtivemos v’ € U tal que gu’ € LP. Uma outra maneira
de consequirmos tal decomposicao € efetuar operagoes elementares sobre as linhas
de g, anulando suas colunas de cima para baizo, afim de obtermos ' € L tal que
l'g e PU.

Uma consequeéencia imediata da unicidade da permutacao dada pelo teorema acima
é a seguinte decomposicao de G.
Corolario 2.4. GG se decompde como uniao disjunta
G=J LU
oESy

O proximo exemplo, além de enfatizar a nao unicidade dos fatores triangulares na
decomposi¢ao de Bruhat em G, mostra que as decomposicoes LPU e LPL podem ser

obtidas uma da outra. Ambas decomposi¢oes sao conhecidas como decomposi¢dao de
Bruhat.

Exemplo 2.5. Considere

Observe que J = I, onde 0 € S,, é a permutacao que reverte a ordem: o(1) = n,o(2) =
n—1,---,0(n) =1. Temos que J? = I e, para qualquer matriz triangular inferior [, a
matriz v = JIJ é triangular superior, pois J age em g permutando as linhas segundo
o~ (= o) quando multiplicada & esquerda e permutando as colunas segundo o quando
multiplicada a direita (ver Proposi¢ao A.2). Segue que

g=1Ju="1JI (2.7)

sao duas decomposigoes de Bruhat diferentes para ¢, claro, com a mesma permutacao
J.

A matriz J estabelece uma relacao entre as decomposicoes LPU e LPL. De fato,
se g ¢ invertivel, entao gJ também ¢é e, pelo Teorema 2.2, podemos escrever

gJ = lpu,
decomposi¢ao LPU para gJ,com [ € L,ue U ep e P, e dai
g =UpJ)(Jul),

¢ uma decomposicao LPL para g, com permutacao pJ. Por outro lado, a partir de
uma decomposi¢ao LPL
gJ = llﬂ'lg

com l1,ly € L e m € P, podemos obter uma decomposicao LPU com
g = ll(’ﬂ'J)(leJ),

com permutagao m.J.
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2.2.1 Decomposicao LU

Nesta subsecao, vamos mostrar que “a maioria” dos elementos de g admitem decom-
posicao LU, que é a decomposicao LpU com p = I, e vamos tirar algumas consequéncias
disso.

Primeiro vamos caracterizar os elementos de g que admitem decomposi¢ao LU
através de seus menores principais. Dada X € ge k € N, o k-menor principal de g,
denotado por

X[k] € gl(k, C),

é formado pelas k primeiras linhas de X truncadas até a k* entrada. Mais precisamente,
considere a inclusao

C* = {(ay,...,a;,0,...,0):q; €C} C C"
e a projecao m; : C* — C* nas primeiras k coordenadas. Entao, X[k] é dado por
X[klv = mp(Xw), v e CF.
Lema 2.6. Para todo X € g, uc€uel €l valem
(a) (Xu)k] = X[ku[k] e
(b) (IX)[k] = K] X K],
para cada k € N.

Demonstragdo. Se u € u, entdao u(C¥) = Ck. O que nos da ul[k]v = uv para todo
v € CF. Assim,

X[KJu[kv = X [Kluv = mp(Xwv) = (Xu)[k]v, Vv € C*.
De onde decorre (a). Para (b), notemos inicialmente que
(XK = XT[k].
e que [T € U sel € L. Assim, pelo item (a),
((UX)[&])" = (XTI (K] = XT[RJIT[K] = (X[R])TURDT = (I[k]X[E])T.
De onde decorre (b). 0

A seguinte proposicao é consequéncia da decomposicao de Bruhat e do lema ante-
rior.

Proposicao 2.7. Seja g € G. Entao, existem [ € L e u € U tais que g = lu se, e
somente se, os k-menores principais tém determinantes nao-nulos para todo k.
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Demonstragao. Seja g = lI,u decomposi¢ao de Bruhat para g. Como as entradas das
diagonais de [ e de u sdo todas nao-nulas, temos que [[k], u[k] € Gl(k,C) para todo
k=1,--- ,n. Além disso, pelos itens (a) e (b) do lema anterior temos que

gkl = (U5)[Kulk] = U[K] L5 [K]u[k].

Segue que g[k] tem determinante ndo-nulo para todo k se, e somente se, I,[k] tem
determinante nao-nulo para todo k. Como det I[k] = 1, para todo k, temos g = lu
possui det g[k] # 0 para todo k. Reciprocamente, se det(I,[k]) # 0 para todo k, como
det(1,[1]) # 0, temos

I, = (eq] % |-+ |%).

Como det(1,[2]) # 0, temos
I, = (er]ea| * |- - [*).

Prosseguindo assim, temos
I, =1.

Ou seja, g = lu. n

Observe que LU nao é subgrupo de GG, o que pode ser visto a partir da proposicao
acima. De fato, basta tomar u € U e [ € L tais que a primeira entrada da primeira

coluna de ul seja nula. Entao (I7'u=1)"1 ¢ LU. Por exemplo, tomando u = ( (1) 1 )

el = ( _11 (1) ) , temos que ["'u~! € LU, no entanto

() =l = ( N ) ¢ LU,
uma vez que seu l-menor principal (ul)[1] é nulo.
Da Proposicao 2.7, segue que
LU ={g € g: det(glk]) #0 para k =1,...,n}.

Além disso, para cada k = 1,--- ,n, o determinante det(g[k]) ¢ um polinémio nao-nulo
nas entradas de g. Entao, LU é uma intersecao finita de abertos densos em g, dados
pelos complementares de zeros de polinomios. Assim, obtemos o proximo resultado.

Proposicao 2.8. LU é aberto e denso em g, logo em G.

Como observamos anteriormente (Observagao 2.3), na decomposi¢ao LU podemos
tomar o fator em L com 1 em todas as entradas da diagonal, movendo a diagonal do
fator L para o fator U. Além disso, é facil ver que L’ é subgrupo de L e que L'NU = {[}.

Proposicao 2.9. Seja g € LU. Entao g pode ser escrita de maneira inica como g = [u
comleLl euel.

Demonstracao. Pelas observagoes acima, temos que g € LU pode ser escrita como
g=Ilu,coml € L' euecU. Suponha que g =Ilu=1't/, com !’ € L' e v’ € U. Entao,

w)P=1""eUunL ={I},

e portanto, u =u' el =1'. [
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O préximo resultado topoldgico é bastante importante para a proxima secao.

Teorema 2.10. A restricao da multiplicacao
L'xU— LU, (l,u)r—lu
é sobrejetiva e aberta, onde L’ x U tem a topologia produto.

Demonstracao. Seja ¢ : L' x U — LU, (l,u) — lu. Da Proposi¢ao 2.9, temos que
L'U = LU, de onde segue a sobrejetividade de . Para mostrar que v é aberta, basta
mostrar que a imagem de uma vizinhanga de (I, I) em L' x U é uma vizinhanga de I em
LU. De fato, se A é uma vizinhanca de ([,u) em L’ x U, entao existem V vizinhanca
de I em L' e W vizinhanga de I em U tais que [V x Wu é uma vizinhanga de (I, u)
contida em A (basta usar a topologia produto e a Proposi¢ao B.8). Como V x W é
vizinhanga de (I, 1) em L’ x U, por hipdtese temos que sua imagem ¢(V, W) = VW é
uma vizinhanga de ¢¥/(I,1) = I em LU. A imagem de (V' x Wu é p(IV,Wu) = I[VWu,
que é uma vizinhanca de lu em LU, uma vez que a aplicacao g € LU +— lgu € LU
¢ um homeomorfismo de LU. Segue que a imagem da vizinhanga A de (I, u) contém
uma vizinhanca de ¥(l,u) = lu, mostrando que v é aberta.

Para mostrar que v leva vizinhanga de (I,I) em vizinhanga de I, vamos usar o
teorema da funcgao inversa da seguinte maneira. Observe que o conjunto

U={X cu:det(X)#0}
¢ um aberto do espaco vetorial u e que o conjunto
L'={X el:diag(X) =1}
é um subespago afim do espago vetorial I', dado por
L'=0+1,

onde

['={X € I:diag(X) = 0}.

Observe também que
LUCg=l®u,

uma vez que toda matriz de g se escreve de modo 1inico como a soma de uma triangular
inferior sem diagonal e uma triangular superior. Podemos entao usar a estrutura de
espago afim L' e de espago vetorial dos abertos U C u e LU C g para derivar 1.
Claramente, 1) é derivavel e sua derivada em (7, ) é uma aplicacao linear

(LT U xu—g.

Para calculé-la, uma curva em L' x U que passa por (I, 1) na dire¢ao de (X,Y’), com
X el'eY €uédada por

at) = (I +tX,1+1tY),t € R.
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Derivando
Y(at) =T +tX)I +tY) =T +tX +tY +2XY

em t = 0, obtemos
Y(ILD(X,)Y)=X+Y, Xel, Yeu

Como g = I' ® u, segue que ¢'(1,I) é um isomorfismo linear. Entao, pelo teorema da
fungao inversa temos que ¥ é um difeomorfismo local numa vizinhanca de (I, 7). Em
particular, a imagem de uma vizinhanca suficientemente pequena de (I,1) em L' x U
¢ uma vizinhanca de I em LU, como queriamos. O

2.3 Topologia da variedade flag maximal

Nesta segao usaremos ferramentas do Apéndice B.3 a fim de introduzirmos em F uma
topologia adequada aos nossos interesses. Primeiro veremos como a decomposicao de
Bruhat de G equivale a uma decomposigao correspondente de . Denote por

e = (led: leseals - len, - )
o flag canonico em FF, onde ey, - - - , e, sao os vetores canonicos de C". Se o € S, é uma
permutacao, denote por
oe=I,e = ([%(1)], lea()s €a@)], - 5 [esq), - 7ea(n)]>

o flag canonico permutado por o. Finalmente considere a projecao
m:G — T, g — ge,
que é G-equivariante, pois
g'(ge) = (g'gle,  Vg',g€G,
e sobrejetora, de acordo com a proposicao seguinte.

Proposicao 2.11. A agao de G em F é transitiva e a isotropia do flag canonico e é o
subgrupo U. Em particular, 771(e) = U.

Demonstrag¢ao. Devemos mostrar que F é uma G-orbita. Afirmamos que

F=Ge={ge: g€ G}

De fato, se x = (V4,---,V,) € F, escrevendo Vi, = [vy,--- ,vx], para k = 1,--- | n,
temos que {vy,--- ,v,} é uma base de C" e g definido por
ger = Vg, ]{3:1, y I

é tal que g € G e ge = x. Entao,

F C Ge CF,
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de onde segue nossa afirmacao.
Além disso, a isotropia de e em G é

Ge={9€G:g9e=e}=U.
De fato, g € G é triangular superior se, e somente se,
ger € e, ..., ex, k=1,...,n.
Como g é invertivel, isso ocorre se, e somente se,
glei, ..., ex] =ler, ... ek, k=1,...,n,

ou seja, ge = e.
A 1ltima observacao segue de

7 He)={g€G: ge=e} =CG..

O
A decomposicao de Bruhat de G (ver Corolério 2.4)
G=J LU,
O'ESn
juntamente com a proposicao anterior nos da
F=Ge= | LL,Ue= | ] Loe, (2.8)

O’ESn O'ESW,

uma vez que U ¢é a isotropia de e. Essa é a decomposicao de Bruhat de F. Cada érbita
Loe de L na decomposicao de Bruhat de F é chamada de célula de Bruhat e, para
o =1, temos a célula principal de Bruhat C = Le.

Proposigao 2.12. Cada célula de Bruhat é tal que Loe = L'oe. Além disso, elas sao

disjuntas, isto é,
F = U Loe
UESn

¢ uma uniao disjunta de orbitas de L. Temos ainda que as decomposicoes de Bruhat
de F e de G podem ser obtidas uma da outra.

Demonstragao. Segue do item (iii) do lema A.4 que LI,U = L'I,U para todo o € S,.
Isso, juntamente com a proposicao anterior nos dd Loe = L'oe para todo o € S,,.
Para mostrar que a uniao ¢ disjunta, sejam

loe =1U're €T,
coml,l' e Leo,meS,. Entao

Le=1""Le=1"I,e = I'l"l,e = e,
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com [” = [7!" € L. Portanto,
LNELeG =U=L"1"L=uvcU=1"l. =L, u=T=0

pela unicidade da permutacao na decomposi¢ao de Bruhat de G (ver Teorema 2.2).
Ja mostramos que a decomposicao de Bruhat de F é obtida da decomposicao de
Bruhat de G (equacdo (2.8) acima). Para a reciproca, observe que

7 YLoe) = 7' (Llye) = LI, n ' (e) = LI,U,
onde usamos que 7 '(e) = U e que
gen Y Ll,e) & w(g)=Il,e, com [l€L,
& ge=ll,e
& DU lgeU=7n"e)
& ge Llm(e).

Donde, 7~ (LI,e) = LI, 7~ (e).
Sabendo que as orbitas Loe sao disjuntas e exaurem FF, segue que os conjuntos LI,U
sao disjuntos e exaurem G, para ¢ variando em .S,,. O

Como a agao de G em F ¢é transitiva, podemos munir F com uma tnica topologia
tal que essa acdo é continua e aberta (ver Teorema B.16). Em particular a projegao
m: G — F, g — ge é continua e aberta. O préximo resultado fornece propriedades
dessa topologia. Uma se¢do de m sobre A C F é uma aplicacao s : A — G tal que
m(s(x)) = x para todo x € A. Temos o seguinte diagrama comutativo

ondei: A—TF, i(x) =z é a inclusdo.

Teorema 2.13. Temos que F é Hausdorff e que a célula principal de Bruhat, C', é
aberta e densa em F. Além disso, a projecao 7 possui uma sec¢ao continua sobre C.

Demonstracao. Para mostrar que F é Hausdorff, basta mostrar que a isotropia U do
flag canonico é um subgrupo fechado de G (ver Proposi¢do B.12). Para isso, dado
X = (Xj;) € g, considere o subespago das matrizes triangulares superiores

u:{Xég:Xij:0,i>j},

que é claramente fechado em g. Uma vez que que U = G Nu, segue que U ¢ fechado
em GG na topologia induzida por g.
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Como 7 é continua, aberta e sobrejetiva, temos que 7 leva aberto e denso de G em
aberto e denso de F (ver Proposigao B.3). Logo,

m(LU) = Le =C

¢ aberto e denso em [F, uma vez que LU é aberto e denso em G (ver Proposigao 2.8).

Para construir a se¢ao em C', vamos usar que C' = L'e (ver Proposigao 2.12). Denote
por 7' : I’ — C a restricao de w. Claramente, 7’ é continua e sobrejetora. Afirmamos
que 7' é aberta. De fato, a aplicacdo L' x U — G dada pelo produto de matrizes é
aberta (ver Teorema 2.10). Se V' é um aberto de L', entao V x U é aberto de L’ x U,
pela defini¢ao de topologia produto. Segue que VU é aberto em G, de modo que

©(V)=Ve=VUe=n(VU)
¢ aberto em [F, uma vez que a acao de G em F é aberta. Considere a aplicacao
5:C =G, le—1l, lel.

Ela estd bem definida uma vez que lie = lye, com Iy, Iy € L', implica que I, 'lje = e,
logo que I, € UN L' = {I}, de modo que [; = l,. A aplicacdo s é claramente uma
secao de 7. Para sua continuidade, observe que seu levantamento

sor : L' - @G

coincide com a inclusao de L' em (G, que é continua uma vez que em L’ se considera a
topologia induzida. Como 7' : L' — C' é aberta, segue que s : C' — G é continua (ver
Proposigao B.5), como queriamos. O

Note que a demonstracao do teorema acima mostra que C' é homeomorfo a L'.

Observagao 2.14. Jd vimos que cada flag x € F possui uma base adaptada b € Gl(n,TF)
tal que w(b) = x. O significado geométrico da existéncia de se¢ao continua para ™ sobre
um conjunto A C F pode ser entendido da sequinte maneira. Se x(t) € A € uma curva
continua de flags com t € (—4,8) entdo, para t suficientemente pequeno, existe uma
curva continua b(t) € Gl(n, C) tal que cada b(t) é base adaptada para x(t) (ver Figura

2.3).
/\J -4 ¢

Figura 2.3: Segao continua de m sobre A

Com a topologia de espago homogéneo de Gl(n,C), temos que a acdo de g em
F é continua e que o limite de sequéncias em F é tnico (pois F é Hausdorff), como
queriamos.
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Exemplo 2.15. Tomando n = 2 temos que a variedade flag maximal de C? é
F(C?) = {(V,C?) : V subespaco de C* com dimV = 1}.

Considerando o homeomorfismo V' + (V,C?) e F(C?), escrevemos

rer-rer={[()]-() -0}

ou seja, o conjunto P(C?) dos subespacos de C? de dimensédo 1, conecido como linha
projetiva complexa.

1. Temos que G = Gl(2,C) age em P(C?) por

(e [

2. Afirmamos que F(C?) ¢ homeomorfo & esfera de Riemann compacta S2.

Com efeito, como F(C?) é homeomorfo a P(C?) e C = CU {oo} é homeomorfo &
S? 6 suficiente que P(C?) e C sejam homeomorfos. De fato, a aplicagao

f:P(C) — T, K'Zlﬂ — 2,

z9 zZ9

21 <1 ‘ .
onde — =o00se z=0e — =0se z; =0, estd bem definida:
22 )

2om e [ [C)

Deixamos como exercicio para o leitor mostrar que f é um homeomorfismo. Note
que basta mostrar bijecao e continudade, visto que C é compacto.

Além disso, temos que

R T((0)) Rt (5

Temos ainda exatamente duas permutacoes, I e I,, em G que satisfazem
Iled] = [ea] e Iolea] = [e2]

3. O homeomorfismo f define a acdo de G em C por gf(X) = f(gX), de modo que
a b\ 2z _ azn+bx
¢ d )z ez +dz

A projecdo canénica 7 : G — C é dada por

ab}_}ab _a
c d cdoo_c'

e f é G-equivariante.
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4. Para a decomposi¢iao de Bruhat de F(C?), temos

({2 3) e

e as células de Bruhat sao

1 _
C = Loo = {( CCL 2 )} 0= {ﬂ ca# O} = C—{0} que é a célula principal de Bruhat
c

SRS () R

5. De L' = { ( i (1) > } temos que a se¢ao continua de 7 sobre C' é dada por

1 1

2.4 Iteracoes em [F

O seguinte teorema estabelece uma maneira de encontrarmos pontos fixos de g € G
em [F, sob certas condigoes sobre g. Os principais resultados que usamos aqui sao a
topologia e a decomposicao de Bruhat de F.

Teorema 2.16. Se os médulos dos autovalores de g sao todos distintos, entao para
todo z € F temos que g'z converge em F para um ponto fixo 2’ de ¢, quando t € Z
tende ao infinito, isto é

g'x — 2, gr' =12,
Demonstracao. Como g tem autovalores distintos, temos que g é conjugada a uma
matriz diagonal d = diag(Ay, -+, A\,), onde Aq,..., A\, € C sdo os autovalores de g e
podemos ordena-los de modo que

A1] > A2 > - > |\, > 0.

Ou seja, existe k € G tal que
g = kdk™".

Basta mostrar que d'y converge em [ para todo y € F. De fato, se d'y, t € Z, converge
em [F quando t — oo para todo y € F, temos que

gz = k(d'kz) = k(d'y)

converge em [F para todo x € F, uma vez que a acao de k em F é continua. Podemos
escrever
y=Iloe €T,

com [ € L' (ver Proposicao 2.12).
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Note que

d'oe = oe,
para todo o € S,,, uma vez que uma vez que deq(;) = Ay(i)€s(;) Para i = 1,--- ,n. Segue
que

d'y = d'(loe) = d'(ld"'d'oe) = (d'ld"")oe.
Como |A;| > |A,| para i < j, temos da Observacao A.5 que

(2.9)

d'ld™" =

(

A
M

)

A
Ao

)t*

1

— 1

quando t — oo, onde os asteriscos acima sao as respectivas entradadas de [. Segue
entao de (2.9) que

d'y — oe, quando t — o0, t € Z,

para todo y € Loe.
O que fizemos acima mostra que g'x sempre tem limite 2’ em F. Para mostrar que
2’ é ponto fixo de g, temos da acao de g em F ser continua e de F ser Hausdorff, que
gr' =g (lim g%) = lim ¢z = 2/,
t—o0 t—o0

como queriamos. O
Exemplo 2.17. Voltando ao Exemplo 2.15, considere g = ( M \ ), com |\| >
2

a
|A2] > 0, temos que para — € C,
c

quando t — oo, pois a # 0.
Na outra oérbita, a agao de g é constante:
0 Mo
t 1
—-=—=0 Vi
T17 N
Observagao 2.18. Se no teorema anterior tivéssemos X € g e g* = exp(tX) para

t € R, a mesma demonstracao se aplica para mostrar que, para qualquer x € ', temos
g'r =2, t— oo emR,

onde ' € ponto fizo de g' para todo t € R.
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2.5 Iteracoes em ()

Nesta secao veremos que as iteracoes de g em () levam grosso modo a matriz identidade
numa base ortogonal de Schur para g.

A unicidade da decomposicao G = QR nos fornece a projecao de G em @, que
denotamos por @) : G — @, que é continua, ()-equivariante a esquerda e R-invariante
a direita. Em F temos que

ge = Q(g)e, (2.10)
uma vez que R esta contida na isotropia U de e. Considere a aplicacao
GxQ—0Q,  (9,9)— Qg9) (2.11)
e
o :Q — T, q— qe,

que ¢ a restricao da projecao canodnica w: G — F, g — ge.
Proposigao 2.19. (i) A projegao 7 é continua, sobrejetora e G-equivariante.
(ii) A aplicagao (2.11) é uma acao continua de G em Q.

Demonstracao. Para o item (i), temos que a continuidade de 7 segue da continuidade
de 7 e a sobrejetividade seque da equagao (2.10). Por outro lado, a G-equivariancia de
7o também segue de (2.10) da seguinte maneira. Dados g € G e ¢ € @, temos que

mo(9q) = To(Q(9q)) = Q(gq)e = gqe = gmq(q),

onde usamos que R C U e que U = G, é a isotropia do flag canonico e em G para a
terceira igualdade. Logo,

97q(q) = mo(99), VgeG, qeq,

como queriamos.
Como a aplicacao @) : G — @) é R-invariante a direita, temos que

Q(9'Qg99)) = Q(g'99),

para todo g,¢' € G e ¢ € Q). Com isso, mostramos o item (ii). ]
A figura abaixo ilustra a sobrejetividade de 7.
Corolario 2.20. A variedade flag maximal, F, é compacta.

Demonstragao. Como 7g : (Q — F é sobrejetora e continua, é suficiente mostrar que @)
é compacto.

Ora, como as aplicagoes q¢ — ¢* e ¢ — ¢ sao continuas, segue que f : ¢ — ¢*q
é continua de g em g. Assim, como {I} é fechado em g, segue que Q = f~1({I}) é
fechado em g. Por outro lado, tomando em g a norma do maximo sobre as colunas de
seus elementos, vemos que () ¢é limitado. Portanto, () é compacto. n
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[ b
G 1 Q(b)
|
F beé: Q(b)e

Observagao 2.21. A compacidade de ¥ foi ilustrada no exemplo 2.15, quando mos-
tramos que F(C?) ~ S?% que é compacto.

Denotamos por gz e gq a acao de g € G em x € F e em g € (), respectivamente.
Ficara claro do contexto a qual agao estamos nos referindo. A G-equivariancia de g
nos diz que a acao de g em () cobre a acao de g em FF, de acordo com o seguinte
diagrama comutativo.

Q—"~Q
ST
Para relacionar as duas agoes, considere o subgrupo das matrizes triangulares superiores
unitarias
T=QnU.

Se g € T', temos que
gl=¢"cUNLNQ,

e portanto g ¢ diagonal unitéria, logo diagonal com entradas de médulo 1. Ou seja,
T = {diag(z1,...,2n) : |2:i| = 1, Vi}.

Dizemos que a fibra Wél(x) sobre z € F é g-invariante se mo(gq) = x para todo

q€ Wél(l,’).

Proposicao 2.22. A projecao mg tem fibra T sobre o ponto base e. Além disso, 7
possui secao continua sobre C' = Le.

Demonstragdo. Como a fibrade 7 : G — F, g+ ge, no ponto base e € Fé n71(e) = U
(ver Proposigao 2.11) e mg ¢ a restricdo de 7 a @, segue que a fibra de 7y no ponto
base e € F é

7@1(6) =QNnn Y e)=QNU=T.

Para a segunda parte, considere s uma se¢ao continua para 7 : G — F, g — ge, em
C', que existe (ver Teorema 2.13), e @ : G — G a projecao em ) da decomposicao QR
de G. Como @ : G — G é continua (ver Corolario A.10), temos que s’ = Qos: C — @
é continua e tal que

mo(s'(x)) = 7(s'(x)) = Q(s(x))e = s(x)e = 7(s(x)) = x.

Segue que s’ é uma secao de ¢ sobre C. [
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Observagao 2.23. Analogamente a Observacao 2.14, o significado geométrico da
existéncia de uma se¢do continua para mg pode ser entendido da sequinte maneira.
Se x(t) é uma curva continua de flags com t € (—9,8) entdo, para t suficientemente
pequeno, existe uma curva continua b(t) € Q tal que cada b(t) € base ortogonal adap-
tada para z(t).

A demonstracao do resultado abaixo relaciona, por meio da fibra T', a convergéncia
em [F com a convergéncia em Q).

Corolario 2.24. Sejam ¢,, g em @ tais que g,e — qe em F. Entao, existe z, € T tal
que ¢pz, — q em Q.

Demonstracao. Pela continuidade da acao de ¢~! em F, temos que

q_lqne — e.
Como C é aberto em F e contém e, temos que

¢ 'que € C para n grande o suficiente.
Pela proposicao anterior, tomando a secao continua s : C' — @, temos que
s(q ' que) — s(e).
Por outro lado, como
s(@7 gme) € 1R (a7 me) = ¢ Mg (@) =TT e s(e) =1,

temos que existem w,, € T tais que

q rgpw, — 1.

Logo,
Gnzn = q € Q,
pela continuidade da acao de ) em Q). ]

Teorema 2.25. Sejam g € G com autovalores de modulos distintos e ¢ € (). Entao,
g'q converge para uma fibra g-invariante de mg. Além disso, se g é hermitiana positiva,
entao existe ¢’ € Q satisfazendo g'¢ — ¢/ quando t — oo, t € Z. (Ver Figura 2.4.)

Demonstra¢ao. Como os modulos dos autovalores de g sao distintos, em F temos que
mo(9'q) = g'qe — e quando t — oo,
onde ¢’ € @ é tal que ¢’'e é um flag g-invariante em F (ver Teorema 2.16). Dai,
7ol (de) = ¢y (e) = ¢T
¢ fibra g-invariante em (). De fato,

94T = mg' (9q'e) = g ' (d'e) = ¢'T.
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Portanto, g'q — ¢'T fibra g-invariante.
Se além disso, g é hermitiana positiva, podemos adaptar a demonstracao do Teo-
rema 2.16 da seguinte maneira. Temos que

g = kdk™,

com k € @ e d = diag(\,---,\,) diagonal real, com \; > --- > X\, > 0. Como Q@ é
@-equivariante a esquerda, temos que

9'¢=Q(g'q) = kQ(d'k"q).

Considere agora a decomposicao de Bruhat k~'¢ = lpu, onde l € L, p =1, e u € U.
Fazendo u = sr, com s é diagonal com entradas de médulo 1 e r é triangular superior
com diagonal positiva, obtemos

k~tq = Ipsr.

Como () é R-invariante a direita temos que
g'qa =kQ(d'k™"q) = kQ(d'lps).

Além disso,
(ps)~'d(ps) = s '(p~'dp)s = p~'dp

é diagonal positiva, uma vez que p~'dp é diagonal (positiva e permutada) que comuta
com s, que é diagonal. Logo,

(ps)~'d™"(ps) € R
e, novamente pela R-invariancia a direita de (), segue que
g'a=kQ(d'lps) = kQ(d'ld "ps).
Como na demonstracao do Teorema 2.16, temos d'ld~* — I e, pela continuidade de Q,
g'qa — kQ(ps) = ¢ € Q,
uma vez que k € Q). n

Observacao 2.26. Os resultados anteriores valem, com as mesmas demonstragoes,
para X € g e ¢ = exp(tX) comt € R, fazendo t — oo em R.
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fibra g-invariante(q’ T)

Figura 2.4: Iteracoes de g em (). Na direita, g

dq

¢ hermitiana positiva.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
glge — Qe
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Capitulo 3

Forma de Schur via método QR

Neste capitulo, trataremos do Método QR apresentado na Introducao bem como do
seu analogo em tempo continuo. Para economizar notagao, usaremos g = gl(n,C) e

G = Gl(n, C).

3.1 Método QR

Partindo de g € G, considere a seguinte sequéncia de matrizes, com ¢, € Q e ry € R

para todo t € N.

g1 = g = q1m1
92 = T™q1 = qa72
Gt = T—1qi—1 = qeT's
Ji+1 = Tedy = qt+1Tt41-

Considere a sequéncia de matrizes unitarias dada por
ki=qu--q.
Proposicao 3.1. Temos que a sequéncia do método QR ¢ tal que
gt+1 = kt_lgkta

onde

Demonstragao. Faremos a prova por indugao sobre t. De (3.1) temos que

g =111 = ¢ (qr)q = q1 ‘g = ki gk

Suponha que
g = kY gk,_1 para algum t>1

e mostremos que que vale (3.2). Ora, de (3.1) temos que
g1 =11q = ¢ (@r)a = 4 9 = (kiaq) " g(kiaq) = ki gk,

33

(3.1)

(3.2)
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uma vez que k;_1q; = k;. De onde segue (3.2).
Por outro lado, g = g1 e supondo

t_ —
g =k, com p =1y

para algum ¢ > 1, temos que

9 = g'9 = kiprg = keGra1pe1 = ki1 prsa,

onde para a terceira igualdade usamos que p;g = q;+1p:41 para todo t > 1. De fato,

Gga2pP2 = Q21211 = T1q1T1 = P19

e, por hipdtese de indugao,

gt+2Pt+2 = qe2Tt420t4+1 = Tt+149t4+1Pt+1 = Tt+10t9 = Pt+19,
como queriamos. O

O proximo resultado mostra a convergéncia do método QR e da alguns detalhes a
mais sobre as sequéncias g; e k;.

Teorema 3.2 (Método QR). Se os médulos dos autovalores de g sdo todos distintos
entao g; converge para uma forma de Schur para g e k; converge grosso modo para uma
base de Schur para g. Mais precisamente, g; é unitariamente conjugado a g e

(i) as entradas da diagonal de g; convergem para os autovalores de g,
(ii) as entradas abaixo da diagonal de g; convergem para zero,

(iii) as colunas de k; convergem para uma base ortogonal de Schur para g, a menos
de multiplicagao a direita por matrizes diagonais unitarias.

Demonstragao. Como k; = Q(g") converge para uma fibra g-invariante de mg (ver
Teorema 2.25) e uma fibra g-invariante é composta por bases ortogonais de Schur para
g, segue que

gra1 = ki gk

converge para uma forma de Schur para g. Além disso, decorre do Corolario 2.24 que k;
converge para uma base ortogonal de Schur para g a menos de multiplicacao a direita
por diagonais unitarias.

O

O proximo resultado mostra que o método QR é especialmente adaptado para
matrizes hermitianas positivas.

Corolario 3.3. Se g é hermitiana positiva com autovalores distintos entao g; é hermi-
tiana para todo t e converge para uma matriz diagonal unitariamente conjugada a g.
Além disso, k; converge para uma base ortogonal de autovetores de g.
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Demonstracdo. Se g é hermitiana positiva com autovalores distintos entao o maédulo
de seus autovalores é distintos uma vez que eles sao reais e positivos. Pela proposicao
anterior, g; ¢ hermitiana para todo t, pois é unitariamente conjugado a ¢g hermitiano
(ver Proposicao A.13), as entradas abaixo da diagonal de g; tendem a 0 e as entradas
da diagonal de g; tendem aos autovalores de g. Como ¢; = (g;)* segue que as entradas
acima da diagonal de g; também tendem a 0, logo g; tende a uma matriz diagonal
unitariamente conjugada a g.

A segunda parte decorre do Teorema 2.25. De fato, como k;, = Q(g¢"), existe ¢ € Q
satisfazendo k;, — ¢. Assim,

g =k, gki—1 — ¢ 'gq

¢ diagonal, pela primeira parte, de modo que as colunas de ¢ constituem uma base
ortogonal de autovetores de g. O]

Considerando () : G — G a projecao em () da decomposicao QR de G, observe que
método QR fornece a sequéncia

9= Q") '9Q(g").

Observacao 3.4. (a) O método funciona quando os autovalores de g tém mddulos
distintos pois, nesse caso, temos grosso modo que Q(g") converge a uma base de
Schur ortogonal de g e que g; tende a uma forma de Schur de g.

(b) Isso deve ser contrastado com o chamado método das poténcias que se baseia no
sequinte principio. Dado v € C™ nao-nulo, a sequéncia de vetores normalizados

g'v

lg'v|

converge a um autoespaco de g quando t — co. Quando consideramos a Sequéncia
de matrizes unitdrias Q(g"), estamos aplicando g' simultaneamente a toda base
canonica e normalizando a base obtida via Gram-Schmdit. Assim, o método QR €
uma espécie método das poténcias simultaneo.

(c) O método QR também fornece uma sequéncia q; de matrizes unitdrias obtidas
trocando-se a ordem dos fatores de sucessivas decomposi¢oes de lwasawa de g,
de modo que

Q) =q .

Numericamente, a importancia do método QR reside nessa maneira de normalizar
o0s vetores coluna de g*, uma vez que a multiplica¢do de uma sequéncia de matrizes
unitdrias propaga menos erro do que a iteracao de uma matriz arbitrdria.

Para mais detalhes sobre o método das poténcias ou sobre a propagacao de erros
no método QR consulte o artigo [4] e suas referéncias.
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3.2 Equacao diferencial

O objetivo desta secao é estudarmos uma versao de tempo continuo do método QR.
Mais precisamente, fixe X € g e ponha g* = exp(tX), com t € R. Nesta se¢ao veremos
que a curva
X(t)=Q(¢)'XQ(¢") = Ad(Q(¢") )X, teR,

é solucao de uma EDO autonoma em g e converge para uma forma de Schur de X
quando t — oo, desde que certas condigoes sobre X sejam satisfeitas. Em seguida,
investigaremos algumas propriedades das solugoes dessa EDO quando a condigao inicial
¢ hermitiana. Primeiro mostramos o seguinte.

Proposicao 3.5. A aplicacao
¢p:Rxg—g, (t, X) — X(t) (3.3)
¢ um fluxo diferenciavel em g.
Demonstracao. Uma vez que
o(t, X) = Ad(Q(exp(tX)) ™)X

¢ imediato que ¢ é diferenciavel (ver Corolario A.10) e que ¢(0,X) = X para todo
X € g. Pondo
ky = Q(exp(tX)),

temos que

o(t, X) = Ad(k; 1) X.

Usando a R-invariancia a direita e Q-equivariancia a esquerda de Q(+), temos que

ot +s,X) = Ad(Q(exp(t+s)X) )X
= Ad(Q(exp(sX)exp(tX))™ )X
—  Ad(Q(exp(sX)ky) )X
= Ad(Q(kehy "exp(sX)ke) 1) X
= Ad(Q(k; "exp(sX)ke) "k )X
—  Ad(Q(exp(sAd (k) X)) Ad(k )X
= Ad(Q(exp(s(t, X))))o(t, X)
— 6(s,0(1, X)),

como queriamos. [l

Para obter o campo que corresponde a esse fluxo precisamos derivar X (¢) em t = 0.
Para isso, primeiro precisamos calcular algumas derivadas.
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3.2.1 Conjugacao e Colchete

Dado g € G, temos que a conjugac¢ao por g, denotada por

Ad(g): 9 — g
Y — Ad(g)Y =gYg 1,

fornece a aplicacao adjunta (grande)

Ad: G — Gl(g)
qg +— Ad(g)

que é um homomorfismo de grupos,
Ad(gh) = Ad(g)Ad(h), ¥V g,heq,

como é facil verificar.
Dado X € g, temos que o colchete por X, dado por

[X,Y]= XY - YX,

satisfaz
Ad(g)[X, Y] = [Ad(g) X, Ad(9)Y], (3.4)

como ¢ facil verificar. Além disso, o colchete por X define o operador linear

ad(X): g — g
Y — ad(X)Y = [X,Y],

que fornece a aplicagao adjunta (pequena)

ad: g — gl(g)

Proposicao 3.6. Temos que
Ad(IX = ad(X), para todo X € g.
Em particular, pondo Adx : G — g, g — Ad(g)X, temos que
Ad ()Y = [X,Y].
Demonstracao. Dado X € g, temos que a curva
a:teER+— exp(tX) e G

é tal que
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Assim,

(AL(DX)(Y) = %(Adoa)(t)Y

t=0

= %exp(tX)YeXp(—tX) (exp(tX)_l = exp(—tX))

t=0

= XY -YX (pela regra do produto, t = 0)
= ad(X)Y,

para todo Y € g. Donde,
Ad(IX = ad(X).

O
Proposigao 3.7. A inversio i : G — G definida por i(g) = ¢~ ! tem derivada
"X =—X, VXeg.
Demonstracao. A curva
a:teER+— exp(tX) e G
é tal que
a(0)=1 e d(0)=X
Assim,
"(HX d (10 a)(t) d (exp(tX))~! d exp(—tX) X
= — = — X —_— —eX J— —_—
dt ot P Lo at? o
O

3.2.2 Decomposicao de Iwasawa de g

Nesta secao vamos considerar uma decomposicao de g que é andloga a decomposicao
QR de G e serad bastante usada neste capitulo. Tal decomposicao nos permitira calcular
a derivada das projegoes @ : G — @ e R : G — R da decomposigao QR (ver final da
Secao A.4).

Para tanto, considere o subespaco ¢ das matrizes anti-hermitianas e o subespacgo t
das matrizes triangulares superiores com entradas reais na diagonal.

Proposicao 3.8. Temos que
g=qor,

a qual chamamos de decomposicao de lwasawa de g.
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Demonstragao. (i) g Nt = {0}. De fato, seja X € qNt. Entdao X é diagonal

tendo em vista que é triangular superior e que X' = —X também o 6. Além
disso, a diagonal de X deve ser nula, uma vez que suas entradas sao reais e X é
anti-hermitiana. Portanto, X = 0. Logo,

qgnt={0}.
(ii) g = q+ . De fato, seja X € g. Escreva
X=X_+Xo+ X,

onde X _ é a parte triangular estritamente inferior de X, X, é a parte triangular
estritamente superior de X e X, é a parte diagonal de X. Assim,

X =X_— (X)) +Xo+ X, + (X))
= (X_ — (X_)* 4+ iImXy) + (ReXo + Xy + (X)),

onde Im X, é a matriz cujas entradas sao as partes imaginarias correspondentes
as entradas de Xy e ReXy é a matriz cujas entradas sao as partes reais corres-
pondentes as entradas de Xj.

Afirmamos que
Xq:=X_—(X_)"+dmX, pertence a g, (3.5)

X, :=ReXo+ X, + (X_)* pertence a t. (3.6)

Com efeito,
(Xq)* = (X_ — (X)* +4ilmX)*

= (X_)" — X_ + (ilmX,)*
= —(X_ — (X_)* +iImX,)

=—-X,.
Logo, X, € q. Por outro lado, como X e (X_)* estao em v com diagonais nulas
e Xj é diagonal, temos que X, = ReXy+ X, + (X_)* é triangular superior e sua
diagonal é a diagonal de ReXy cujas entradas sao reais. Logo, X, € v e portanto,

g=q-+r

De (i) e (ii) segue que g = q @ t.

Assim, toda matriz X € g se decompoe unicamente como

X =X, + X, com X;€q e Xi€r,
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e portanto, estao bem definidas as projecoes

qg: ¢ — q e tv: g — <t
X — X X — X,

que, por um abuso de notacao, denotamos pelas respectivas letras dos subespacos q e
t.
Considere o subespago u das matrizes triangulares superiores.

Lema 3.9. Seja a : R — g, uma curva diferenciavel tal que «(0) = I. Entao,
(a) Se a(t) € @ para todo t, entdao o/(0) € q.

(b) Se «a(t) € R para todo t, entdo o/(0) € .

(c) Se a(t) € U para todo t, entdo o/(0) € u.

Demonstragao. Se a(t) € @ para todo ¢, entao

I=a(t)a)* vVt e %a(t)* = o/ (t)",

pela linearidade da transposta conjugada X +— X*. Da regra do produto obtemos

d * / * / *
0= E(a(t)oz(t) ) =a(t)a'(t)" + o (t)a(t)".

Logo, em t = 0 temos que
0=1d'(0)"+&'(0)I.

Portanto, o/(0)* = —a/(0), ou seja, o/(0) € g. Com isto mostramos o item mostramos
o item (a).

Para o item (b), note que t é espago vetorial e que R C t. Logo a derivada de
uma curva em R estd em t. O item (c) é andlogo ao (b), sendo u espago vetorial e
UcCu ]

Proposicao 3.10. Temos que
QX =q(X) e RU)X=rX).
Demonstracao. As aplicacoes

m: GxG — G e v: G — GxG
(91,92) V= G192 g — (Qg),R(g9))

sao ambas diferencidveis com m/(I,1)(X,Y) =Y + X (ver Proposigao A.16) e
P(9)X = (Q'(9)X, R(9)X).
Além disso, segue da decomposicao QR que

IdG:mo¢.
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Assim, derivando Idg = m o % na direcao de X, temos pela regra da cadeia que
X = (mo)(H)X =m/(I,I)oy)/(I)X
= m/(I, Q' ()X, R'(I)X)
= QU)X+ R(I)X

Além disso, decorre da proposi¢ao anterior que Q'(1)X € q e R'(I)X € v. Assim, pela
unicidade da decomposi¢ao g = ¢ & t, temos que

QX =q(X) e RIX=xX).

3.2.3 Propriedades da equacgao diferencial

Proposigao 3.11. O campo do fluxo ¢(t, X), definido em (3.3), é dado por
g—g X [X X))
Demonstracao. Devemos derivar
(t, X) = Ad(Q(g") )X
em ¢t = 0. Considere
Adyx : G — g, Adx(g) = Ad(g)X
que possui derivada
Ad (DY =ad(Y)X = [Y, X], Y eg,
pela Proposigao 3.6. Temos que
X(t) =AdyoioQoexp(tX),
de modo que, derivando em ¢t = 0, temos
X'(0) = Ad (1) 0 #'(1) 0 Q'(I)X = Ad (1) o (=q(X)) = [-a(X), X] = [X, q(X)],
onde usamos as Proposicoes 3.7 e 3.10. [

Teorema 3.12. Seja X () a solu¢ao do PVI

{X’(t) = [X(t),q(X(®))]
X(0) =X.

Entao,

(i) X(t) é unitariamente conjugada a X e definida para todo t € R.
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X(t

_—
diag
diag(X(t))

X(0) = X X

@ d

X(0) = X

Figura 3.1: Itens (ii) e (iii) do Teorema 3.12

(ii) Se os autovalores de X tém partes reais distintas, entdo X (¢) converge para uma
forma de Schur para X. Mais precisamente,

X(t) —u  quando t— 0

e sua diagonal converge para um vetor cujas entradas sao os autovalores de X.

(iii) Se X é hermitiana entao X () é hermitiana para todo t. Se, além disso, os auto-
valores de X sao todos distintos, entao X (f) converge para uma matriz diagonal.

Demonstragao. (i) Da proposigao anterior, o fluxo da EDO ¢é dado por
X(t) = Ad(k;HX, onde k; = Q(exp(tX)) com teR.
Assim, X (t) é unitariamente conjugado a X (0) = X para todo t € R.

(ii) Se os autovalores de X tém partes reais distintas entdo X tem autovalores dis-
tintos, logo é diagonalizavel e a cada autovalor de X corresponde um autovetor.
Ponha g = exp(X). Seja A autovalor de X com autovetor correspondente v, entao

=X RN
guv = exp(X)v = N R = M.

k=0 k=0

A

Entao os autovalores de g sao da forma e*, com A\ autovalor de X. Pondo A\ =

a + 1b, temos
|6>\} = |ea| ‘ eib| — |ea| _ |€Re(>\)| _ eReo‘)‘
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Logo, os autovalores de g tém moddulos distintos. Pela Observacao 2.18 temos
entao que
tlim gle=qee€F, teR, (3.7)
— 00

para algum g € Q. Segue que ge é ponto fixo de ¢g' em FF, para todo ¢t € R, isto é
dlge=qe = q '¢'qge=ce, teR.

Assim, temos que
¢ 'glq=exp(tAd(¢HX) € G, =U

para todo t € R e, derivando essa curva em ¢t = 0, segue do Lema 3.9 que
Ad(gHX €u.

Da equagao (3.7) temos que Q(g') converge para ¢ a menos de multiplicagao
a direita por diagonais unitdrias. Entao, X(t) = Ad(Q(¢")™')X converge para
Ad(¢™)X € uamenos de conjugagio por diagonais unitarias. Assim, concluimos
que

X(t) —u quando ¢ — o0,

e que e sua diagonal converge para um vetor cujas entradas sao os autovalores de
X, como queriamos.

(iii) Pelo item (i), se X é Hermitiana, entao X (¢) também o é (ver Proposigao A.13).
Se X hermitiana tem autovalores distintos, como eles sao todos reais, suas partes
reais sao distintas. Segue do item (ii) que a parte triangular estritamente inferior
de X(t) converge para zero e, como X (t)* = X(t), sua parte triangular estri-
tamente superior também converge para zero. Assim X (t) converge para uma
matriz diagonal, como queriamos.

]

3.2.4 Funcgao altura em g

Dado um produto hermitiano (-, -) num espago vetorial complexo e fixado um vetor H,
a altura do vetor X com respeito a H é dada por

Re (X, H).

Fixando o produto hermitiano de Frobenius em g e H € g diagonal hermitiana e
positiva, veremos que, para uma condi¢ao inicial X € g hermitiana, a altura do fluxo
X(t) =Q(g") ' XQ(g") com respeito a H é decrescente (ver Teorema 3.16).

O produto de Frobenius em g é dado pela aplicacao

(-,): gxg — C

(X,Y) — (XY, (3:8)

onde tr(-) é o funcional linear traco em g definido por tr(X) = soma das entradas da
diagonal de X. Uma vez que a ij-ésima entrada de XY™ = XY 6

(XY*)y =) XY i,
k=1
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temos que

(X,Y) = tr(XY™") = ) XV,

ik=1

que é o produto hermitiano canonico em €™, na identificacio natural de g = gl(n,C)
com C". Dados A € C e X,Y, Z € g, temos as seguintes propriedades

(1) A X +Y,Z)= XX, Z)+ (Y, Z), em virtude da linearidade do traco e da bilinea-
ridade na multiplicacao de matrizes.

()

(2) (X,X) =) XyXy =) |Xi° onde X; ¢ ai®linha de X. Entdo, (X,X)>0e
ik
(X, X) =0 se, e somente se, X = 0.

(3) (Xa Y) = (Y> X), uma vez que ZXikVik = Z Yikyik-

Portanto, (3.8) é um produto hermitiano em g. Além disso,
(X*Y*") = tr(X*Y)
= tr(YX") (tr(AB) =tr(BA), ¥V A, B € g)

— (¥, X)

= (X,Y) (pela propriedade (3)).

Logo,

(X Y") = (X,Y), VXY eg. (3.9)
Temos ainda que

([X,Y],Z) = _([Y7X]7Z):_tr([Y7X]Z*>
= —tr(Y[X, Z%)) = tr(Y[X*, Z])

= (Ya [X*,Z]),

onde usamos que tr(AB) = tr(BA) e que [A, B]* = —[A*, B*] para todos A, B € g,
como ¢ facil verificar. Em particular, se X é anti-hermitiana entdo ad(X) também o é,
isto é, se X* = —X, entao

(ad(X)Y, Z) = (Y, —ad(X)Z2), VY, Z eg. (3.10)
Considere o conjunto das matrizes diagonais
0={Xeg:X;;=0,sei#j},
o conjunto das matrizes triangulares estritamente inferiores

n={Xeg:X;;=0sei<j}
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e o conjunto das matrizes triangulares estritamente superiores
+:{XGQXUZOSGZZ]}

Proposicao 3.13. Com relagao ao produto hermitiano (3.8), temos a decomposigao
ortogonal
g=n ®0dn’.

Demonstragao. Que g =n~ +0+nt é imediato. Além disso, se d = diag(ay, - ,a,) €
0, entdo (Xd*);; = X;;a; e dal,

(X,d) = Z (X d*)s; meal

Como as diagonais das matrizes em n~ e n™ sao nulas, temos que

(n,0)=(n",0)=0. (3.11)
Por outro lado, se X € n~ eY € n', entao X;, = 0O parai < ke Yj, = 0 parai > k.
Entao,
= ZXikYik; = 0.
ik
Logo,
(n~,n*)=0. (3.12)
As equagoes (3.11) e (3.12) mostram que a soma g =n~ 4+ 0 + n™* ¢é ortogonal.
m
Para k,l =1,...,n, considere a matriz
Eu € g,

cuja kl-ésima entrada é 1 e as demais sao nulas. Ou seja, Ey = (x;;) com x;; = 0;,0;1,

onde
5 0, se 1#]j
Y, se i=].

Proposicao 3.14. Seja H = diag(ay, -+ ,a,) € 0. Entao, o conjunto {Ey; : 1 < k, [ <
n} é uma base ortonormal de autovetores de ad(H) em g, tal que

ad(H)Ekl = (ak — al)Ekl.

Em particular,
o,njJcn™ e  [o,nf]Cn’ (3.13)

Demonstragao. Seja X = (X;;) € g. Entao,

X = Z XuE

k=1
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mostra que {Ey : 1 < k,I < n} gera g. E facil ver que este conjunto ¢é linearmente
independente e
0, se Ez'j # By

(Eij7Ekl) - (5ik(5ﬂ - { 1, se Ez‘j = Ekl.

Portanto, {Ey; : 1 < k,l < n} é uma base ortonormal de g.
Por outro lado,

HEy — EyH = (a;0i01) — (aj0x05) = (ar — a;)(0id51) = (ar, — a;) Eyy.

Assim, pela linearidade de ad(H), vale

ad(H)X = Z Xklad(H)Ekl = Z (ak — al)XklEkl, VXe 4d, (314)
k=1 k=1
de onde obtemos o resultado desejado. O]
Fixe H = diag(ay, . ..,a,) com a; € R para todo i e considere a aplicacao f : g — R
dada por

f(Y) =Re(Y, H),

a qual chamamos func¢do altura em g com respeito a H. Dado X € g, tomemos X ()

solucao do P.V.L.
{ X'(t) = [X(1),a(X(1))]
X(0) =X.

Para calcular a derivada de f(X(¢)) com relagao a ¢ consideramos

Proposicao 3.15. Temos que

d

5 (X (@), H) = —{(X (), [H, X(t)-]) + (X(&)+, [H, X (1)-])"}, teR

Demonstragao. Ora,

d

—(X(0), H) = (X'(t), H) = ([X(), a(X(1))] H)

= —(X@®),[H,a(X@®)])
- (Y [H V),
onde fizemos Y = X(¢). Da equacao (3.5) temos que
aY) =Y — (V) + i,

de onde segue que
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[H,q(Y)] = [H,Y_]—[H, (Y_)"] (pois H € 0 comuta com iImYj € 0)

= [HY_]-[H",(Y)"]  (pois H* = H)

= w+w (por (3.13)).
Daf,

Y. [HqY)) = (Vo+Yo+Yy, [HY.]+[HY.])
= (Y, [HY)+(Yy, [HY])  (ver Proposicio 3.13).
0

Teorema 3.16. Se X (0) = X ¢ hermitiana, entao f(X(t)) é estritamente decrescente
e é constante se, e somente se, X(0) = X é diagonal. Em particular, f é fungao de

Lyapunov para esse sistema dinamico.

Demonstra¢ao. Sendo X = X (0) hermitiana, temos que Y = X(¢) é hermitiana para

todo t € R por ser conjugagao unitaria de X (ver inicio desta se¢ao). Logo, Y, = (Y_)

e portanto,

Y [Hq(Y)])) = (Yo, [HY]) + (V)" [H,Y])

= (Y,,[HY.)) + (V_,[H Y],

onde usamos a propriedade (3.9).
Supondo a; > - -+ > a, > 0, temos que

[H,Y_] = (a;i — a;)Yy; Ej,

1<j

o que nos da
(VoL [HY ) =) (@i —ap)|Y,* € R.

1<j

Logo,

(Y, [H,q(Y)]) = (Y-, [H.Y-]) + (Y-,[HY-])=2) (

i<j

a; — a;)|Y;[* > 0
——
>0

*

e ¢ igual a zero se, e somente se, Y;; = 0 para ¢ < j, ou seja, Y ¢ diagonal. Como

%(f(X(t))) = —(Y,[H,q(Y)]), obtemos o resultado desejado.

]
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Apeéendice A

Topicos Matriciais

A.1 Operacoes elementares e matrizes de permutacao

Dada uma matriz X € g = gl(n, C), consideramos as seguintes operagdes elementares
sobre as colunas de X.

(M) Multiplicagao da j* coluna de X por um escalar X e

(C) Substituicao da j* coluna de X pela coluna j mais A vezes a coluna k.

Denotaremos por X — X' para indicar a matriz X’ obtida a partir de X via
operagoes elementares. Pondo C; a j* coluna de X, reescrevemos as operagoes acima
como segue.

(M) Oj — )\OJ e
Além disso, ponha

(o lvl ) eg

a matriz identidade salvo a j* coluna, que tem o vetor v. Podemos realizar as operacoes

elementares (M) e (C) por multiplicacao a direita de X pelas matrizes Ejyy = (- | Aej [;-++)
e Ec=(---]ej+ Xeg |;---), respectivamente, como segue.

(M) X — XEy e

(C) X — XEc.

Note que E); é diagonal e E- tem 1 nas entradas da diagonal, é triangular superior se
k < j e triangular inferior se k > j. Observe ainda que aplicagoes consecutivas de (C)
nos da

k k

J
que sera realizada pela multiplicacao a direita de X por uma matriz triangular superior
desde que os indices k sejam tais que k& < 7 ou por uma matriz triangular inferior se
k > j para todo k.

Observagao A.1. Analogamente as operacoes elementares sobre colunas, podemos re-
alizar operagoes elementares sobre linhas como seque. Se X € g tem linhas Ly,--- , L,,
as operacoes

(M’) Lj — /\LJ e

49
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(C’) Lj — Lj + )\Lk
indicam multiplicacao da 7* linha pelo escalar \ e a substituicao da j* linha pela com-
binacao da linha 5 com X vezes a linha k. Estas operagoes podem ser realizadas a partir
de operacies sobre as colunas de X' e correspondem a multiplicar X por matrizes ade-
quadas a esquerda.

(M) X - E! X e

(C’) X — ELX,
onde Ey e E¢ foram definidas acima.

Observagoes analogas as que fizemos para operacoes elementares sobre colunas va-
lem para operacoes elementares sobre linhas. Por exemplo, Eh é diagonal e Eg, que
tem 1 nas entradas da diagonal, é triangular inferior se £ < j e triangular superior se
k>j.

Agora estudaremos as matrizes de permutacao. Dado o € S,,, ponha

Ia = (60(1) | tee | 60(71)) € Qa

onde () é o conjunto das matrizes unitarias, ou seja, matrizes cujos vetores coluna sao
ortonormais entre si. Equivalentemente, I, é um operador linear em C" definido por

Ie; = egu),1=1,-+-,m,
isto é, permuta vetores da base canonica de C" segundo o. Chamamos os elementos de
P={l,:0€S8,}
de matrizes de permutacao.

Proposicao A.2. Sejam o, 7 € S,. Entao valem as seguintes propriedades.

(1) LIf =1.

(2) I.I, = I,,. Em particular, I;! = I,-1.

(3) I, age em X € g permutando suas colunas segundo o quando multiplicada a
direita. Ou seja,
(C)) = (Coyy) + X = X1,

(4) I, age em X € g permutando suas linhas segundo o~! quando multiplicada &
esquerda. Ou seja,
(Ll) — (Lg—l(i)) X - [ X.
Em particular, temos que

I (aij) o = (ar@e()-

Demonstragao. (1) Decorre de I, ser unitaria com entradas reais.
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(2) Temos
(I; o I)e; = I.(I5€;) = Ireos) = €ro(i) = Ir0€;, paratodo i=1,--- n.

Logo, I, o l, = I, ¢
1= 100—1 = [a o) [o—l,

que nos da I;! = I,-1.

(3) Para todo Y € g, temos Y = (Yey|---|Ye,), ou seja, o produto Ve, é a k* coluna
de Y. Assim,

k* coluna de X1, = (X1,)ep = Xesry = o(k)* coluna de X.

Portanto,
X1, = (Cl| T |Cn)]z7 = (Cﬂ(l)l T |CU("))

(4) Decorre de (3), uma vez observado que (1) e (2) nos dd I,-1 = I e entdo

(Io(ai))' = (@) I} = (0;) o1 = (ajo1(3))-
Logo,

Iy (aij) = (Io(aip)™ = (ajo-10)" = (a5-1037,);
como queriamos.

O

Corolario A.3. P é subgrupo de G tal que a aplicacao 0 € S, — I, € P é um
isomorfismo de grupos. Além disso, se X € ge o € S, entao a diagonal de I;' X1, ¢ a
diagonal de X permutada por 0. Em particular, se d é diagonal entao I 'dI, também
é diagonal para todo o € S,,.

Demonstragao. A propriedade (2) da proposigao acima garante que P é um subgrupo
de G, com unidade I = I, tal que 0 € S,, — I, € P é um isomorfismo de grupos.
Para a segunda parte, basta notar que pondo X = (Xj;), temos que

I X1, = (Xo@yo())-

A.2 Conjugacoes que fixam a diagonal

Considere o subgrupo de G
U' ={g €U :diag(g) = I}

formado pelas matrizes triangulares superiores com entradas na diagonal todas iguais
a 1 e o subgrupo de G
L'={g € L:diag(g) = I}

formado pelas matrizes triangulares inferiores com entradas na diagonal todas iguais a
1. O préximo resultado é bastante importante nesta dissertacao.



52 Apéndice A. Topicos Matriciais

Lema A.4. (i) Para d diagonal e X € g, temos que a ij-ésima entrada de d~*Xd é
(d'Xd);; = dy;' Xijdy;. (A1)
Em particular,
(i) Seue U el e L', entao
diag(u~'du) = diag(I~'dl) = diag(d).
(iii) Toda matriz em L se decompde como produto de uma matriz diagonal por uma
matriz em L. Analogamente, toda matriz em U se decompoe como produto de
uma matriz diagonal por uma matriz em U’.

Em particular, matrizes diagonais sao fixadas por conjugacao por matrizes trian-
gulares invertiveis.

Demonstragao. (i) Imediato.
(i) Se u € U’ entdao du = (d;;u;;) pertence a U com diagonal igual a diagonal de d.
Como U’ é grupo, temos u~! triangular superior com 1 nas entradas da diagonal,
e portanto
diag(u*du) = diag(du) = diag(d).
Analogamente se mostra que se [ € I/, entao

diag(I~'dl) = diag(d).

(iii) Cada | € L pode ser escrita como o produto [ = 'd oul = dl', com ' € L' e d
diagonal nao necessariamente as mesmas nas duas decomposicoes. Com efeito, se

as entradas da diagonal de [ sao A1,...,\, e seus vetores colunas sao cy, ..., Cy,
entao
~1 ~1
L= (ca]-len) = (A el -+ A en) (M| -+ [Anen),
NS ~~ NS ~~ v
e L diagonal
onde ey, , e, sao os vetores canonicos de C". O mesmo processo aplicado em

I nos da [ = dl'.

Analogamente, temos que cada u € U pode ser escrito como o produto u = du’
ouu =u'd, com v € U’ e d diagonal.
m

Observacao A.5. (1) Seja d = diag(\y,...,\,) com N\; # o para todo i = 1,...,n.

AN
Entao, para todo t temos que a ij-ésima entrada da matriz d'Xdt é (/\—Z) Xij.

J
Em particular, a diagonal de d'Xd™* € a diagonal de X.

(2) Se uw € U, podemos ainda escrever u = sr, onde s € diagonal com entradas de
maodulo 1 e r € triangular superior com diagonal positiva. De fato, basta escrever
u = du' com d diagonal e v’ € U’ (ver Lema A.}) e fazer a decomposi¢ao polar
das entradas de d, pondo d = sd' onde s € diagonal com entradas de maodulo 1 e
d' diagonal com entradas reais positiva, tomando r = d'u’ triangular superior com
diagonal positiva.
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A.3 Decomposicao de Gauss (PLU)

Esta decomposicao é o correspondente matricial do pivoteamento Gaussiano com per-
mutagoes. Sejam L = {(g;j) € G:g;; =0, Vi< j}teU={(g;5) € G:gi; =0, Vi < j}
os conjuntos das matrizes invertiveis triangulares inferiores e superiores, respectiva-
mente. Como os elementos de L e U sao invertiveis e o determinante de uma matriz
triangular é o produto de suas entradas na diagonal, segue que os elementos de L e U
nao contém zeros na diagonal. Além disso,

Proposicao A.6. L e U sao subgrupos de G.

Demonstragao. Seja g € G e escreva diag(g) = (a1, ,a,). Entao g € U se, e
somente se, sua k* coluna é

ger = xey + -+ xepy +agep, e ap#0 (A.2)
para todo k = 1,...,n, onde os asteriscos sao escalares. Assim,

g(ler, -+ ,ex]) = [er, -+, ex] para todo k, (A.3)
em que [eg, -+ ,ex] é o subespaco gerado pelos vetores eq,--- ,e,. Reciprocamente,
se g € G satisfaz (A.3), entdao de gle;] = [e1] temos que ge; = aje; com a; # 0.
Supondo que (A.2) vale para k = 1,...,n — 1, de gle1, - ,ex41] = [e1,- -+ ,exq1] €
glei, -+ ,ex] =ler, -+ ,ex], temos que (A.2) vale para k+ 1. Assim, g € U se e somente

se satisfaz (A.3). Portanto, se uj,us € U, ou seja, satisfazem (A.3), é facil ver que
uj 'uy também satisfazem, ou seja, u; us € U. O que significa ser U um subgrupo de
G.

Para vermos que L é subgrupo de G, basta notarmos que L = UT = {u' : u € U}.

De fato, tomando l; = u{ ely = ug em L, com uy,us € U, temos que

I = (ul) ™Mb = ()Tl = (uguy ™)
pertence a L, uma vez que ugu; ' € U. [l

A decomposicao PLU para GG que trataremos aqui, via operacoes elementares sobre
as colunas de uma dada g € G (ver Se¢ao A.1), nao é mais que a eliminagao Gaussiana
com pivoteamento.

Proposicao A.7. Se g € GG, entao existem p € P, | € L e u € U tais que g = plu.

Demonstracdo. Seja i, o nimero da primeira linha nao nula da coluna 1 de g, que
existe por g ser invertivel. Fazendo L, <+ L;,, isto é, transpondo as linhas 1 e 4, de
g, existe p; € P que determina esta transposicao quando multiplicado a esquerda de
g. Entdo, o elemento (11) de p;g é ndo nulo. Dai existe u; € U (ver Segao A.1) que,
multiplicada a direita de p;g, fixa a primeira coluna e anula as entradas restantes da
primeira linha. Ver Figura A.1 abaixo.

Agora seja 13 0 nimero da primeira linha nao nula da coluna 2 de p;guy, que existe
por pigu; ser invertivel. Fazendo Lo <+ L;,, isto é, transpondo as linhas 2 e i3 de g
obtemos p, € P tal que o elemento (22) de popigu; é ndo nulo. Dai existe us € U que,
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multiplicada a direita de pspiguq, fixa as colunas 1 e 2 e anula as entradas restantes
da segunda linha. Como esta ilustrado na Figura A.1.

Repetindo o processo acima para as colunas subsequentes, até a n®, obtemos p’ =
Pn_1---pap1 € Peu = ujug---u,_1 € U tais que p'gu’ = [ € L. Portanto existem
p=@)teP leLeu= ()" eU tais que

g = plu.

.
il

NN

I e

Figura A.1: Eliminacao Gaussiana com pivoteamento.

Observacao A.8. Na decomposicao PLU de G tanto os fatores triangulares quanto
a permutacdo nao sao unicamente determinados pela matriz em G, como mostra o
sequinte exemplo.

P l u
00 1 001\N/100\/1 3 0\
130])] = [10 2 0 0 -1 0
2 4 0 010 00 1 0 0 1
00 1 2 0 0 1 2 0
— (o010 1 -1 0 0 —1 0
100 0 0 1 0 0 1
v % Y

Isto ocorre porque as matrizes triangulares dependem das linhas transpostas, de acordo
com a demonstracao da proposicao anterior. As transposicoes por sua vez determi-
nam uma permutacdo, mas nao necessariamente de maneira unica como estd claro no
exemplo acima.
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A.4 Decomposicao de Iwasawa (QR)

Esta decomposicao é o correspondente matricial do processo de Gram-Schimdt. Con-
sidere

Q={9eCG:gg=1}

o subgrupo de G = Gl(n, C) constituido pelas matrizes unitarias, ou seja, com colunas
ortonormais, e

R:{gGU:gii>0, Vl}

o subgrupo de G constituido pelas matrizes triangulares superiores com entradas posi-
tivas na diagonal principal.

Nesta se¢ao mostraremos que G = QR, isto é, todo elemento g € G se decompoe
como um produto g = gr, com ¢ € @ e r € R. Além disso, como Q N R = {I} temos
que esta decomposicao € unica. De fato, se ¢ € QN R entao g € R é triangular superior,
idem para g’ = ¢* = ¢g7! € R. Assim, g = diag(A,---,\,), com \; > 0 e [\] = 1,
para todo i, ou seja, g = I.

Para a decomposicao G = Q) R, relembremos o processo de ortogonalizagao de Gram-
Schimidt (ver Secao 8.2 de [?]). Seja {g1,- - , g} um conjunto de vetores linearmente
independentes em C". Entao existe uma base ortogonal {wy,--- ,w,} de C" tal que

ger{gi,- -+ , g} = ger{wy, -+ ,wy}, k=1,---.n.

Os vetores wq, - - -, w, sao obtidos indutivamente da seguinte maneira. Ponha w; = ¢;
e suponhamos que wy, -+, w,, (1 < m < n) tenham sido escolhidos de modo que para
cada k entre 1 e m, {wy, - -+ , wy} seja uma base ortogonal do subespaco ger{gi,- - , gx }-

E entao ponha

m

_ (gm+17 wk)
Wm+1 = Gm+1 — Z ka,

onde (-, -) é o produto interno canénico em C". Note que os vetores wy, - - - , w,, obtidos
acima sao ortogonais, mas nao necessariamente ortonormais. Este processo pode ser re-
alizado via operagoes elementares sobre as colunas de g = (g1 - - - |gn) € G substituindo
cada coluna de g por combinacoes lineares adequadas com as colunas anteriores, ou
seja, multiplicando ¢ a direita por matrizes triangulares superiores com 1 na diagonal
de modo a obter

gr' = (w1 |Jwn),

onde 7 € R tem 1 nas entradas da diagonal e wy,--- ,w, sdo os vetores ortogonais
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descritos acima. Mais precisamente, temos

g1 — wy S 9g—9
_ (g2, w1) .
g2 —> W2 = g2 — w2 wq g gr,
(927w1)

onde 7 = < e

m

(9m+1, wk)
Im+1 > Wmal = Gm+1 — E 2 Wy, g > gri - Tm—1Tm,
= ol
1, W)
onde 7, = |--|emi1 — m+’2 - | €R.
— |wg|
k=1 m~+1

Observe que cada r; é triangular superior com 1 na diagonal. Ao final, pondo
=1y Ty 1, obtemos gr’ = (wq]| - - |w,). Logo,

_ w W, _
9= ol une) = (2 )l—,) (unler | = | fwmlea)()
Pondo ¢ = DL e Qer = (lwler | -+ | [walen)(r)™t € R, temos a
|| ||

decomposi¢ao g = gr desejada, conhecida como decomposi¢ao de Iwasawa ou decom-
posicao QR de GG. Mostramos o seguinte

Teorema A.9. Uma matriz ¢ € G se decompoe unicamente como o produto g = qr,
comg€eQereR.

Pela unicidade da decomposicao QR de G, estao bem definidas as aplicacoes

RQ: G — @ e R: G — R
g — q g +— T

que, por um abuso de notacao, denotamos pelas respectivas letras dos subgrupos @) e
R de G. Pela construgao da decomposicao ()R para o teorema acima, uma vez que sao
diferencidveis o produto interno em C" e a norma em C" \ {0}, obtemos o seguinte

Corolario A.10. As aplicacoes Q e R sao diferenciaveis.

Temos ainda da unicidade da decomposi¢ao acima que a aplicacao () satisfaz: @) o
Q = Q, é Q-equivariante a esquerda e R-invariante a direita, ou seja,

Q(qgr) = qQ(9g), qgeQ, geGer e R.

Em particular, temos que

QgQ(h)) = Q(gh). (A.4)
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A.5 Forma de Schur

Dada uma base ordenada b € Gl(n, C) e um operador linear X € gl(n, C), a matriz de
X na base b é dada por
b~ Xb,

onde os vetores da base sao as colunas de b. Uma base b na qual X é triangular
superior sera chamada de base de Schur para X e a matriz triangular superior b= Xb,
uma forma de Schur para X.

Teorema A.11. Dada X € gl(n,C), existe uma base de Schur b € Gl(n,C). Em
particular,

(i) X possui ao menos um autovetor.
(ii) A diagonal de uma forma de Schur para X é composta pelos autovalores de X.

iii) Uma base de Schur b para X pode ser ortogonalizada. Mais precisamente, apli-

iii) Uma base de Schur b X pod togonalizada. Mai i t li
cando o processo de Gram-Schimdt as colunas de b, obtemos uma base ortogonal
q € @@ que ainda é base de Schur para X.

(iv) Se X é hermitiana, entdao X é unitariamente conjugada a uma matriz diagonal,
ou seja, ¢~ X¢q é diagonal para algum ¢ € Q.

Demonstragao. Como C é algebricamente fechado e p(A) = det(X —AI) é um polindmio
em A, existe A\ € C tal que det(X — A1) = 0. Assim obtemos v; € C" com v; # 0 no
nicleo de X — {1, isto é, tal que

X’Ul = )\1’01. (A5)

Entao, X[v1] C [v1] e X induz um operador linear no espago vetorial C"/[v;] = {v+[vq] :
v € C"} definido por
C'/l] — C"/[vi]

v+ [v1] — Xov+ |

Por um argumento andlogo ao que fizemos acima, existem vy + [v1] € C"/[v1] com
vg & [v1] e Ay € C tal que
XUQ + [Uﬂ = >\2(U2 + [’01]).

Assim obtemos vy € C" linearmente independente de vy, uma vez que vy ¢ [vy], tal
que Xvy € Agvs + [v1]. Em particular temos que X[vy,vs] C [v1,v2]. Repetindo este
processo sucessivamente, obtemos uma base 5 = {v,vs, -+ ,v,} de C" tal que, para
todo k=1, --- ,n temos

X[or, -+ 08 € [or, -+, vg)-

Pondo b a matriz invertivel cujas colunas sao os vetores da base ordenada [, segue que
b= X é triangular superior, como queriamos.

(i) Segue de (A.5) que v; é um autovetor de X, visto que vy # 0.
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(ii) Se X € g é triangular, seus autovalores sao as entradas da diagonal com multi-
plicidade igual a quantidade de vezes que aparece, tendo em vista que X — I
permanece triangular e, portanto, det(b~*Xb — A\I) = det(X — AI) é o produto
dos elementos de sua diagonal.

(iii) Faga a decomposi¢ao QR de b = ¢r, com ¢ unitaria e r triangular superior (ver
Secao A.4). Entao a base ortogonal dada pelas colunas de ¢ s@o o resultado do
processo de Gram-Schmidt aplicado aos vetores de 5. Temos que ¢ é uma base
de Schur para X. De fato, de ¢ = br~! segue que

¢ 'Xqg= ?"(b_le)r_l,

é triangular superior, uma vez que r e (b~ Xb) sao triangulares superiores e as
matrizes triangulares superiores sao fechadas para composicao.

iv) Sendo X hermitiana e ¢ uma base ortogonal, ¢~!X¢ também é hermitiana (ver
q g q q

Proposigao A.13). Temos entao que a forma de Schur ¢~'X¢ é hermitiana e
triangular superior e, portanto, diagonal.

A.6 Algumas funcoes matriciais

Dado X € g = gl(n,C), considere X* = X' o transposto conjugado de X. Dizemos
que X é hermitiana (respectivamente anti-hermitiana) se X* = X (respectivamente
X*=-X).

Proposicao A.12. Valem as seguintes propriedades.

(1) Se X ¢ hermitiana, entao sua diagonal tem entradas reais.

(2) Se X ¢é anti-hermitiana, entdo sua diagonal tem entradas imagindrias.

(3) (X7)" =X

(4) tX) =tX*, teR

B) (X+Y) =X"+Y*

(6) (XY)* = V*X*

Para demonstragoes das propriedades acima, ver [9] paginas 15 e 178. Considere o
conjunto () das matrizes unitdrias.

Proposicao A.13. Se X € g é hermitiana e ¢ € @, entdao ¢~ X¢ é hermitiana
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Demonstracao. De q € Q, temos ¢*q = I, de onde temos
¢=q¢" e (¢)=¢"=q¢
Assim, como X* = X, segue que
(' Xq)" =¢'X"(¢7")" =g ' Xq.
Portanto, ¢~ X ¢ é hermitiana. O]

Para todo X € g, definimos a ezponencial de X pela série convergente

exp(X) = R

k=0

Proposicao A.14. A imagem de exp é todo o grupo Gl(n,C). Dados X,Y € ge
g € G, valem as seguintes propriedades.

(i) g7 texp(X)g = exp(g~'Xg)
(ii) exp(X)* = exp(X™)

(iii) Se [X,Y] = 0, entdo exp(X +Y) = exp(X)exp(Y). Em particular, exp((t +
$)X) = exp(tX)exp(sX)

(iv) exp(X)~" = exp(-X)

Demonstra¢ao. A primeira afirmacdo vem do falo de exp : gl(n,C) — Gl(n,C) ser
sobrejetora para matrizes complexas (ver [9]). Para as outras afirmacao, vamos apenas
dar as idéias (para mais detalhes consulte [9]).

(1) Para cada k € N, temos que
(97" Xg)" =g X"g.

Portanto,

1 1 - Xk
glexp(X)g = g7 (D 7|9
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(2) Note que

N N t
(XT)k_ Xk
2 = X)) vNew
k=0 k=0

Portanto, como a aplicacio X — X' é continua, segue que

Assim,
(exp(X))* = exp(X) = exp(X)! = exp(X') = exp(X*)

(3) Se [X,Y] =0, entao pela regra do binémio de Newton, vale

k k
k!
X Y mek‘—m — mek m
=3 () = 3
e dali,

XY

exp(X+Y) = kzz -
-0

m=0
= Zmi mzl'Yl (l:=k—m)

= exp(X)exp(Y).

(4) Basta tomart =1e s= —1em (3).

Proposicao A.15. Seja X € g. Entao a curva o : R — g definida por
a(t) = exp(tX), teR,

satisfaz o PVI
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Demonstragao. Ora,

a(t) =exp(tX) = Z (tii) = Z X—!tk.

k=0 k=0

Como podemos derivar essa série termo a termo (ver [9]), temos que

o(t) =

Proposicao A.16. Se B : g x g — g ¢é bilinear, entao B ¢é diferencidvel com

B'(X,Y)(Z,W) = B(X,W)+ B(Z,Y).

Demonstracao. Temos que

B((X,Y)+(Z,W))=B(X,Y)+B(X,W)+B(Z,Y)+ B(Z,W)

B(Z,W)

e que ———— — 0 quando (Z, W) — 0, onde tomamos em g X g qualquer norma | - |.

(Z, W)

Portanto, B tem derivada

B'(X,Y)(Z,W) = B(X,W)+ B(Z,Y),

como queriamos.
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Apendice B
Topologia

Este apéndice tem por objetivo o estudo de algumas ferramentas de topologia que
aparecem ao longo da dissertacao, tais como espacos homogéneos e fluxos.

B.1 Espacos Topolégicos

Seja X um conjunto nao vazio. Uma topologia em X é uma familia 7 de subconjuntos
de X que satisfaz as seguintes propriedades.

(1) 0 e X pertencem & 7.

(2) 7 é fechado para uniao arbitréria, ou seja,

{A,\})\CT:>UA)\€T.
A

(3) 7 é fechado para intersecgao finita, ou seja,

A1,~~,An€7':>ﬂAiET.

i=1

O par (X, 7) é chamado espacgo topoldgico, os elementos de 7 sdo chamados abertos
e seus complementares sao chamados fechados. Quando nao houver confusao sobre a
topologia escreveremos simplesmente X no lugar de (X, 7).

Sejam (X, 7) um espago topolégico e Y C X um subconjunto nao vazio. Entao

Ty:{AﬂYZACX}

¢ uma topologia em Y, a qual chamamos de topologia induzida por 7, ou por X. Neste
caso, dizemos que Y é um subespaco de X. E facil ver que se Y é um subespaco de X
e F' é fechado em X, entao F'NY é fechado em Y na topologia induzida por X.
Observe que a topologia induzida é a menor topologia de Y na qual a inclusao ¢ : ¥ —
X, y+—y, é continua.

63
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Se (X, 7x) e (Z,77) sao espagos topolégicos, podemos munir o produto cartesiano
X xZ={(x,z) 1z € X e z€ Z} com a topologia

T={AxXB:A€TxeBecrTy},
a qual chamamos de topologia produto em X X Z.

Definicao B.1. (a) Uma vizinhan¢a de um ponto z € X é um subconjunto V' de X
tal que x estd em algum aberto contido em V. V é dita vizinhanca aberta se é uma
vizinhanga de cada um de seus pontos.

(b) X é espago de Hausdorff, ou apenas Hausdorff, se para quaisquer pontos x,y €
X, com x # y, existem vizinhancas V e W de x e y, respectivamente, tais que
V NW = (. Dizemos, neste caso, que X é separdvel por abertos.

(¢) Uma sequéncia {z }ren em um espaco topolégico X converge para = € X, e escre-
Vemos

lim z, =z ou T — T,
k—o0

se para toda vizinhanca V' de x temos x, € V para k grande o suficiente.

Temos que se Y é um subespaco de um espaco de Hausdorff, entao Y é Hausdorft
([12], p. 100).

Proposicao B.2. Se X é Hausdorff, entao o limite de sequéncias convergentes em X
¢ unico.

Demonstrag¢ao. Se xp, — = e xp — y com x # y, entdao tomando em X vizinhangas
disjuntas V' e W de z e de y, respectivamente, temos que x, € V N'W para k grande
o suficiente, o que é absurdo. [l

B.2 Aplicacoes continuas

Sejam X e Y espacos topologicos. Uma aplicacao f : X — Y é dita continua se a
imagem inversa f~'(A) = {x € X : f(z) € A} é um conjunto aberto em X para todo
A aberto em Y. Dizemos ainda que f é continua num dado x € X se f~!(V) é uma
vizinhanga de x em X para toda vizinhanca V de f(xz) em Y. Assim, f: X —» Y é
continua se e somente se, é continua em todo z € X (ver [12], p. 104).

Proposicao B.3. Se a aplicagao f : X — Y é continua e sobrejetora, entao a imagem
por f de um conjunto denso em X é um conjunto denso em Y.

Demonstrag¢ao. Seja D C X um conjunto denso. Dado um aberto nao vazio A C Z,
afirmamos que AN f(D) # 0. De fato, temos que f~'(A) é aberto e niao vazio de
X, pois f é continua e sobrejetora. Dai, f~1(A) N D # 0, j4 que D é denso em X.
Novamente usando a hipétese de f ser sobrejetora, temos que f(f7!(A)) = A. Assim,
tomando = € f~'(A) N D, temos que f(z) € AN f(D). Logo, AN f(D) # 0, como
afirmamos. O
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Dizemos que uma aplicacao f : X — Y, entre os espacos topoldgicos X e Y, é um
homeomorfismo quando f é uma bijecao continua com inversa continua.

Proposicao B.4 ([12], p. 167). Se X é compacto e Y é Hausdorff, entdao uma bijegao
continua X — Y é um homeomorfismo.

Sejam X = (X, 7x) um espaco topoldgico, ¥ um conjunto e 7 : X — Y uma
aplicagao sobrejetora. Definimos em Y a topologia quociente dada por

m={BCY: 7 YB)cx}

Assim, temos que 7 é continua. Mais ainda, temos que essa é a maior topologia de Y na
qual 7 é continua pois, se 7y é uma topologia em Y para a qual 7 : (X, 7x) — (Y, 7y)
é continua, entao claramente 7 C 7.

Proposicao B.5. Se 7 : (X, 7x) — (Y, ) é aberta na topologia quociente de Y, entao
essa ¢ a unica topologia na qual 7 é continua e aberta. Neste caso, 7w possui a seguinte
propriedade de levantantamento. Uma aplicacao f : Y — Z num espaco topoldgico Z
é continua se, e somente se, seu levantamento fon : X — Z é uma aplicagao continua.

X
ﬂ_lxﬂ'
Y !

A

Demonstracdo. Seja Ty uma topologia em Y na qual 7 é continua e aberta. Tome
B € 7. Entao 7 (B) € 7x e, como 7 : X — (Y,7y) é aberta e sobrejetora, B =
m(m 1 (B)) € 7y. Isso mostra que 7, C 7v. Como 7 : X — (Y, 7y) é continua, temos
que 1y C T, 0 que mostra a igualdade.

Para a segunda parte, se f : Y — Z é continua, segue que o levantamento f o :
X — Z também o é, uma vez que m : X — Y é continua. Reciprocamente, se
o levantamento fonw : X — Z é continuo, entao dado A C Z aberto, temos que
f7HA) = w((f om)~'(A)) é aberto em Y, uma vez que 7 é aberta e (f om)~'(A) é
aberto em X. O

Observagao B.6. Se 7 : (X,7x) — (Y, 7:) € aberta entao a topologia quociente é
gerada por {m(A): A€ 7x}.

B.3 Topologia dos Espacos Homogéneos

Um grupo abstrato G é topoldgico se G é espaco topolédgico tal que a multiplicagao
(9,9) € GXx G+ gg' € G eainversio g € G —— g~ ! € G sdo continuas.

Proposicao B.7. Seja G um grupo topolégico. Se V' C G é aberto em G, entao
VX ={vzx:veVereX} e XV={w:zeXeveVl}

sao abertos em G para todo X C G
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Demonstracao. Dado x € G, a aplicagao g € G +— gxr € G é um homeomorfismo, com
inversa g € G — gz~! € G. Entao, se V é aberto em G, temos que Vz ¢é aberto em G.
Portanto,

VX =)V
zeX
¢ aberto em G. De maneira analoga mostramos que XV ¢é aberto em G. ]

Proposicao B.8. Seja A uma vizinhanca de g € GG. Entao, existe uma vizinhanca V'
de 1 em G tal que Vg (ou gV') é uma vizinhanga de g contida em A.

Demonstracao. Temos que a aplicacao ¢ € G — ¢'g~! € G é um homeomorfismo.
Logo, se A é uma vininhanca de g em G, entdao V = Ag~! é uma vizinhanca de 1 em
G com Vg contida em A. m

Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma acdo a esquerda de G em X é uma
aplicacao
m:Gx X — X, (9,2) —> g -,

tal que

{1-x =z
g-(¢gz) = (99) =

para todos ¢g,¢" € G e todo x € X. Escreveremos a justaposicao gx no lugar de g - x
quando a acao em questao estiver clara no contexto.

Se G é grupo topolégico e X é um espacgo topoldgico, a acao de G em X é continua
se a aplicagao m é continua, onde em G x X consideramos a topologia produto. De

agora em diante vamos considerar apenas ac¢oes continuas. A partir da acao de G em
X definimos

e acao de G em um ponto base xqg € X, m,, : G = X, por g — gz,
e aacao deum dado g€ Gem X, g: X — X, por z — gzx.

Segue das propriedades da a¢ao que g : X — X é um homeomorfismo de X com inversa
~1
g X = X.

Exemplo B.9. G age em si via multiplicacao, (g,¢') € G x G — g¢’ € G. Dado
g € G, as aplicagbes E, : ¢ € G —— g¢ € Ge D, : ¢ € G — ¢g € G sao
homeomorfismos com inversas Eg‘1 =E,, Dg‘1 = Dy1. E, da a agao a esquerda de
g € G no espago G e D, da a acao do grupo G' no ponto base g € G.

Considere que G age nos espacos topologicos X e Y. Uma aplicagao f: X — Y
é G-equivariante se fog=go f, Vg € G, ou seja, gf(x) = f(gz), Vg € G, Yz € X.
Dizemos que f é G-invariante se fog = f,Vg € G ,isto é, f(gx) = f(z),Vg € G, Vx €
X.



B.3. Topologia dos Espagos Homogéneos 67

Observagao B.10. f: X — Y ¢é G-equivariante quando o diagrama
XLy
|
comuta, onde g: X — X eqg:Y — Y sao acoes de g € G em X e Y, respectivamente.
Se H é um subgrupo de GG, temos o quociente
G/H={¢JH: ¢ € G}

das classes laterais a esquerda de H em G e a projecao natural 7 : G — G/H, ¢’ —
¢'H. Em virtude da sobrejetividade de 7, munimos G/H com a topologia quociente e
G x G/H com a topologia produto.

Proposicao B.11. A projegao 7 : G — G/H e a acao sobrejetora
m: GxG/H — G/H
(9.9'H) — g(g'H)=gg' H.
sao continuas e abertas.

Demonstrag¢ao. Para provar que 7 é aberta, tome um aberto A C G. Entao w(A) é
aberto na topologia quociente se, e somente se, 7~ (7(A)) é aberto em G. Temos que

7' (n(A)) = AH = | ] Ah

heH

¢é aberto, pois é a uniao dos abertos Ah.

Sejap=idxm:GxG—GxG/H, (9,9) — (9,9'H). Note que ¢ é aplicagao
sobrejetora, continua e aberta. Portanto, G x G/H tem a topologia quociente induzida
por . Assim, o seguinte diagrama ¢é comutativo

G— " ~G/H

GxG—>GxGJH

ou seja, mo w = mom, e m é continua se, e somente se, seu levantamento 7 o m para
G x G é continua. Logo, se U C G/H é aberto, como

gl om ! = (o) = (rom) ™,
temos que M~ (U) = po (mrom) }(U) é aberto Como m e 7 sdo continuas, segue que
m € continua.

Para mostrar que m é aberta, considere xy = H € G/H. Entdao mg, : G —
G/H, g — gH, coincide com a projecao natural = que é aberta. Como G/H é ho-
mogéneo e m,, ¢ aberta para um zo € G/H, segue que a agao de G em G/H é
aberta. ]
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Proposicao B.12. Se H C G é um subgrupo fechado, entao G/H = {gH : g € G}
munido com a topologia quociente ¢ Hausdorff.

Demonstragao. Dados gH # ¢'H em G /H, ou equivalentemente, g~ ¢’ ¢ H, queremos
U > gH eU' 3 ¢'H abertos e disjuntos em GG/H. Ora, considerando a proje¢ao natural
7:G — G/H, g~ gH, temos que os abertos em G/H sao imagens de abertos em G.
Assim, desejamos W 3 g e W’ 3 ¢’ abertos em G tais que m(W) N w(W') =), o que
ocorre se, e somente se, v 'a’ ¢ H, Yoz € W, Vo' € W', uma vez que vH # 2'H <=
r~'2’ ¢ H. Entao é suficiente que existam abertos em G, W 3 g e W’ 5 ¢ satisfazendo
W=W' Cc G — H. Encontremos tais W e W’. Para isto, considere a aplicacao

p: GxG — G
(v,2") —— a71a

que é continua, ja que G ¢é grupo topoldgico. Como H ¢ fechado em G, temos que
G — H > g 'g é aberto em G. Como ¢ é continua, ¢ (G — H) C G x G é aberto
na topologia produto de G' x G que contém (g,¢’). Logo existem W > ge W' > ¢
abertos em G tais que W x W' C o™ (G — H), isto é, W'W' = (W x W') € G- H,

conforme queriamos. [l
Fixado xq € X, a isotropia de xo em G, dada por
Gz ={9 € G: grg =20},
é claramente um subgrupo de G.

Proposicao B.13. Valem as seguintes afirmagoes.
(1) Se X ¢é Hausdorff, entao G,, é fechado em G, Vzy € X.
(2) Gyuy = 9Goog™ ", Vg € G, Vo € X.

Demonstragao. (1) Como a agdom : G x X — X é continua, my, : g € G — grg € X
é continua e dai G,, = my(zo) é fechado em G, ja que {z,} é fechado em X, pois X
¢ Hausdorff.

(2) Temos ¢g' € Gy, <= ¢'(g920) = gro <= (97'9'9)10 = w0 <= g 'g'g €
Gry < ¢ € gGuog~ . Portanto, Gy = 9Grog™ " O

Dado x € X, chamamos o subconjunto
Gr={gr:9€ G} =m,(G) C X

de G-orbita de x. A agdo de G em X é transitiva se Gx = X para um, e portanto para
todo, x € X, ou seja, X é uma G-6rbita. Equivalentemente, dados z,y € X existe
g € G tal que gxr = y.

Definicao B.14. Um espaco topoldgico X é dito homogéneo quando a acao de G em
X é transitiva. A agdo de G em X é dita aberta se a agdo m,, de G em um ponto base
x, é aplicacao aberta para todo z € X.
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Para que a agao de G em um espago homogéneo X seja aberta € suficiente que m,,
seja aplicagao aberta para algum xy € X. Com efeito, se x € X = Gz( entao x = gz
para algum g € G. Logo m, = mgy,, = my, o D, é aberta, pois sao abertas mg, e D,
que é homeomorfismo.

Seja oy € X ponto base fixado no espago homogéneo X e considere a isotropia G, .
A aplicacao

Ozo . G/Gyy — X
gG:vo = gXo

¢ uma bijecao continua G-equivariante. De fato,
GGy = §Goy == g ¢ € Gpy = g ¢'10 = 19 = g10 = g'T00

mostra que ¢,, € bem definida e injetiva. A sobrejetividade de ¢,, decorre de X ser
espago homogéneo de G. Além disso, como ¢, : G/G,, — X é continua se, e somente
se, seu levantamento my, = ¢, o™ : G — X ¢é continuo, onde 7 : G — G/G,, é a
projecao natural (ver diagrama abaixo), segue que ¢, é continua. Finalmente, que ¢,,
¢ G-equivariante, decorre de a acao de G em X ser conjugada por ¢,, a acao de G em

G/Gy,: dados g € G e ¢'G,, € G/Gy,,

9Px0(9'Gry) = 9(g'w0) = (99")T0 = b2y (99'Gy) = P2y (99 Gy)-

Logo,
GO Guy = bzy09, Vg€EG,

Temos entao o seguinte diagrama comutativo de aplicagoes GG-equivariantes:

I

G/Ga:o Tz;X

Proposicao B.15. Seja X um espaco homogéneo de G e fixe xg € X. A bijecao
continua ¢,, é homeomorfismo se, e somente se, a acao de G em X é aberta.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢,, seja homeomorfismo. Como o diagrama acima co-
muta, isto é, my, = ¢, 0™ e T G — G/G,, é aplicagdo aberta, segue que my,
é aberta e portanto a acao de G em X é aberta. Reciprocamente, suponha que a
aplicagdo m,, ¢ aberta. Se U C G/G,, ¢é aberto em G/G,,, entdo U = n(W) com
W C G aberto em G. Assim, (¢;)) ' (U) = ¢y, 0 (W) = my (W) C X é aberto em
X. Portanto, imagem inversa de aberto em G/G,, por ¢, é aberto em X, ou seja,

. € continua e portanto ¢,, é homeomorfismo. ]

Teorema B.16. Sejam X um conjunto e G um grupo topoldgico agindo transitiva-
mente em X . Entao existe tinica topologia em X tal que a acao de G em X é continua e
aberta. Dado zg € X, esta é a topologia tal que a aplicagdo ¢, : G/Gry — X, 9Gyy —
gxg, ¢ homeomorfismo. Além disso, X é Hausdorff nesta topologia se, e somente se, a
isotropia G, ¢ fechada em G.
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Demonstragao. (Unicidade) Considere uma topologia em X para a qual a agdo de G
em X é continua e aberta. Pela proposigao anterior ¢,, é homeomorfismo. Assim, a
topologia de X é a mesma do quociente G/G,,, que nao depende de X.
(Existéncia) Considere em X a topologia tal que a bijecao ¢,, ¢ um homeomor-
fismo. A a¢do de G em X se conjuga pelo homeomorfismo ¢,, a acao de G em G/G,,,
ou seja, gody, = ¢, 09, Vg € G. Assim é suficiente mostrar que a agdo de G em G/G,,
é continua e aberta. Mas isto decorre da Proposi¢ao B.11, considerando H = G,,.
Finalmente, se X com a topologia construida acima é Hausdorff, entao a isotropia
Gy, ¢ fechada em G, Vo € X, conforme a Proposigao B.13 (1). Reciprocamente, se a
isotropia G, é fechada em G, segue da Proposi¢ad B.13 (3) que G/G,, é Hausdorff e
portanto X também o é, j4 que é homeomorfo a G /G, . n

Observacao B.17. Vimos que se X € um espagco homogéneo do grupo topoldgico G,
a aplica¢ao ¢, : G/Gyy — X é homeomorfismo se, e somente se, a a¢io de G em
X € aberta. Uma condi¢cao suficiente sobre G e X para que uma ac¢ao transitiva e
continua de G em X seja aberta é a sequinte: G € separdvel, localmente compacto,
separa fechados e pontos por abertos e X ¢é espaco de Baire Hausdorff. Para uma
demonstracao, ver Proposi¢io 2.28 de [15].

B.4 Fluxos e sistemas dinamicos

Sejam X um espaco topologico e T = R ou Z. Dizemos que uma aplicacao ® : Tx X —
X é um fluro em X, se ela é continua e satisfaz as seguintes condi¢oes, denominadas
propriedades do fluzo.

Ot + s,2) = P(t, (s, x)),

¢(0,x) = x,

para quaisquer t,s € T e qualquer z € X. De outro modo, pondo ® : X — X,
P! () = O(t,x), para cada t € T, as condi¢des acima ficam

t+s = ol o 5, Vi, s€ T
30 = idy.

No caso em que T = Z, temos que ¢ : X — X definida por ¢ = ®! é homeomorfismo
com inversa ®~!. Além disso, é facil ver das propridades do fluxo que ®(k,z) = ¢*(z)
para todo k € Z e todo x € X. Reciprocamente, dado um homeomorfismo ¢ : X — X,
temos que ®(k,r) = ¢*(z), com k € Z, define um fluxo em X. Portanto, um fluxo de
tempo discreto é dado pela iteracao de um homeomorfismo.

No casoem que T = R, X é um aberto U de um espaco vetorial V' e ® ¢é diferenciavel,
podemos considerar o campo tangente F': U — V as curvas do fluxo dado por

F(x) = %@t(x)

t=0

Nesse caso, a curva é solucao da EDO com condigao inicial
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De fato,

dairy_ 4 airs _ Aot _ ¢ 0(,) —
%(ID (x) = E(I) (x) . %CID (*(x)) . F(®'(x)), Q% (z) = .

Reciprocamente, as solugdes uma EDO autonoma dao origem a um fluxo local ®*(z)
que, para cada z, esta definida para t suficientemente préximo de zero. Para mais
detalhes, ver [8].

Um sistema dinamico em X é um fluxo em X, de tempo discreto ou continuo.
O estudo de um sistema dinamico consiste, a grosso modo, em analisar os possiveis
comportamentos de longo prazo de suas trajetérias, isto é, os possiveis limites de
®'(r) quando t — co. Uma ferramenta importante para esse estudo é uma fungao
de Lyapunov para ®', que é uma funcao real f : X — R que decresce ao longo das
trajetérias do fluxo, isto é, tal que para cada = € X, a aplicacao t — [f(®'(x)) é
decrescente.
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