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RESUMO

Este trabalho trata das técnicas de ajuste de modelos de Elementos Finitos usando
dados modais experimentais. Inicialmente, sdo apresentadas as técnicas de Analise Modal
Numérica e Experimental. S3o apresentados também os métodos de ajuste de modelos,
destacando-se particularmente os métodos iterativos. Ao longo do estudo bibliografico,
foram desenvolvidos e avaliados algoritmos de identificagdo de parametros modais e
corre¢dao de modelos. Esses algoritmos foram testados, usando como exemplo didatico uma
viga.

Por fim, uma metodologia de ajuste de modelo EF foi elaborada e aplicada ao modelo
do conjunto rotor-gerador da Bancada Experimental para Simulagdo do Comportamento
Dinamico de Hidrogeradores do Laboratorio de Vibragdes e Dindmica das Estruturas da
UnB.

Os resultados obtidos sdo apresentados e analisados mostrando a aplicabilidade da

metodologia desenvolvida em estruturas industriais.

Palavras-chaves:
M¢étodo de Elementos Finitos — Identificacio de parametros modais — Ajuste de

modelos — Analise de sensibilidade.



ABSTRACT

Works developed in this project are related to the Finite Elements Models updating
techniques using experimental modal data. Firstly, the Numerical and Experimental Modal
Analysis techniques are presented. Models updating methods are also presented with a
particular interest in iterative methods. During the bibliographical study, algorithms of
parametric identification and FE models updating were developed. The didactic example of
a beam has been used to evaluate these algorithms.

Finally, a methodology of FE models updating was elaborated in Matlab and applied to
the FE model of Test Rig for Simulation Dynamic Behavior of hydrogenerators of the
Laboratory of Vibrations and Dynamics of the Structures of UnB.

The results obtained are presented and analyzed in order to show that the methodology

developed is applicable in industry.

Keywords:
Finite Elements Method — Modal parameters estimation — FE models updating —

Sensitivity analysis.
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RESUME

L’ objectif de ce projet de Master-Recherche est d’étudier les techniques de recalage de
modeles Eléments Finis & partir de données modales expérimentales. Les techniques de
Analyse Modal Numérique et Expérimentale sont initialement présentées. Les méthodes de
recalage sont passées en revue et un accent particulier est mis sur les méthodes itératives.
Tout au long de I'étude bibliographique, des algorithmes d'identification de parameétres
modaux et de correction de modeles ont été développés dans le langage Matlab et évalués.
Ces algorithmes ont été appliqués a 1’exemple didactique d'une poutre.

Finalement, la méthodologie de recalage a été élaborée et appliquée au modele de
I'ensemble rotor-générateur du Banc d’Essai pour la simulation du comportement
dynamique de générateur hydraulique du Laboratoire de Vibrations et Dynamique des
Structures de 1'UnB.

Les résultats obtenus sont présentés et analysés en montrant l'applicabilit¢ de la

méthodologie développée en industries.
Mots clés :

M¢éthodes Eléments Finis — Identification de parametres modaux — Recalage — Analyse

de sensibilité
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1- INTRODUCAO

O Brasil tem uma matriz energética diversificada (energia solar, edlica,..., biomassa).
Porém, a energia hidréaulica ¢ a principal fonte de energia elétrica do Brasil, pois representa
aproximadamente 42% da matriz energética, gerando mais de 80% de toda eletricidade
produzida no pais. As usinas hidrelétricas brasileiras operam em situacdo limite, as vezes
em condicdo de sobrecarga e os periodos de intersticio de manuten¢do preventiva sdo
estendidos a0 méaximo.

Apesar dessas dificuldades, a geracdo hidroelétrica de grande porte devera responder
por ainda muito tempo a mais importante parcela da demanda em energia elétrica no pais.
Entdo, solugdes técnicas criativas no sentido de assegurar a integridade de maquinas e
sistemas, retirando o maximo de eficiéncia energética e financeira no processo de geragao
sd0 necessarias.

Um dos principais eixos de acdo da Eletronorte, maior empresa elétrica no pais, € o
desenvolvimento de metodologias avancadas por repotenciagdo de unidades geradoras.
Além de apresentar um impacto ambiental praticamente nulo, a repotenciagdo ¢ uma
solucao técnica de custo reduzido comparativamente a constru¢ao de uma nova usina como
esta sendo provado em instalagdes elétricas no mundo.

Hoje, a Universidade de Brasilia (UnB) desenvolve uma bancada de ensaios em
cooperagcdo com Eletronorte com a finalidade de melhor compreender o comportamento
dinamico dos hidrogeradores. Este banco vai permite a Eletronorte e a UnB realizarem
ensaios experimentais de avaliacdo do comportamento mecanico e eletromagnético dos
geradores visando melhorar o desempenho desses, contribuindo assim para a melhor
utilizagdo dos recursos para geragao de energia.

Considerando a necessidade do desenvolvimento de um modelo numérico
representativo da bancada de ensaios para apoiar tanto o desenvolvimento do projeto, bem
como os ensaios a fazer, este trabalho de mestrado se focaliza na busca das técnicas de
corre¢do de modelos numéricos usando resultados experimentais no sentido de corrigir o

modelo Elementos Finitos da bancada.



1.1 - OBJETIVOS DO TRABALHO

Trés motivagdes exprimem o interesse de estudar as técnicas de correcao de modelo:

- Ter um modelo numérico qualitativamente confiavel;

- O uso mais efetivo dos dados experimentais;

- Alcangar uma confrontacdo efetiva entre analistas numéricos e centros de teste de
engenharia.

Nesse sentido, o objetivo desse mestrado ¢ desenvolver uma metodologia de corre¢ao
ou ajuste de modelos que permita a validagdo experimental de modelos numéricos para o
estudo do comportamento dindmico de hidrogeradores.

Esse trabalho ¢ um trabalho pioneiro no departamento de Engenharia Mecanica da UnB.
Servira entdo de base para futuros trabalhos nessa aérea. Por isso, tem uma orientacao
pedagdgica. O ajuste de modelo sera aplicado nesse trabalho a um gerador usando os dados

experimentais provenientes de um teste modal em condi¢do livre-livre.

1.2 - METODOLOGIA

Dentro da perspectiva dos objetivos acima definidos, as linhas de a¢do deverdo abranger
o estudo de modelo, simula¢des e ensaios para avaliagdo do comportamento dindmico de
hidrogeradores e corre¢do dos modelos numéricos usando resultados experimentais.
Assim, sdo previstas as seguintes linhas de acdo definidas brevemente nessa se¢do e
detalhadas ao longo da dissertagdo:

- A constru¢ao do modelo numérico;

- A Analise Modal Experimental;

- Uma revisao bibliografica das técnicas de ajuste de modelo seguindo de uma aplicagao

no caso da bancada.

1.2.1 — Analise modal experimental

A Analise Modal Experimental (AME) ou teste modal ¢ um processo onde se procura
determinar como vibra uma estrutura através da suas caracteristicas dindmicas chamadas
parametros modais (freqiiéncias, amortecimento ¢ modos proprios). Esse estudo vem do
fato que, ao sistema se aproximar de uma certa freqiiéncia, a resposta a uma excitagdo
aumenta até atingir um maximo (ressonancia), podendo leva-lo ao colapso. As freqiiéncias

de ressonancia, os amortecimentos, bem como os modos de vibragdo identificados



experimentalmente podem ser usados para predizer a resposta dindmica, melhorar a
concep¢do de um produto, e também verificar a ocorréncia de mudangas estruturais

indicativas de uma deterioracdo (detecgao de falhas).
1.2.2 — Ajuste de modelos Elementos Finitos

O método de Elementos Finitos (EF) foi universalmente adotado como método de
analise em engenharia. A formula¢do matematica do método de EF pode ser posta como
um problema variacional com a aplicagao do método de Rayleigh-Ritz e uma discretizagao
em fun¢do de forma. Ela pode também ser obtida diretamente da abordagem de Galerkin
usando as fung¢des de forma de cada elemento. O método EF conduz 4 construgdo de um
sistema matricial de equacdes que representa os efeitos da massa e¢ da rigidez de um
sistema continuo. As matrizes sdo geralmente simétricas e em banda. Nao Ha restrigoes
sobre a complexidade da estrutura porque as matrizes globais da estrutura sdo obtidas a
partir das matrizes caracteristicas de cada elemento, de forma simples.

No Ajuste de Modelos, € necessario entender a influéncia das fungdes de forma sobre a
distribuicao de massa e rigidez, se pretende-se ter um resultado fisicamente significativo,
bem como previsdes numéricas proximas dos resultados experimentais.

De fato, os resultados experimentais sdo geralmente considerados exatos, pois as
técnicas de medigdo e extracdo de parametros modais na Analise Modal Experimental sao
suficientemente desenvolvidas. E comumente admitido que as Fun¢des Respostas em
Freqiiéncias (FRFs) ou os dados modais correspondentes sejam corretos ou muito perto da
representacdo real da estrutura. De um outro lado, ¢ inevitavel a formulagdo de hipoteses e
conseqiientemente a existéncia de incertezas na modelagem da estrutura. Propriedades
estruturais como o amortecimento ou detalhes como juntas soldadas ainda ndo foram
bastante exploradas. Por isso, quando os dados numéricos ndo coincidem com os dados
experimentais, as respostas dindmicas obtidas da AME, prefere-se corrigir o modelo
numérico, supondo ser este menos correto. Como o modelo EF leva em conta as
propriedades espaciais e fisicas da estrutura necessarias para a analise da sensibilidade
estrutural, modificagdo e otimiza¢do, o Ajuste de Modelos ¢ atualmente um dos mais
ativos topicos de pesquisa em dindmica das estruturas. Os parametros do modelo numérico

sdo corrigidos processando dados experimentais juntamente com dados numéricos.



1.3 - ORGANIZACAO DO TEXTO DO TRABALHO

A obten¢@o de modelos de EF robustos e confiaveis, representativos do comportamento
dindmico de estruturas, passa pela otimizagdo e corre¢do desses modelos usando resultados
experimentais, normalmente obtidos através da andlise modal. Desta forma, o processo
envolve as etapas de criagdo do modelo de elementos finitos, a analise modal experimental
e a corre¢do do modelo numérico usando os resultados experimentais. Esse padrao foi
utilizado na organizagao do texto dessa dissertagao.

Assim, ap6s essa introdugdo, o capitulo dois apresenta os métodos de discretizacao
em dindmica de estruturas, descrevendo as metodologias de modelagem, os métodos de
discretizacdo e a metodologia de analise modal numérica de estruturas.

O capitulo trés trata da analise modal experimental, descrevendo seus principios e
apresentando as técnicas de identificagdo modal.

Os métodos de correcdo de modelos de EF usando resultados experimentais sdo
tratados no capitulo quatro.

O capitulo cinco apresenta a aplicacdo dessa metodologia no estudo do conjunto
rotor-gerador da Bancada Experimental para Simulacdo do Comportamento Dinamico de
Hidrogeradores do Laboratorio de Vibragdes e Dindmica de Estruturas da UnB.

As conclusdes desse trabalho de mestrado, bem como comentarios e sugestdes para

trabalhos futuros, sdo apresentados no capitulo seis.



2- METODOS DE DISCRETIZACAO EM DINAMICA DAS
ESTRUTURAS

A mecanica dos meios continuos estuda os fendmenos mecinicos em meios cujas
propriedades caracteristicas, tais como a inércia, o amortecimento, a elasticidade, etc..., sdo
continuas. Essa hipotese permite utilizar as ferramentas classicas da Matematica,
notadamente as que t€ém como base o estudo das fungdes continuas e/ou derivaveis.
Hipoteses suplementares podem eventualmente ser feitas. Assim, um meio continuo pode
ser homogéneo quando as suas propriedades sdo as mesmas em qualquer ponto ou
isotropico quando as suas propriedades nao dependem da dire¢do na qual sdo observadas
ou medidas.

Em geral, os materiais usados na industria sao considerados homogéneos e isotropicos
(ago, aluminio, etc.). Contudo, a utilizacdo cada vez mais freqiiente dos materiais
compdsitos conduziu a estudar meios ndo homogéneos (sanduiches) e ndo isotrdpicos
(materiais compostos) onde, porém, a hipotese de continuidade continua valida.

A nog¢ao de meio continuo ¢ considerada um caso limite da representacao de um sistema
por um modelo discreto, onde a estrutura ¢ vista como um conjunto de corpos rigidos
conectados entre si por elementos elasticos ou elementos dissipativos. Assim, tem-se a
maioria dos conceitos encontrados no estudo de sistemas discretos generalizados para os
sistemas continuos com muitos graus de liberdade.

Quando a geometria e as condi¢cdes de contorno da estrutura estudada sdo complexas,
recorremos aos métodos de aproximagdo baseados sobre uma discretizagdo espacial ou
temporal do problema considerado.

Neste capitulo, os métodos de discretizagdo mais usados em dindmica das estruturas

serdo apresentados, usando como exemplo um problema elastodinamico.
2.1 - EQUACAO GERAL DA ELASTODINAMICA

Um sistema continuo possui ao mesmo tempo propriedades de inércia, de elasticidade e
ainda de amortecimento, ao contrario dos sistemas de parametros concentrados onde essas
propriedades estao individualizadas em diferentes elementos. A modelagem matematica de
tal sistema continuo e deformavel no tempo ¢ da competéncia da elastodinamica.

Seguindo a abordagem de Thomas Gmiir (1997), apresentamos nesta se¢do trés
formulagdes possiveis da equacdo geral da elastodindmica com uma aplicagdo ao modelo

simplificado de uma viga em flexao.



2.1.1 — Formulacao forte — formulac¢ao fraca

Consideramos um soélido deformavel de volume Q e de fronteira Q2 em movimento
qualquer no tempo. O contorno desse solido ¢ dividido em duas partes: 0C,, sobre a qual
os deslocamentos u sdo impostos, € 0(), sobre a qual atuam as for¢as de superficie t.

A equacdo do movimento desse corpo pode ser determinada a partir da equacdo do
equilibrio de forgas atuando sobre o mesmo, a saber: as for¢as de volume, as forcas de
inércia, as forgas dissipativas e os esfor¢os internos. Cada uma dessas forgas sera analisada

a seguir.

Figura 2.1 - Corpo deformavel / Sistema continuo

As forcas de volume atuam sobre todo o corpo (volume ) na sua configuragao
original (de referéncia) e sdo aqui representadas por f(x,¢), indicando a sua dependéncia do
tempo e da posi¢do no espago.

A forca de inércia estd associada a massa especifica e a aceleragdo absoluta de um

elemento infinitesimal dQ do corpo, sendo, portanto, definida em seu caso mais geral por:
p(x)RT (t)y(x,t) 2.1

onde p(x) ¢ a massa especifica do corpo (considerada independente do tempo) , ¥(x,2) é
a aceleracdo absoluta de um elemento infinitesimal de Q e R a matriz de rotagdo que liga o
referencial ndo inercial ao referencial inercial. R ¢ formada pelos cossenos diretores e seu
uso na equagdo facilita a formulagdo de problemas envolvendo estruturas rotativas, como
por exemplo, as turbinas e os hidrogeradores de usinas hidrelétricas.

As forcgas dissipativas sdo proporcionais a velocidade e sdo definidas, considerando

amortecimento viscoso, como sendo:



7, (x)u(x.) (2.2)

onde l'x(x,t) ¢ a velocidade relativa do elemento infinitesimal dQ considerado e #,(X),

independente do tempo, representa o coeficiente de amortecimento viscoso.

Os esforgos internos s30 dados por Vie(x,1) onde

T
G(X,l‘)={011,022,033,02390137012} designa o vetor associado ao tensor simétrico de

Cauchy:

Oy Op Oy (2.3)
G = Oy Oy

sym O3

3 (2.4)

~ S T .
o vetor de tensdes 6(x,7) ¢ ligado ao vetor &(X,1)={¢,,,&,6:,6,63,,6,,} » associado

ao tensor simétrico de deformacao, pela lei do comportamento do material. No caso de um

material viscoelastico, temos:
c(x,t)=C(x)[s(x,t)+77b (x)é(x,t)] (2.5)

onde C(x) ¢ a matriz de elasticidade correspondente ao tensor de quarta ordem dos
coeficientes elésticos e 7,(x) denota o coeficiente de amortecimento interno viscoso

assegurando a proporcionalidade entre esfor¢os e deformagdes.

De modo geral, se usa a hipdtese das pequenas deformagdes para assumir a relagdo

g(x,1)=Vu(x,?) entre o vetor de deformagdo e o gradiente do campo de deslocamento.

Na hipdtese de pequenas perturbagdes, supde-se que a configuracdo da deformada ¢

muito proxima da inicial e que o campo de deslocamento, bem como suas derivadas, sdo



muitos pequenos. Se os deslocamentos continuam a ser pequenos em relacao as dimensoes
caracteristicas da estrutura estudada, pode-se admitir que o pequeno deslocamento sob a
carga nao perturba de modo consideravel as equagdes de equilibrio.

As condi¢des de contorno, normalmente escritas sobre a configuragdo deformada
(incognita), poderdo, por conseguinte ser escritas sobre a configuragdo inicial (conhecida).
O fato de supor igualmente que as derivadas do campo de deslocamento continuam
pequenas em relagdo a unidade permite desconsiderar os termos quadraticos que aparecem

na expressao rigorosa do campo de deformacdes.

A lei de conservacao da dinamica, para um sistema continuo, determina que as forgas
de contacto atuando sobre um elemento infinitesimal do volume € sdo equilibradas pelas
forcas exteriores de volume e as forcas de inércia. Assim chega-se a equagdo geral de

equilibrio:
Vie(x,t)+f(x,t)=p(x)R"(1)§(x,0)+7,(x)u(x,t), xeQ (2.6)

Para estabelecer a formulacao forte de um problema de elastodinamica, deve ser juntada
a equagao 2.1 um conjunto de condigdes de contorno e condigdes iniciais.
As condig¢des cinematicas que traduzem os deslocamentos impostos na fronteira 02 sao

dadas por:

u(x,t)zﬁ(x,t) Vx e 0QQ (2.7)

A~ A A ~T , .
onde u(x,7)={i,,1,,i,} & o vetor de deslocamentos impostos.

As condigdes de equilibrio na superficie de contacto sdo definidas por:

N6 (x,1)=t(x,) VxedQ (2.8)

onde t(x,7)={t,,,¢,}" representa as tragdes ou forcas de superficie e N é a matriz dos
cosenos diretores da normal a fronteira, tal que:

T

nn 0 00 n n,
N=/0 n, On, 0 n
0 0 mn, n O

As condigdes iniciais sdo dadas pelas expressdes seguintes:

(2.9)



u(x,0)=u,(x,0) VxeQ (2.10)
i(x,0) =1, (x,0) VxeQ @.11)

Assim, resumindo, a formulagao forte do comportamento dindmico de um sistema

continuo elastico linear ¢ dada por:

Vie(x,t)+f(x,t)=p(x)R"(1)§(x,0)+7,(x)u(x,t), xeQ

u(x,7)=1(x,7) VxeoQ (a)
N'o(x,7)=t(x,/) VxedQ (b)
u(x,0)=u,(x,0) VxeQ (©)
u(x,0)=1,(x,0) VxeQ (d)

A formulagio forte é associada a formulagdo fraca. Ela consiste numa integracdo da
formulacao forte através do Principio do Trabalho Virtual segundo o qual, se um corpo
deformdvel, em equilibrio sobre a acdo de um conjunto de forcas, esta sujeito a um

deslocamento virtual, entdo o trabalho total efetuado pelas forgas ¢ nulo.

A formulacao fraca se enuncia como:

“Seja um so6lido deformével de volume Q e de fronteira 0Q2, sejam as forcas f e t as
grandezas cinematicas u, 0, R, uy, € também as variaveis fisicas p e C, determinar o vetor
deslocamento ueQ(,te[O,T ] tal que o Principio do Trabalho Virtual e as condicdes
iniciais escritas na forma fraca sejam satisfeitas no referencial rotativo escolhido, para

qualquer vetor de deslocamento virtual ou € V' ™’:
[ou" {VieldQ+ [ou'tdQ+ [ su'td (6Q) = [ psu” {R” (£)§}dQ+ [ su"p,0dQ
Q Q oQ Q Q

[ pouudQ = [ psu'u,d@ (t=0) (a)
Q Q

[ pou"adQ = [ psu"i,dQ (t=0) (b)
Q Q

2.1.2 — Formulac¢io variacional

O terceiro meio de abordagem da elastodindmica envolve os principios energéticos,

notadamente o principio de Hamilton, que estipula que a soma da variagdo das energias



cinética e potencial e do trabalho das forcas ndo conservativas dentro de um intervalo

temporal qualquer [t;,t;] € nulo. Esta estacionaridade se traduz pela equagao:

5]2.(T—V)dt+]2.5Wdt=0 (2.12)

4 4

Onde:

T designa a energia cinética;

V¢ a energia potencial de deformagdo e conservativa;

OW representa o trabalho das forcas ndo conservativas dentro de um intervalo temporal
qualquer [t;,t;]

As energias de um sistema com N graus de liberdade dependem das coordenadas

generalizadas q=gq; (i =L2,...N ) e das velocidades correspondentes
q=¢,(i=12,..,N).

As energias cinética e potencial e o trabalho das for¢cas ndo conservativas sdo expressos

em fungdo das coordenadas generalizadas nas formas seguintes:

T=T(q.4.) (2.13)
V=7 (q.) (2.14)
W =6q"'w, com:w=w,(i=1,2,...,n) (2.15)

w ¢ o vetor das forgas ndo conservativas generalizadas e dq uma variagao arbitraria dos

deslocamentos generalizados.

Assim, as equagoes de Lagrange se obtém derivando o principio de Hamilton:

d

E(GT/éq)—aT/8q+8V/8q =w

(2.16)
2.1.3 — Aplicacao

Considere-se uma viga de Euler-Bernouli cuja deflex@o ¢ devida apenas ao momento de
flexdo, submetido a um carregamento linear p(x,f). A notacdo de Einstein sera usada ao
longo de secdo nas expressoes das energias para chegar a equacao de movimento da viga.

p(x.7)
WAL
;_._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._.i_._._._._x,
O

Figura 2.2: Viga Euler Bernouilli

10



Na hipoétese cinematica de Bernoulli, a deformacdo do material em cisalhamento ¢

considerada nula, o deslocamento transversal uniforme ¢ a se¢ao transversal indeformavel.

sing=0=_ (% >y N
ox z ox

2.1.3.1 — Expressao da deformagao

De modo geral, a deformagao tem a forma seguinte:

. Ou, 2.17
gi.:%(%+—f+M) i j,m=1,2,3 @17)
/ ox, Ox, OxOx,

Considerando o deslocamento limitado ao plano (0O,x,z)) e a hipdtese cinematica, a

expressao da deformacao nas duas diregdes ¢ simplificada como se segue:

ou o'w (2.18)
&, =6, =—=—Z—
Oox Oox
&y =& —@—0
2%z Oz - (2.19)
2.20
812 :gxz :%(@—Fa_u)zo ( )
ox 0Oz

2.1.3.2 — Expressao das energias

A energia cinética se exprime da forma seguinte:

T =% | piigidv (2.21)
14

Como nesse caso u e w sdo as coordenadas generalizadas, a energia cinética passa a ser:

] . l
[ p(a® +W?)dAdx = %J-p](@)zdx + 1 [ myvdx
A ax 0

0

. (2.22)

L
2

Sy .

Seja U a energia potencial total representando a soma das energias potenciais de

deformacao e das forcas externas: U=V, + V. .

- Energia potencial de deformagdo V, = j o,de;, com o,=FEg; a lei de

comportamento linear, onde £ ¢ o modulo de elasticidade. Como a deformacgdo ¢ ¢ ndo

nula somente sobre (O,X), a expressao da energia potencial de deformacao ¢:

11



o’w (2.23)

) 1 2
ow
Vi =L | | EZ°(—) =1|El(—5)%dx,
2 '['([ ox? : -([ ox?

Sendo [ = jzsz o momento de inércia.
A

- Energia potencial das forcas externas Vex:

l l
ow - - _ 0w, = OW (2.24)
Ve ==[ pwadx [ g odx+ FO)W(0) = F(yw(l) + M (0 2oy, + M (Do),
0 y  Ox Ox Ox
2.1.3.3 — Aplicagdo do principio de Hamilton
O Lagrangeano L = 7-U ¢ a quantidade de energia total do sistema (Eq. 2.25)
(2.25)

! aw I} l 82w 1 I} aw
L= %jpl(a)zdx+%Imv'vzdx—%J.El(y)zderJ-pwderJ‘qadx
0 0 0 0 0

para qualquer deslocamento w ,
_ — — OW — 0w :
0=FOWO)-F(wl)+M (0)(8_)0 +M(l )(a—), nas extremidades onde o
X X

deslocamento ¢ imposto.

Se o sistema for sem carregamento, a expressao final do Lagragiano fica:

(2.26)

0*w
ox*

L= )Vdx

1
2

o —_—

/
szdx—%J.EI(
0

De acordo com o principio de Hamilton, §j (L)=0. Assim, chega-se as equacdes de

4

Lagrange:

o'w . (2.27)
P )+mw =0
X

EI(

12



2.2 - METODOS DE DISCRETIZACAO

Tradicionalmente, a descricdo dindmica dos sistemas mecanicos parte das equacdes de
Newton que ndo levam em conta as restri¢des. Pois isso, para a analise dindmica dos
sistemas mecanicos e das estruturas, prefere-se partir do principio de Hamilton que faz
intervir a variagdo da energia para encontrar as equagdes de Lagrange. Estas apresentam a
vantagem de tratar exatamente um niimero de equagdes diferénciais igual ao nlimero de
coordenadas generalizadas. A analise se faz entdo usando um método de aproximagao,

como os métodos de Rayeigh-Ritz, de Elementos finitos apresentados nessa sessao.
2.2.1 — Método de Rayleigh Ritz

O método de Rayleigh-Ritz ¢ um método de aproximagdo usado quando a resolugao
analitica do problema torna-se dificil, caso de um sistema continuo onde o nimero de
incognitas ¢ infinito. Na aproximagdo de Rayleigh-Ritz, a solu¢do é uma combinagdo
linear de fung¢des cinematicamente admissiveis. Cada funcao verifica as condig¢des de
contorno e de compatibilidade interna. Assim, a solucdo da equagdo ¢
n

ui(x19x2’x39t):Zlf;j(xl9x2’x3)*qj(t), i= 1, 2, 3 onde i ¢ o nimero de coordenadas
J=

generalizadas e n a ordem da base funcional.

Na forma matricial, tem-se u=f.q.

2.2.1.1 — Principio do método de Rayleigh Ritz

Considerando as hipoteses e as formulagdes precedentes, determinam-se as expressoes
matriciais para a deformagao e das energias, no caso de uma viga em flexao.

Ja que e&(x,1)=V-u(x,?) e u(x,?)=1f(x)-q(¢), obtém-se as expressdes das energias

cinética e potencial.

T=4[p-i(xn) ux.0dQ=1[p-q@) £ -f-4()dQ (2.28)
Q Q
Ve =% 8(x,0) - H-2(x,0)dQ =1 [q(t) -£(x)" V" -H-V-£(x)-q(1)dQ (2.29)
Q Q
Sendo H a matriz dos coeficientes elasticos de Hooke tal que o = He.
Vi =9 -8 (2.30)

13



onde g ¢ o vetor de forcas de superficie e volumétricas.

As matrizes de massa M e de rigidez K sdo definidas de tal modo que a energia cinética

e a energia potencial tenham as formas simplificadas seguintes

T=1q4""M-qeU=1q"-K-q entio (2.31)

M=J.p-fT-fdQ > M=jm~f2(x)dx (2.32)

/ 2 (2.33)
K=[f(x) V' -H-Vf(x)dQ > K:jE-[-(Mj dx .
) 0 ox

Considerando o sistema livre ¢ em movimento harmodnico, a solugdo tem a forma:

q(t)=pacos(wt—¢) (2.34)
onde o, w e ¢ sdo nimeros reais denotando a amplitude de referéncia, a frequéncia e a
fase da funcdo senoidal e p um vetor de constante.

Entdo a incognita da equacdo do movimento (Eq. 2.27) passa a ser o vetor p.

Kp-o’-Mp=0 (2.35)

A solucdo ndo trivial ¢ aquela que anula o determinante da matriz dindmica da

estrutura:

K- -M|=0 (2.36)
Entdo, a resolucdo desse problema padrdo de autovalores e autovetores passa pela
determinac¢do das matrizes M e K, mas antes pela boa escolha das fungdes de forma

cinematicamente admissiveis.

2.2.1.2 — Convergéncia do método de Rayleigh-Ritz

A aproximacdo da energia potencial total verifica a propriedade do minimo absoluto
(Eq. 2.34) da solucdo exata. O método de Rayleigh-Ritz converge quando minimiza a
variacdo do Lagrangiano L=T-V. Isto conduz a modelos aproximados mais rigidos do que
o real, e aproxima as freqiiéncias naturais por valores superiores (Gerardin, 1999).

. (2.37)
lim(dj.(Ln)J =0

n—>0
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2.2.1.3 — Escolha das fun¢des admissiveis
As funcles sdo definidas de forma a garantir a continuidade do sistema e a
convergéncia do método de Rayleigh-Ritz. Isto implica representar corretamente os
estados de deformacdo constante (modos elasticos) ou nula (modos rigidos) ou os
deslocamentos impostos ao sistema.
Considerando uma viga engastada-livre, as condi¢des de contorno sao:
u(x=0)=0, u’(x=0)=0 para a extremidade engastada;
u”’(x=1)=0, u”’(x=1)=0 para a extremidade livre;
No caso da viga em flexdo, o conjunto {x/L, x¥L>x%L>..} é a base de fun¢des
admissiveis. Cada funcao da base verifica as condi¢des de contorno e € continua de classe

C'.

2.2.1.4 — Ordem da aproximacgao

E dificil definir uma ordem da aproximagfio para uma precisdo dada. Mas algumas
observacdes podem ser feitas:

- Nao se pode excluir da aproximacao as primeiras fungdes ao risco de ndo representar
os estados de deformagdo constante (ou os primeiros modos de vibragao).

- A solucdo pode ser refinada aumentando o grau da aproximacdo (o nimero de

fungoes)
2.2.2 — Método de Elementos Finitos

A aplicacdo do método de Rayleigh-Ritz ¢ limitada pela complexidade da estrutura a
estudar. O método de Elementos Finitos se apresenta entdo como uma extensao do método
de Rayleigh-Ritz. Consiste em uma subdivisdao da estrutura em um numero finito de
elementos de forma simples (facil de estudar), na aplicagdo da aproximacdo de Rayleigh-

Ritz para cada elemento e, por fim, na montagem de uma aproximag¢ao ao nivel global.

2.2.2.1 — Discretizagao
Divide-se a estrutura num niimero finito de elementos de geometria simples (segmento,
triangulo ou quadrado, tetraedro ou hexaedro) e de funcdo estrutural bem identificada

(barra, viga,...).
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2.2.2.2 — Formulagao elementar
Definindo para cada elemento uma base de fungdes f, , pode-se calcular as matrizes

elementares de massa (M.) e de rigidez (K.):
M, =[pt  -fdV (2.38)
V

K, = j f(x)" -V -H-V-f (x)dQ (2.39)

2.2.2.3 — Formulagao global

A energia cinética da estrutura se exprime como se segue:

T= z ];: Z %qu'Me.qu

elementos elementos

= Z %qu 'LeT .Me.Le 'qu

elementos

Assim, a matriz de massa global M ¢ definida por:

M= > L/-M,-L, (2.40)

elementos

Da mesma forma com a energia potencial, determina-se a matriz de rigidez global (K)

K= > L™K, L, (2.41)

elementos

Chega-se ao problema de autovalores e autovetores precedente (2.32).

2.2.2.4 — Convergeéncia
As condigdes de convergéncia do M.E.F. se deduzem das mesmas do método de
Rayleigh-Ritz. Os elementos finitos de tipo deslocamento convergem em energia se

satisfazem as condigdes de contorno e de compatibilidade interna.

As solugdes do problema padrdo definido nos métodos de discretizacdo recebem
uma denominagdo especifica na Dindmica de Estruturas. Os autovalores siao as
freqiiéncias naturais e os autovetores sio as formas modais de vibracées. A
determinagdo e interpretagdo desses ¢ chamada de Analise Modal Numérica e sera tratada

no item seguinte.
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2.3 - ANALISE MODAL NUMERICA

A comparagdo das abordagens numérica e experimental ¢ realizada em nivel modal ja
que os modelos modais sao mais compactos do que os modelos espaciais, freqliénciais ou
temporais associados, que sao acessiveis pelas duas vias de andlise e que as freqiiéncias
proprias sdo, contrariamente as respostas temporais, em geral pouco influenciadas pelos
amortecimentos.

Em varios contextos industriais, a andlise modal de uma estrutura ou de um componente
mecanico ¢ limitada ao estudo do seu regime livre conservativo.

Este item diz respeito as propriedades dos parametros modais, sejam freqiiéncias,

modos e fatores de amortecimento modais.
2.3.1 - Propriedades modais dos sistemas conservativos

Admitindo que o sistema discretizado seja fixo e considerando nulos os coeficientes de
amortecimentos, a equacdo matricial associada na forma fraca da elastodindmica

tridimensional toma, para o regime livre, a forma seguinte:

Mi(7)+Kq()=0 (2.42)
na qual, segundo as convengdes adotadas, M e K designam as matrizes globais (nxn) de
massa e de rigidez e q representa o vetor dos n deslocamentos nodais generalizados,
dependente do tempo. As matrizes estruturais M e K sdo simétricas e definidas positivas, a
primeira estritamente se ela ¢ consistente no sentido de energia.
Como ja se sabe, as solucdes sao obtidas a menos de um fator multiplicativo admitindo

a matriz de rigidez ndo singular, por uma mesma lei temporal e sdo de tipo harmonico

q(t)=pacos(wt—¢).
A equacao matricial precedente se torna, apos substituigao:
(K-o'M)p=(K-AM)p=0 (2.43)
onde @’ = A , por convengdo de escritura.

Dada a natureza das matrizes estruturais, esse sistema homogéneo de n equacdes

lineares admite 7 solugdes ndo trivais p; (i= 1,2,...,n) que verificam as equagdes
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(K-o’M)p, =(K-4M)p,=0  (i=1,2,...n) (2.44)

as grandezas @ = 4, (i = 1,2,...,n) sendo as raizes do sistema de equacdes algébricas

det(K—-AM)=0.

Em termo de mecanica das estruturas, o vetor das amplitudes relativas p; é o vetor
modal ou a i-ésima forma propria do sistema e @, ¢ a freqiiéncia propria (em rad/s)
associada ou a freqiiéncia natural (em Hz) ligada a freqiiéncia propria v, =w,/27,
enquanto q, (1) =p,e, cos(w—¢) € o i-ésimo modo proprio elastico com uma amplitude
de referéncia ;e fase ¢.

Em algebra linear, os pares {4,,p,} (i=12,..,n) sdo os valores e vetores proprios do

problema de valores proprios generalizados (Eq 2.4).
2.3.2 — Ortogonalidade dos modos proprios

Uma propriedade fundamental dos vetores proprios € a ortogonalidade. A

ortogonalidade dos vetores e modos proprios permite de mostrar sua independéncia linear.

O conjunto de vetores modais {pi , i=1, 2,...,n} forma a base chamada de “base

modal”, que define o espago modal. Fazendo uma proje¢do das matrizes estruturais no

espago modal por meio da matriz modal P de ordem n, P=[p,p,,...p,], obtém-se as
relagdes matriciais:

P'MP =1 (2.45)
P'KP=A, (2.46)

I ¢ a matriz identidade de ordem »n e Ay a matriz diagonal dita “matriz espectral”,

A, =diag (4., 4y, 2,) = diag (&), @3 ..., ] )

n

Assim, tem-se uma forma compacta do problema de autovalores generalizados

normalizados pela massa:

KP-MPA, =0 (2.47)
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2.3.3 — Amortecimento proporcional

Uma forma de modelar o amortecimento ¢ considera-lo proporcional a massa e a
rigidez. A nogdo de amortecimento proporcional ¢ uma aproximag¢ao matricial para definir
um sistema com varios graus de liberdade como se segue:

C=oM+pK ¢ uma condi¢do suficiente, mas ndo necessdria para que um sistema
k-1

dindmico ndo rotativo satisfaga a condi¢io de Caughey M™'C = Z(M*IK) ou numa
k=1

forlma simplificada como mostra Gmiir (1997) CM 'K = KM 'C, condi¢do segundo a
qual as trés matrizes estruturais M, K, C sdo simultaneamente diagonalizdveis por
mudanga de base.

Esse modelo de dissipacao (atrito de Rayleigh ou amortecimento proporcional)
apresenta algumas vantagens:

- O sistema dissipativo pode ser desacoplado no espaco modal em n equagdes
elementares (de onde tem-se o conceito de superposi¢ao modal)

Entao, o sistema com n gdl pode ser descrito por # osciladores dissipativos harmonicos.

A equagdo do movimento, considerando o amortecimento nao nulo, é:

MX + CX + KX = F cos(ot) (2.48)

E no espago modal, tem-se:

X, +2& 0, + 0, x, = G,, cos(wt)

. ) X +2&m,x, +w,,x, =G, cos(wt
X+AX+AX=G cos(wt) = 1.° 5200y + Oy Xy = Gy COS(@1)

X, +2¢& o, x, +o,x, =G, cos(wr)
- A,=P".C.P ¢ a matriz diagonal que define a proje¢do no espago modal da matriz
amortecimento.
- A, =(5, )i sendo o0, =2£m,, as constantes modais de amortecimento e & os fatores

de amortecimento modais.

- Os modos de vibragdes sdo reais.

Em geral, no modelo EF, o amortecimento ndo estd incluido. Entdo, para validar o
modelo numérico em relacdo ao modelo real, ¢ necessario identificar as formas modais
reais e as freqiiéncias naturais correspondentes através dos métodos de identificagdo

apresentados no proximo capitulo.
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3 - METODOS DE IDENTIFICACAO DE PARAMETROS MODAIS

Apods a modelagem, a segunda etapa para o ajuste de modelos ¢ a coleta de dados
experimentais associados a um modelo fisico, a chamada Analise Modal Experimental
(AME). Os dados experimentais identificados servem de referéncia para corrigir o modelo
numérico. Assim, € necessario que eles sejam confidveis com um erro de medi¢cdo muito
pequeno. Antes de expor sobre os métodos de identificacdo, o primeiro item desse capitulo

trata das técnicas de medicao.
3.1 - TECNICAS DE MEDICAO

Nesses dez ultimos anos, o desenvolvimento de técnicas de medicao eficientes,
permitindo gravar o comportamento da estrutura em milhares de pontos, reavivou o
interesse nos processos de ajuste de modelos. Dentre as técnicas suficientemente
“maduras” para serem usadas na industria, conta-se com a holografia e a velocimetria laser
que permitem medir o campo de deslocamento unidirecional e também a
termoelasticimetria e a fotoelasticimetria (Humbert, 1999) que informam sobre o nivel de
tensdes. A tecnologia de cdmeras infravermelhas permite medir pequenas variacdes de
temperaturas devidas a dilatacdo do material. A interferometria holografica em mecénica
vibratoria € baseada na interferéncia de imagens em instantes diferentes para medir a
deformacao e as vibragodes.

Bem que inovadoras, essas técnicas ainda ndo convenceram totalmente o meio
industrial porque fornecem a medigdo parcial e dificil de explorar do tensor de tensoes.
Elas, porém, sdo potencialmente tteis para o ajuste de modelos freqiientemente usados
para prever o nivel de solicitagdes (Humbert, 1999). Aqui, a maior dificuldade ndo esta na
qualidade da informacdo experimental, mas na maneira de explora-la para minimizar as
incertezas e tirar o maximo de informagdes possivel.

No teste modal “tradicional”, considera-se quatro configuracdes em fungao do niimero
de canais de aquisicdo de dados para a excitagao e a resposta: — SISO (uma entrada / uma
saida) — SIMO (uma entrada / varias saidas) — MISO (vérias entradas / uma saida) - MIMO
(vérias entradas / varias saidas).

A técnica MIMO ¢ considerada a melhor porque permite a aquisi¢do dos dados num
tempo minimo sem alterar (ou alterando muito pouco) as condi¢gdes do teste. As técnicas
SISO e MISO levam mais tempo em relacdo as outras. As técnicas SIMO e MIMO

garantem a consisténcia da FRF para os dados adquiridos simultaneamente, isto €, tem-se a
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mesma fungdo de transferéncia em cada ponto de medigdo, portanto os mesmos parametros

modais.

3.1.1 - Principios de base no teste modal

Para efetuar um teste modal sdo necessarios, basicamente, um mecanismo de excitacao,
um sistema de transdu¢d@o e um analisador de sinais, mas também ¢ preciso definir as
condi¢des de contorno da estrutura. Nesta se¢do, apresentamos brevemente a teoria

utilizada no teste modal.

3.1.1.1 — Mecanismo de excita¢ao

Um mecanismo de excitacdo contém essencialmente uma fonte para gerar o sinal, um
amplificador de poténcia, um excitador.

O excitador eletrodindmico de vibragdo e o de impacto sdo os excitadores
convencionais (mais eficientes) em vibragdo. Peter Avitabile (2001) mostra que, na teoria,
ndo ha diferencga entre os resultados dos testes com esses dois tipos de excitadores, mas do
ponto de vista experimental, existem obviamente diferengas. Os principais aspectos
levados em consideracao sdo: o peso dos acelerdmetros quando montados juntos, o sistema

multi-canal, a massa e a rigidez do suporte do excitador eletrodinamico.

3.1.1.2 — O sistema de transducdo para medir as excitagdes e as respostas

A medida das respostas vibratdrias se faz geralmente em termos de deslocamentos, de
velocidades, de aceleragdes ou mesmo também de tensdes medidas com o transdutor de
forga. Teoricamente, o conjunto de medigdes (X respostas, Y exitagcdes) forma uma matriz
de dimensdes (X,Y) onde cada linha representa um ponto de medi¢ao da resposta e cada
coluna um ponto de medicdo da excitacdo. O teorema de Betti-Maxwell ou teoria da
reciprocidade (Avitabile, 2001) estipula que s6 uma coluna ou uma linha na medigdo ¢
necessaria para definir o comportamento vibratorio da estrutura em estudo. Em outros
termos, ndo € preciso alterar o posicionamento dos transdutores entre todos os pontos de
medi¢do para conseguir o melhor resultado possivel. S6 € necessario um “drive point”
onde ¢ medida a resposta. Porém, esse ponto de referéncia deve ser bem escolhido para que
nao seja um no6 de um dos modos de vibragdo. Os nds, por defini¢ao, sdo pontos de

deslocamento nulo na deformada.
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3.1.1.3 — Analisador de sinais para obten¢ao das Fun¢des de Respostas em Freqiiéncias

O analisador ¢ um sistema de aquisi¢do e de conversao (através de um software, usando
comumente a transformada rdpida de Fourier) de dados para obter informagdes
interpretaveis pelo usuario.

O processo de aquisi¢cdo e de conversao se da em trés etapas:

- A filtragem para eliminar as freqiiéncias excessivamente altas ou baixas demais.

- A digitalizag¢@o do sinal analogo para uma representagdo digital (Conversor Analogo
Digital). Essa etapa implica erros de quantizacdo, de amostragem, de leakage, mas, que
podem ser minimizados usando-se fungdes de peso (weighting function) ou janelas.

- A computacdo dos espectros (entrada/saida) que fornece um resultado muito
importante para a Analise Modal Experimental (AME): A Fung¢ao Resposta em Freqiiéncia
(FRF) que ¢ a medida das propriedades dinamicas entre dois graus de liberdade da
estrutura ou entre pontos de medi¢do da excitagdo e da resposta. No processo de Fast
Fourier Transform (FFT), a FRF ¢ a relagcdo entre a resposta do sistema (saida) e a forca
aplicada (entrada), apds uma transformac¢do de dados do dominio do tempo para o dominio

da freqiiéncia.

3.1.1.4 — Condigdes de contorno

Alguns cuidados sdo necessarios no que se refere as condigdes de contorno da estrutura
a estudar. Ewins (1985) mostra que para se realizar uma boa aproximacao da condigdo
livre-livre basta verificar que as freqiiéncias correspondentes aos modos de corpos rigidos
(que teoricamente devem ser nulos) sejam suficientemente baixas em relacdo aos modos de
flexdo (10 a 20% desses). Uma solucdo pratica para isso ¢ uma suspensdo com rigidez
flexivel para suportar a estrutura.

Quando se busca uma condi¢@o do tipo engaste, ¢ dificil, quase impossivel atingir na
pratica uma situagdo em que deslocamentos e inclinagdes no ponto de engastamento sejam
suficientemente pequenos para serem desprezados. Desta forma, ao se considerar que ¢
mais facil suspender uma estrutura que fixa-la satisfatoriamente, a maioria dos
experimentos feitos em condigdes de laboratério usa preferencialmente as condigdes de
contorno livre-livre.

Como exemplo pratico, a influéncia das condi¢des de contorno de uma viga na AME foi

estudada por Eliké (2006) e apresentada no anexo A desta dissertacao.
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3.2 - IDENTIFICACAO DE PARAMETROS MODAIS NA AME

Apos a etapa de obtengdo de dados experimentais, preocupa-se nesta secdo em descobrir
como esses dados podem ser identificados a partir de um modelo matematico. Os métodos
de identifica¢ao dependem do tipo de medig¢ao, do modelo usado para representar os dados
experimentais e do dominio das variaveis usadas no tratamento.

Assim, os métodos de identificacdo sdo geralmente classificados em dois grandes
grupos: os métodos modo a modo, onde a estrutura a estudar ¢ modelada por um sistema
com um grau de liberdade (gdl), e os métodos multi-modos onde o comportamento
dinamico da estrutura ¢ considerado uma combinacao linear de seus modos de vibracao.

Podem também ser separados em métodos de identificacdo (Allemang, 2002) no
dominio do tempo (Complex Exponential, Least Squares Complex FExponential,
Polyreference Time Domain, Ibrahim Time Domain, Multi-Reference Time Domain) € no
dominio da freqliéncia (Polyreference Frequency Domain, Simultaneous Frequency
Domain, Multi-Reference Frequency Domain, Rational Fraction Polynomial).

Vérios métodos, principalmente os métodos multi-modos considerados mais precisos,
foram desenvolvidos e validados e apresentam erros de aproximagao bastante reduzidos.

Técnicas mais recentes estdo sendo aplicadas para facilitar o uso de dados no dominio
do tempo, como € o caso de Alvin, Robertson, Reich, Park (2003) que usam a expansdo em
wavelet para fazer a identificagdo estrutural a partir das Fun¢des Resposta ao Impulso.

Seguindo a classificacio em funcdo do numero de modos na identificacdo,
apresentamos os métodos modo a modo e multi-modos, insistindo sobre a teoria associada
aos mesmos. Foram desenvolvidos e validados dois algoritmos de identificagdo, um para
cada tipo de método. O algoritmo de identificacdo servird em seguida para o ajuste do

modelo do rotor da bancada.
3.2.1 — Métodos modo a modo

Em mecanica vibratoria, o comportamento dindmico de uma estrutura pode ser visto
como uma combinagdo linear dos varios modos de vibracao. Contudo, na vizinhanga da
ressonancia, a resposta do sistema a uma excitacdo ¢ dominada por um modo de vibracao
bem determinado. Nesse caso, a estrutura ¢ modelada por um sistema com um gdl.
Baseado nessa abordagem, o método modo-a-modo permite determinar os parametros de
cada modo separadamente. Nesta se¢do, sdo apresentados os conceitos incluidos no

método.
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3.2.1.1 — Hipotese do método modo-a-modo
O modelo de um sistema com um gdl consiste em uma massa M, um elemento elastico
K, um elemento de amortecimento viscoso C (no caso do sistema ser dissipativo) e uma

excitagdo harmonica F. O movimento do sistema ¢ descrito pela seguinte equagdo

diferencial:

MX+CX+KX=F (3.1)
F X
[ 4

Ké éc

Figura 3.1: Sistema com um gdl

Para analisar a resposta do sistema no dominio de Fourier, consideremos a excitacdo e a
solugdo nas formas seguintes: F(7)=Fe” e X(t)=Xe".

A equagao do movimento se torna

(_sz +K +iwC )Xe”‘” =Fe™™ a partir da qual ¢ definida a Fungdo de Resposta em

Freqiiéncia (FRF):

X 1
FRF(w) —F(a)) = (K—a)zM)+i(a)C) - (a)f _a)z)ﬂ'(zga)) (3.2)

onde w, ¢ a freqliéncia natural e &£ o fator de amortecimento modal.

Como a resposta em freqiiéncia do sistema ¢ complexa, ela pode ser representada pelos

seguintes graficos.
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Amplitude da resposta

(I S B N

MX
40+

1 H g 20 E
/ g
e N2 e of
<
05l & o E
a0l |
w1 MN
o \ \ \ s 0 ; ‘ \ \ . . \ :
0 2 4 6 8 o o] 2 4 6 8 1o 12 14 16 18
Frequenda (rad/s) Frequendja (rac/s)
4 T T T T T T T T 100

80

60

40l

ase

v e

W
Parte imaginaria

. L . .
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 o > 4 6 8 10 12 14 16 18
Frequencia (rad/s) Frequencia (rad/s)

a) Diagrama de Bode b) real (») e imaginario (®)

Parte imaginaria
@
3

T _____

-60 -40 -20 0
Parte real

c) Diagrama de Nyquist
Figura 3.2 Diagramas da FRF

Os polos da funcao permitem definir a freqiiéncia natural e o fator de amortecimento.
Entdo, para cada grafico, ¢ possivel identificar o mesmo conjunto de pardmetros modais
(@, &).

Assim, a identificacdo de pardmetros modais ¢ também um processo da compressao de
dados, pois um grande ntimero de valores experimentais (as FRFs) ¢ representado por um

numero muito menor de parametros modais.

3.2.1.2 — Residuos
Na realidade, deve-se considerar na expressdo matematica da resposta do sistema a
contribuicdo de todos os modos de vibracao. A funcdo de resposta ¢ definida entdo pela

expressao 3.3.
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(3.3)

A,
H(w)= z( )+z(2§a))

onde N ¢é o numero de modos ¢ A4, é a constante de forga modal.
Se n ¢ o nimero de modos na faixa de interesse, a funcao de transferéncia pode ser

reescrita conforme trés termos (Ewins, 1985):

3.4
H(w)=R, + Z 4 +R, S
(a) - ) +i(2¢m,)

r—1
R. = ¢ o residuo relativo aos termos de freqiiéncias baixas.

§= ( ) (255 s

c A . . . A
R, = > ¢ o residuo relativo aos termos de freqiiéncias altas.

2 2 .
S (a)s - )+z(2§sa)s)
Como na vizinhanga da ressonancia a deformada ¢ dominada por um s6 modo, a fungao

de transferéncia € aproximada pela expressao seguinte:

Hia)» A (3.5)

(a)f —a)z)+i(2§ra),,)

Cada modo de vibragcdo de uma estrutura define-se matematicamente determinando o

conjunto (@,,&,,4,).

3.2.1.3 — Método do pico de amplitude

O método do pico de amplitude ¢ o mais simples dos métodos de identificacdo modo a
modo e se aplica melhor para estruturas cujas freqiiéncias proprias sdo bem afastada umas
das outras.

A partir da FRF, determina-se cada pico de ressondncia |H| e a freqiiéncia
correspondente @, (Figura 3.1). Identifica-se em seguida a banda de meio poténcia. Assim,

pode se estimar a taxa do amortecimento (Ewins, 1985) através da formula:
o=@ (3.6)

A

”

~———"——  define se a constante de forca

i(260,)

Sabendo que na ressonancia (w=w;)

modal 4, ~|H|(2¢.w,)
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3.2.1.4 — Ajuste de curva

O ajuste de curva ¢ um processo de interpolagdo de dados experimentais por um modelo
matematico. No caso do método modo a modo, a curva da FRF ¢ ajustada a expressao
simplificada da fun¢do de transferéncia para uma faixa de freqiiéncia proxima da do modo
de vibracao a ser identificado através da aplicacdo de um algoritmo de interpolagdo.
Notadamente, o método de Kennedy Pancy e o método de minimos quadrados sdo os mais
usados.

— Método de ajuste de circulo

Esse método, proposto por Kennedy Pancy em 1947, aproveita a forma circular da
curva da FRF (Figura 3.1) na vizinhanga da ressonancia (Allemang, 1999). O didametro do
circulo D ¢ usado para determinar a constante de forca modal Ar, uma vez a taxa de

amortecimento ¢, calculada a partir da formula 3.6.

A (3.7)

— M¢étodo dos minimos quadrados
O método dos minimos quadrados ¢ o método mais usado para proceder ao ajuste de
curvas. E rapido e facil de programar. Permite achar numa familia de funcdes fi(x; a),
definidas pelo modelo matematico, aquela fun¢ao que descreve adequadamente os dados
experimentais.
Os parametros a “otimos”, no sentido do método dos minimos quadrados, sdo aqueles
n
que minimizam a quantia 7 = z vi—f (xl.,(x) , sendo n o numero de dados experimentais.
i=1
Em geral, com uma estimag¢do de desvio o; de cada medida y;, avalia-se a contribui¢do
n —
da mesma calculando y* = ZL(X”(Z)
i=1 i
Quando o modelo ¢ linear, fala-se de regressdo linear. A busca do minimo de y* ¢

equivalente a resolver o sistema de equacgdes dado por grad(y?)=0.

3.2.1.5 — Algoritmos desenvolvidos
Aplicando a teoria apresentada acima, foram desenvolvidos algoritmos de ajuste de
curva e testados por identificagdo de dados simulados de um sistema de um gdl e dois gdls.

Em seguida, apresentamos os resultados obtidos.

28



Teste com 0 modelo do sistema com um gdl

O sistema com um gdl permite a aplicagdo do método modo a modo com toda
seguranga porque verifica as hipoteses requeridas. Nao ha, pois, influéncia de um outro
modo na resposta.

Para a identificacdo, a resposta simulada foi gerada por integragdo numérica da equagao
diferencial 3.1 que governa um sistema de 1gdl. Consideramos o sistema de massa M, de
rigidez K e amortecimento C da figura 3.1, sendo definindo o conjunto de parametros
modais:

M=1,0 Kg; K=10 N/m; C=1; F=10N > w,= 3,1623rad/s ¢ ¢ = 0,1581

Ajuste do circulo

O algoritmo de ajuste de circulo consiste em:

1) Selecionar os pontos (escolha de uma faixa de freqiiéncia na vizinhanga da
ressonancia)

2) Achar o circulo com o menor desvio no sentido dos minimos quadrados para os
pontos considerados. O centro e o diametro do circulo sdo determinados e também um
fator de qualidade da aproximagdo, que ¢ o desvio em relacdo ao circulo.

3) Localizar a freqiiéncia natural ,

4) Determinar o fator de amortecimento (Eq. 3.6)

Aplicando o algoritmo acima, tem-se como saida os seguintes resultados:

O diametro D = 1,412 ¢ as coordenadas do centro X, = (0,5 0,5)

wia= 3,3735 rad/se &g = 0,1524

A 1identificacdo apresentou um erro relativo de 0,04% para a taxa de amortecimento e

0,06% para as freqiiéncias.

251

*]

w

Imaginario

05} \ /

real

Figura 3.3: Ajuste de circulo — SDOF

29



Ajuste da resposta pelos minimos quadrados

Foi desenvolvido um algoritmo de identificacdo aplicando o método dos minimos
quadrados. A resposta do modelo com 1 gdl foi identificada usando as partes real e
imaginaria da forma complexa da funcao resposta (Eq. 3.2) para validar o algoritmo.

Os resultados sao apresentados em seguida.

Os valores identificados sdo: w;; = 3,1623 rad/s; &z= 0,1581 ; Fmoda= 1.

Identificagio paramétrica do sistema 1 gdl pelo método Minimos Quadrados
2 T T T T T T

Parte real

simmulado

+ identificado

Frequéncia (rad/s)

4 T T T T T

Parte imaginaria
(o) )

T T

1 |

[eR e L 1 1
1 2 3 4 5 & ¢ 8

Freguéncia (rad/s)

Figura 3.4: Ajuste da resposta do sistema com 1 gdl - SDOF

A figura 3.4 mostra que as curvas das FRFs simuladas e identificadas coincidem. Os
valores identificados sdo, como se esperava, iguais aos valores teéricos. Pode-se concluir
entdo que para o sistema com um gdl o algoritmo de identificagdo modo a modo usando o
método dos minimos quadrados foi bem sucedido.

Nota-se que os valores identificados sdo melhores do que aqueles obtidos no ajuste do
circulo. O método dos minimos quadrados fornece diretamente os parametros procurados

enquanto o ajuste de circulo determina antes o didmetro e o centro do circulo.
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Teste com um sistema com dois gdls

Considera-se um sistema com dois gdls composto por dois osciladores harmonicos.

Figura 3.5 Sistema com dois gdls

M

m, 0 k+k, -k, F
, K= ,C=aM+ pK, F = , X=x,(t)+x,(t)
—k, k,+k F

0 m, 5

O sistema de dois gdls ¢ definido pelas matrizes de massa M, rigidez K, de

amortecimento C, sendo admitido o modelado por um amortecimento proporcional (item

2.3.3). Os coeficientes o e f do amortecimento de Rayleigh (ou proporcional) sdo

determinados a partir dos coeficientes de amortecimento modal na relagdo 3.8:

1 a

e =—(—+ﬂa)0ij i=1,2,...

2\ w,

As equagdes do movimento formam um sistema de duas equagdes:

X +2-C -w.x, +w. X = . .
{ 1 gl 017%1 017%1 g01 9 X+A0'X+AO'X:G0

Xy +2-8) 0%, + @0, = &y

Gy: Vetor de for¢ca modal

@ .- A .
A, :( (;)1 ]: matriz diagonal de freqiiéncias naturais
6002

A = 24w, 0
’ 0 28,0,
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No caso do sistema com 2gdls, a geracdo de dados por integracdo numérica se torna
onerosa. Entdo, gera-se a curva da resposta em freqiiéncia (FRF) supondo o movimento
senoidal.

Seja:

x,(t) = a,cos wt + b, sin wt

x,(t)=a, coswt+b,sinwt > X = Acoswt + Bsin ot

o)era)
onde A = e B= .
a2 b2
K-o'M  oC [Aj_(FJ N
—oC K-oM)|B) |F,
OH
B -C K-o'M F,

Foi desenvolvido um algoritmo de identificagdo aplicando o método de minimos
quadrados. A resposta do modelo com dois gdls foi identificada usando a fungao amplitude
da forma complexa da fun¢do resposta (Eq. 3.2) para validar o algoritmo.

Os resultados sdo apresentados na tabela 3.1 e na figura 3.6.

Para um sistema fracamente amortecido, definimos os coeficientes de amortecimento
modal: £,=0,001 e £=0,002. Os parametros fisicos (massa, rigidez, amortecimento) usados
na simulacao sao:
k;=250N/m m;=1Kg F;=1IN
k,=80N/m m,=1Kg F,=0N
k3 =250 N/m

Os parametros fisicos do sistema foram escolhidos de forma a obter modos de vibragdo
suficientemente afastados.

Tabela 3.1: Identificagdo do modelo de dois gdls - SDOF

Freqii€ncias Modais (rad/s) Coeficientes de amortecimento modais
iniciais | identificadas | simuladas inicial [identificados| simulados

) 15 15.8110 15.8114 &l 0.001 0.001 0.001

[y 20 20.2500 20.2485 & 0.001 0.002 0.002
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Os resultados da identificacdo sdo satisfatorios, pois apresentam um erro da ordem de
10°. Foi notado que uma mé iniciagdo (valores iniciais dos parimetros a serem

identificados) conduz a uma identificag¢do errada dos parametros.

Identificagio paraméirica do sistema de 2 gdls pelos Minimos Quadrados
08 T T T T T T T T

simulado
identificadol
0.6 identificado2

Amplitude

+ 1 L L 1 L
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Frequiéncia (rad/s)

Fase
(o]
T

0 1 1 1 1
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Frequéncia (radfs)

Figura 3.6: Ajuste da resposta do sistema com 2 gdls — SDOF

3.2.1.6 — Limita¢des do método modo-modo

O método modo—modo apresenta limitagdes quando:

- 0s modos sao muito proximos (alta densidade modal).

- 0 amortecimento ¢ muito elevado ou muito baixo (diminui a precisdo das medidas).

- a resposta ndo ¢ dominada s6 por um modo.

- 0 ponto de medi¢do ¢ um nd.

Nesse caso, se usam métodos alternativos conhecidos como métodos multi-modos que

sdo considerados mais precisos.
3.2.2 — Métodos multi-modos

Existem vérios algoritmos usando o método multi-modos no dominio do tempo, bem
como no dominio das freqiiéncias. Neste caso, ¢ considerada a contribui¢do de todos os
modos de vibragdes. A resposta dos sistemas € descrita por uma fragao racional polinomial

no dominio de Fourier (Eq. 3.10).
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iaksk
H(s)=%:— (3.10)

Zﬂksk

onde s=ja; ¢ a variavel de Fourier para a i-ésima freqiiéncia,

m
Zaksk ¢ o polindmio do numerador da fun¢do de excitagdo (entrada) de ordem m,
k=0

n
z B.s" o polindmio do denominador da fungdo de resposta (saida) de ordem n e
k=0
oy € P sdo os coeficientes a identificar.
Como em dinamica de estruturas, o objetivo ¢ o de determinar os parametros modais, a
equacdo 3.10 pode ser reescrita fazendo a decomposicdo em poélos e zeros dos polindmios

do denominador € do numerador;

. 3.11)

ul , ,
H(s)= R
; S=Pr ST D

onde N é o numero de modos;

i, k= 1,..,n sdo os residuos ou constantes modais, tal que r, = lim H(Q);
Q- p,

pr sdo os polos, ou seja, as raizes do polindmio denominador, tal que
(pk =-0, +jb, )kzlmN .

Pode-se agora definir a freqiiéncia modal @, =6,/27 e o fator de amortecimento
=0, / | pk| . Os zeros sdo as raizes do polindmio do numerador, ou seja, sdo os valores que

anulam a FRF, enquanto que os p6los sdo os parametros que a maximizam.

3.2.2.1 — Método Polinomial de Fragdes Racionais (RFP)

O método Polinomial de Fra¢des Racionais (Rational Fraction Polynomial Method —
RFP) apresentado nessa se¢ao foi proposto por Richardson e Formenti em 1982.

Como na ressondncia a amplitude da FRF tende para infinito, procurar os pardmetros
modais corresponde a achar os coeficientes oy € f; que minimizam (ou melhor que anulam)
o polindmio do denominador, ou o erro e que existe entre as FRFs medidas, H,., , € as

FRFs analiticas Hy,.
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Para cada freqiiéncia (w;), sdo definidas as seguintes relacoes:
€= ch(a)i)_Hexp(a)i) ¢

(3.12)

m

> s —H, (s»{i ﬁksi"} ~0

k=0

Como a equacao (3.12) ¢ homogénea, um dos coeficientes pode ser escolhido
arbitrariamente. Considerando o coeficiente de maior ordem do polindmio do denominador

como sendo igual a 1 (5,,=1), a equacado (3.12) passa a ser:

m

n—1
zaksik _ch(Si)|:ZﬁkSik +S:‘n} =0
k=0

k=0

(3.13)

A partir da equacdo (3.13), ¢ definido um critério de erro, E; , entre as FRFs medidas e

as FRFs analiticas na expressao (3.14) para cada freqiiéncia (w;).

m

n-l1
k k
Ei = Zaksi _Hexp,i |:kz(;ﬂksi +Sin:|

k=0

(3.14)

Seja L o nimero de modos medidos ou o nimero de pontos de medi¢do. Pode-se, entdo,

construir o vetor de erros E (Eq. 3.15)

E=S-A-(H-B+H,) (3.15)
Com
1 2
s)os st s
0 1 2 m (316)
S = S2 S2 S2 vee 52
0 1 2 m
SL SL SL v SL
1 2 m
Hexp,l Hexp,lsl Hexp,ISI ce Hexp,lsl (3 17)
0 1 2 m .
I':I _ Hexp,2s2 Hexp,ZSZ Hexp,2S2 cee Hexp,2S2
H 0 H 1 H 2 H m
exp,LSL exp,LSL exp,LSL ce exp,LSL
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(3.18)

a ﬂn—l Hexp,LSZ

Richardson & Formenti (1985) resolvem o problema pelo método dos minimos
quadrados usando o critério de erro como uma fungdo dos coeficientes desconhecidos dos
vetores A ¢ B.

Seja J a funcdo de erro definida no sentido dos minimos quadrados por:

JE)=Y e xe ~FE (3.19)

i=1

A partir das equagdes (3.14) e (3.19), deduz-se a expressdo de J em funcdo de A ¢ B
(Eq.3.20).

J(A,B)=A'S'SA + B'H'AB + H'H,_ —2Re(A'S'HIB)-2Re(A'SH,)-2Re(B'HA,) (320)

J € uma funcao sempre positiva. As condigdes necessdrias para minimizar sao definidas

nas equacdes (3.21) e (3.22).

oJ =t re s Q1 _
azZS SA-2Re(SHB)—-Re(S'H, ) =0 (3.21)

S_é =2H'HB-2 Re(fISA) -2 Re(ﬁﬁn) =0

Y : X|(A] (G (3.22)

X=-Re(S'H), Y=S'S, Z=H'H
G=Re(S'H,) , F=Re(H'H,)
O problema fundamental que se encontra nesse método de identificacdo pelos minimos

quadrados é que as matrizes S e H sdo mal condicionadas (Richardson & Formenti, 1982).
Isto significa que a precisdo da determinagdo dos coeficientes dos polindmios (o € fr) €
limitada pela precisdo numérica da aritmética disponivel no computador usado. Como os

coeficientes oy ¢ S sdo usados para determinar os parametros caracteristicos da FRF, o
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método multi-modos de identificagdo ¢ muito limitado. O problema de mal
condicionamento pode ser reduzido com as seguintes agdes (Allemang, 1999):

- minimizando a faixa de freqiiéncia dos dados

- minimizando a ordem do modelo

- normalizando a faixa de freqiiéncia dos dados em (0,1) ou (-1,1)

- ortogonalizando os polindmios usados.

3.2.2.1.1 — Método de ortogonalizacao de polinomio
Qualquer polindmio de poténcia pode ser representado por um polindmio ortogonal

equivalente usando a relacdo (3.23).

m m (3.23)
Zskak = ZTk(S)Vk

k=0 k=0

Virias séries de polindmios ortogonais foram aplicadas nos métodos de identificagdo no
dominio da freqiiéncia. Tém-se os polindmios de Laguerre, Legendre, Chebychev,
Forsythe. Usando o método de Forsythe, Richardson & Formenti (1982) mostram que,
além de melhorar o problema de mau condicionamento, a utilizagdo dos polindmios
ortogonais simplifica o sistema de equagdes a resolver.

Chen & Xu (2003) explicam, de maneira sucinta, a ortogonalizacdo pelo método de
Forsythe e propdem um novo método como uma extensao.

Os polindomios de Forsythe sdo definidos da seguinte forma:

7;,—1 =0
7;,0 =1
T, =(s,~u )T (3.24)

Ly=0~u)l, —vi T, k=23..¢ei=-L,.,L

Onde

=y s, [Tl ad,, (3.25)
=

VkZZL:S,Tzk Ty0q:/dy (3.26)
=

d, = ZL:‘le‘ q, (3.27)
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g: uma fungdo peso & i-ésima freqiiéncia

T o polindmio ortogonal de ordem £ & i-ésima freqiiéncia.

3.2.2.1.3 — Simplificacdes

Richardson (1982) propde algumas simplificacoes deduzidas das propriedades
matematicas dos polindmios ortogonais e das funcdes de respostas para facilitar os
calculos.

1) Os polindmios ortogonais gerados sdo complexos ¢ podem ser expressos em termos
de polindmios reais por uma regra simples (Eq. 3.28), pois basta substituir a variavel de

Laplace s por jo.
T,=()'R, (3.28)

2) As FRFs podem ser definidas por uma soma de fungdes pares e impares, pois a parte
real da FRF tem a forma de uma fungdo par e a parte imaginaria atem a forma de uma
fungdo impar, se as freqiiéncias negativas sao levadas em conta. Conclui-se, entdo, que a
FRF apresenta uma simetria hermitiana, em relacdo a origem do eixo das freqiliéncias,

expressa na equagao (3.29):

SN |0, k#E] (3.29)
R I

i=1 oy _]

Sy 2 0. K#E] (3.30)
LI R

i-1 D, =J

(o sinal + para as freqiiéncias positivas)

Inicialmente, para determinar os pdlos e seus complexos conjugados, era necessario
incluir os valores positivos e negativos das freqliéncias, mas a simetria da FRF permite
usar s6 as freqiiéncias positivas sem perder informagoes.

Quando £ for um nimero impar, o polindmio ¢ impar e ¢ par se k for par.

3) A funcgdo peso g; para cada ponto de medicdo é considerada unitaria no polinémio do
numerador enquanto ¢ igual a amplitude quadrada da FRF medida no polindmio do

denominador.
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4) A geracao dos polindmios ortogonais pode causar problemas numéricos se a faixa de

freqliéncia ndo for normalizada. Para isso, basta dividir todas as freqiiéncias pela maior

freqiiéncia usada.

3.2.2.1.4 — Reformulagdo do método (RFP) usando polindmios ortogonais

O ajuste de curva em termo de polindmios ortogonais ¢ reformulado usando as

simplificagdes definidas no item precedente para se chegar a uma expressdo da func¢do de

transferéncia (Eq. 3.31).

Zm:ck¢:k (@)
H(w)=""—

Z dke:k (@)
k=0

cr € dj sdo os coeficientes do polindmio ortogonal a identificar.

Entao, obtem-se uma nova expressao do erro:

Com
+ + + +
1,0 ¢1,1 ¢1,2 e ¢1,m
+ + + +
P= 2,0 ¢2,1 ¢2,2 e ¢2,m
+ + + +
L,0 ¢L,1 ¢L,2 ce ¢L,m
+ + +
Hexp,lel,o Hexp,lgl,l Hexp,lgl,z
+ + +
I:'I _ chp,Z 92,0 chp,292,l chp,292,2
+ + +
chp,L eL,O chp,L eL,l chp,LgL,Z
+
CO dO chp,lel,n
c d - H._ .07
_ 1 _ 1 _ exp,272,n
c=:1Lp=2"" LA, ,
+
cm dn—l chp,LHL,n
I, : X|(c) (H
X' I D 0

+
Hexp,lel,m

H, ,0;,

exp,2

H,, .06/,

exp,L
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onde I, I, sdo as matrizes identidades;

0 é o vetor nulo;

X =—-Re(P'H), H=Re(P'H,).

As solucdes D e C do sistema matricial sdo definidas entdo no sistema de equacdes

(3.37).

D=-(I-X'X) X'H (3.37)

C=H-XD

Um algoritmo de identificagdo usando o método RFP foi desenvolvido e testado com os
dados simulados de modelos de sistemas de um gdl e de dois gdls definidos no item
3.2.1.4. Em seguida, sdo apresentados os resultados da identificacao.

Teste com 0 modelo de um gdl
Valores tedricos : w,=3.1623 rad/s &=0.1581
Valores identificados pelo método RFP:  w;;=3.1623 rad/s &,;=0.1581

O resultado da identificacdo para o sistema com um gdl ¢ satisfatorio. Na figura 3.7,

mostra-se, como era de se esperar, que as curvas simulada e identificada coincidem.

Identificagio paramelrica do sistema 1 gdl pelo metodo RFP
2z T T T T T T T

) I | | | | I |
0 1 2 3 4 5 3 £ g

Fregqiéncia (radis)

sirrulado
# 1denfificado
4 T T T T T T

Parte imaginaria

Fregqiéncia (radis)

Figura 3.7: Identificagdo do modelo de um gdl - MDOF
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Teste com o0 modelo do sistema com dois gdls

A validagdo do algoritmo de identificacdo pelo método RFP foi feita com modos muito

préoximos (razao wp/me;=1.01).

158114 0
JA, =
0 159862
0.002 0
AO/Z'VA‘):( 0 0001)

Valores identificados pelo método RFP:
Picol: w;4/=15.8114 rad/s ¢i0r=0.001
Pico2: w;;7=15.9862 rad/s ¢:402=0.002

O algoritmo de identificacdo foi testado com sucesso; os pardmetros modais numéricos

Valores tedricos:

sdo iguais aos tedricos e as curvas (Fig. 3.9) coincidem. O método multi-modos se
apresenta, como previsto, mais eficiente € mais confiavel do que o método modo a modo.

Permitiu chegar a uma melhor identificacdo para o modelo com 2 gdlIs .

Identificagiio paramétrica do sistema 2 gdl pelo metodo RFP

1 T T T T T

Parte real

1 I I I |
15.6 157 15.8 159 16 16.1 162 16.3
Fregiéneia (radfs)

sirmuladao
* identificado

Parte imaginaria

5.6 157 15.8 15.9 16 16.1 16.2 16.3
Frequéncia (radfs)

Figura 3.8: Identificagdo do modelo de dois gdls — MDOF
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3.2.2.2 Método de Exponencial Complexa

O ponto de partida do método ¢ a expressao geral (Eq. 3.3) para um sistema com varios

graus de liberdade, da funcao de transferéncia H (a)) no dominio da freqiiéncia:

25 y (3.38)
H(0)= ———

= (a)s —w2)+i(2§a)s)

Aplicando a transformada de Fourier inversa a H (a)), obtém-se a funcdo de

transferéncia impulso /(¢) que corresponde por definicdo a resposta do sistema a uma

excitacdo de Dirac de amplitude unitéria.

v (3.39)

A fungéo de transferéncia /() € conhecida de maneira discreta (q medidas: #y, #,,...,71,)

com uma resolugdo em freqiiéncia Af =1/T . Um sistema de equagdes é formado a partir

da equacgdo calculada nos instantes de tempo ¢, =[At:

hy=4, +4, +..+4,,
_ 5\ At S, At 5y N AL
h =Ae"™ +4,e™" +...+ 4,,e™"

_ 51 2At 5, 2At Sy n 20t
hy=A4e""" + 4, +..+ 4,,e

(3.40)

_ S1qAt SHqAt Sy ngAL
h, = A" + 4,e”"" +..+ 4,e

Caso o numero de medidas ¢ seja superior a 4 vezes o numero de modos (4N), este
sistema pode ser convertido num problema aos valores proprios que conduz a
determinagdo das freqiiéncias naturais complexas s, ¢ das constantes modais A, pelo

método de resolugao de Prony (Ewins, 1985).

3.2.2.3 — Método de Wavelet (Marwala, 2002)
A Fungdo Resposta ao Impulso (IRF) representa a resposta de um sistema y(?) para

qualquer entrada arbitraria u(z), através da integral de convolugao:

y(¢)=jh(r)u(t—r)dr (3.41)
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A transformacao de Fourier, método espectral de extragdao da IRF, projeta a equagdo de

convolu¢ao no dominio de freqiiéncia.

X(w)= T x(t)e ™" dt (3.42)

o
onde x(?) ¢ uma funcdo de tempo e X(w) a sua transformada de Fourier continua.

No dominio da freqiiéncia, as transformadas da entrada u e da resposta y sdo
relacionadas através de uma funcdo de transferéncia H(w) ou de resposta em freqiiéncia
Y(w)=H(o)U(w).

A convolucdo no dominio temporal ¢ agora uma simples multiplicagdo no dominio da
freqiliéncia, tornando a determinacgdo dos parametros de Markov muito mais facil.

De acordo com Alvin, 2003, a melhor maneira de apresentar a transformada de wavelet
¢ de compara-la com a transformada de Fourier, instrumento comum da anélise de sinal.

As transformadas de wavelet e de Fourier representam um sinal por uma combinag¢do
linear das suas fungdes de base.

Uma wavelet ¢ uma fungdo matematica bdsica que transforma os componentes

freqii€énciais de um sinal em fungdes do tempo.

V(t) = ih(@)u(t ~0)do (Alvin, 2003).

A expansao de Fourier pode ser vantajosa para o estudo no dominio de Laplace,
enquanto a expansdo de wavelet capta diretamente as propriedades temporais do sinal.

Por conseguinte, num tratamento de sinais tipico, a expansao de Fourier da funcao /4(z)
implica, primeiro, a transformacdo da integral de convolugdo no dominio de freqiiéncia,
através do calculo da FFT, seguida da sua transformacao inversa. Em outras palavras, os
dados devem ser transformados do dominio do tempo para o dominio da freqiiéncia e
convertidos outra vez ao dominio do tempo. Enquanto a expansdo de wavelet preserva a
natureza temporal dos dados, mostrando ao mesmo tempo o conteido em freqiiéncia

durante as transformacgoes.
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3.3- APLICACAO AO ESTUDO DE UMA VIGA

Com o intuito de aplicar todo o processo de ajuste de modelos num caso real cldssico e
bem conhecido, uma viga (Fig. 3.9), de dimensdes (1020x38x6.4) mm, foi submetida a um
teste modal usando um martelo do impacto, um acelerdmetro, um analisador de sinais. Os
dados foram gravados em 11 pontos de medi¢ao eqiiidistantes. Nesse item, apresentam-se

os resultados da analise modal experimental.

A

[=38mm

. >®¢/ e=6,4mm
t~, _
f

‘ L=1020 mm
Figura 3.9: Geometria da viga

Um estudo (anexo I), comparando trés condi¢des de contorno livre-livre, feito no
trabalho da Kloutsey (2006) mostrou que a melhor condi¢ao de contorno para aproximar a
condi¢do livre-livre seria pendurar a viga com dois fios elasticos na posicdo lateral
conforme mostrado na figura 3.10 (Kloutsey, 2006). As freqiliéncias sdo suficientemente

baixas para serem assimiladas aos modos rigidos da viga em condi¢do livre-livre.

Figura 3.10: Condigdes do teste modal
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O sistema de medicao descrito na figura 3.11 contém:

- um martelo excitador 4799675 PCB piezotronics, Inc,

um acelerdmetro piezelétrico B&K 4336 Série 199271,

um pré-amplificador de carga B&K tipo 2635,

um analisador de sinais.

L ISR SIS LIS ISP

Martelo de Impacto
Transdulor [ l UZI

»

Amplificador

Identiffcagdo iuste [ Célculo
Modelo das frequéncias, 4’;‘: ad:
Modal amortecimento e curvas FRF
formas modals |

Figura 3.11: Sistema de medigao

Considerando que se pode obter a vibragdo de uma estrutura medindo seu
deslocamento, velocidade ou aceleragdo, temos diferentes unidades e denominagdes para a
FRF:- a receptancia H(w) que ¢ a razdo entre o deslocamento e a forca de excitagao,

- amobilidade Y(w), a razdo entre a velocidade ¢ a forca de excitagao,

- ainertancia A(w), a razdo entre a aceleracdo e a forca de excitagdo.
Y (o) =ioH(w) (3.43)
A(o) = -0’H(o) (3.44)

No teste modal realizado, foi medida a aceleracdo e feitas as integracdes necessarias
para obtengdo da receptancia H(w) usando o analisador dinamico de sinais.
Foram medidos os trés primeiros modos para freqiiéncias numa faixa entre 10 e 1000

Hz, com uma resolu¢do de 800 linhas usando a janela exponencial / forga.
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Parametros modais identificados

Usando o algoritmo de identificagdo do tipo minimos quadrados testado no item 3.2.1,
foi possivel determinar as freqiiéncias e os coeficientes de amortecimento para os quatros

primeiros modos da viga.

Tabela 3.2: Identificac¢do da viga

Freqiiéncias Fatores de amortecimento
modais identificadas (Hz) modais identificados
) 31.7932 & 0.0
o)) 88.2028 & 0.005
3 171.9993 & 0.0005
W4 285.7900 [ 0.0004

Identificagio da viga pelos Minimos Quadrados
45 T T T T T T T T

40+ =

[av]
Lh
T
|

Amplitude
2
o

T

I

15k -
10F -

|
A A

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Frequéncia (rad/s)

Figura 3.13: Identificagdo da viga

Em seguida, foram considerados os trés primeiros modos identificados.

A tabela 3.3 apresenta as freqiiéncias identificadas junto com as numéricas (item 4.4).
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Tabela 3.3: Parametros modais identificados comparados com os numéricos

Freqiiéncias (rad/s) Modo 1 Modo2 Modo 3
Identificadas 31.79 88.20 171.99
Numéricas 31.84 87.76 172.04

Os resultados numéricos podem ser melhorados usando uma técnica de ajuste de
modelo. O préximo capitulo faz uma revisdo bibliografica a partir da qual se obtem um
melhor conhecimento dos métodos de ajuste de modelo e em seguida ¢ aplicado um

método para corrigir o modelo da viga que servira também para o ajuste de modelo da

bancada de hidrogerador.
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4 - TECNICAS DE AJUSTE DE MODELOS

O método de Elementos Finitos ¢ tido universalmente como a técnica de modelagem
mais eficiente. No entanto, as previsdes numéricas sido freqlientemente colocadas em
questdo quando, na validacdo dos modelos numéricos, o grau de correlacdo entre
resultados numéricos e resultados experimentais nao ¢ satisfatério. Em engenharia, prefere-
se corrigir o modelo numérico considerando os erros de modelagem, assumindo assim que
os erros gerados nos processos de coleta de dados experimentais sdo suficientemente
pequenos para serem desprezados. Nesse contexto, o ajuste de modelos ¢ um método
numérico que permite melhorar a qualidade do modelo numérico em relagao aos resultados
experimentais, considerados como representativos da realidade.

Nao existe um método de ajuste de modelo universal, mas pode ser definida uma
metodologia comum (Fig. 4.1) para todos os algoritmos desenvolvidos para corre¢ao dos

modelos numéricos.

. ’[ Modelagem } Ensaios
| L
I
1
| y
! - ) [ .
! Analise dos resultados J L Analise dos ensaios
1
1
|
| v
1
' ] ~ sim
S Reanalise Comparagdo fim
calculo/ensaio
nao
] Determinagdo  dos
Correcdo paramétrica parmetros e erros

Figura 4.1: Processo de validacao e correcao de modelos

Heylen (1987) classificou as técnicas de ajuste de modelos em métodos diretos e
indiretos de acordo com o processo de resolugdo do sistema de equacdo. Autores como
Janter (1989) enfatizaram a importancia da escolha dos parametros a serem ajustados e
separaram os métodos de acordo com a escolha dos parametros a ajustar. Imeregun &

Visser (1991) separam os métodos em métodos de localizagdo de erros e correcao de fases
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do modelo. Friswell & Mottershread (1995) em métodos diretos e iterativos usando dados
modais e métodos usando dados freqiiénciais.

Nesse capitulo, depois de se considerar as ferramentas de comparacdo de resultados
numéricos com resultados experimentais, sdo apresentados os métodos existentes para
corre¢dao de modelos segundo a classificagao de Friswell e Mottershead (1995). As técnicas
de ajuste de modelos sdo divididas em métodos diretos (ou globais) usando o método dos
multiplicadores de Lagrange, métodos iterativos (ou locais), onde € necessaria a escolha de

parametros, métodos usando dados freqiiénciais.
4.1 - VALIDACAO DO MODELO NUMERICO

Como mostra o processo de validacdo e de corre¢ao apresentado na figura 4.1, a coleta
de dados numéricos e experimentais ¢ seguida pela comparagdo dos resultados obtidos, o

que permite localizar o erro e definir os parametros de ajuste de modelo.
4.1.1 — Ferramenta de comparacao dos dados

A comparagdo ¢ a etapa que define se ¢ necessario ou ndo corrigir o modelo.
Requer a definicdo de critérios permitindo qualificar a distancia entre os resultados
numéricos e experimentais. Em dindmica, entre os critérios de comparagdo de dados
modais mais usados, tem-se:

- Os parametros efetivos modais;

- As distribui¢des das energias modais;

- As freqiiéncias e deformadas modais;

- O Modal Assurance Criterion (MAC).

O critério mais usado ¢ o MAC que serve para estabelecer a correlacdo entre modos

numéricos e experimentais, sendo definido por:

2

Z ‘l’xi\l’pi*

i=1

(Z ‘I’n%f*)(Z “’pi‘l’pi*]
i=1 i=1

onde y, e y, sdo os autovetores experimentais e calculados do i-¢simo modo de

MAC(p,x)z (4.1)

. ~ * . . .
vibragao, e “ 7 indica o complexo conjugado.
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Considerando o conjunto de vetores experimentais € numéricos, tem-se uma matriz de
MAC. Na diagonal da matriz, quando o valor do MAC ¢ perto de 1.0, isso traduz uma boa
correlacdo entre dois modos de vibragdo. Mas quando esse valor ¢ proximo de zero, fora da
diagonal, pode-se concluir que os modos de vibragdo sdo diferentes.

O MAC para dois modos de vibragao (mesmo iguais) ndo costuma ser igual a zero, pois
na verdade, a ortogonaliza¢do dos modos ¢ feita em relagdo a massa, O®'M® =0, j#k

Friswell (1995) propde uma expressao modificada para o calculo do MAC que permite

também verificar a ortogonalidade dos modos.

2

Dy My

i=1

[Z \leiM‘IIxi* j [Z \llpiM‘I’pi*j
i=1

i=l1

(4.2)

MAC,, (p,x) =

O MAC se torna ineficiente especialmente quando as freqliéncias de ressonancia sdo
muito proximas ou quando o numero de pontos de medig¢ao ¢ insuficiente. Na comparagao
de dados experimentais com dados numéricos, a maioria dos problemas ¢ devida ao
nimero de graus de liberdade incompativel com o numero de pontos de medi¢do (muito
pequeno) e aos erros de modelagem (omissdo do amortecimento, por exemplo).
Alternativamente, pode-se usar o COMAC que determina a correlagdo entre dois pontos de
medigao.

Nota-se também que, para se realizar a comparacdo dos modos experimentais e
computacionais ¢, freqiientemente, necessario reduzir o nimero de gdls do modelo EF ou
expandir o do modelo real. Para isso, existem métodos numéricos, notadamente a redugdo

de Guyan, o SEREP (System Equivalent Reduction Expansion Process , Friswell (1995)).
4.1.2 — Localizacao do erro para corrigir as incertezas do modelo

Sdo geralmente considerados trés tipos de erros de modelagem: os erros de modelagem
da estrutura ligados as incertezas nas equagdes que descrevem o comportamento fisico da
estrutura; os erros de parametrizacdo devidos principalmente as hipoteses assumidas, as
condig¢des de contorno dificeis de modelar; os erros devidos a ordem de discretizagdo que
pode ser insuficiente.

Para o método de ajuste ser eficiente, ¢ necessario localizar as incertezas. Os parametros
devem ser escolhidos de forma a permitir uma melhora substancial da modelagem da

estrutura.
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A localizagao assim como a escolha dos parametros (item 4.1.3) depende muito do bom
senso do engenheiro, mas existem técnicas uteis para este fim, apresentadas nos itens a

seguir.

4.1.2.1 — Usando o problema aos valores proprios
Lallement e Pirranda (1990) definem uma matriz de localizagao L do erro em fungao
dos parametros modais medidos, das matrizes caracteristicas analiticas a partir da equagao

do movimento incrementada por pequenas variagdes nas matrizes (Eq. 4.3).
(K, +AK)p, —(M, +AM)p A, =0 (4.3)

¢, matriz de autovetores medidos;
A,, matriz diagonal das freqiiéncias modais medidas;
M, e K, sdo as matrizes de massa e de rigidez analiticas;

AM e AK sio perturbagdes nas matrizes de massa e de rigidez.
L= AM(I)ml\m _AK(pm = Kuq)m _Mu(pmAm (44)
Os erros de localizagdo dominantes sdo determinados examinando o vetor de
N
localizagdo q, = Z p,L, , sendo p, o parimetro de ponderagio que reflete a correlagdo
h=1
entre dados medidos e numéricos para o h-ésimo modo.

O erro estd situado nos graus de liberdade associados em que os valores de q; sdo

muitos altos.

4.1.2.2 — Fungdes energia de subestruturacao

O uso das fungdes energias para localizagdo do erro foi proposto por Link e Santiago
(1991) e ¢é baseado nas expressdes das energias potencial (4.5) e cinética (4.6) da
subestrutura.

Energia cinética

X r (4.5)
Z (pah (th J ((Pah - (pmh )
h=1

Energia potencial

X r (4.6)
7 = Z (pah (th J ((Pah _(pmh)

h=1
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Os valores mais elevados da funcdo energia indicam erros na subestruturacao, enquanto
os valores menores um pequeno erro, ou que os resultados numéricos sdo insensiveis a

variagdes na subestrutura. Para essas técnicas, a normalizacdo dos parametros ¢ vital.

4.1.2.3 — Método do melhor subespaco

Entre as colunas da matriz de sensibilidade S definida por S66 =b (ver item 4.3.1), se
busca o melhor vetor coluna b. Pode ser uma combinagdo de 2, 3 ou varias colunas
constituindo a melhor sub-base para representar o vetor b.

Sendo b” a melhor representagdo de b no subespago de dimensio p, Lallement e Piranda
(1990) definem um erro escalar e, como a distancia entre b e b” tal que:

v, @7
e, ="———"100

[bl
Uma andlise dos erros e€,, obtidos para o subespaco de dimensdo crescente p=1,2,3,...

permite a selecdo das subestruturas que contenham erros de modelagem dominantes.
4.1.3 — Parametros para correcio de modelo

A escolha dos parametros ¢ uma fase muito importante em correcdo de modelos. O
nimero de parametros a serem corrigidos deve ser preferencialmente pequeno para evitar
problemas de ma condicionamento causados pela quantidade limitada de dados
experimentais disponivel. Além da necessidade dos resultados numéricos serem sensiveis a
pequenas variacdes dos parametros, esses ultimos sao escolhidos no sentido de corrigir
incertezas identificadas na modelagem. Os pardmetros do modelo numérico sao
diretamente ligados a geometria e as propriedades do material da estrutura, por conseguinte
sdo fisicamente significantes. Entdo, os parametros de ajuste sdo geralmente escolhidos
dentre os coeficientes fisicos ou dimensdes da estrutura. Algumas abordagens que
verificam o pré-requisito de manter o numero de parametros de corre¢do suficientemente
pequeno em relagdo ao nimero de dados medidos foram desenvolvidas e avaliadas por

Friswell e Mottershead (1990).

4.1.3.1 — Parametros de subestuturagao

Os parametros para correcdo sdo associados as matrizes de massa e de rigidez dos
elementos finitos ou grupos de EF (Eq. 4.8 ¢ 4.9).

M = M+ 6;M; (4.8)
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K=Ky+ GjKj (4.9)
M e K sdo as matrizes corrigidas;

M, e K| sdo as matrizes iniciais;

K| e M; sdo as matrizes da j-ésima subestrutura;

Os coeficientes 6; sdo os pardmetros de ajuste.

4.1.3.2 — Parametros fisicos

Em geral, as matrizes de massa e de rigidez sdo consideradas fun¢des nao lineares dos
parametros fisicos (modulo de Young, massa especifica, momento de inércia, geometria)
representando a distribui¢do de massa e rigidez da estrutura (Eq. 4.10 e 4.11). Esses

parametros, entdo, podem ser usados para o ajuste de modelo.

4.10

M:M0+86’48—M (4.10)
100,

4.11

K:K0+86‘.8—K .11
J 80/

Por analogia as equagdes (4.8) ¢ (4.9), M, :%Z[, K, :a—K sd0 as derivadas em

j J

rela¢do ao parametro de ajuste, calculadas a partir do modelo analitico inicial.
Aqui o ajuste depende da sensibilidade das matrizes a pequenas variagdes do parametro.

Essa abordagem ¢ usada nos métodos iterativos (item 4.3).
4.2 - METODOS DIRETOS

A corre¢dao do modelo de Elementos Finitos a partir de resultados do teste estatico
ou dindmico conduz a resolucio de um problema de otimizacdo paramétrica: a
minimiza¢do de uma funcdo “distancia” entre o comportamento real e o simulado. Essa
minimizagdo ¢ geralmente gerada com restrigdes e condi¢cdes que fixem os limites
aceitaveis dos pardmetros. E o caso dos métodos diretos que envolvem os resultados
modais, experimentais e as matrizes de massa e de rigidez analiticas. Chamados
“representacionais”, os métodos diretos reproduzem exatamente o modelo real. Nao
requerem iteracao assim nao hé problema de divergéncia.

Essa se¢do apresenta as técnicas de ajuste pelo método direto.
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4.2.1 — Método dos multiplicadores de Lagrange

O método dos multiplicadores de Lagrange ¢ util para resolver os problemas de
otimizacdo com restrigdes. Consiste em introduzir uma incdgnita escalar suplementar -
chamado multiplicador de Lagrange - por restri¢des.

Seja o problema de otimizagao de » variaveis:
Min(F(X)) onde X = {xl,xz,...,xn} com m condigdes g, (X) =0,k=1,2,....m

O método dos multiplicadores de Lagrange estabelece que se chega a otimizagdo de

F(X) para valores de x; de X que satisfazem o sistema:

OF(X) &  0g.(X)
D ———==0
Oox, z g ox,

4.2.2 — Ortogonalizaciao 6tima da matriz modal

A matriz de autovetores ¢ corrigida de modo a forgar a ortogonalidade entre os seus
elementos em relagdo a matriz de massa analitica M,. Na realidade, devido aos erros de
medicao e a necessidade de expandir o modelo real ou de reduzir o modelo numérico, os
modos experimentais ndo sdo ortogonais a matriz de massa analitica. Entdo, nesse método,
o autovetor corrigido ndo s6 reproduz o autovetor experimental, mas também verifica a
condi¢do de ortogonalidade. Matematicamente, o objetivo € o de determinar a matriz de
autovetores que minimiza a distancia (Eq. 4.12) entre autovetores analiticos ® ¢

experimentais®, na norma euclidiana (Friswell, 1995) impondo a condi¢do de

ortogonalidade (Eq. 4.12).

oo -S5[S, -, ) an

i=1 k=1| j=1
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comN =M'"?, n o nimero de gdls do modelo numérico , m o niimero de autovetores

medidos.

Usando a condigdo de ortogonalidade ® M _ ® =1 no método dos multiplicadores de

Lagrange, obtém se:

J= 4 i{NU‘ ((Djk _q)nl_/k )Nzh ((th -, )} +27ih { A"k cDjiMa‘,-kq)kh _51'/1} (4.13)
sJ > i, Js

A matriz modal 6tima ¢ aquela que anula o termo

rs

A unicidade da solugdo ¢ imposta colocando uma condi¢do de simetria sobre a matriz I,

formada pelos multiplicadores de Lagrange y;: T =T"

A forma matricial da equacao (4.13) ¢ dada por:

2M, (®-@,)+2M @I =0 (4.14)
e a solucdo final é:

o=0, [oM@,]" (4.15)

4.2.3 — Correcao da matriz de rigidez analitica

Considerando a matriz de massa exata, procura-se corrigir a matriz de rigidez a partir da
matriz de autovetores corrigida @ no item precedente, usando o método dos
multiplicadores de Lagrange e baseando-se na equagdo do movimento.

O problema ¢ minimizar a distancia J (Eq. 4.16) entre a matriz de rigidez corrigida K e

a analitica K, da equagdo K, ® =M ®A , onde A ¢ a matriz diagonal com as freqiiéncias

naturais medidas.

J =%HN‘1 (K-Ka)N‘lu (4.16)

A solugdo é procurada considerando a condi¢io de simetria da matriz de rigidez K'=K

e introduzindo os multiplicadores de Lagrange v,

=

n

2
s3SI S S0, -0

i,j=1| hk=1 i,j=1 i=l j=

—
=

(4.17)
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A solugdo Unica se obtém para a condigdo I', =-T, " .
I'x ¢ a matriz formada pelos multiplicadores de Lagrange yx.
A partir das propriedades de ortogonalidade e de simetria das matrizes K, M, A, ®, se

deduz a expressao simplificada da matriz de rigidez corrigida

K=M OAD'M, =@ 'AD’ (4.18)

4.2.4 — Correcao das matrizes de massa e de rigidez analiticas

Enquanto no item 4.2.2 a matriz de massa ¢ considerada exata, nesse método sé os
resultados experimentais sao exatos. A matriz de massa € corrigida por otimizacao usando
a condicdo de ortogonalidade dos autovetores experimentais. Em seguida ¢ corrigida a
matriz de rigidez a partir da matriz de massa corrigida e a condi¢do de simetria conforme

exposto no item 4.2.3.

Minimizando a fung¢do J = %HMg”2 (M-M, )M, "

a

, sujeita a restrigdo @, 'M® =1,

chega-se a matriz de massa corrigida:

M=M,+M,® M (I-M, )M, '®,M (4.19)

a m a

sendo M, =®'M ® , a matriz de massa generalizada a partir da matriz de massa

analitica e os modos experimentais expandidos ao niumero de gdls do MEF.

Friswell (1995) afirma que a inversdo da matriz M, ndo € uma operagdo onerosa.

E proposto também na literatura a corre¢do simultanea das matrizes de massa e rigidez

usando a fungdo J :%HM;W (K-K,)M," +M;1/2(M—MQ)M;”2H.

A vantagem principal dos métodos diretos ¢ o tempo reduzido de computagdo, e assim o
custo da execugdo pode ser minimizado. Por outro lado, os resultados sdo sem significado
fisico por causa da falta de controle no processo de ajuste. Esse método ndo permite a

escolha de parametros, ao contrario dos métodos iterativos.

57



4.3 - METODOS ITERATIVOS

O objetivo dos métodos iterativos ¢ o de maximizar a correlagdo entre o0 modelo medido
e numérico. Além de tentar reproduzir exatamente o modelo experimental, os métodos
iterativos levam em conta o sentido fisico da modelagem.

Hé duas maneiras de considerar os métodos iterativos:

- minimizando uma fung¢do objetivo que envolva as formas modais e as freqiiéncias
naturais.

- calculando as solugdes gerais da equacdo oz =S 66 com varias matrizes de ponderacao
onde:

00= 0- 0 variagdo no j-ésimo parametro;

oz =z,,-z diferenca entre os dados medidos e calculados;

S ¢ a matriz de sensibilidade que contém as primeiras derivadas dos autovalores e
autovetores em relacdo aos parametros de ajuste. Existem véarios algoritmos para calcular
essas derivadas desenvolvidas por Fox e Kapoor (1968), Nelson (1976), Wang (1985),

Zang (1996). Alguns serdo apresentados nessa se¢ao.

m

Os dados experimentais sdo colocados no vetor z, :{/1 ,(plT ,---,/Im,(p;}, sendo A,

freqliéncia natural e ¢ ,, vetor modal real correspondente.

Os dados numéricos no vetor z :{ﬂ,l,q)f v ALl } podem conter so as freqiiéncias

naturais /4; € os autovetores ¢; poderdo também ser incluidos se necessario.
4.3.1 — Método da funcio objetivo

Esse método visa a minimizar uma fun¢do objetivo que representa a distidncia entre
dados medidos e dados numéricos. Essa funcao ¢ geralmente a soma dos quadrados da
diferenca entre os autovalores medidos e estimados. E uma fun¢do ndo linear dos
parametros a corrigir, entdo, no processo iterativo, o0 modelo numérico ¢ avaliado em cada
iteracdo. O parametro corrigido ¢ aquele que conduz ao minimo da funcgio.

Steenackers e Guillaume (2006) estenderam e adaptaram este método. Desenvolveram
um algoritmo que leva em conta a incerteza dos pardmetros modais estimados. Como os
resultados experimentais ndo sdo 100% corretos, propdem um processo de ajuste do MEF
incluindo o desvio padrio das medidas que ¢ usado como um fator peso na fungdo

objetivo.
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4.3.2 — Método de analise da sensibilidade

Nessa técnica, se considera a aproximacao linear do erro entre resultados experimentais
e calculados na j-ésima iteracao (dz =S 06).

Uma solugdo no sentido dos minimos quadrados ¢ definida por:
50=[s"s] "85z (4.20)

No processo iterativo, a solugdo se da pela expressao:

0,,=0,+[ss,] sz, z) (4.21)
Num teste tipico de vibracdo, as freqiiéncias sdo obtidas com uma precisdo de 1% e as
formas modais com 10%. Também as baixas freqiiéncias sdo medidas com mais precisao
do que as altas. Essas diferengas devem ser levadas em conta incluindo-as numa matriz de
ponderagdao W..
As equagoes (4.20) e (4.21) passam a ser:

50=[8"W,s] "W,z (4.22)

G 4.23
9., =a}.+[s§w§sj] S'W.(z, - z) (4.23)

Quando o niimero de dados experimentais ¢ menor do que o de parametros a corrigir,

TQ z .. . ,
S’S ¢ certamente mal condicionada (Friswell &Mottershead, 1995). Nesse caso, o numero
de equagdes € menor do que o numero de incognitas e gera-se uma infinidade de solugdes

possiveis.

4.3.2.1 — Célculo da matriz de sensibilidade
Lembramos que o problema aos valores proprios nas modelagens padrao € caracterizado

pelas equacdes (4.24) e (4.25).
(K-o’M)p =0 (4.24)
oMo, =5, (4.25)

O célculo da matriz de sensibilidade S requer o célculo das primeiras derivadas dos

autovalores e autovetores correspondentes em relacdo a varidvel de concepgdo. As
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expressoes dessas derivadas dos autovalores e autovetores sao obtidas derivando as

equacoes (4.24) e (4.25).

Assim,
axlqu)r K _, M 0 (4.26)
ov; \Nov, Tov, )

oA, (4.27)
(K_ng)§_$=[,1jaﬂ+_fM 8KJ(|)'

ov. oV, oV

As derivadas do autovalor 4; sdo faceis de calcular, sendo que (2—5) e Z—Vpodem ser

calculadas, ao contrario das derivadas do autovetor ¢; , porque a matriz (K - 4M) ¢
singular. Varios métodos, por exemplo, os métodos de Fox Kapoor (1968) e de Nelson

(1976), foram desenvolvidos para calcular as derivadas do autovetor.

Método de Nelson

O método de Nelson fornece uma solugdo exata (Eq. 4.9), expressa a derivada em
termos de solugdo particular P e solugdo complementar C definido na equacgdo (4.10)

(Sutter,1988).

oo . 4.28
% P+Co, (*29)
Sendo:
C:—(ijP——(pj 8V
Método de Fox & Kapoor

No método Fox e Kapoor, chamado também método modal, considera-se que a derivada

do autovetor ¢ uma combinagao linear do conjunto de autovetores.

0, = Zcﬂ(l)
i=1 i

(4.29)

“ 7 designando a derivada em relagdo ao parametros de ajuste.
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-0,5¢/M'e, sei#l
e F=(AM'+iM-K')o,

— T
com ¢ 9, F J

— sei=]/
A=A

Em geral, apenas um numero limitado (m) de autovetores ¢ calculado. A solugdo

aproximada ¢ obtida usando os m autovalores disponiveis na soma.
4.3.3 — Métodos usando dados freqiiénciais

Quando a extragdo dos parametros modais se torna dificil ou muito onerosa devido a um
amortecimento elevado ou uma alta densidade modal, as FRFs podem ser usadas
diretamente para corrigir o modelo EF. Nesse caso, o amortecimento deve ser incluido no
modelo EF para obter uma boa correspondéncia entre FRFs medidas e previstas. Usa-se em
geral o amortecimento proporcional (item 2.3.3). Considerando os dados experimentais
exatos, o método usando dados freqiiénciais se baseia principalmente na otimizagdo de
duas formulagdes do erro entre 0 modelo experimental e o numérico (Eq. 4.30), chamado

também “residuos” de entrada Eg e de saida Eg.
E; =f(o)-B(w)X(®) (4.30)
E, =B ' (0)f(0) - X(®) (4.31)

A matriz B, chamada matriz dindmica ou matriz de flexibilidade, ¢ definida a partir da

equacdo do movimento no dominio da freqiiéncia (Eq 4.33).

B(w) = [—a)zM +iC + K] (4.32)
sendo
[-o’M +ioC+K |X(0) = (o) (4.33)
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4.4 - CASO DA VIGA

Nesta secdo, volta-se a usar a viga descrita no capitulo precedente como exemplo
didatico para avaliar os algoritmos desenvolvidos. Assim, foi desenvolvido um algoritmo
de ajuste de modelos usando a matriz de sensibilidade dos autovalores A; , quadrado das
freqliéncias naturais) e autovetores ®@; (as formas modais). O calculo das derivadas dos
autovetores foi feito aplicando o método de Fox & Kapoor. A otimizagao foi feita usando a
equacgao (4.21).

Os resultados obtidos no ajuste do modelo da viga sdao apresentados e discutidos, mas

antes ¢ descrito o modelo EF usado.

4.4.1 — Modelo inicial da viga

No modelo EF, ¢ considerada uma viga de se¢do retangular (dimensdes (1020x38x6.4)

mm), de tipo Euler-Bernoulli cujas matrizes elementares de massa e de rigidez sao dadas

por:
156 221 54 —13] 12 6 -12 6l (4.34)
M My A 221 41> 131 312 CE-I| 6l 4 -6l 2P
420 | 54 131 156 2217 ¢ P |-12 -6l 12 -6l
131 31> 221 42 6/ 21> —61 4l

Onde Mv = 7659,31Kg/m*® ¢ a massa especifica calculada a partir da massa e das
dimensdes da viga,

E =2,02 10" Pa é 0 modulo de elasticidade,

A a se¢do transversal do elemento,

I o momento de inércia do elemento,

[ o comprimento do elemento.

O modelo EF contém 100 elementos e cada elemento possui dois nos, entdo quatro gdls.
As matrizes caracteristicas globais foram calculadas conforme as formulacdes de
montagem no item 2.2.2.3. O amortecimento ndo foi incluindo no modelo.

As freqiiéncias calculadas sdo colocadas no vetor z=[31,84 87,76 172,04]T .

Como foi mostrado no item 3.3, os parametros do modelo numérico da viga precisam
ser melhorados para se obter uma melhor correlacdo entre dados numéricos e dados

experimentais.
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4.4.2 — Ajuste do modelo EF da viga

O algoritmo de correcdo de modelos desenvolvido € apresentado através do diagrama de
fluxo mostrado na figura 4.2. Num processo iterativo, foi usada a matriz de sensibilidade
dos parametros modais. O parametro de ajuste 6timo € obtido a partir da equagao 4.21.

Para avaliar o algoritmo desenvolvido, foram considerados trés cendrios de ajuste: —
com s6 um paradmetro sem autovetor — com um parametro e incluindo os autovetores — com
dois parametros. Os resultados do ajuste obtidos s3o organizados nas tabelas 4.1, 4.2 e s3o

também discutidos e analisados nessa se¢ao.

Modelo incial: (6))

z=[X. @]
Mttt >
0.1 :2=S00
i z=[\;, @;] z=[\, @]

sim

v ndo

[ Convergéncia ou  numero }

maximo de iteracdes atingidos

Figura 4.2: Diagrama de fluxo do algoritmo de ajuste de modelo usando a sensibilidade

dos autovalores e autovetores em relacdo aos parametros do modelo

4.4.2.1 — Ajuste do modulo de elasticidade £
O ajuste de modulo de Young foi feito considerando a sensibilidade dos autovalores 4
em primeiro lugar e, em segundo lugar, incluindo também os autovetores @. Na tabela 4.1,

os resultados dos dois cenarios sdo comparados.
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Tabela 4.1: Ajuste do modulo de Young da viga

Parametros de ajuste | Valores iniciais Valores ajustados Valores | Unidades
sem @ com ® | medidos
Moédulo de elasticidade E 2,02 3,19 3,19 x 10" Pa
Freqiiéncias modais
o) 31,84 31,84 31,84 31,79 Hz
oy 87,76 87,76 87,76 88,20 Hz
®3 172,04 172,05 172,05 171,99 Hz

Os ajustes sem e com autovetores chegam aos mesmos resultados. O segundo cendrio

tem a vantagem de fornecer as formas modais ajustadas (Fig 4.3, 4.4, 4.5).

Primeiro modo de vibragao da viga
T

-
e
-

Figura 4.3: Forma modal 1 / Ajuste do modelo da viga
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segundo modo de vibracao da viga
T T

135 T T T

Deflexio

04 0.6 0e
Comprirmento da viga (m)

Figura 4.4: Forma modal 2 / Ajuste do modelo da viga

Terceiro modo de vibragho da viga

tnicial

ajustado
=== gxperimertal

Deflexio

1 1 1 L
0.6 0g 1
Comprimento da viga (m)

Figura 4.5: Forma modal 3 / Ajuste do modelo da viga

As freqiiéncias corrigidas aproximam melhor as freqiiéncias experimentais, como o

mostram as figuras, através as formas modais, uma vez, corrigidas ficam também mais
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proximas das formas modais experimentais. Contudo esses resultados nao podem ser

considerados satisfatorios, pois, 0 modulo de Young ajustado ¢ muito alto para ser

considerado o de um a¢o comum.

Um terceiro cenario ¢ usado considerando dois parametros para o ajuste do modelo da

viga.

4.4.2.2 — Ajuste do mddulo de elasticidade £ e da massa especifica Mv

O ajuste considerando dois parametros permitiu chegar a um melhor resultado de ajuste

de modelo apesar de se usar um modelo inicial pior do que o primeiro. Pode-se verificar

entdo que a escolha do nimero de pardmetros ¢ uma etapa decisiva no ajuste de modelo.

Tabela 4.2: Ajuste do modulo de Young e da massa especifica Mv da viga

Pardmetros de ajuste | Valores iniciais | Valores ajustados | Valores medidos | Unidades
Médulo de elasticidade E 1,02 1,98 x 10" Pa
Massa especifica My 7968,75 7961,97 Kg/m?

Freqiiéncias modais
) 22,62 31,59 31,79 Hz
oy 62,36 87,08 88,20 Hz
w3 122,25 170,72 171,99 Hz

Os resultados dos capitulos 3 e 4 permitiram verificar a validade da metodologia

empregada e das rotinas desenvolvidas em Matlab. Na ultima etapa do trabalho, pretende-

se corrigir o modelo numérico da bancada experimental do Laboratério de Vibragdes e

Dinamica de Estruturas na UnB.
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5- CORRECAO DO MODELO DO CONJUNTO ROTOR-
GERADOR DA BANCADA EXPERIMENTAL DA UNB

A fim de estudar a dinamica de um conjunto turbina-gerador, usada em usinas
hidrelétricas, o Laboratorio de Vibragdes e Dinamica de Estruturas na UnB construiu uma
bancada experimental, reproduzindo, em escala reduzida, o hidrogerador utilizado pela
Eletronorte na Usina Hidroelétrica de Coaracy Nunes. Essa bancada permite a simulagdo
dos fendmenos comuns que acontecem num conjunto turbina-gerador.

A bancada (Fig. 5.1.a) ¢ uma unidade rotor-gerador vertical composta de um gerador
sincrono de trés fases, com 6 poélos salientes e independentemente alimentados. A turbina
real usada na usina hidroelétrica ¢ simulada por um disco com propriedades similares as da
turbina real. O conjunto funciona com um motor elétrico e ¢ suportado por dois mancais.

(Fig. 5.1.b).

(@) b ©

Figura 5.1: (a) Bancada experimental (b) Vista interna (c) Conjunto Rotor-Gerador

O modelo EF do conjunto rotor-gerador da bancada (Fig. 5.1.b) apresenta incertezas,
principalmente na modelagem do enrolamento do gerador. Um ajuste de modelo usando
dados modais experimentais foi aplicado para se ter uma melhor representacgdo fisica desse

componente do conjunto.
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Primeiramente, o método da funcao objetivo foi usado para ajustar a massa Mg e o
momento de inércia /g (nas dire¢des perpendiculares aos eixos do rotor) do enrolamento do
gerador. Variando Mg e Ig dentro o intervalo de limites aceitaveis ([30, 80] e[ 0.3, 1],
procurou-se o conjunto (Mg, Ig) que minimiza o erro entre 0 modelo numérico e o modelo
real.

Em segundo lugar, foi aplicado o método de andlise de sensibilidade de autovalores e

autovetores.
5.1- DESCRICAO DO MODELO EF DO ROTOR-GERADOR.

Essa secdo descreve o modelo EF do conjunto rotor-gerador desenvolvido no Matlab,
usando o método proposto por Gmiir (1997).

O rotor-gerador usado na bancada foi construido reciclando um grupo motor-gerador,
no entanto ndo se sabe as dimensdes exatas do eixo na regido do enrolamento. Entdo foi
admitida uma geometria do eixo como apresentada na Figura 5.2. Foi admitido também
que todas as incertezas no modelo EF sdo localizadas onde se situa o gerador. Essa

hipotese € necessaria para se comecar o processo de ajuste de modelo.

1142, 40

|

el b VEE o ERETM a0 g50 T

| I .| T .

[ g1

41

Figura 5.2: Dimensoes do eixo do rotor (sem o gerador).

O rotor ¢ definido como uma viga cilindrica com 7 sec¢des (Figura 5.2) e o gerador ¢
modelado como uma massa concentrada localizada num né da terceira se¢do do eixo a

partir da esquerda.

A equagdo linear do movimento para o i-ésimo modo de vibragdo do conjunto rotor-

gerador ¢:

(K, ,—oM, )X, =0 (5.1)

onde K,., ¢ a matriz global de rigidez, M,., ¢ a matriz global de massa, ¢ w?* e X; sdo

os autovalores e autovetores respectivos para o i-¢simo modo de vibragdo do conjunto
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rotor-gerador. As matrizes globais sdo obtidas por montagem das matrizes elementares do
gerador e do eixo do rotor.

Na modelagem desenvolvida, o eixo do rotor ¢ considerado simétrico sem levar em
conta as incertezas na distribui¢do de massa. De fato, a bancada experimental possui um
p6lo mais saliente do que os outros. A hipdtese de simetria permite dois gdls por no.

Assim, como o eixo do rotor foi considerado do tipo viga, as matrizes elementares da
viga (Eq. 4.34) foram também usadas para definir as do rotor.

O gerador ¢ considerado como uma massa concentrada, definida por uma massa Mg e
um momento de inércia /g, assim ndo tem influéncia na matriz global de rigidez. As

matrizes elementares do gerador sao:
Mg O 0 0 5.2
M| M8 K, - (5.2)
0 Ig 0 0

Uma primeira aproximacao da massa do gerador foi obtida pela diferenca entre a massa
total do conjunto rotor-gerador medida e a massa do eixo do rotor calculada numa rotina
em Matlab. O rotor-gerador pesa 88,6 kg e a massa calculada do eixo para uma densidade
especifica de 7800 kg/m? é de 29,38 kg, conclui-se que a massa do gerador deve estar
proxima de 59,22 kg.

Foi avaliada a influéncia do tamanho do modelo na convergéncia dos resultados da
analise modal numérica do modelo EF. A tabela 5.1 mostra os resultados obtidos e pode-se
concluir que o nimero de elementos finitos pode ser limitado a 134 sem perda de

qualidade, pois acima desse numero as freqiiéncias naturais variam muito pouco.

Tabela 5.1. Influéncia da malha do eixo do rotor sem o gerador.

Freqiiéncias Numero de elementos usados no modelo
[Hz] 18 44 86 134 266
Modo 1 181,9964 181,2885 181,2869 181,2869 181,2867
Modo 2 798,9843 593,5714 593,5286 593,5261 593,5257

Um outro parametro importante para constru¢do do modelo EF ¢ a posi¢do onde os
parametros do gerador sao concentrados. Para determinar a melhor posi¢ado, calculos foram
feitos em cinco posigdes da terceira parte do eixo a partir da esquerda. Os resultados
apresentados na tabela 5.2 sdo comparados com os experimentais (ver Tabela 5.3). Desses,
deduz se que a massa e 0 momento de inércia do gerador estio localizados a 215.5 mm da

extremidade esquerda do eixo (Fig. 5.2).
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Tabela 5.2: Avaliacdo da melhor posi¢ao do gerador no eixo do rotor.

Posi¢do do gerador no 0,21 0,25 0,29 0,33 0,37
eixo do rotor [m]:
1° freqiiéncia [Hz] 39,10 139,70 138,75 136,16 132,14
2° freqliéncia [Hz] 475,49 488,50 499,50 508,04 513,69

Apos o processo de modelagem, na proxima se¢do, sdo apresentados os resultados da

Andlise Modal Experimental do conjunto rotor gerador.

5.2 - ANALISE MODAL EXPERIMENTAL

Uma andlise modal experimental permitiu identificar as freqiiéncias, os coeficientes de

amortecimento e as formas modais dos dois primeiros modos de vibrag¢do usando algoritmo

de identificagdo RFP, descrito no item 3.2.2.

No teste modal, foi usado o mesmo sistema de medi¢dao do que no experimento da viga

descrito na figura 3.11.

5.2.1 — Resultados da Analise Modal Experimental

O rotor foi excitado com um martelo em condigdo livre-livre. As FRFs foram medidas

em nove pontos distribuidos no eixo do rotor como o mostra a Figura 5.3. Para cada ponto,

a resposta da estrutura foi gravada para uma media de 20 medidas.

Ponto 6 L

E
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Figura 5.3: Teste modal / condigdo de contorno livre-livre




A tabela 5.3 mostra os parametros modais (freqiiéncias modais e taxa de
amortecimento) obtidos da identificacdo pelo método RFP. As figuras 5.4 € 5.5 mostram os
resultados da identificagao.

Tabela 5.3: Identificagdo dos parametros modais do conjunto rotor-gerador

Modo fia (Hz) &
1 139,5300 0,0081
2 487,2193 0,002

Primeiro modo de vibragio do rotor

Farte real

1 I I I I I I | | I
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
Frequéncia (rad/s)

o
mn

o

simulado
*  identificado

Parte imaginaria
=}
(ag]

14 | 1 1
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

Frequénecia (radis)

Figura 5.4: Identificagdo do primeiro modo de vibragao

Segundo modo de vibragio do rotor

1 T T T T T T T
=
Z
18]
2
o
o
1 I I I I I I ! ! I
440 450 460 470 480 490 500 510 520 530 540
Frequéncia (rad/s)
1 T T T T T T T
o
g
c
B
o
E
sl simmlade |
& * identificado
I I I I I I ! ! I

23
440 450 460 470 480 490 500 510 520 530 540
Frequéncia (rad/s)

Figura 5.5: Identificagdo do segundo modo de vibragao

Nas figuras 5.6 ¢ 5.7, as formas modais medidas, identificadas e calculadas sao

comparadas.
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Deflexio

Primeiro modo de vibragio da bancada

*  medido

— —--identificado
numerico

b
&
5 ! |
R
g A A S R VR R R R G S R R R N P e s wif
o3 ]
4 i I i i i i
¢] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14
Posigho no eixo
Figura 5.6: Primeira forma modal 1
Segundo modo de vibragio da bancada
1.5 T T T T T T
: ! : : +  medido
— —-identificado
numerico
1 1 1 i 1 | 1
¢] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14

Posigho no eixo

Figura 5.7: Segunda forma modal 2
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5.3 - PROCESSO DE AJUSTE DE MODELO

Nessa secdo, a metodologia usada para correcdo de modelos numéricos € apresentada e
os resultados do ajuste do modelo EF para os dois primeiros modos de vibragao do

conjunto rotor-gerador sdo discutidos e avaliados.
5.3.1 — Método da funcio objetivo

O método de ajuste de modelo usando dados modais ¢ baseado na minimizacdo de uma
fungdo objetivo representando o erro entre resultados medidos e calculados (Friswell &
Mottershread, 1995). A fung¢do objetivo ¢ minimizada usando uma otimizagao linear.

Foram usados dois critérios: as freqii€ncias e as formas modais neste trabalho.

No primeiro caso, determina se a massa € o momento de inércia que minimizam a
diferenca entre as freqliéncias experimentais e aquelas obtidas pelo modelo EF. A

otimizagdo do problema foi formulada como se segue:

meas

- 53
. o

onde Sy € Sum sdo as freqiiéncias naturais medidas e calculadas correspondente ao

modo de vibragdo respectivo € p, € o pardmetro associado ao minimo da diferenga

relativa entre freqliéncia numérica e experimental.

No segundo caso da otimiza¢do das formas modais, o Modal Assurance Criterion
(MAC) ¢ usado para estabelecer a correlagdo entre modos numéricos e identificados, como
também para ajustar os parametros escolhidos do conjunto rotor-gerador.

O problema de otimizagdo ¢ determinar a massa € o momento de inércia que minimizam

o parametro p,, (Eq. 5.4).

p, = min(diag(MAC)—T) (5.4)

I é matriz identidade.
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O algoritmo de ajuste de modelo consiste de quatro etapas:

(1) Identificagdo de parametros modais
Os modos experimentais sdo estimados a partir dos modos complexos medidos. As
freqii€ncias naturais e as taxas de amortecimento sdo determinadas processando as FRFs

medidas numa rotina aplicando os métodos modo a modo e minimos quadrados.

(2) Interpolacao dos autovetores numéricos

O numero de gdls do modelo EF ¢ reduzido por uma interpolagdo linear para localizar
os nos correspondendo aos pontos de medigdo. As coordenadas determinadas servirdo para
criar a forma modal numérica. A distribuicao da massa no modelo EF e na estrutura real é
diferente, entdo ¢ usado um fator de escala para fazer corresponder a forma modal

experimental com forma modal numérica.

(3) Correlagdo com o MAC
Para verificar a correlagdo entre as formas modais experimental e numérica do mesmo
modos foi calculada a matriz MAC. Nessa etapa assegura se que vao ser comparados

modos similares.

(4) Ajuste — otimizacdo dos parametros
Usando as equagodes (5.3) e (5.4), os parametros (massa e momento de inércia do

gerador) sao otimizados.

Resultados

Os dois critérios apresentados (freqiiéncia e forma modal) foram usados para corrigir o
modelo do FE do conjunto rotor-gerador. O primeiro critério otimiza a massa € 0 momento
da inércia do gerador para aproximar as freqiiéncias naturais numéricas e experimentais do
conjunto rotor-gerador. O segundo critério otimiza os parametros para ajustar as formas
modais numéricas e experimentais.

Para os dois critérios, a otimizagdo foi feita considerando cada modo de vibracdo
primeiramente separado e os dois modos simultaneamente, com a finalidade de avaliar a

influéncia de cada modo de vibragdo no processo de ajuste.
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5.3.1.1 — Minimizagao da distancia entre freqii€ncias

A tabela 5.4 apresenta os resultados ajustados, as freqiiéncias calculadas e a massa do
enrolamento e momento de inércia do gerador, usando o critério da freqiiéncia.

Trés casos foram executados: otimizagdo em fungdo da primeira freqii€ncia natural, da

segunda freqliéncia e de ambos.

Tabela 5.4: Resultados do ajuste usando o critério da freqiiéncia

Parametros de ajuste Otimizacao Valores medidos| Unidades
1° modo 2° modo 1°e2°
Massa do gerador Mg 65,19 85,46 69,96 | - Kg
Momento de inércia /g 0,65 0,63 0,65 | = —mmmmmmme- Kg.m?
Freqiiéncias modais
Q 139,53 140,22 139,52 139,53 Hz
Q) 487,63 487,20 487,20 487,22 Hz

As otimizac¢des permitiram chegar a uma boa aproximacao das freqiiéncias modais. A
otimizacao usando s6 a segunda freqiiéncia fornece uma massa ajustada do gerador muito
elevada, o que ndo ¢ coerente com a estimativa feita no item 5.1, pois, o conjunto rotor-
gerador pesa 88.6 Kg. E entdo impossivel que o gerador sozinho tenha uma massa de mais
de 80 Kg. Este resultado pode ser justificado pelo fato que a segunda forma experimental e
a numérica nao estejam correlacionadas exatamente na regido do eixo do rotor onde ¢
localizado o enrolamento do gerador (Fig. 5.7). Nesta regido, o enrolamento do rotor-
gerador sofra uma deflexdo, mas os dados experimentais ndo o mostram porque ha uma
falta de pontos da medida no enrolamento do gerador (Fig. 5.3).

Os parametros ajustados otimizando em fung¢do da primeira freqiiéncia sao melhores do
que aqueles obtidos do segundo, e assim da terceira otimizagao, por causa da influéncia da
segunda forma modal. As figuras 5.8 e 5.9 mostram os graficos das otimizag¢des para o

primeiro modo de vibragao e ambos os modos de vibragao.

75



2 2 o
& 2 8
'

o
[=]
&

e e
(=] (=]
@ A
) )

Q
(=]
[x]

First frequency criterion

0.01 -

Mass of the generator winding (kg) E Mement of transversal inedia (kg.m?)

Figura 5.8: Fungdo de otimizagdo segundo a primeira freqiiéncia modal (Kloutsey, 2007)
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Figura 5.9: Funcdo de otimizacdo segundo as duas freqiiéncias modais (Kloutsey, 2007)

5.3.1.2 — Minimizagao da distancia entre formas modais

Os resultados do processo de ajuste usando o MAC como critério de correlagdo das
formas modais foram organizados na tabela 5.5. Esta tabela mostra as duas primeiras
freqliéncias naturais calculadas, incluindo no modelo EF, os parametros ajustados (massa
do enrolamento e momento da inércia do gerador) na otimizacao.

Trés casos foram considerados: otimizacdo do coeficiente do MAC para o primeiro
modo de vibragdo, para o segundo modo de vibragao e para ambos os modos.

Tabela 5.5: Resultados do ajuste usando o critério MAC
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Parametros de ajuste Otimizacao Valores medidos| Unidades
1° modo 2°modo | 1°e2°
Massa do gerador Mg 61,21 87,87 7090 | - Kg
Momento de inércia /g 0,56 0,65 0,59 | = e Kg.m?
Freqiiéncias modais
Y 142,12 138,30 140,66 139,53 Hz
w> 502,96 496,35 | 500,28 487,22 Hz

As freqiiéncias calculadas pelas trés otimizagdes aproximam bem as freqiiéncias
medidas, mesmo que as freqiiéncias obtidas nas otimiza¢des usando o critério da
freqii€ncia estejam melhores.

As massas ajustadas nas segunda e terceira otimizac¢des tornam o enrolamento do
gerador demasiado pesado. Como no caso precedente (critério da freqiliéncia), os resultados
da primeira otimizagdo sdo mais coerentes. Os resultados das segunda e terceira
otimizacdes confirmam o fato de o modelo do FE nao levar em conta a distribuicao de
massa ao longo da terceira regido do eixo do rotor, e também que ndo haver nenhum ponto
da medida nesta regido, no teste experimental, ndo permite uma descri¢do boa do segundo
modo da vibragao.

As figuras 5.10 e 5.11 mostram os graficos das otimizagdes para o primeiro modo de

vibracdo e o segundo modo de vibragao.

Criterion: 1-mACH
e

058

0.45

0 04

Morment of transversal inertia (kg mz) Mass of the Enrallment (kg)

Figura 10: Fung¢do otimizacao segundo a primeira forma modal (Kloutsey, 2007)
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Figura 11: Fung¢do otimizacdo segundo a segunda forma modal (Kloutsey, 2007)

Para o conjunto rotor-gerador ¢ o modelo atual EF, o processo de corre¢do de modelos
usando os dados modais experimentais do primeiro modo de vibragdo foi concluinte. A
comparagdo na tabela 5.6 permite concluir que as freqiiéncias obtidas de ambas as

otimizagdes (com o critério da freqiiéncia e o critério do MAC) aproximam bem as

freqii€ncias experimentais.

Tabela 5.6: Comparacdo dos resultados obtidos com o critério da freqiiéncia e do MAC
otimizando o primeiro modo.

Freqiiéncias Critério da Diferenca Critério do Diferenca
medidas (Hz) freqiiéncia relativa [%] MAC relativa [%]
139,53 139,53 0 142,1215 0,01
487,22 487,6354 0,0008 502,9616 0,03

Estd também claro que as freqiiéncias obtidas do critério da freqiiéncia sdo mais
proximas das experimentais do que as obtidas do critério do MAC. Pode ser devido ao fato
que, num teste de vibragdo tipico, as freqiiéncias naturais sdo obtidas com uma precisao

melhor (1%) que as formas modais (10%) (Friswell & Mottershead, 1995).
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5.3.2 — Método da analise de sensibilidade

Nessa secdo, usa-se 0 método de andlise de sensibilidade das freqiiéncias naturais e das
formas modais em relagdo aos parametros de ajuste, apresentado e analisado no capitulo
precedente, para ajustar a massa ¢ o momento de inércia do gerador (nas direcdes
perpendiculares dos eixos do rotor), o médulo de Young e a massa especifica do eixo do
rotor.

O ajuste do modelo do conjunto rotor gerador foi feito em trés etapas:

1- Dois parametros (£, Mv)

2- Trés parametros (E, Mv, Mg)

3- Quatro parametros (£, Mv, Mg, Ig)

Os resultados sdo apresentados e discutidos.

5.3.2.1 — Ajuste dos parametros do eixo (£, Mv)
Essa etapa serviu a mostrar a aplicabilidade do algoritmo usado para ajustar o modelo
EF da viga a um caso mais complexo.

Tabela 5.7: Ajuste de dois parametros (£, Mv)

Parametros de ajuste | Valores iniciais | Valores ajustados | Valores medidos | Unidades
Moédulo de elasticidade £ 1,70 2,12 | x 10" Pa
Massa especifica My 7800 793937 | - Kg/m?

Freqiiéncias modais
oy 125,69 139,53 139,53 Hz
) 439,56 487,22 487,22 Hz

Massa do gerador Mg = 59 Kg, Momento de inércia do gerador 1g=0,65 Kg.m?

O resultado do ajuste obtido apo6s trés iteragdes foi satisfatorio. As freqii€ncias
calculadas sdo mais proximas da do caso real. A massa especifica e 0 modulo de Young

corrigidos sdo aceitaveis.

5.3.2.2 — Ajuste de trés parametros (£, Mv, Mg).

Nesse caso, temos um problema de subdeterminacdo, pois, quando o numero de
parametros ¢ ¢ maior que o nimero de medidas, a solugcdo da equacdo oz =S 060 ¢
subdeterminada. De modo geral, ¢ esperado um numero infinito de solugdes. Esse
problema de sobre e subdeterminacdo ¢ discutido por Friswell (1993) que propde uma
solugdo iterativa para ambos o0s casos; pode-se usar a equagdo (5.5) no caso de

sobredeterminagdo e a equagao (5.6) no caso da subdeterminacao.

79



-1
0,1 =0,+ [st.f] 8} (z,-2)

-1
0,,=0,+8[S8]] (z,-2)

(5.5)

(5.6)

Lembra-se que no capitulo precedente (item 4.3) foi tratado s6 o caso onde o numero de

parametros ¢ maior que o numero de medidas.

Na tabela 5.8, sdo apresentados os resultados do ajuste. A convergéncia do ajuste foi

atingida em quatros iteracdes. Os parametros ajustados sdo satisfatdrios. A massa do

gerador estd no limite aceitavel.

Tabela 5.8: Ajuste de trés parametros (Eq. 5.6)

Parametros de ajuste | Valores iniciais | Valores ajustados | Valores medidos | Unidades
Modulo de elasticidade £ 2,10 2,12 | e x 10" Pa
Massa especifica Mv 7800 7828,02 | - Kg/m?
Massa do gerador Mg 31 6490 | - Kg

Freqiiéncias modais
oy 139,81 139,53 139,53 Hz
> 493,33 487,22 487,22 Hz

Momento de inércia do gerador Ig=0,65 Kg.m?

Por fim, ¢ feito o ajuste do modelo EF do conjunto rotor gerador considerando quatros

parametros (£, Mv, Mg, Ig).

5.3.2.3 — Ajuste de quatro parametros (£, Mv, Mg, Ig)

Nessa ultima etapa, foram ajustados usando a sensibilidade dos pardmetros modais

(freqliencias modais) os parametros: modulo de elasticidade £, massa especifica Mv, massa

Mg e o momento de inércia do gerador /g. A equagao (5.6) foi usada na otimizagao.

Os resultados obtidos estdo na tabela 5.9.

Tabela 5.9: Ajuste de quatro parAmetros (£, Mv, Mg, Ig)

Pardmetros de ajuste | Valores iniciais | Valores ajustados | Valores medidos | Unidades
Médulo de elasticidade E 2,10 2,10 | - x 10'' Pa
Massa especifica Mv 7800 7802,49 | - Kg/m?
Massa do gerador Mg 51 69.65 | - Kg/m?
Momento de inércia Ig 0,55 065 | @ - Kg.m?
oy, 143,73 139,53 139,53 Hz
[0 496,06 487,22 487,22 Hz
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Além de permitir determinar os parametros do gerador, pode-se também corrigir a
massa especifica e o modulo de elasticidade do eixo do rotor. O método de andlise de
sensibilidade mostrou-se muito mais eficiente e rapido (em tempo de execugdo) que o
método da fungdo objetivo. No método da fungdo objetivo, foram obtidos uma massa de
65,19 Kg o momento de inércia de 0,65 Kg.m? para o gerador quando foi usado o critério
freqiiéncia otimizando o primeiro modo de vibragdo. Esse resultado foi considerado o
melhor dos seis cendrios considerando no algoritmo da fung@o objetivo e ndo estd muito
longe dos resultados de ajuste pela analise de sensibilidade.

Os resultados obtidos encontram-se dentro dos limites aceitdveis e bem proximos dos
valores esperados. Pode-se concluir que a metodologia empregada conduz a bons

resultados para o caso do conjunto rotor-gerador estudado.
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6 - CONCLUSOES E RECOMMENDACOES

Uma metodologia de ajuste de modelos usando dados modais experimentais foi
elaborada e aplicada a Bancada Experimental para simulagdo do comportamento dinamico
de hidrogeradores do Laboratorio de Vibracdes e Dinamica de Estruturas da UnB. Para
chegar a esse fim, foi feito um estudo bibliografico sobre as técnicas de ajuste de modelos
Elementos Finitos (EF). O ajuste de modelos envolve dados numéricos e experimentais.
Por isso, antes de se tratar dos métodos de ajuste de modelos em si, precisou-se ampliar o
conhecimento sobre as técnicas de Analise Modal Numérica e Experimental. Foi
desenvolvido nesse sentido um algoritmo de modelagem EF, ja que o Método EF ¢
universalmente adotado como método de andlise numérica.

Testes modais foram efetuados numa viga, considerada como exemplo didatico ao
longo do projeto, e na Bancada Experimental. Foram medidos os trés primeiros modos de
vibragdo da viga, e os dois primeiros modos de vibracdo do conjunto rotor-gerador da
Bancada Experimental. Os resultados do teste modal foram processados para extrair os
parametros modais experimentais através de algoritmos de identificagdo.

Foram desenvolvidos vérios algoritmos de identificagdo usando o método modo a
modo, onde se extrai os parametros apenas na vizinhanga da ressondncia e usando o
método multi-modos onde se considera a resposta completa do sistema.

Dois algoritmos modo a modo foram avaliados: o ajuste de circulo e o método dos
minimos quadrados. O algoritmo de minimos quadrados apresentou resultados mais
precisos que o ajuste de circulo. Enquanto o ajuste de curva pelos minimos quadrados
fornece diretamente os parametros modais, o ajuste de circulo impde uma etapa a mais.
Esse ultimo determina antes o diametro e o centro do circulo formada pelo diagrama real /
imaginario da Fun¢ao Resposta em Freqiiéncia.

Foi desenvolvido também um método multi-modos, o método Polinomial de Fragdes
Racionais (Rational Fraction Polynomial — RFP). Nos exemplos analisados, o método
multi-modos (RFP) apresentou um melhor desempenho, embora o método modo a modo
tenha fornecido resultados satisfatorios. O método RFP aplica-se nos casos limites em que
o método modo a modo ndo funciona ou ndo oferece uma boa precisao.

As avaliagdes do desempenho dos algoritmos de identificagdo foram feitas com os
dados simulados de modelos de um e dois gdls. O algoritmo de RFP foi aplicado para

identificar os parametros modais do conjunto rotor gerador da Bancada Experimental.
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Apo6s a primeira etapa, que consiste na coleta de dados modais numéricos e
experimentais, a segunda etapa faz uma comparacdo dos dados modais experimentais com
os dados numéricos e na correcao dos modelos desenvolvidos.

No ajuste de modelos, quando os dados numéricos sdo afastados dos dados
experimentais, o modelo numérico tem que ser corrigido, seja diretamente nas matrizes
caracteristicas globais da estrutura estuda pelos métodos diretos de ajuste de modelos, seja
por um processo iterativo de otimizacdo de dados modais ou freqiiénciais (os métodos
iterativos). Logo, o interesse, nesse projeto, se voltou para os métodos iterativos, pois
oferecem um melhor controle do processo de ajuste através da escolha dos pardmetros de
ajuste. Assim, o resultado do ajuste oferece um significado fisico, o que ndo ¢ o caso
quando se usa o método direto.

Dois algoritmos de ajuste de modelos Elementos Finitos foram desenvolvidos usando o
método da fungdo objetivo e o método de analise de sensibilidade. Os modelos EF da viga
e da bancada foram corrigidos considerando quatros parametros de ajuste: a massa
especifica e o modulo de elasticidade da viga e do eixo; a massa e 0 momento de inércia do
gerador em varios cenarios.

No caso da viga, foi aplicado o método de analise de sensibilidade para corrigir a massa
especifica e o mddulo de elasticidade. Primeiramente, foi considerado s6 um parametro de
ajuste, o modulo de elasticidade. Isso conduziu a um parametro ajustado fora dos limites
aceitaveis para o tipo de material da viga (ago comum). Esse resultado melhorou quando
considerou-se os dois parametros juntos.

Destacou se que uma solugdo adequada ao problema de ajuste de modelos depende (no
caso dos métodos iterativos) em grande parte da precisdo da identificacdo de modelo real e
da selecdo dos parametros a ajustar cujas estimativas iniciais e pondera¢do dependem
muito do bom senso e da experiéncia do engenheiro.

Num terceiro cenario aplicado ao modelo EF da viga, foram incluidas as formas modais
na matriz de sensibilidade S. O ajuste de modelos usando a sensibilidade s6 das
freqliéncias naturais (autovalores) ou considerando também os modos de vibragao
(autovetores) permitiu chegar ao mesmo valor final dos parametros de ajuste. A vantagem
no segundo caso € que permitiu fazer uma comparacdo também das formas iniciais,

ajustadas e medidas.
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Ao modelo do conjunto rotor-gerador, foi aplicado o método da funcdo objetivo € o
método de andlise de sensibilidade (testado como exemplo da viga) considerando, em
varios cenarios, quatros parametros de ajuste: a massa especifica € 0 momento de inércia
do eixo do rotor, a massa e 0 momento de inércia do gerador.

No ajuste por minimizagdo da funcdo objetivo, foram considerados somente os
parametros do gerador. Foram definidas duas fun¢des a minimizar a primeira em fungdo do
critério freqiiéncia e a segunda em fungdo do critério MAC — Modal Assurance Criterion.
Os parametros foram otimizados para cada modo de vibragao do conjunto separadamente e
para ambos os modos simultaneamente. Para os dois critérios usados, comprovou-se uma
boa aproximagao das freqliéncias numéricas em relagdo as freqiiéncias experimentais.

Os resultados do ajuste para o segundo modo e os dois modos foram incompativeis com
a realidade devido ao fato que o modelo numérico ndo leva em conta a distribui¢do de
massa do gerador ao longo da terceira parte do eixo do rotor. Os resultados do ajuste para o
primeiro modo de vibracdo foram satisfatorios. As freqiiéncias obtidas na otimiza¢ao do
critério freqiiéncia sdo mais proximas das experimentais do que as obtidas a partir do
critério MAC, o que era de se esperar, visto que, num teste de vibragdo, as freqiiéncias
naturais sdo obtidas com uma melhor precisao (1%) que as formas modais (10%) .

O modelo EF do conjunto rotor-gerador foi corrigido também usando o mesmo
algoritmo de andlise de sensibilidade dos autovalores e autovetores aplicado ao caso da
viga. Entdo, a massa especifica e 0 médulo de Young foram ajustados com sucesso. Para
determinar os parametros (a massa € o momento de inércia) Otimos para aproximar o
modelo real, a equagdo de otimizagdo foi mudada para contornar o problema de
subdetermina¢do. De novo, ressaltou-se a importdncia da escolha do numero de
parametros, pois, na otimizacdo usando a matriz de sensibilidade S, as duas primeiras
freqiiéncias modais identificadas foram processadas para corrigir quatro parametros do
modelo EF, isso leva a um problema de mal condicionamento da matriz de sensibilidade.
Aplicando-se a proposta de Friswell (1995) sobre esse problema, foram obtidos resultados
satisfatorios do ajuste de modelo EF do conjunto rotor-gerador.

O algoritmo de andlise de sensibilidade dos parametros modais em relacdo aos
parametros de ajuste (Fox & Kapoor, 1968) implementado mostrou-se mais eficiente e
rapido (tempo de execucdo) que o algoritmo de minimiza¢do pelo método da funcdo
objetivo.

Esse trabalho servira de base para outros trabalhos de pesquisa no laboratorio de

Vibragdes e Dinamica das Estruturas.
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A seguir sdo apresentadas algumas sugestdes para trabalhos futuros:

Foi mostrado no item 5.3.1 que modelar o gerador por uma massa concentrada ¢ uma
hipotese insuficiente. O modelo EF do conjunto rotor-gerador precisa ser redefinido
considerando a distribui¢ao de massa no terceiro nivel do eixo. Em vez de uma massa
concentrada, podera se considerar, por exemplo, duas ou trés massas concentradas ou uma

outra discretiza¢do mais fina.
Para uma melhor otimizagdo dos resultados obtidos e para melhorar o condicionamento

do problema de ajuste, as matrizes de ponderagao dos autovalores e autovetores calculados

podem ser introduzidos no processo de ajuste de modelos.
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A — INFLUENCIA DAS CONDICOES DE CONTORNO NA ANALISE
MODAL DE VIGAS

Considerando a importancia das condi¢cdes de contorno na andlise modal experimental
de estruturas, e seu papel nas metodologias de corre¢ao de modelos, foi feita uma avaliagao
da influéncia dessas na analise modal de vigas, visando aplica¢des na correcdo de modelos
de elementos finitos de estruturas complexas tais como os hidrogeradores, usados nas
usinas hidroelétricas brasileiras.

A.1. Teste modal

E sabido que para se efetuar um teste modal é preciso um mecanismo que permita a
excitacao da estrutura assim como meios para medir a sua resposta. Mas também ¢é preciso
definir corretamente as condigdes de contorno da estrutura.

Alguns cuidados sao necessarios no que se refere as condigdes de contorno da estrutura
a ser estudada. Ewins, 1984 mostra que para uma boa aproximacao da condicao livre-livre
ser realizada basta verificar que as freqiiéncias correspondentes aos modos de corpos
rigidos (que teoricamente devem ser nulos) sejam baixas suficientemente em relacao aos
modos de flexdo (10 a 20% desses). Uma solugdo pratica para isso € uma suspensao com
rigidez fraca para suportar a estrutura. Por outro lado, quando se busca uma condic¢do do
tipo engaste, ha que se considerar o problema de se atingir na pratica uma situacdo em que
deslocamentos e inclinagdes no ponto de engastamento sejam suficientemente pequenos
para serem desprezados. Desta forma, ao se considerar que ¢ mais fécil suspender a
estrutura que fixa-la satisfatoriamente, a maioria dos experimentos feitos usa
preferencialmente as condi¢des de contorno livre-livre.

Para um entendimento pratico da influéncia das condi¢des de contorno no teste modal,
ensaiou-se uma viga (de acordo com a figura 2) em busca de seus trés primeiros modos de
vibragdo. Para tanto, trés suspensdes diferentes foram utilizadas, com intuito de se verificar

qual dela pode melhor aproximar a condigao livre-livre.
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I g'u_'l,

b) Condicao de contorno 2 ]

¢) Condigdo de contorno 3

s

a) Condigao de contorno 1

Figura 1: Diferentes condi¢des de contorno usadas

A.2. Resultados

Esta secdo apresenta as deformadas modais experimentais comparadas com as solugdes
tedricas (Tse, Morse, Hinkle, R, 1978).

Mostra-se através das equagdes de movimento que os modos de oscilagdo do péndulo
sdo mais fracos do que os modos de vibragdo da viga, os primeiros representando os modos
de corpos rigidos. Obtém-se as deformadas ligando os picos da parte imaginaria da FRF
em cada ponto para cada modo de vibracdo. Na freqiiéncia natural, considera que a
ressonancia ocorre quando a parte real da resposta do sistema € nula e a parte imaginaria
maxima pode ser considerado o autovetor (Peter Avitabile, 2001,). Para uma melhor
visualizag¢do dos resultados, o teste foi feito visualizando a resposta na vizinhanga de cada
freqiiéncia natural.

A.3.1. Condigdo de contorno 1: viga pendurada com um fio

Ap6s a realizacdo dos ensaios a matriz dos MAC foi calculada:

0.9942 0.0000 0.0990
MAC =|0.0089 0.9810 0.0006
0.0813 0.0102 0.9797

O valor do MAC calculado entre modos experimentais e autofungdes analiticas do
mesmo modo ¢ entre 0.9 e 1.0. Isso mostra uma boa correlagao entre os mesmos. Como se

esperava para modos diferentes 0o MAC ¢ quase nulo.
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Deformada modal para o modo 1
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Figura 3: Deformadas modais para o modo 1 @,,, =31.25rad /s, @, =3231rad/s
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Figura 4: Deformadas modais para o modo 2 @,,, =86.25rad /s, @, =89.06 rad /s

Deformada modal para o mado 3
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Figura 5: Deformadas modais para o modo 3 @,,, =169.25rad /s, «,=174.61rad /s

Notamos que alguns pontos de deformada experimental sdo bem acima da deformada
teoria enquanto outros ficaram um pouco fora (figuras 3,4,5). Possiveis explicagdes

poderiam estar nos pardmetros utilizados no modelo numérico, ou ainda dispersoes ligadas
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ao sistema de medicdo. Estes aspectos podem ser quantificados, € por isso estdo sendo

analisados, para que sua influéncia seja incorporada ao algoritmo de identificagao.

A.3.2. Condigdo de contorno 2: viga pendurada com dois fios elésticos

Ap0s a realizagdo dos ensaios a matriz dos MAC foi calculada:

0.9882 0.0011 0.0876
MAC =|0.0070 0.9861 0.0003
0.1017 0.0007 0.9827

Neste caso também, o MAC ¢ relativamente satisfatorio. Pode se dizer com a leitura da

diagonal principal que os modos experimentais e tedricos sao proximos.

Deformada modal para 0 modo 1
T

2 i I i i i i
a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 02 1
Posiggo sobre a viga (m)

Figura 6: Deformadas modais para o modo 1

Deformada modal para o modo 2
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Figura 7: Deformadas modais para o modo 2 @,,, =86.25rad /s, @, =89.06 rad /s
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Deformada modal para o modo 3
T T

05t : : : : i

0.5 : : : i i

Posigo sobre a viga (m)

Figura 8: Deformadas modais para o modo 3 @,,, =169.25rad /s, «,=174.61rad /s

A..3.3. Condigao de contorno 3: viga pendurada com dois fios elésticos

Apos a realizagdo dos ensaios a matriz dos MAC foi calculada:

0.9287 0.0051 0.0271
MAC =|0.0079 0.9865 0.0000
0.0928 0.0128 0.9737

Neste caso, os pontos experimentais do primeiro modo se afastaram mais da curva
tedrica do que nas duas primeiras condigdes (figura 9). O primeiro valor de MAC confirma

essa observacdo. Esta condi¢do, entdo, ndo ¢ uma boa aproximagao do caso livre-livre.

Deformada modal para o modo 1

o i 1 i i i i 1 i i i
u] 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Posigdio sobre a viga (rm)

Figura 9: Deformadas modais para o modo 1 @,,, =31.25rad /s, @, =32.31rad/s
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Deformada modal para o modo 2
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Figura 10: Deformadas modais para o modo 2 @, , =86.25rad /s, @, =89.06rad /s

Deformada modal para o modo 3
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Figura 11: Deformadas modais para o modo 3 @,,, =169.25, «, =174.61

A.4. Conclusao

Com o objetivo de aplicar as metodologias de correcdo de modelos de elementos finitos
usando resultados de analise modal experimental de estruturas, foram realizados testes
experimentais para avaliacao da influéncia das condi¢des de contorno na andlise modal de
uma viga. Esses testes permitiram além da boa compreensdo da técnica de andlise modal
experimental, uma avaliacdo concreta da influéncia das condi¢cdes de contorno nos
resultados obtidos.

Foram estudados trés condi¢gdes de apoio diferentes e a comparagao entre os resultados
obtidos e os resultados analiticos foi feita usando o “Modal Assurance Criterion”- MAC.

Nos trés casos, os valores da diagonal principal da matriz de MAC, calculada entre

autovetores experimentais e analiticos ficaram entre 0.9 e 1.0, mostrando uma boa

97



correlagdo entre modos semelhantes. Entre modos diferentes, os valores obtidos foram,
como se esperava, proximos de zero.

A luz dos resultados obtidos, as condi¢des de contorno usadas representam bem a nogio
de livre-livre, com destaque para a condi¢ao 2 (veja a figura 2), que forneceu os melhores
resultados.

Os resultados obtidos permitem antever que as medidas tendem a se aproximar bastante
das deformadas teodricas, ao se considerar as dispersdes naturais das medigdes. Tais
dispersdes aparecem nos parametros geométricos utilizados no modelo numérico e também
nos pontos extremos da parte imaginaria das FRFs. Estes efeitos estdo previstos no
andamento da pesquisa em questao.

As medigdes aqui apresentadas servirdo para desenvolvimento e teste de algoritmos de

identificacdo e correcdo de modelos que estao sendo desenvolvidos.
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