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Resumo

Seja G a algebra de Grassmann de dimensao infinita sobre um corpo K e
seja M, (K) a dlgebra das matrizes n xn. O objetivo central desta dissertagao
é o estudo dos polinomios centrais das algebras citadas.

Se K é infinito, descrevemos o conjunto C'(G) dos polindmios centrais de
(G, exibindo um conjunto gerador para ele como T-espago. Mostramos que
se char(K) > 2, entao C(G) é T-espaco limite e se char(K) = 0, entao C(G)
¢ finitamente gerado.

Com relagao a édlgebra matricial, se char(K) =0 e n > 3, entao primeiro
exibimos uma identidade polinomial essencialmente fraca. Com base nessa
identidade e com base na Transformada de Razmyslov exibimos um polinémio

central nao trivial para M, (K) de grau (n — 1)% + 4.
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Abstract

Let G be the infinite dimensional Grassmann algebra over a field K and
M, (K) the algebra of n x n matrices. The aim of this dissertation is to study
the central polynomials of these algebras.

If K is infinite, then we describe the set C'(G) of the central polynomials
for GG, by exhibiting a generator set for it as a T-space. We show that if
char(K) > 2, then C(QG) is a limit T-space and if char(K) = 0, then C(G) is
finitely generated.

With respect to the matrix algebra, if char(K) = 0 and n > 3, then we
first exhibit an essentially weak polynomial identity. Based on this identity
and on Razmyslov Transform we exhibit a nontrivial central polynomial for

M, (K) of degree (n —1)* + 4.
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Introducao

O assunto a ser tratado nesta dissertacao é Pl-dlgebras, isto é, dlgebras
que satisfazem identidades polinomiais. Seja f(x1,...,z,) um polinémio em
variaveis nao comutativas sobre um corpo K. Dizemos que f é uma identidade
polinomial para uma algebra A se f se anula sempre que substituimos as
variaveis por elementos de A.

Se existe f # 0 nas condigbes acima, dizemos que A é uma Pl-dlgebra.
Sao varios os exemplos de PI-algebras, por exemplo, toda algebra comutativa
é uma Pl-algebra. Outro exemplo sao as algebras de dimensao finita, sendo
que nesta classe destaca-se M, (K) (dlgebra das matrizes n x n). Em 1950,
os matematicos Amitsur e Levitzki (em [1]) provaram que

Z (=1)72601) - - - To(2ny  (polindomio standard)

0ESan
é uma identidade polinomial para M,,(K). Podemos nos perguntar: quais sao
todas as identidades polinomiais de M,,(K)? Embora esse seja um problema
antigo, até hoje nao sabemos a resposta para n > 3. Para n = 2 temos a
descricao completa quando a caracteristica do corpo é diferente de 2. Mais
abaixo explicaremos melhor o assunto.

De um modo geral, quando nos perguntamos quais sao todas as identi-
dades polinomiais de uma algebra A, surge o conceito de T-ideal. Denotando
por T(A) esse conjunto, temos que ele é um T-ideal, isto é, um ideal de
K(X) fechado por endomorfismos de K(X). Aqui X = {x;,29,...} é um
conjunto infinito e K(X) é a dlgebra associativa com unidade formada pelos
polinomios nas varidveis nao comutativas x;’s. Na verdade, J é um T-ideal

se, e somente se, J = T(A) para alguma algebra A. Em [10] Kemer provou
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que sobre um corpo de caracteristica 0, todo T-ideal é finitamente gerado.
Para entender melhor a frase, vamos definir T-ideal gerado por um conjunto
de polinomios S. Ele é o menor T-ideal que contém S. Pode-se mostrar que

ele é o ideal gerado pelos elementos

f(glv"'7gn)7

onde f € S e g; € K(X) para todo i. Um caso particular do Teorema de
Kemer é a algebra de Grassmann G (de dimensao infinita). Foi provado em
[13] e [14] que T(G) ¢é gerado pelo comutador triplo [[z1,xs], z3], onde por
[a, b] subentende-se ab — ba.

Com relagao a algebra de matrizes My(K), temos os seguintes fatos: se
char(K) = 0, entao Razmyslov (em [17]) determinou um conjunto gerador
para T'(M>(K)) com 9 elementos. Posteriormente, Drensky (em [3]) exibiu
um conjunto gerador com 2 elementos: o polinomio standard de grau 4 e o
polinomio de Hall

[[21, 2] 0 [w3, 24], 25,

onde por a o b subentende-se (ab+ ba)/2. Se K ¢é infinito com char(K) = p >
2, entdao Koshlukov (em [11]) provou que os dois polindémios acima geram
T(My(K)) para p # 3 e 5. Em [12] Koshlukov e Colombo provaram que se
p = 5 entao os geradores de Drensky ainda determinam 7'(My(K)) e para
p = 3 € necessario mais um polinomio.

Um assunto paralelo ao de identidades polinomiais é o de polinomios
centrais. Um polinémio f(xy,...,z,) é dito ser central para uma algebra
A se f(ay,...,a,) € Z(A) (centro) para quaisquer a; € A. Denotando por
C(A) o conjunto desses polinomios, é claro que T(A) C C(A). Portanto,



as identidades polinomiais sao chamadas polinomios centrais triviais. Um
exemplo de polinémio central nao trivial para G é o comutador [z, z3]. O
estudo dos polinomios centrais para a algebra de Grassmann G foi feito em
[2] pelos matematicos Brandao, Krasilnikov, Koshlukov e Silva, onde uma
descrigao para C(G) é dada quando o corpo é infinito de caracteristica # 2. Se
a caracteristica do corpo é 2, entao G é uma &dlgebra comutativa e, portanto,
todo polindémio é central.

Para as matrizes M(K) temos uma descrigao completa dos polinomios
centrais. Se char(K) = 0, entao o resultado se deve a Okhitin (ver [15]).
Para corpos infinitos de char(K) = p > 2 a descrigao se deve a Koshlukov e
Colombo (ver [12]).

Em 1956 Kaplansky [9] fez a seguinte pergunta: existe um polinémio
central nao trivial para as matrizes M,(K) para n > 3? Paran = 2 a
resposta é simples, usando o teorema de Cayley-Hamilton, pode-se mostrar
que [z, o]? é central nao trivial. A resposta para a pergunta acima foi dada
em 1972 e 1973 por Formanek [7] e Razmyslov [16]. E natural nos perguntar,
qual é o grau minimo de um polinémio central nao trivial para M, (K)?
Vamos analisar o caso quando char(K) = 0. Para n igual a 1 ou 2 a resposta
é n?. Para n = 3 Drensky e Kasparian em [4] encontraram tal polinémio de
grau 8 e esse ¢ o grau minimo. Nao se sabe o grau minimo para n = 4, mas
Drensky em conjunto com Cattaneo encontraram um polinomio central nao
trivial de grau 13. Esse ultimo resultado foi generalizado por Drensky em
[5]. Ele construiu tais polinomios com grau (n — 1)* + 4 para n > 3. Essa é
a melhor cota superior até entao.

O objetivo central desta dissertagao é o estudo dos polinomios centrais
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para a &lgebra de Grassmann G e para a algebra matricial M, (K). No
primeiro capitulo estudamos conceitos basicos da Pl-teoria e alguns resulta-
dos relativos a “geradores ” de T-ideal e T-espago. No Capitulo 2 descreve-
mos o T-ideal das identidades da &lgebra de Grassmann G e determinamos
os geradores de C'(G), como T-espago, quando K ¢ infinito de caracteristica
# 2. No Capitulo 3 introduzimos o conceito matrizes genéricas e depois en-
contramos uma identidade polinomial essencialmente fraca para M, (K). A
partir dela foi construido um polindmio central nao trivial de grau (n—1)%+4
para M, (K), quando n > 3 e char(K) = 0. Os artigos principais estudados e

nos quais constam os resultados das Segoes 2.2 e 3.2 sao [2] e [5].
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Capitulo 1

Conceltos Preliminares

1.1 Identidades polinomiais

Nesta secao introduzimos o conceito de identidade polinomial e exibimos
alguns exemplos de Pl-algebras. Ao longo da dissertacao, K serd um corpo
e todos os espacos vetoriais, modulos e algebras serao sobre K. As dlgebras
consideradas serao todas associativas e com unidade. Assim, por comodidade
usaremos apenas o termo algebra.

Seja X = {1, xs,...} um conjunto infinito e enumeravel. Definimos um

monomio em X como sendo uma sequéncia finita

m =Xy Tiy...T;

n

de elementos de X. Neste caso, dizemos que n é o comprimento (ou grau)
de m.
Por definigao de sequéncia, dois monomios x;, @, . . . &j, € Tj Tj, . .. T , SA0

iguais se ambos tém o mesmo comprimento (n =t) e se iy = Ji,...,in = Jn-



O espaco vetorial com base formada pelo elemento 1 € K e por todos os
monomios em X serd denotado por K(X). Dizemos que 1 é um monoémio de
comprimento 0 e chamaremos os elementos em K(X) de polindémios.

Consideremos sobre os monomios de K(X) a operacao “ - 7 definida

abaixo:

($i1$i2 c .’Eln> : (x]jsz c. l’jm) =Ty T4y -+ - Tj, L Xjy -« - Ty

m*

Por linearidade podemos estender a operagao de multiplicacao para todo
polinémio. Assim, K(X) munido deste produto é uma &lgebra associativa
com unidade 1.

Sejam A uma algebra e h : X — A uma funcao. Afirmamos que existe
um tnico homomorfismo de algebras ¢, : K(X) — A que quando restrito
a X coincide com h. De fato, se denotamos h(z;) = a;, entao @), age sobre

um polinémio f(z1,...,z,) da seguinte forma:

on(f(x,...,x0)) = flay, ..., an).

Por essa propriedade dizemos que K(X) é a dlgebra associativa livre unitaria,

livremente gerada por X.

Definigao 1.1.1. Sejam f(xq,...,x,) € K(X) e A uma dlgebra. Dizemos

que f(z1,...,x,) € uma identidade polinomial de A se

flai,...,a,) =0

para quaisquer ay,...,a, € A. Se A satisfaz uma identidade polinomial

flzy,. ... x,) #0 em K(X), dizemos que A é uma Pl-dlgebra.



Exemplo 1.1.2. Se A for uma dlgebra comutativa, entao

f(z1,12) = 21209 — W24
¢ uma identidade polinomial de A.

O polinémio acima é chamado comutador de comprimento 2 e é denotado

por
(21, T2] = 2179 — T2

De um modo geral, definimos o comutador [z, ..., x,] de comprimento n por

indugao:

[T1, .. 0] = [[1, -+, Tna], 20

Um polindmio importante na area de PI-algebra que merece uma atencgao
especial é o chamado polindmio standard:
STy, .oy xp) = Z (signo)To(1y - - - To(n)-
o€Sh
Aqui, S, representa o grupo simétrico de grau n e (signo) é o sinal da per-
mutagao o € S,.

E facil ver que se um monomio

Tpy - - wbiill‘bil'b”l c. xbjflxbijﬂl ... Tp,
aparece em s, com coeficiente £1 entao
Tpy » - - ajbi,ll'bijHl e Jibjill'bil‘ijrl ... Ty,
aparece em s, com coeficiente oposto F1. Assim,
sn(xl, ey i1, Y i1y - oy =1, Y, Tjg1y - - ,.CEn) =0. (11)



Exemplo 1.1.3. Toda dlgebra A de dimensdo finita € uma Pl-dlgebra. Se

dim A < n, entdo o polinomio standard de grau n € uma identidade para A.

De fato, como o polinomio standard é multilinear, basta verificar que s,
se anula sobre os elementos da base de A. Seja {ay,...,a,} uma base de A,

onde z < n. Temos por (1.1) que
Sn(@pyy - ap,) =0
pois ay, = ay; para alguns i # j.
Exemplo 1.1.4. O polinomio de Hall
flar, w2, w3) = [[21, 22]°, 23]
¢ uma identidade da dlgebra das matrizes My(K).

De fato, se r € M5(KK), entao seu polinomio caracteristico é dado por
p(z) = 2* — tr(r)z + det(r).
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton segue que
r? — tr(r)r + det(r)e = 0,

onde e é a matriz identidade. Assim, se tr(r) = 0, entao r? é escalar. Logo,

dados ry, 19,73 € Ms(K), temos tr([r1,72]) = 0 e, portanto,

f(T17T27T3) = O

Consequentemente f é uma identidade polinomial para M, (K).



Uma &algebra importante e objeto de nosso estudo ¢ a dlgebra de Grass-
mann G. No Capitulo 2 faremos um estudo detalhado de G e provaremos
que o polinomio

[ = [w1, 22, 73]
¢ uma identidade para tal algebra.

De agora em diante usaremos a notagao T(A) para designar o conjunto
de todas as identidades polinomiais de uma algebra A. Usaremos também

a notagao H(A) para denotar o conjunto de todos os homomorfismos (de

algebras) de K(X) em A.

Proposicao 1.1.5. Sejam f € K(X) e A uma dlgebra. Entao f € T(A) se,

e somente se, f pertence ao nicleo de todo homomorfismo ¢ € H(A).

Demonstragao. Suponha que f = f(xq,...,x,) pertence ao nicleo de todo
homomorfismo ¢ € H(A). Dados ay,as,...,a, € A, seja ¢ € H(A) um
homomorfismo tal que ¢(x1) = ai,...,9(x,) = a,. Entdo f € Ker(yp) e,

portanto, ¢(f) = f(a1,...,a,) = 0. A reciproca é trivial. ]

1.2 T-ideal

Nesta secao introduzimos o conceito de T-ideal e mostramos a equivaléncia
entre tal conjunto e o conjunto das identidades polinomiais de uma deter-
minada algebra. Além disso, exibimos algumas propriedades de T-ideal que

serao utilizadas ao longo do texto.
Definigao 1.2.1. Um ideal I de K(X) € dito um T-ideal se
p(I) I
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para todo endomorfismo ¢ de K(X).

Proposicao 1.2.2. Seja I um ideal de K(X). Entdo I é um T-ideal se, e

somente se,

f(gla--->gn)€I

para quaisquer gi, ..., g, € K(X) e f(x1,...,2,) € I.

Demonstracao. Dados g1,...,9, € K(X) e f € I, considere ¢ € End(K(X))

tal que p(x;) = ¢; para todo i. O resultado é consequéncia direta da igualdade

p(f(r,wn)) = fle(r), - o(xn) = F(gr- -5 9n)-
[

Antes do préximo resultado, relembramos que T'(A) é o conjunto das

identidades polinomiais de uma &algebra A.

Proposicao 1.2.3. Se A é uma dlgebra, entdo T(A) é um T-ideal. Recipro-

camente, se I é um T-ideal, entao existe uma dlgebra B tal que T(B) = 1.

Demonstragao. Na primeira parte da proposigao é claro que T'(A) é um ideal

de K(X). Seja f(x1,...,2,) € T(A) e g1,..., 9, € K(X). Provaremos que

h(zy,...,z.) = flgi(z1, ..., 20), oy gn(x1, ..., 2)) € T(A).

Se ay,...,a, € A, entdo g;(ai,...,a,) € A e, portanto, h(ai,...,a,) = 0.
Dessa forma, f(g1,...,9,) € T(A) e, pela Proposicao 1.2.2, T(A) é um T-
ideal.

Na segunda parte da proposicao, seja I um T-ideal de K(X). Provaremos

a igualdade T'(B) = I, onde B = K(X)/I é a élgebra quociente. Denote por
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7 K(X) — K(X)/I aprojecao canbnica e por g a imagem de um polinémio
g, isto é, g = g+ 1. Seja f € T(B). Pela Proposigao 1.1.5 segue que
f € Ker(m) = I. Portanto T'(B) C I. Por outro lado, se f(xy,...,z,) € I e
J1,--.,9n € B, entao

F(@ie o 50) = Flanr o gw) =0

pois f(g1,...,9,) € I pela proposigao anterior. Logo f € T(B) e dai I C

T(B), o que conclui a demonstragao. ]

Definigao 1.2.4. Seja S um subconjunto de K(X). Dizemos que a inter-

sec¢ao de todos os T-ideais que contém S € o T-ideal gerado por S.

T

Denotamos por (S)" o T-ideal gerado por S e chamamos a atencao do

leitor para o fato que (S)? é o menor T-ideal que contém S.

Proposigao 1.2.5. Se S é um subconjunto de K(X), entao (S)T ¢ o espago

vetorial gerado pelos elementos

90f (915 -+ -+ ) Gnt1, (1.2)
onde f(x1,...,x,) €S € go,...,gnsr1 € K(X).

Demonstragao. Seja W o espago vetorial gerado pelos elementos em (1.2).

Se h € W, entao
h Zazgo)fl gl 795)7"'79£L1))95LZZ)+17

onde a; € K, fi(xy,...,2,,) € S e g(()i),‘qy),...,g,(f)Jr1 € K(X) para todo 1.

Pela Proposicao 1.2.2 segue que

Fila?, a8, D) e (9)T



e, portanto, h € (S)T. Logo, W C (S)T. Observe que W é um ideal e
o(h) = aplg ) file(ar), - lgi)elgn) 1) € W

para todo ¢ € End(K(X)). Assim, W é um T-ideal que contém S e portanto
(S cw. O

Definigao 1.2.6. Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto de K(X). Se
T(A) = (S)T dizemos que S é uma base para as identidades de A. Se um

polinomio f pertence a (S)T dizemos que f seque (ou é consequéncia) de S.

Seja K um corpo infinito. Neste capitulo mostraremos que se A é uma
dlgebra comutativa entdao T(A) = ([zy,x2])T. Para isso usaremos o con-
ceito de polinomio proprio que sera visto na Segao 1.5. Outro resultado
importante, que sera mostrado no Capitulo 2, é a descricao das identidades
polinomiais da algebra de Grassmann G. Mostraremos que toda identidade

de G segue do comutador triplo [x1, 22, x3].

1.3 T-espaco

Nesta secao introduzimos o conceito de T-espaco e exibimos algumas pro-
priedades a respeito de tal conjunto. Também definimos o termo “polinomio
central” para uma algebra, preparando assim o leitor para os conceitos que

aparecerao nos proximos dois capitulos.

Definigao 1.3.1. Um subespago vetorial V de K(X) é chamado T-espago se
p(V)cV

para todo endomorfismo ¢ de K(X).



Proposicao 1.3.2. Seja V' um subespago vetorial de K(X). Entio V é um

T-espacgo se, e somente se,

flg1- gn) €V
para quaisquer gi, ..., g, € K(X) e f(xy,...,2,) € V.
Demonstracao. E analoga a da Proposicao 1.2.2. O]
Exemplo 1.3.3. Todo T-ideal é um T-espaco.

Exemplo 1.3.4. Seja W um subespago de uma dlgebra A. O conjunto V

formado pelos polinomios f(x1,...,x,) € K(X) tais que
flar,...,a,) €W
para qQuaisquer a, . ..,a, € A é um T-espaco.

Observe que V' é um subespaco de K(X). Agora, se f(z1,...,2,) € V e

gi(x1,...,x,) € K(X), onde i = 1,...,n, provaremos que

h(zy,...,z.) = flgi(z1, . 20), oo gn(21, ..oy 2y))

pertence a V. Dados aq,...,a, € A temos que

h(ay,...,a.) = f(gi(ar,...,a),...,gn(ar,...,a,)) € W

pois g;(ay,...,a,) € A para todo i. Portanto, h € V' e pela Proposicao 1.3.2

segue que V é T-espaco.

Defini¢ao 1.3.5. Seja S um subconjunto de K(X). Dizemos que a inter-

seccao de todos os T-espacos que contém S é o T-espaco gerado por S.
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Denotamos por {S)7* o T-espaco gerado por S e chamamos a atencao do

S

leitor para o fato que (S)”® é o menor T-espago que contém S.

Proposicao 1.3.6. Se S ¢ um subconjunto de K(X), entdo (S)T° € o espaco

vetorial gerado pelos elementos

f(gla"'7gn>7 (13)
onde f(x1,...,x,) €S € gr,...,9, € K(X).
Demonstracdo. E analoga a demonstracao da Proposicao 1.2.5 O]

Observe que o elemento em (1.3) é exatamente igual a (f) para algum

endomorfismo ¢ de K(X). De fato, definindo ¢ por

g sei<n
p(x;) = ,
T, set>n

segue o resultado. Dessa forma, se F' é um polinémio no T-espago gerado

por S, entao podemos escrever

F=> aipif;) (1.4)
onde o; € K, ¢; € End(K(X)) e f; € S para todo i.

Corolario 1.3.7. Seja S um subconjunto de K(X). Se J é o T-ideal gerado

por S, entao J € o T-espago gerado pelo conjunto

{anrlf(xla s 7xn)xn+2 / f € S}

Demonstracdo. A demonstracao é consequéncia direta das Proposicoes 1.2.5

e 1.3.6. n
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A proposicao anterior nos fornece uma maneira de a partir de um conjunto
gerador de um T-ideal, construir um conjunto capaz de gerd-lo como T-

espaco.

Proposicao 1.3.8. Sejam fi e fo polinomios de K(X) tais que as varidveis

que aparecem em fi sao distintas das que aparecem em fy. Se hy € {(f1)T% e

hy € (f2)T5, entdo hihy € (f1f2)T".
Demonstragio. Temos que hy = Y _cipi(fi) e ha = Y Bjai(f2), onde
a, B € K, @i, 1; € End(K(X)). Entio :
iy = (D awei()) (32 Bus() = D aseul sy ().
Suponha que f; : fl(xtl,...,xtp; e fo= fQ(le,.Z.J. ,z.,), onde
{2, wy Y O a2} = 0,

Para facilitar a notagao, vamos escrever ; e y; nos lugares de z;, e

respectivamente, isto é, fi = fi(z1,...,2p) € fo = fo(y1, ..., Yq)-
Sejam ¢ e 1 endomorfismos arbitrarios de K(X) e seja ¢ o endomorfismo

de K(X) definido por:

P(x1) = (1), ., O(xp) = (), 9(Y1) = V(W) - -+, D(Yg) = U (Yq)-
Entao
o(fr(zy, .. ) 0(falyr, -5 ¥q)) = file(@r), .o o(p)) f2( (Y1), - - P (Yq))
= fi(o(x1),. .., d(xp)) f2(@(y1), - - D(yq)) = (f1)B(f2) = ¢(f1f2)

Dessa forma, para cada par (i,j) podemos associar um endomorfismo ¢,

de K(X) tal que @5 (f1f2) = @i(f1)¥;(f2). Assim hnhy = 37 i) (f1f2)
1/7]
e, portanto, hihs estd no T-espaco gerado por fifs. O
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Para finalizar a secao, iniciaremos o estudo dos polindmios centrais, ponto

chave desta dissertacao.

Definigao 1.3.9. Um polinémio f(xy,...,x,) € K(X) é um polinémio cen-

tral para uma dlgebra A se
flay, ... a,) € Z(A)
para todos a, ..., a, € A.

Denotamos por C'(A) o conjunto dos polindmios centrais de uma algebra
A. Observe que toda identidade polinomial de A é um polinémio central
para A. Assim, dizemos que as identidades sao polinomios centrais triviais.

Outro fato importante é que se f(x1,...,x,) é um polinémio, entao
f('rla s )x’n) S C<A> A [f(xla s 7xn)7xn+1] S T(A)

Exemplo 1.3.10. O polinémio f(xy,13) = [x1,72]* € central para a dlgebra

das matrizes My(K).

De fato, pelo Exemplo 1.1.4 segue que [f(z1,z3), x3] é uma identidade para
M,(K). Logo, f é um polinémio central.

Aqui chamamos a atencao do leitor para o seguinte fato: se A é uma
algebra, considerando W = Z(A) no Exemplo 1.3.4, temos que C(A) é um
T-espago. Além disso, observe que C'(A) é fechado para multiplicacao, isto é,
C(A) é uma algebra. Temos portanto que C(A) é uma T-algebra, ou seja,
uma algebra fechada por endomorfismos de K(X).

Podemos caracterizar C'(A) a partir da &dlgebra quociente K(X)/T(A):
f é polinémio central de A se, e somente se, f + T(A) estd no centro de

K(X)/T(A).
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No Capitulo 2 daremos uma descricao dos polinomios centrais da &lgebra
de Grassmann G (quando K é infinito) e no Capitulo 3 exibiremos alguns

polinémios centrais para a dlgebra M, (K) das matrizes n x n.

1.4 Polindomios multi-homogéneos

Nesta secao classificaremos os polinomios segundo o nimero de ocorréncias
das suas variaveis. Além disso, mostraremos que dependendo do corpo, um
T-ideal é gerado por seus elementos multi-homogéneos (corpo infinito) ou

multilineares (corpo de caracteristica 0).

Definicao 1.4.1. Um polinémio f(x1,...,x,) € homogéneo de grau b em x;,

se é uma combinacdo linear de monomios tais que: em cada monomio de

f, a varidvel x; aparece b vezes. Se f(x1,...,x,) € homogéneo de grau b;
em x; , para todo i = 1,...,n, dizemos que [ é multi-homogéneo de multi-
grau (by,...,b,). Um polindmio multi-homogéneo de multigrau (1,...,1) €
chamado multilinear de grau n nas varidveis xq, ..., Ty.

Por um abuso de linguagem, dizemos que os elementos de K nao nulos sao
polinémios multilineares de grau 0.
Dado um polinomio f qualquer, usaremos a notacao f,....s,) para denotar
a componente multi-homogénea de f de multigrau (bs, ..., b,), isto é, fu,, b,
é a soma de todos os monémios de f com multigrau (by,. .., b,).
Observe que f é multilinear de grau n se, e somente se, tem a forma
Z QoTo(1) - - - To(n),
TESn

onde o, € K.
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Definicao 1.4.2. Dois subconjuntos de polinomios sao TS-equivalentes se
eles geram o mesmo T-espaco e sao TI-equivalentes se geram o mesmo T-

1deal.

O proximo resultado nos da uma importante ferramenta no trabalho de
determinar geradores para T-espacos e T-ideais quando K ¢ infinito e em

particular quando tem caracteristica zero.

Proposicao 1.4.3. Seja f(z1,...,%y) um polinomio em K(X). Escreva

f = Z f(n1,...,nm)7

onde fin,, . .n,) € a componente multi-homogénea de f com multigrau n =

(N1, ey ).

(i) Se K € infinito, entdo

{f} e {frrnm) | n=(n01,...,np) € N}

sao TS-equivalentes.
(ii) Se char(K) = 0, entdo {f} ¢é T'S-equivalente a um conjunto de polinémios

multilineares.

Demonstragao. (i) Seja

d

flzr, .. x,) = Zfi(xl, e Tm),

i=0
onde f; é a parte de f formada pelos monoémios com grau ¢ em x;. Denote
por W o T-espago gerado por f e por W* o T-espago
W = <f07 f17 R fd)TS-
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Mostraremos que W = W*. A inclusao C é 6bvia. Sejam «y, . .

tos distintos de K. Uma vez que W é um T-espaco,

., g elemen-

d
g; = flajzy, 20, ..., 2p) = Zaéfi(xl,xz,...,xm) ew.
i=0

Temos
9o fo
9 fi
=M - ,
9d Ja
onde
1 (%)) 0402 .. Oé()d
1 (05} 0112 Ce Oéld
_ 2 d
M = 1 Qo (O Lo Qg
1 o an? ... ap?

Como M é a matriz de Vandermonde e

det(M) = [ J(a; — ) #0,

1<J

segue que M é uma matriz invertivel. Portanto

90 fo
Mfl g1 . fl
9d fa

e cada f; é uma combinacao linear dos elementos gy, ...

y 9d-

Como cada

g;i € W, segue que f; € W para todo ¢. Logo, W = W* como desejado.
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Aplicando agora o mesmo argumento acima para cada polindomio f;, mas na
variavel xo, teremos que W é TS-equivalente a um conjunto de polinomios,
onde cada cada polinomio é homogéneo nas variaveis x; e xo. Assim, por
inducao obtemos a equivaléncia desejada do teorema.

(ii) Pelo item (i) temos que {f} ¢é TS-equivalente a um conjunto de
polindmios multi-homogéneos. Assim, para provar o resultado, devemos
mostrar que todo polindbmio multi-homogéneo é equivalente a um multilinear.

Suponha f = f(xy,...,x,) multi-homogéneo de grau d; em ;. Seja
9 =0(T11, . T1dy, 21, oo s T2y - s Ty e -+ s Lindyy )
a componente multilinear de grau dy + dy + ... + d,;, do polinomio
flzy+ .o+ xg, o0+ oo+ Ty, oo Ty ot Tong,, )

Pelo item (i) segue que (g)™* C (f)T5. Agora, substituindo z;; por z; em g,

obtemos

9Ty, T, Xy Ty Ty e X)) = (dyMdo) A f
e portanto (f)T% C (g)T5. Conclufmos assim a demonstracio. O

Corolario 1.4.4. A Proposicao anterior permanece vdlida se trocarmos o

termo TS-equivalente por TI-equivalente.
Demonstracdo. A demonstracao é analoga a da proposicao anterior. O]
Uma consequencia direta desse corolario é o proximo resultado.

Corolario 1.4.5. Seja T um T-ideal.
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(i) Se o corpo K € infinito, entio T € gerado, como T-ideal, por seus
polinomios multi-homogéneos.
(ii) Se o corpo K tem caracteristica zero, entao T' € gerado, como T-ideal,

por seus polinomios multilineares.

1.5 Polinémios proéprios

Nesta secao definimos o termo “polinomio préprio”. Além disso, mostramos
que dependendo do corpo, um T-ideal é gerado por seus elementos proprios
multi-homogéneos (corpo infinito) ou préprios multilineares (corpo de carac-
teristica 0).

Seja Com(X) o conjunto de todos os comutadores em X. Aqui assumimos

que o elemento unidade 1 é um comutador de comprimento 0 e portanto 1 €

Com(X).

Definigao 1.5.1. Denote por B a subdlgebra de K(X) gerada por Com(X).

Dizemos que um elemento em B € um polinomio proprio.

Note que se w € (B — K), entao

w = Z ai[xim), . ,xi(ltl)][xim), . ,xi(%)] . [xi(m)v e ,ximw],
i
onde o; € K. Além disso, observe que se w = w(zy,xa,...,%,) € B, entao
w(xy+Lzo+ 1, .0, + 1) =w(r, 22, ..., T). (1.5)

Esse fato é consequéncia direta da igualdade

[Qfl,...,l’i_l,l'i —I— 1,l'i+1,...,l’n] = [Il,...,$i_1,$i,xi+1,...,$n .
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Verifique!
Seja < uma rela¢ao de ordem em Com(X) com a seguinte propriedade:
se f,g €Com(X) com deg(f) < deg(g), entdo f < g.

Usando a teoria de algebras de Lie prova-se o seguinte teorema.

Teorema 1.5.2. Eziste um subconjunto A C Com(X) com a propriedade de

que K(X) tem uma base formada pelos elementos

R N i VAR VD SRR 178 (1.6)

onden,k>0ea; >0, u; €A, u; <wuisq para todo ©.

A demonstragao do teorema pode ser encontrada em [6] na pagina 42.
Usando o fato que se u e v sdo comutadores, entao [u, v] é uma combinagao

linear de comutadores de grau deg(u) + deg(v), segue que B tem uma base

formada pelos elementos (1.6) com a; = 0 para todo 7. Usaremos essa base

de agora em diante para B.

Pelo teorema anterior, segue que se f(xy,...,z,) € K(X), entao
flxy, ..., xn) = Zaaxj“ e TEW, (1.7)
a
onde a = (ay,as,...,a,), o, € Kew, € B.

Relembramos que as algebras consideradas nesta dissertacao sao todas

associativas e com unidade.

Proposicao 1.5.3. Seja A uma dlgebra. Se K € infinito, entao T(A) é gerado
por seus elementos préprios multi-homogéneos. Se char(K) = 0, entdo T(A)

¢ gerado por seus elementos proprios multilineares.
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Demonstracio. Vamos mostrar que (T'(A) N B)T = T(A). A inclusao C
é 6bvia. Seja f = f(x1,...,x,) uma identidade polinomial de A. Como
K ¢é infinito, para provar que f € (T'(A) N B)T, basta mostrar que cada
componente multi-homogénea de f pertence a (T'(A)NB)T. Assim, podemos
assumir que f é multi-homogéneo de multigrau (dy,ds,...,d,). Escreva f

como em (1.7), isto é,
flzy,. ... x,) = Zaaxj“ X,
a

onde a = (ay,as,...,a,), oy € Ke w, € B. Seja b = (by,by,...,b,) a

sequéncia cuj omio 2" e i dem lexicogréfica) d
quéncia cujo monoémio z7' ... x> é o maior (na ordem lexicogréfica) dentre

os monomios x7'...x%" que aparecem em f com coeficiente a, # 0. Por

(1.5) segue que

flar+ 1+ 1) =) ag(e + 1) (2, + 1)™w, € T(A).

Como _
i : )
(i +1)% =" ( 'Z)x]’
=0 \7
segue que a componente multi-homogénegea de f(x; +1,...,2, + 1) com

multigrau (dy —by,dy — b, ..., d, —by,) é apwy. Assim, wy, € T(A). Utilizando

agora 0 mesmo argumento acima para
by b
f— oyt oz,

apos alguns passos teremos que w, € T(A) para toda sequéncia a com «, # 0.
Como w, € B, segue que f € (T'(A) N B)" e o resultado esté provado.
Para demonstrar a segunda parte da proposicao, usamos o mesmo argu-

mento acima assumindo que f é multilinear. ]
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Corolario 1.5.4. Seja A uma dlgebra comutativa sobre um corpo K infinito.
Entao
T(A) = ([z1,2])"

Demonstracao. Jé sabemos que [z1, x2] é uma identidade para A. Assim,
([x1, 22])" € T(A).

Como [Ty, Tiy, - - -, iy ] = [[Tiys Tigy - - -y @iy, |, T4, ], temos que todo comutador

estd no T-ideal ([, x2])T. Logo,
T(A) N B C ([z1, z2))"
e portanto, pela proposicao anterior,
T(A) =(T(A) N B)" C ([, z2))"
Concluimos assim a igualdade desejada. O

Sejam A uma algebra e p a imagem de p € K(X) pelo homomorfismo
canonico K(X) — K(X)/T(A). Seja B(A) = {p | p € B} onde B é o
conjunto dos polindomios préprios de K(X). Note que B(A) e B/(BNT(A))
sao algebras isomorfas.

Seja M o subconjunto de K(X) formado pelos monémios do tipo

ai a2 ag
x7' gt x,

onde k> 0eaq; > 0.
A importancia dos polinomios proprios justifica-se, entre outras coisas,

pelo seguinte resultado.
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Proposigao 1.5.5. Sejam K um corpo infinito e A uma dlgebra. Seja 5 um
conjunto de polinémios multi-homogéneos de B de forma que B = {p | p € B}

seja uma base para o espago vetorial B(A). Entao
B={mp|meMepe [}
¢ uma base para K(X)/T(A).

Demonstragao. Seja f = f(z1,...,2,) € K(X). Escrevendo f como em (1.7)

temos que
f= E a,xyt . xdnw,
a

onde a = (ay,as,...,a,), a; > 0, a, € Ke w, € B. Uma vez que w, é
uma combinacdo linear de elementos de B segue que B gera K(X)/T(A).
Deixamos para o leitor verificar que B é um conjunto linearmente indepen-

dente. O
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Capitulo 2

Algebra de Grassmann G

2.1 O T-ideal T(G)

Ao longo desta sec¢ao, o corpo K serd infinito e de char K # 2. Definire-
mos o que é uma algebra de Grassmann G e provaremos que o T-ideal das

identidades polinomiais de G é gerado pelo comutador triplo.

Definicao 2.1.1. Seja V' um espago vetorial com base infinita enumerdvel
{e1,ea,€3,...}. A dlgebra de Grassmann (ou dlgebra Ezterior) de V', deno-

tada por G, é a dlgebra gerada por {1,eq,es,€3,...} que satisfaz
eiej + 6]‘61‘ = 0,
para quaisquer i, j € N.

A algebra G existe e é isomorfa a édlgebra quociente K(X)/I, onde I é o

ideal gerado pelo conjunto
{$iﬂfj + Iy | Z,] € N}
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No isomorfismo o elemento z; + I de K(X)/I corresponde ao elemento e; de

G. Pode-se mostrar que
{1,6i16i2...€in ’i1<...<in, zkEN,nzl} (21)

é uma base de GG. Destacamos em G os subespacos vetoriais Gg e GG1 gerados,
respectivamente, por {1,e;, ...¢e;, | m par} e {e; ...e; | k impar}. Temos

G =Gy Gy e, da relacao
[67;1 BT M T ejk] = (1 — (—1)mk)6“ <€, €50 - Epy
temos que o centro de G é Z(G) = Gy.

Exemplo 2.1.2. O polinomio

f(x1, 29, 23) = |71, 22, 73]
é uma identidade para G.

De fato, como f é multilinear, para verificar que f se anula sobre os
elementos de (G, basta substituir as variaveis de f por elementos da base de
G. Sejam ay,as, as elementos da base (2.1). Uma vez que [a1,a2] € Z(G),
segue que [[aq, asl, as] = 0.

De agora em diante, denotaremos por 1" o T-ideal gerado pelo comutador
triplo [z, o, z3]. Exibiremos alguns resultados necessérios para provar que
T = T(G). De inicio convencionaremos que p é o elemento p + 1" da algebra

quociente K(X)/T.
Proposicao 2.1.3. Para todo g1, gs, 93, 94 € K(X), temos:

(i) O elemento [g1, go] pertence ao centro de K(X) /T ;

(ii) Vale a igualdade [g1, g2][g3, 94] = —[91, 93][92, 94]-
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Demonstragao. (i) Se g € K(X), entao

[lg1, g2], 9] = [l91, 92], 9] = O,

pois [[g1,92],9] € T. Logo, [g1, 92] € Z(K(X)/T).

(i) B facil ver que em toda dlgebra A sio validas as igualdades
[a,bc] = bla, c] + [a,blc e [be,a] = ble,a] + [b,ale, Va,b,c € A.
Assim,
(21, 23, 5] = [[w1, 03], w5] = [w2[r1, w2] + w1, w2]wa, 5] =

= To[x1, To, 3] + [T2, x3][1, o] + [21, o[22, 3] + [21, To, 23] T0.

Uma vez que
(@2, w3)[1, wo] = [[w2, @3], [w1, @a]] + [21, w][w2, w5,
segue que
(21,23, 3] = @o[1, T2, 3] + [T, T3, [T1, T2]] + 2[71, 2] [0, 23] + 71, 20, 23] 72,

e portanto, [z1,xe][r2, x3] = 0. Fazendo x5 = y; + o, temos

0= [xh Y1+ y2][y1 + Yo, xs] = [xlayl][yhxii] + [%, yl][y27 xs]

+z1, yal[yr, w3] + [21, volly2, 3] = [21, ni][y2, 23] + [21, 2] [y1, 3.

Logo, [g1,92l(93, 91 = —lg1, g3][g2, 4] para quaisquer polinomios g1, ..., gs
em K(X). O

24



Observagao 2.1.4. Segue do item (ii) da proposi¢ao anterior e da igualdade

(i, 2] = — [z, 73] que

[To(1): To@@)] - - - [To(2k—1); Tor] = (signo)[z1, 2] . .. [Xop—1, Tox),

para todo o € Sor. E'm particular, trocando duas varidveis x;’s por um mesmo

elemento, entao o produto acima serd nulo.

Proposicao 2.1.5. Se I ¢ um T-ideal de K(X) tal que T G I, entao
I = <[x17x27'r3]7 [flfl,[ﬁg] e [xQn—lvaHDT
para algum n € N.

Demonstracdo. Como o corpo € infinito, temos que I é gerado por seus
polinémios préprios multi-homogéneos. Se f é um polindmio préprio multi-

homogéneo de I, entao
z
f - E atwh
t=1

onde w; é um produto de comutadores e a; € K. Se w; nao for do tipo

[xiuxlé] s [l’i2k717 xiQk]

com z;, # x;, para i, # i4, entao w; = 0. De fato, se w, tem um comutador
de comprimento > 3 em sua formacao, entao w; = 0, pois w; € T. Além
disso, se em w; existir z;, = x;, para algum i, # i4, segue da Observagao
2.1.4 que wy = 0.

Seja f € I —T proprio multi-homogéneo. Segue da Observagao 2.1.4 que

f = O_/[{L‘l,fg] e [ka_l,IQk]
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para algum o # 0 e k € N. Assim, se

n=min{k € N | [z1,25] ... [Top_1, 2] € [},
entao I = ([xy, 22, 23], [T1, 2] - . . [Ton_1, T2n]) T O
Teorema 2.1.6. T(G) =T.

Demonstragao. Pelo Exemplo 2.1.2 temos T' C T(G). Supondo T & T(G),

segue da Proposicao 2.1.5 que [z, 23], . .., [Ton_1,T2:) € T(G) para algum
n € N. Mas

[61, 62] e [6271—1, €2n] =2"e1ey. .. €9 162, # 0
em G. Logo T'(G) =T. O

2.2 O T-espago C(G)

Faremos nesta segdo um estudo sobre o T-espago C(G) dos polinémios cen-
trais da dlgebra de Grassmann G e introduziremos o conceito de T-espaco
limite. O assunto aqui apresentado encontra-se em [2].

De agora em diante, K sera um corpo infinito de caracteristica p # 2.

Relembramos que o T-ideal
T - <[.Q71, Zo, x3]>T

¢ o conjunto das identidades polinomiais da algebra de Grassmann G, anali-
sada na secao anterior. Dado um polinémio f, denotaremos por f o elemento
da dlgebra quociente K(X)/T dado por f+7T. Denotaremos também por 7*
o T-espaco

T = <951[932>$3,$4]£B5, [$1,$2]>TS-
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Observe que

™ =T -+ <[331,£L'2]>TS

Proposicao 2.2.1. Se p > 2, entdo para quaisquer g1, g2 € K(X) en € N

valem as relacoes:

n(n_ 1) n—1_n—
iif) (9192)" = 9765 + =01 '05" 92, 91];
iv) (9192)P = g1 5;
— 2 (n\5= 5 nn-—1
V) (g1 + g2)" =) ) <j 9 et %(91 + 92)" (g2, 9], Vn > 2;
J:

Demonstragao. i) A prova sera feita por inducao sobre n. Obviamente a

férmula é verdadeira para n = 1. Suponha que a féormula seja verdadeira

para n — 1. De [}, g2] = [¢7 ' g1, g2] temos

[0, g2] = g7 g1, go] + (g7, gelgr = g g1, o) + (0 — 1)g7 % [g1, g2)n

= 9?71[917 ga] + (n — 1)9?71[917 go] = ”9?71[91, ga).

ii) Do item i) temos

(97 92l = g1 g1, 90) = 0
para todo g, € K(X). Assim, ¢* € Z(K(X)/T) e portanto g°* € C(G).
iii) A prova serd feita por inducao sobre n. Se n = 1 a férmula é obviamente

verdadeira. Suponha que ela seja verdadeira para n — 1, ou seja

(n—1)(n—2)
2

n—2 n—2

ler T+ 91 795 "[g2, 91

(G192)" 1 = g7 95
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Entao

n—1 n—1

(9192)" = (9192)(9192)" " = 919297 95+
N (n—1)(n—2)

919297295 (g2, 1) = 91(97 " g2 + [92, g7 1) g5+

2
n—1)(n— 2) n— n— n—
i )2< 91(97 7292 + (92, 97 1) g5 292 1] =
—n n—11 n— n—1)(n—2 n—1 _n—
= 97g5 + a1l92, 97 g5 1+( )2( )91 Y95 g2, gi)+
(TL - 1)(” - 2) n— n—
+ 91192, 9721952192, 1.

2

O dltimo termo, de acordo com a Proposicao 2.1.3 e a Observagao 2.1.4, é

nulo. Portanto,

— = n—1)(n—2)—= =
(9192)" = gg5 + (n — 1)g7 " g [92791]"'( >2( )gl Y98 g2, 91]

= 9195 + =54 95 g2, 1)

iv) Segue imediatamente do item iii).
v) Deixamos para o leitor a verificagdo da férmula para os casos n = 2 e

n = 3. Suponha que a férmula seja vélida paran —1en — 2, n > 4. Entao

—_

n—

(" YT e g

(g1 +g) = 9
=0
e
— == nmh-=2)(n—-3
(g1 +g2)"2 ( . ) b+ ( )2< )(91 + g2)" g2, 1]
7=0
Entao

n—1
n—1\——
(1 +92)" = (1 +92)(g1 +g2)" 1 = ( j >gl 9o+
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n—1 - (n—1)(n—2
+Z< J >9291 - j9§+ 2( )(91+92)"_2[92,91]:
=0
- —/(n—1\" D n—1
( ) Z( ) G+ ”“+Z( . )[gz,g? g+
j=0 J j= Jj=0 J
n—2
( )2( >(91 + 92)"2[g2, 1] =
n—1 n—
—91+Z( ; )gl‘”+z< )g?”ﬂi%
j=1

(n—=1-35)g7 "> gblgo, u]+

(n—1)(n—
2

2)

")

(91 + g2)"%[g2, 91] =

n—2—j j

9 92> 92, 1]+

3

(n—2)(n—

n—j_j

g1 "Gt

-2()

J

3)

+n=1) (T + 9277 -

(01 + 92" g2, 1] ) [z ]+

n

+(n— 1)2(n— 2)

(91 + 92)"2[92, 91

J=0

(n—1)(n—2)

+

(5

+(n —1)(g1 + g2)" (g2, 1] +

£

vi) Do item v) segue que
()

p—1
(91 +g2)P = g7 +

=1

g1

7 (91 + g2)" 292, 91] =

n(nT—l)(gl + g2)"2[g2, 1.

p(p—1)
2

P—J J

9+ gh+ (g1 + 92)P2[g2, 01
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Uma vez que <p> ¢ multiplo de p para 1 < 5 < p — 1, entao
J

(g1 + g2)P = 9_110+9_120-

]

Lema 2.2.2. Se p > 2, entao

i [xe, x3] € T™.
Demonstracao. Pela proposicao anterior temos
(220, x3] = af 1o, 23] + [2F, w3]as = 220, 23].
Assim,
[0 2o, 23] = 2¥[x2, 23] + h,
para algum h € T e portanto 2% [xq, x3] € T*. O

Proposicao 2.2.3. A dlgebra K(X)/T tem uma base cujos elementos sio

ni .n2

Ly Ly - (I?ZS [leasz] s [ij'r—l?ijr]?

onde iy <9 < ...<is, 1 <J2<...<Jo, 18>0 eng >0 para todo k.

Demonstragao. Seja A = {[x;,,Tj] . [Tjo 1, Tjo] [ 1 < J2 < ... < Jor}
Pela Proposicao 1.5.5 é suficiente demonstrar que .4 é uma base para B/BNT.
Pois bem, olhando para a demonstracao da Proposicao 2.1.5 temos que A

gera B/BNT. Agora, suponha que

Z ;5 [xh?xh] s ['szr—uajjm] = 0.
J
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Pela Proposicao 2.1.6 temos que T'= T'(G) e portanto
9= Z @ [‘rjl’xh] s ['TjQTfl’xj?r] < T(G)
J

Para cada j, [zj,,2;,] ... [, T, ] € uma componente multi-homogénea de
g. Portanto, se a; # 0 para algum j, entdo [z;,, 2] .- [Tj 1, Tj] € T(G).
Absurdo, ver a demonstracao da Proposicao 2.1.6. Assim, A é uma base

para B/BNT. O

Lema 2.2.4. Seja g = g(x2,3,...,2;) € K(X) um polinémio que nao de-
pende de xy. Se x19 € C(G), entdo g € T.

Demonstracao. Seja f = f(xy,29,...,21) = x19(29,...,2;). Uma vez que

C(G) é um T-espago, entao
f(Lze,...,2) = g(za,...,27) € C(G).
Assim, dados aq, as,...,a;,b € G, temos
[g(ag,...,a)),b] =0 e J[aig(ag,...,a;),b] =0.
Sabendo que
[a1g(ag, ..., a),b] = ai[g(az,...,a),b] + [a1,blg(as, ..., a)

segue que
la1, blg(ag, ..., a;) = 0. (2.2)

Uma vez que B = {ej €, ... €5, |11 <ia < ... <ig, k> 0} é uma base para
G, podemos escrever g(as,...,q;) como uma combinagao linear de um con-

ay a2

junto finito de elementos de B. Suponha g(as,...,q;) = Zaael e5’ ... eyt
a
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em que a; € {0,1}. Fazendo a1 = e;41 € b = ;19 em (2.2) temos

0= [ets1, era2)g(ag, ..., a;) = 2e 116049 E agetes? ... et
a
a a a
= g 2067 €5° . .. et erp1eiqa.
a
Logo o, = 0, Va. Assim g(as,...,q;) = 0 e uma vez que ay, ..., aq foram
escolhidos arbitrariamente segue que g € T(G) =T. O

Lema 2.2.5. Seja f = f(x1,...,2;) € K(X) um polinomio homogéneo de
grau 1 em x1. Se f € C(G), entdo f € T*.

Demonstracdo. Podemos escrever
flxy,...,m) = E @;a;r1b;
i

em que a; = a;(Ta,...,x;) € b; = bi(xs,...,x), ou seja, a; e b; $80 mondomios
que nao dependem de z; e alguns deles possivelmente iguais a 1. Uma vez

que a;x1b; = x1ba; + [a;, £1b;] entéo

f = Z aimlbiai + Z ai[ai, Qflbz] =T Z aibiai + Z ai[ai, .Clﬁlbl]

Fazendo g(xa,...,x;) = > a;bia; e h(xq,...,x;) =Y a;la;, £1b;] temos

f(xla"'wxl) = xlg(xg,...,ﬂjl) +h(1‘1,...,l‘l)-

Uma vez que h € T* C C(G) e, por hipdtese, f € C(G), temos que z1g €
C(G). Segue do Lema 2.2.4 que g € T e, portanto, x1g € T C T*. Assim,
feT~. O

Lema 2.2.6. Sejam p > 2 e f = f(x1,...,2;) um polinémio homogéneo de

graumy > 1 em z1. Se p ndo divide my e f € C(G), entio f € T*.
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Demonstracao. Se my = 1, entao pelo lema anterior o resultado esta provado.
Suponha m; > 1. Se p t m; entdo my; = pqg + m, onde 0 < m < p. Sabe-se

que f é uma combinacgao linear de elementos da forma

ni .n2

Ly Ty - 'l‘zs [$j17xj2] s [ij'rfl?ijr]

emque i; <o < ...<1lg, J1 <Jo<...<Jo, 1,8>0,n, >0, Vk. Uma vez
que f é homogéneo de grau m; > 1 em z; temos ¢; = 1. Pode ocorrer que
existam monomios em que ny; = my e, portanto, j; # 1 e monoémios em que

n1 = my — 1 e, portanto, 7; = 1. No primeiro caso temos,

R Tl [ PRI T IR PR
= 2y (aPay? o[, xg,) L [, T, )
No segundo caso,
N PO N TN
= xﬁ’q(foleQ o AR T R T S

Portanto, podemos escrever

f= 2g(xq, ..., x)

em que g = g(xq,...,2;) tem grau m em x;. Temos f = 27%g +r para algum

r € T. Logo, 2% € C(G). Pela Proposi¢ao 2.2.1 temos

(14+x)Pig(1 4+ 21, ...,2) = (1 + 2)99(1 + x4, ..., 7).

Logo, (1 + 20)%g(1 + z1,...,2;) € C(G) e sua componente homogénea de

grau m em 1z, dada por g, também pertence a C'(G). Denote por h =
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h(Y1,Y2s - -+ Ym, T2, ..., x;) a componente multilinear em yi,ys,..., ¥y, do
polinomio

gy + -+ Ym, T2, o, 1)
Temos que h € C(G). Como o grau de h em y; é 1, segue do Lema 2.2.5 que
h € T*. Da igualdade

h(xy,...,¢1,29,...,21) = mlg(xy, za,...,7) (2.3)
————

m

temos que g € T*. Observe que (m!) # 0, pois 0 < m < p. Pelo Lema 2.2.2
segue que xi%g € T*. Logo, f € T*. ]

Lema 2.2.7. Sejamp >2 e f = f(x1,...,7;) € K(X) um polinémio multi-
homogéneo com multigrauw (my,...,m;). Suponha que p ndo divide m; para

algum j. Se f € C(G), entao f € T*.

Demonstragao. O polinomio g obtido pela troca das varidveis z; e z; em f,

g(xr, ..., x) = flx), ..., 21,...,20),

pertence a C(G). Logo, pelo lema anterior temos que g € T* e portanto

f € T* também. O

Considere os polinomios

Q(l’l; ‘TQ) - 'Tll)_l[xh IQ]xg_l

Qn(21, ... Ta) = q(21,22)q(23, 24) . .. Q(X2n_1, T2p).

E facil ver que ¢, e xhg, sao polindmios centrais para G.
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Teorema 2.2.8. Se p > 2, entao
C(Q) = (x1[wa, 3, 4], b, 2Bq1, xhqa, ..., xhqn, - - .)TS. (2.4)

Demonstra¢ao. Antes de demonstrar o teorema vamos obter algumas in-

formacoes: da igualdade
T1[To, T3, Ta]Ts = 11[To, T3, T4T5] — T174[T2, T3, T5]

temos que
<I’1[I‘27 x37x4]>TS = <371[f172, xs, .I‘4]$5>TS =T.

Agora, a componente multi-homogénea de multigrau (0,1, 1) do polinémio

(1 -+ l'o)pq(l + Ty, 1+ 33'2) = (1 + x’())p(l -+ xl)pfl[:cl, 33'2](1 + $2)p71

é [z1,29]. Logo, [x1, 1] € (xhq(x1,22))"".

Denote por I" o lado direito da igualdade (2.4). Pelo que j4 foi argumen-
tado, temos que T* C I'. Agora estamos preparados para provar a igualdade
C(G) =T. Ainclusao D é 6bvia. Para provar a outra inclusao, basta verificar
que todo elemento multi-homogéneo de C(G) estd em T, pois K é um corpo
infinito. Seja f = f(xy1,...,2;) € C(G) um polinémio multi-homogéneo de
multigrau (mq, ..., my).

Se p{m; para algum j, entao pelo Lema 2.2.7 temos que f € T* C I.

Suponha agora que p | m; para todo i e escreva m; = pg;. Uma vez que

f é uma combinacao linear de elementos da forma

L [T, ) - [Ty T ]

onde i; < iy < ... <1y j1 < jo <...< jar, e lembrando que x_f, [z, ;] €

Z(K(X)/T), temos que f é uma combinacio linear de elementos da forma

pq1

sy sy, < Loy

Pqi

s T [$i17$i2] cee [gink—l?'IiQk]
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— P p(gi; —1) p(gip—1) P(Qigy,_;—1) xp(‘h‘%—l) P9
=X ... Ty cee T, cee Ty ce Ty R
p=1r. . 1Pl p=1 1. 1Pl
Xmil I:xll ? le]xiQ cee xigk_l I:'Z‘ZZIC—I ? lek]xiQk
_ (11 a p—1 p—1 p—1 p—1
- (.1'1 S 2 )pxil [xim xi2]xi2 . 'xigk,l [xizk—l’ xi2k]x’i2k .

Observe que a tltima igualdade é consequéncia da Proposi¢ao 2.2.1 item (iv).
Assim, f = f'+ f”, onde f' € (xhq)T® e f” € T. Portanto, f € ' e a

demonstragao estd completa. O]

Olhando para a demonstragao do tltimo teorema é facil ver que o préximo

corolario é valido.

Corolario 2.2.9. Sejam p > 2 e f = f(z1,...,2) um polindmio multi-

homogéneo de multigrau (mq, ..., my). Sep | m; para todo i, entio f € C(Q).

Seja p > 2. Denote por I o ideal de K(X) gerado pelos elementos f?
em que f € K(X) é um polinomio sem termo escalar. Sejam V,, e W,, os

seguintes T-espacos:

Vn = <q17 cee 7Qn>TS € Wn = (iﬂg: 378(]1’ cee 7x€Qn>TS'

Denotaremos também por (1) o subespago gerado por 1 em K(X).

Observe que pelo Teorema 2.2.8,

@) = JW.+1).

n>1
A proposicao abaixo se deve a Shchigolev e é uma reformulacao de [18]

Lema 13.

Proposigao 2.2.10. Para todo n € N existe k(n) > n tal que
Q) ¢ (Vo + T +1).
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Segue da prova dessa proposicao que se pode escolher k(n) =n + 1.

Lema 2.2.11. Seja p > 2. Para todo n € N vale a igualdade
Vi+ g +1=W,+1.

Demonstragao. Fixe n € N. Seja f(xo, z1,...,%2) = xhgi(x1,...,x9), onde
i <n. Como f € W, temos f(1,z1,...,2,) = ¢;(x1,...,29) € W,. Assim
V, C W,. Além disso, h(zo) = zf € W, e portanto h(1) = 1 € W,,. Logo,
Vo + (U +1C W+ 1.

Agora, W, é gerado como subespago pelos elementos gf, ghqi(g1,- - -, 92i),
onde i <nego,gi,-..,92 € K(X). Para mostrar que W,, C V,, + (1) + I é
suficiente verificar que esses elementos estao em V,, + (1) + I. Suponha que
go=f+aemque f(0,...,0) =0ea € K. Entao gf = (f+a)? = fP+aP €
I+ (1)x. Além disso,

904i(91s -+ 92) = fPailgrs -+, 92i) + P9, - -+, g2i) € 1+ Vi,
Assim W, C V,, + (1)x + I e, portanto, W,, + I C V,, + (1)x + 1. O
Um exercicio simples de algebra linear é o proximo lema.

Lema 2.2.12. Sejam Uy, U, e Us espacos vetoriais tais que U, g Uy e
U2 N U3 = {O} Entao U1 + U3 ; U2 + Ug.

Teorema 2.2.13. Se p > 2, entio C(G) ndo € finitamente gerado como

T-espaco.

Demonstracao. Uma vez que V,, C V.1 temos que V,,+I1+T C V.1 +1+T.
Agora, se V1 +1+T CV,+1+T, entao ¢,11 € V,,+1+T. Absurdo pela
Proposicao 2.2.10. Assim, V,, + I +T GV + I+ T.
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Nao é dificil ver que se f € V;+ 1+ T, entao f(0,...,0) = 0. Portanto,
Vi+I+T)n{1)g=0.
Segue do Lema 2.2.12 que
Vit (D +I1+T S Vi + (g +1+T
e consequentemente, pelo Lema 2.2.11, temos
Wy +I1+T S Wy +14T.

Como W,, C W, 41 temos pela tultima afirmacao que W,, + T ; Wpia +T
para todo n.
Suponha que C(G) seja finitamente gerado como T-espaco e considere

g1, -, 9 € K(X) tais que
<glu"'7gl>TS = C(G)

Uma vez que C(G) = |J (W,+T), temos g; € W,,,+T, ..., g € W,,+T para
n>1

determinados ny,...,n;. Se m = max{ny,...,n;}, entdo g1,...,9 € Wy, + 7T

e, portanto, C(G) = W,,, + T. Em particular, W,,,,1 +T C C(G) = W, + T.

Absurdo. Dessa forma C'(G) nao é finitamente gerado como T-espaco. [

Proposicao 2.2.14. Sejam p > 2 e W um T-espago tal que C(G) G W.
Entao existe wum T-ideal I 2 T tal que W = I + C(G).

Demonstracao. Seja I o maior T-ideal em W que contém T E claro que
I+ C(G) € W. Provaremos a outra inclusao: seja f = f(x1,...,2;) € W.
Como o corpo K ¢ infinito, podemos assumir que f é multi-homogenea de

multigrau (myq, ..., my).
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Se p | m;, Vi=1,...,1, entao pelo Corolario 2.2.9 temos f € C(G) + I.

Suponha que p t m; para algum ¢ € {1,...,l}. Como um T-espago é
fechado com relacao a mudanca de varidveis, podemos assumir que ¢ = 1
em f. Usaremos agora varios argumentos analogos aos da demonstragao do
Lema 2.2.6. Portanto, sugerimos ao leitor, caso tenha alguma dificuldade de
compreensao, que olhe a demonstracao de tal lema. Escrevendo m; = pg+m

em que 0 < m < p, temos

f= lg(xzq, ..., x),

onde g tem grau m em x1. Temos que g € W. Seja h(y1, ..., Ym, T2, ..., T;) &
componente multilinear em y1, ...,y de g(y1 + ... + Ym, T2, ..., 27). Entéo

h € W. Tendo em vista que h ¢ linear em y;, podemos escrever
R(y1, .y Ym, Toy ooy Xp) = Zaiaiylbi,
i

onde a; e b; nao dependem de y;. Da igualdade
aiy1b; = y1bia; + [ai, y1b;]

temos h = y1h; + hy, onde h; nao depende de y; e hy € ([z1,29])7°. As-
sim, hy € W e, consequentemente, y1h; € W. Uma vez que W ¢é um T-
espago temos também que zjyihy € W. Como y1hiz1 = z1y1hy + [y1hy, 1]
e [y1h1, 21] € W, entdo yihizy € W. Logo, (hi)T € W. Mas I é o maior
T-ideal contido em W e por isso, (h;)T C I. Entao y;hy € I e, portanto,
h € I+ C(G). Dado que

g(x1, 29, ... ) = (M) h(xy, ... 20,20, 1y)
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entdao g € I + C(G), ou seja, g = g1 + g em que g1 € [ e g € C(G). Assim

alg = aVg + 2y € I + C(G),

pois )7 € C(G). Uma vez que f = 2%9g(z1,..., 1), entdo f = 28g + fi
onde f; € T C C(G) e, portanto, f € [ + C(G). O

Definicao 2.2.15. Um T-espaco V' é chamado T-espago limite se todo T-

espaco maior W 2 V' € finitamente gerado, mas V nao o €.
Teorema 2.2.16. Se p > 2, entao C(G) é um T-espago limite.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.13 temos que C'(G) néo ¢é finitamente ge-
rado e, portanto, é suficiente mostrar que cada T-espaco W 2 C(G) é fini-
tamente gerado como T-espaco.

Pela Proposicao 2.2.14, W = I + C(G) para algum T-ideal I 2 T'. Pela

Proposicao 2.1.5, temos que
I = ([w1, 29, 23], [11, 23] . . . [wan_1, 2on])T
para algum N € N. Uma vez que
Tolr1, o] . . . [Tan 1, Ton]|Tan 11

= ToTaNn+1[T1, Ta . .. [Tan—_1, Tan] + To[[T1, X2 . . . [Tan—_1, Tan], Tani1]

e esse ultimo comutador equivale a

-’Eo[[%, 952]7$2N+1][1’3, 904] cee [$2N—1, $2N]
+xo[w1, 22|[[23, Ta], Tanga] - - - [Tan_1, Ton]
+ .o xolwr, o] - - [Tan—3, Tan—2][[Tan—1, Tan], Tanga],
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segue que o T-espago gerado por xg|xy, To] ... [Tan_1, Ton|Tans1 equivale ao
T-espago gerado por xo[zy,Zs]...[ran_1,Zan]. Assim I é gerado como T-
espago por xolry, o . .. [Tan_1, Tan| € To[T1, T2, x3]. Pelo Teorema 2.2.8 temos

que W é gerado como T-espago por
P oo P
TolT1, T2, T3], TolT1, wo] ... [Tan_1, Tan], (€ TGGn, 1 > 1

Se s > N, entao

_1 1

D~ _ ,.p,p-1 D p—1 p—1 p—1 p—
Toqs =TTy [T, Ty 'x2N—1['T2N—17 $2N]x2N o Ty [Tos 1, Tag]Thy

1

= (afa .. -$§5_1[$2N+1, Tonia] - . [Tas—1, Tas|)[T1, T2] . . . [Tan_1, Tan]

e, portanto, xhq, pertence ao T-espago gerado por xg[zy, Ta]. .. [Tan_1, Tan]

e xo[r1, re, x3]. Dessa forma

W = <IE0[$17 T2, -’703]7 370[$1, 902] c. [$2N—1, m},wﬁ, ngCh, cee ,:c’éqN_1>TS

¢ finitamente gerado como T-espaco. O

Proposicao 2.2.17. Se p =0, entao
C(G) = <17 $0[$17x27$3], [x17x2]>TS~ (25)

Demonstragao. Denote por W o lado direito da igualdade (2.5). E claro que
C(G) 2 W. Agora, uma vez que o corpo K tem caracteristica zero, para
provar a outra inclusao, basta mostrar que cada elemento multilinear em
C(G) esta em W. Seja f € C(G) um polindmio multilinear.

Se grau (f) =0, entdao f € K e portanto f € W.

Se grau (f) > 0, entao pelo Lema 2.2.5 temos que f € T* C W. O
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Estudamos o T-espago C(G) quando o corpo K é infinito de caracteristica
p # 2. Se p > 2, vimos que C(G) nao é finitamente gerado e se p = 0
encontramos um conjunto gerador com apenas 3 elementos para C(G). E
preciso observar que na situacao em que a caracteristica do corpo é zero,
restringimos nosso estudo aos polindmios centrais multilineares, pois estes
geram C(G). Na sistuagdo em que a caracteristica do corpo é p > 2 nao é

possivel usar esse fato.
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Capitulo 3

Algebra de matrizes M, (K)

3.1 Matrizes genéricas

Nesta secao estudaremos a algebra das matrizes genéricas. A relagao exis-
tente entre ela e as identidades polinomiais para as matrizes M, (K) serd um
ponto chave na obtencao de alguns resultados necesséarios para a criacao de
um polindémio central nao trivial para M, (K), assunto este, que sera tratado
na préxima secgao.

De agora em diante, assumimos que o corpo K é de caracteristica 0. No
entanto, chamamos a atencao do leitor para o fato que muitos dos resultados
aqui apresentados permanecem validos para corpos de caracteristica # 0.
Para mais detalhes ver por exemplo [6].

Dado n € N, fixamos a notacao (), para a algebra dos polindmios em

varidveis comutativas

onde Zn:{zlgg)/p,q:l,...,n; i=1,2,...}.
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Definigao 3.1.1. As matrizes

Z_Z epqu (2,)

p,q=1

sao chamadas de matrizes genéricas n X n. A dlgebra gerada pelas matrizes
genéricas z;, © = 1,2,..., denotada por R,, é chamada de dlgebra das ma-

trizes genéricas de ordem n.

Proposicao 3.1.2. Sejam C uma dlgebra comutativa e ay,as, ... matrizes

de M, (C). Eziste um tinico homomorfismo
I':R, — M,(C)
tal que I'(z1) = aq, T'(22) = ag, ...

Demonstracao. Seja a; = Z apqepq, a e C, 1,2,... e considere a
D=1
aplicagao h : Z, — C tal que h(z;,(;f])) = a,(fq) Uma vez que §2, é uma

algebra livre na classe das algebras comutativas, livremente gerada por Z,,
a aplicagao h pode ser estendida a um tnico homomorfismo ¢ : Q, — C'
de forma que ¢|z, = h. O homomorfismo ¢ induz um homomorfismo v de
M, (§2,) em M, (C) dado por

@b( zn: gpqepq> = zn: ©(9pq)€nq

p,g=1 p,g=1

em que g, € §2,. Da restricao de ¢ a R,, obtém-se o homomorfismo I" :

R, — M, (C) em que

I'(z) = ( Z 2 ’)epq>

p,q=1
= Z pq Jenq = Z h(zz(wf;))em = Z az(oiq)em = G-
p,g=1 p,g=1 p,g=1
Logo, I'(z1) = a1, I'(22) = ag,... . O
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Proposicao 3.1.3. As dlgebras R, e K(X)/T(M,(K)) sao isomorfas.

Demonstracao. Seja ¢ : K(X) — R,, o homomorfismo definido por ¢(x;) =
z;. Claramente ¢ é sobrejetor. Uma vez que K(X)/Ker(¢) = R,, para
demonstrar a proposicao é suficiente mostrar que Ker(¢) = T (M, (K)).

Seja f(xy1,...,x,) € Ker(¢). Entao ¢(f) = f(z1,...,2m) = 0. Dados
ai,...,a, € M,(K) existe, pela Proposigdo 3.1.2, um tinico homomorfismo

I':R, — M,(K) em que I'(z1) = a1, ...,I'(2) = an. Logo,

flar, ... am) =T(f(z1,...,2m)) =T(0) = 0.

Entao f € T(M,(K)) e, dessa forma, Ker(¢) C T (M, (K)).
Seja f(x1,...,xm) € T(M,(K)). Devemos mostrar que f € Ker(¢), ou
seja, ¢(f) = f(z1,. .., 2m) = 0. Suponha, por absurdo, que f(z1, ..., z,) # 0.

Escrevendo

Fzzm) = Y gea(ti - t)ep,

p,g=1
onde gpy(t1, ..., t1) € Qe {t1,...,t;} C Z,, teremos gp,(t1,...,t;) # 0

para algum par p,q € {1,...,n}. Sem perda de generalidade suponha

g11(t1, ..., t;) # 0. Esse polinémio pode ser escrito como
gt ) = autft . ]!
a

em que o, € K e a, # 0 para algum a = (ay,...,q).
Note que g1 nao é uma identidade polinomial para K. De fato, se g1
fosse uma identidade para K, entao cada componente multi-homogénea de

g11 também seria, pois K ¢ infinito. Assim, para cada a,

Galts, ... 1) = agti .. .t
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seria uma identidade para K e portanto g,(1,...,1) = a, = 0. Absurdo.
Dessa forma, existem €y, ..., ¢ € K tais que gi1(€e1,...,€¢) # 0.

Considere o homomorfismo ¢ : §2,, — K tal que ¢(t1) = €1,...,0(t;) =
€. Seja i« M, (Q,) — M, (K) o homomorfismo definido por

n

7/’( Z hpqepq) = Z O(hpg)epgs hpg € Q.

p,g=1 p,q=1

Entao,

V(f(z1,- -5 2m Zgogpq thy ooy tr))ep, = ngq €1y €1)Epg-

p,q=1 p,q=1

Por outro lado,

V(21,5 2m) = F0(21), . (2m)) = 0

pois ¥(z) € M,(K) para todo i e f € T(M,(K)). Absurdo. Assim,
f(z1,...,2m) =0 e, portanto, T'(M,(K)) C Ker(¢p). O

Na proposi¢ao mostramos que o homorfismo sobrejetor ¢ : K(X) — R,,,

definido por ¢(x;) = z;, tem nicleo Ker(¢) = T'(M,(K)). Portanto:

Corolario 3.1.4. Um polinémio f(xy,...,xy) € uma identidade para M, (K)

se, e somente se, f(z1,...,2n,) =0.

Antes de continuar o assunto “matrizes genéricas”, faremos uma pausa
e relembraremos alguns conceitos como discriminante, resultante e a relacao
existente entre eles. Sejam D um dominio com caracteristica 0 e f(z) € D[z]
um polindmio monico de grau n com raizes aq, . . . , o, em algum corpo L D D.

O discriminante de f(z), denotado por A(f), é dado por



Observe que f(x) tem raizes multiplas se, e somente se, A(f) = 0.

Sejam

f(x) = Ay 2™ + Ay 2™ 4+ agr + ag, ap # 0,
by # 0

dois polinoémios nao constantes em D[z]|. A resultante de f(x) e g(z), deno-

9(x) = bpa™ +bp1z™ "t 4.+ bz + by,

tada por Ry, é o determinante da matriz (m + n) x (m + n) abaixo:

Am  Am—1 aop
G Qg
Qm Qg
bn bn—l bl bO
bn bl bO
bn bO

Na matriz existem n linhas de coeficientes a; e m linhas de coeficientes b;.
Além disso, todas as entradas, com excecao daquelas mostradas, sao formadas
pOT Zeros.

O resultado abaixo ¢ uma reformulagao de [8], pdgina 85.

Proposicao 3.1.5. Sejam D um dominio com caracteristica O e
f(z)=2" +ap12" "+ ... +Fax+ ag

um polinémio ménico em Dlx] de graun > 2. Entao

n(n—1)
Rpp = (=1)">A(f),

onde ' € a derivada usual de f.
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Aqui chamamos a atengao do leitor para o seguinte fato: pela defini¢ao
de Ry s e pela Proposicao 3.1.5, se
f(z) =2" +ap_12" "+ ...+ arx + ay,

entdo A(f) pode ser expresso em fungao dos coeficientes de f(x), ou seja,

A(f) = g(ao, ai, ... ,Cln_l),

onde g(to,t1,...,t,_1) é um polinomio em n varidveis comutativas (os t;’s)
sobre Z.

Exemplo 3.1.6. Sejam f,,(\) e fo(X) os polindmios caracteristicos das ma-

trizes z; = (Zf.}l))pq € R, ea = (ap)pg € Mn(K) respectivamente. Entao

existe g <zﬁ), zg), . ,z&}) € ), tal que

Alfa) =7 (220 20)
Além disso,
A(f(l) = g(a117 12, - .. 7ann)-

De fato, como

A — zﬁ) —zg) o —z&)
poyo| TEATE A S
—27(111) —27(112) oA —27%) h
onde g; = gi(zﬁ), zg), . ,zﬁl)) € Q,,, segue do comentdrio acima que existe

um polindémio g(to, ..., tn-1) € Zlto, - .., tn—1] tal que

A(le) = g(g()? s 7gn71)-

Definindo g = ¢(go, - - - , gn—1) Segue o resultado.
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Proposicao 3.1.7. Os autovalores da matriz genérica z; sao dois a dois
distintos.

Demonstracao. Seja a = Z ppepp uma matriz diagonal de M, (K) cujos ele-

p=1
mentos da diagonal sao todos distintos. Dessa forma, o polindmio carac-

teristico de a ndo tem raizes multiplas e, portanto, A(f,) # 0. Considere o

(1)

homomorfismo ¢ : 2, — K tal que gp(zp,ll ) = apg, p,g=1,...,n. Segue do

Exemplo 3.1.6 que

A(le):’g‘/(zﬁ),zg),...,zg> e A(fa) =9g(a11,a12, ..., any).

Entao

o(A0) = (A0 ot) ) =3 (o () o (). o (o2))
=g(a11,a12, - -, ann) = A(fa) #0.

Logo A(f.,) # 0 e, portanto, f,, nao tem raizes multiplas. ]

n
Proposicao 3.1.8. Sejam w; = Zzﬁ)epp ew; = z; para 1 > 1. A dlgebra
p=1
W, gerada por wi,ws, ... € isomorfa a dlgebra de matrizes genéricas R,,.

Demonstracao. Seja I o fecho algébrico do corpo de fracoes da algebra poli-
nomial €2,. Uma vez que a matriz genérica z; nao tem autovalores multiplos,

1

existe uma matriz v com entradas em FF tal que v~"z1v é diagonal.

Seja u; = v 'zw, i = 1,2,.... Denote por U, a K-dlgebra de M, (F)
gerada por uq,us,.... De acordo com a Proposicao 3.1.2 existe um tunico
homomorfismo de K-dlgebras ¢ : R,, — M, (F) tal que ¢(z;) = u;.

Seja r € R,,. Podemos escrever r = > ;2 2, - .. zi,,, o € K. Logo
i

p(r) = Z aip(2i ) (2iy) - - p(23,) = Z%’Uiluiz e Uiy,
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= E aw’lzilw’lzwvv’lzisv .. .v’lzikv = E aw’lzilziz C 2 U= v .
i i

Dessa forma se r € Ker(¢) entao v~'rv = 0 e, portanto, r = 0. Assim ¢ ¢é
injetora e uma vez que a imagem de ¢ é U,, entao ¢ é um isomorfismo de
R, em U,.

Considere o homomorfismo ¢ : 2,, — §2,, definido por

(=) = 2
o) =0 se p#q,
QS(Z;(;?) = z;(,? se i > 1.

Ele induz o homomorfismo ¢ : M,,(Q,,) — M,,(€2,,) definido por

¢< i gpqepq> = i O (9pa)epq-

p,q=1 P,q=1
Se I'; é a restricao de ¢ a R,, entao a imagem de I'y é W,,. Assim, ['; é um
homomorfismo sobrejetor de R,, em W,, onde I'1(z;) = w;.

n
Suponha u; = E u](jq)epq, onde uﬁfq) € F, e considere o homomorfismo

pq=1
¢ : Q, — F definido por ¢(z,(fq)) = ug(fq). Esse homomorfismo induz o ho-

momorfismo 1 : M, (€,) — M,(F) definido da forma usual. Se I'y é a
restricao de 7;5 a W, entao I'y é um homomorfismo sobrejetor de W,, em U,
onde T'y(w;) = u;.

Os homomorfismos obtidos acima podem ser dispostos no diagrama

") A

W,
Temos ¢ =I'; 011, Como ¢ é um isomorfismo, temos que I'; é injetiva e

portanto um isomorfismo. L]
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Proposicao 3.1.9. Seja f = f(x1,22,...,Tm) € K(X) um polinémio multi-
linear nas varidveis xa, ..., Tmy. Se f(wi, €y, ..., €iin) = 0 para quaisquer

€iyjys entdo f € uma identidade polinomial para M, (K).

Demonstragio. Como f(wy, €y, - - -, €ipj,) = 0 para quaisquer e; ;, e f é
multilinear nas varidveis xs, ..., Z,,, temos que f(wy,wy, ..., wy,) = 0. Pelo
isomorfismo I'; da proposigao anterior segue que f(z1, 22, ...,2,) = 0. Pelo
Corolario 3.1.4 concluimos o resultado. ]

Seja J o ideal de 2, gerado por h = zﬁ) + ...+ 2z5). Vamos denotar por

P o elemento p + J do quociente 2, /J. Sejam

n

7= 3 hen € M0/

pg=1
e R, a algebra gerada por Zp, Ts,... . Considere agora as matrizes de

M, (Q2/J) dadas por

[
wy; = Zzz%)epp e w;=a; (i>1)
p=1

e denote por W, a algebra gerada por elas.

Denotaremos por sl,, o conjunto das matrizes em M, (K) com traco 0.

Proposicao 3.1.10. Sejam f(x1,za,...,2,) € K(X), by € sl,, by, ..., by, €
MR(K) Se f(fl,fg, e ,Tm) = 0, entdo f(bl, bg, e ,bm) = 0

Demonstracao. Suponha b; = Z bgq)epq, onde bg]) € K. Considere o homo-

p,q=1
morfismo ¢ : 2, — K definido por gp(zé?) = ffq) para todos i, p,q. Uma vez
que by € sl,, temos p(h) = 0 e, portanto, J = (h) C Kerp. Dessa forma, o

homomorfismo ¢* : Q,,/J — K dado por ¢*(g) = ¢(g) esta bem definido.
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Seja 1 o homomorfismo de M,,(£2,/J) em M, (K) definido por

w( i g_pqepq) = i ©(9pa)€pq-

p,q=1 p,q=1

Observe que ¥(T;) = b; para todo i. Logo, se f(T1,T,...,Tn) = 0, entado

f(bi,ba, ... b)) = U(f(Z1, T2, ..., @) = 0.

Lema 3.1.11. A matriz T, tem autovalores dois a dois distintos.

Demonstracao. Considere a matriz

n—1
a= <Zpepp> —(14+2+...4+n—1)eun.
p=1

Observe que a é uma matriz com autovalores distintos e com trago zero.

Denotando por f;, o polinomio caracteristico de uma matriz b, suponha

que A(fz,) = 0. Uma vez que A(fz,) = A(f.,), temos que A(f.,) € J.
Portanto, A(f.,) = (21 + ...+ 20)g, onde g € Q,. Seja ¢ : 2, — Ko
homomorfismo definido por gp(zé,}])

De

) = apg, onde a = (a,q)p, ¢ a matriz acima.

A(fa) = o(A(f2)) = (@11 + ... + ann)p(g) =0

temos um absurdo, pois a tem autovalores distintos. Portanto A(fz,) # 0 e

a demonstracao esta concluida. O]
Proposicao 3.1.12. Seja f(x1,%2,...,2,) € K(X). Se

f(wy,w,, ..., Wy,) =0,
entao f(T1,To,...,Tpy) =0.
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Demonstragao. Seja A o fecho algébrico do corpo de fragoes de €2,,/J. Uma

vez que a matriz T; nao tem autovalores miltiplos, existe uma matriz v com

1 1

entradas em A tal que v~'ZTv é diagonal. Seja u; = v 'Tw, « = 1,2,....
Denote por U, a K-algebra de M, (A) gerada por uyj,us, .. ..
Seja Yy @ M, (2,/J) — M,(A) o homomorfismo de K-algebras definido
por
Y1(b) = v b,

Se I'y é a restricao de ¥ a R, entdo é facil mostrar que I'; é um isomorfismo
de R, em U, onde I'\(T;) = u;.
Seja ¢ : Q, — Q,/J o homomorfismo definido por

Como J C ker (p) temos um homomorfismo induzido ¢* : Q,/J — Q,/J
definido por

v*(@) = ¢(a), a € Q.
Por sua vez, esse homomorfismo induz um homomorfismo vy : M, (2, /J) —

M, (§2,/J) definido por

Vo ((@pq)pg) = (" (@pq) ) pg

Denotando por I'; a restricao de ¢, a R, temos que 'y é um homomorfismo
sobrejetor de R, em W, que satisfaz 'y (Z;) = w; para todo i.

Seja ¢ : 2, — A o homomorfismo de K-algebras definido por

P(z0) = 4O

rq pg’
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onde u](fq) ¢ a entrada pg da matriz u;. Como

d(h) = ugll) + .l =tr (uy) = tr (77) =0,

temos que J C ker (¢). Assim, estd bem definido o homomorfismo induzido

¢*: Q,/J — A definido por

¢o*(a) = ¢(a), a € Q.

Esse homomorfismo induz um homomorfismo 5 : M, (Q2,/J) — M,(A)

definido por
U3 ((@pg)pg) = (9" (pg) )pq

Denotando por I's a restricio de 15 a W, temos que I's é um homomorfismo

sobrejetor de W,, em U, que satisfaz ['s(W;) = u; para todo i.
R, I U,
le /
W

Temos I'y = I'3 0 I'y. Uma vez que I'y é um isomorfismo, segue que I'y é

injetiva e portanto um isomorfismo de R,, em W,,.

Logo, se f(wy,Ws,...,W,) =0, entao
f@, T, .. T) = Ty (f (W1, W, . .., W) = 0.
]

Proposicao 3.1.13. Seja f(x,y1,...,ym) € K{z,y1,...,Ym) um polinémio

multilinear em yy, ..., Ym € sejam a € sl,, by,..., by, € M,(K). Se

f(wlayla s 7ym) =0
para quaisquer matrizes elementares y, = e;,j,, entdo f(a,by,...,by) = 0.
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Demonstracao. Pela Proposicao 3.1.10, devemos mostrar que

f(fl7527"'7fm) - 0

Agora, essa igualdade é obtida se provarmos que f(w,Ws, ..., W,,) = 0, ver
Proposicao 3.1.12. Pois bem, como f é multilinear em y1, ..., y,,, segue que
f(wy,ws, ..., W,) ¢ uma combinagao linear (coeficientes em €2,,/.J) de

f(mlayla"wgm) = 07

onde os g,’s sdo matrizes elementares. Assim, o resultado estd provado. [

3.2 Um polinémio central para M, (K)

Nesta se¢ao encontraremos uma identidade polinomial w essencialmente fraca
para as matrizes M, (K), onde n > 3. Depois, usando um resultado de
Razmyslov, a partir de w exibiremos um polindmio central nao trivial para
M, (K) de grau (n — 1)? +4, onde n > 3. Os resultados aqui apresenta-
dos encontram-se em [5]. Ao longo de toda a segao, K serd um corpo de
caracteristica zero.

Seja ¢ : K[tq, ..., the1] = Kz, u1,...,y,) a transformacao linear definida

da seguinte forma: se

glts, ot = Y agtit o a, €K,
a=(a1,...,an+1)
entao
o(9) (@, Y1, Yn) = Z QoM Yo x®ys3 . . "y,



Considere um polinomio f = f(x,y1,...,yn) € K{z,y1,...,y,) multilinear

em ¥i,...,Y,. Podemos escrevé-lo na forma f = oo frlx v, yn)
r=(r1,...,rn)
em que

_ ay as as a Ani1
frl@yr, .o yn) = g Q@ Y Yy XYy Ty O
a

rve que f, é i m monomi ujas variavei
Observe que f, é obtido pela soma de todos os monoémios de f cujas variaveis
Y1,--.,Yn aparecem na ordem ¥,,...,y, . Claramente, para cada f, existe

gr<t17 s 7tn+1> S K[tla s 7tn+1] tal que

F= S 0@y )

r=(T1,...,Tn)

De agora em diante usaremos a notagao

n
T = E PrCpp
p=1

para uma matriz diagonal cujas variaveis pq,..., p, sao comutativas. Além

disso, g, serd uma matriz elementar e;_;, qualquer.

Lema 3.2.1. Se g(t1,...,tnt1) € K[t1,...,tns1], entdo

qb(g)(f,yl, S 7gn) = g(piupiza ce 7pin7pjn)ei1j1 e Cipgin-

Demonstracao. Uma vez que

n m n

—m __ o m

r = (E :ppepp> = E Pp €pp>
p=1 p=1

HOETTr T = Y, TGTUGTY. . T, TN

a=(a1,....an+1)
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n n n
_ ail L an, L an41
= E , Qq ( E :pp epp>ezm e ( § :Pp epp>ezmn ( § :Pp epp)
p=1 p=1 p=1
N

a=(at,..,an+1) P N P
Vv Vv

a7y an .. .
Piy €i11 Pip Cinin

-

an “n+l_
pin pjn Cinjn

— al a2 an An41 L
= § XaPiy Piy - -+ Piy Pjy Cirgi + - Cingn

a=(a1,...,an+1)

= g(pi17pi27 <5 Pins pjn)eiljl e i

Uma consequencia direta desse lema é o préoximo corolario.

Corolario 3.2.2. Se f(z,y1,...,yn) € K{x,y1,...,Yyn) € um polindmio mul-

tilinear nas varidveis yi, ..., Yn, entao
f(l'7 Yis- o 7yn) - E gT(pirl ) pir27 cee 7pirn7pjrn)e'i'r1jr1 <G iy,
T

Lema 3.2.3. Seja d = (dy,ds,...,d,—2), onde dy,ds,...,d,—o € N. Defina
ga € K[ty  tg, ... tay1] por

d d d
e
TR R
galtr,ta, - tsr) = R G e R
1<k <...<kp—_2<n+1 : : e :
dy— dp— dp—
N A A
n—2
onde k= (ki,... kns) e \p = Y (ki —1). Se
=1
fd(x7 yl’ AR 7yn) = SQn_Q(xd17‘/Ed27 A ’xdn727y17 AR ’yn)7

o7



fd(f’ Yio--- 7@71) = Z (Signg)gd(pia(lppia(g)’ w0 Pigny Pio(n) )ya(l) < Yo(n)
oESy

Em particular, g4 =0 se d; = d; para i # j.

Demonstracdo. Primeiro vamos analisar os monomios que formam f;. Se um
monomio m aparece na decomposicao de f; com coeficiente nao nulo, entao

4 em m. De fato, os mondmios

as variaveis y; devem separar as poténcias x
ml:pdixdﬂ'mg e mlxdfa:dimg

sao iguais e aparecem com coeficientes opostos em f;. Logo se anulam.

Assim, na formacao de m nao podem ocorrer duas poténcias % adjacentes.

Seja k= (k1,...,kno),onde 1 <k <...<k,_o<n+1, e considere
~ . dT(l) d‘r(n—Z)
Galty, . ter) = Z Z t
k TESH_2

Entao ¢(gq) = ¢(94)(z,v1,--.,yn) dada por

= dT dT dT n—
#(gq) = E E Yoo Yk 17D Ypy oo Ypy1 2@ Dy Ly,
k TESH—2

4 entre yp, ..., Y, (nessa

insere de todas as maneiras possiveis as poténcias x
ordem) de forma que duas dessas poténcias nao sejam adjacentes.

Agora queremos que ¢(gy) corresponda as parcelas de fy em que yy, ..., y,
aparecam nessa ordem. Para tanto devemos reformular a definicao de g, de

d

forma a considerar o sinal de 7 e o ntimero de inversoes de z%, ..., %2 em

relacao a y1, ..., ¥y, que ocorrem no monomio

d, d, drin_
Yi - Yk 1T (1>yk1 s Yko—1T @zt 2>ykn—2 - Yn-
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Seja A esse numero. Uma vez que k; — 1 é o nimero de y’s que antecedem
n—2

% entdo A\ = Z(kl —1). Assim

i=1

. d, dy(n
galtr, b)) = Y (=DM | D (signr)t /M0

k TESH _9
¢ a definicao apropriada. Dessa forma, ¢(ga)(Z,Yo(1)s---:Yom)): 0 € Sh,
corresponde a todas as parcelas de f; em que as varidveis y’s aparecem na

ordem ¥Yy(1), - - -, Yo(n)- Portanto,

fd = Z (Sign0)¢(gd)(m7 Yo(1)s - - - ’ya(n)>
o€Sh
e uma vez que

¢<gd)(f7 ya’(l)? S 7ya(n)) = gd(piau) ) pig(2)7 s 7101'0(") ) pja(n) )yo(l) s ya(n)
a demonstracao esta completa. O

De agora em diante, usaremos a notagao gq(ti,...,t,+1) especificamente

para o polinémio do Lema 3.2.3.

Lema 3.2.4. Se ¢/, é a componente homogénea de grau (dy + ...+ dp—o) — 1

de ga(1+t1,...,1 +t,41), entdo
g;l = g:i(th cee 7tn+1) =d; g(d1—1,d2,---7dn72)(t17 s 7tn+1)+

+da 9(ay do—1,.dno) (L1s - - - stng1) + oo F dn2 Gy doyosdna—1) (E15 - - -5 Eng1).

Demonstracao. Pelo lema anterior, temos que

1+t)m .. (14t )"
T+te)® 0 (Lt )"
Gl 4t Lt b)) =Y (—1) ( '1) ( . 2)
k
(1+tg)d2 ... (14t )02
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Uma vez que

d;
_ dr\ a—j
L+t =] + dt] ™+ (,)til )
J

j=2
entao
di—1 di—1 di—1
dltki dltk; o .. dltk;_Q
12 pdz g
Gytr, . tupr) = Y (1) o S S
k : : . :
L
d d d
t ot
dot®™ 1 dotd2=t . (dy®2!
+Z(_1)Ak 7'€1 1'62 . ]f7n72 +
k
L
th L t
d d d
o) (- i o o T —
; : : :
dp_2—1 dp_2—1 dp_o—1
Aoty dyatin ™ L dat

= dy Gdy—1,daydp2)(t1s s Tns1) + A2 9(dydo—1,.dno) (E1s - - s Eg)F
+ .+ dne2 Gdrds,dpa—1) (T1s - s tpg1)
]

Lema 3.2.5. Se 1 < i <mn, entao gq(t1,...,t;1,0,0,t;40,...,ths1) € igual,
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a menos de um sinal, ao determinante

1 e 1 1 e 1
dy dy di dy
the o e,
A =
dn—2 dn—2 dn—2 dn—2
tl o .. tl—l t2+2 . tn+1

Demonstragio. Seja k'@ = (1,...,i—1,i+2,...,¢q—1,q+1,...,n+1), onde

q#i,i+1. Se A é o determinante que se obtém de A; eliminando a 1?*

i(1,q)

linha e a g-ésima coluna, entao

d d
_ : 7(1) T(n—2)
Ai(l,q) = Z (51gn7')tk1 S

TESn—2

onde (ki, ..., kn_s) = k@, Além disso,

nt1
A; = i: (—D)MA, -
q;ij'il
Por outro lado,
nt1
galtr, - ti1,0,0, b, b)) = Y (“DM@OA;
q=1
qFi,i+1
Mostraremos que (—1)'*7 = (=1)*@ para todo ¢ ou (—1)'*7 = —(—=1)%@

para todo g. Temos

Moy = 1 +24+ ... +n+n+1)—i—(i+1)—g¢g—(n—2)=a+2(1 —1i)—q,

n(n+1)

5 Se « é par, entao

onde o =

(~D0 = (~1) 00— (1) — (11

61



e portanto (—1)%¢ = —(—=1)*@ para todo ¢. Deixamos para o leitor a

verificacdo de que se a é fmpar, entdo (—1)"*9 = (—=1)*@ para todo q.

Concluimos assim a demonstracao.

Lema 3.2.6. Vale a igualdade

ga(ty, .. tica, ti tivn, tivo, ooy tngn) + ga(ta, - -

= 2gd(t1, ces 7ti_1,0,0,ti+2, ces

Além disso,

ga(tr, .. tia, ti ti tivn, .o, tn) = galty, - -

]

ticty tigts iy tivay oo tny)

Jtn“l‘l)'

,ti_l,O,O,tiH, Ce ,tn).

Demonstracao. Vamos considerar o caso ¢ = 1; a prova para um ¢ arbitrario

é similar. Seja k = (k1,...,k,2)emque 1 <k; <... <k, o <n+1. Entao
A O T
O OO
gd(tl,...,tnﬂ) = Z(_l)/\k ‘1 2 S
k :
R e

g t
d d d d
152 152 t.2 t.2
1 2 k Ky
= Y : :
k k 1
R
kg=2 tdn_g tdn_z 2,/_dn—2 tdn—2
1 2 ks kn—2
Ag
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dy dy dy
AR VO
d d d
. 1y .
k k T kn—
+ 2 :(_DM 1 2 2
k
k1>2
dn72 dn72 dn,Z
A U A

-~

gd(0707t37---7tn+1)

dy dy dy
ot
d d d
L - S e
k kn—
+ § :<_1))\k 2 2
k
k1=1
ka>2 dn—2 dn—2 dn—2
t, 7% R T
(1)
Ay
d1 dy d1
tz tk2 ... tkn_z
d d d
t5° L% %
2 k Tt Yk
+ 2 :(_1)% 2 n—2
k
ky=2
dn72 dn—Q dn72
(2 (7% AP T
(2
AP

Fixe ]{52, ey k,—o tal que 2 < ky < k’g < ...<ky_o. Para

E = (17 ]{52, k?g, ey l{?n_g) e k' = (2, ]{52, k?g, ey kn_g)

)\kl/ —

temos \g» = 1+ A\ e, portanto, (—1) —(—=1)*. Assim, os dois tltimos

somatorios podem ser escritos como
’ 1 A (2 s A (1 ;A (2
D (DML Y (AL = Y (1WA =D (1A
k/ k/l k/ k//
e portanto

gd(tlu t27t37 s 7tn+1) = Z <_1))\kAk + gd(07 07t37 s 7tn+1)

k
k=1
ko=2
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> (Al - aR).

2<ko<...<kp—_2

Usando propriedades elementares dos determinantes, temos que

gd(tg,tl,tg, Ce ,tn+1) = — Z (—1)/\kAk + gd(O, O,tg, Ce atn-i-l)

k
ki=1
ko=2

> (A - al).

2<ka<...<kn_2

Portanto,

gd(tl,tg, tg, Ce ,tn+1) + gd(tg,tl,tg, RN ,tn+1> = 2gd(0, O,tg, e 7tn+1)'

O segundo resultado do lema segue imediatamente do primeiro trocando ¢,

por t;. ]
Lema 3.2.7. Seja hi(ty,...,tn) a fungdo simétrica completa de grau | nas
varidveis comutativas tq, ..., t,,, isto €,
h[: Z tllt”
i1<...<ig

Para r > 0 considere a matriz m X m

1 1 1
t ty tm
t2 2 ...t
Dmr:Dmr(tla'--ytm> = m
) -2 _
" ty N
R R

Entao
det(Dyy) = helty, .. tw) [ (tg— 1)

1<p<g<m
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A demonstracao do lema ¢é deixada para o leitor e pode ser encontrada em
[5]. Observe que o determinante da matriz D,,. é o determinante da matriz

de Vandermonde D,,o a menos da funcao h,..

Lema 3.2.8. Sejam ci,...,¢, > 0, dg > 0 e dy,...,d,_o > 1. Denote

d=(dy,...,d,—2). Temos que

—d —d —dp—2 — =cC — —cC
X 052n72<x la--wm " 27y1x17"'7yn$ n) =

Co(1) Co(n—1) Co(n)—

Z (signa)gd(pig(l), 00 Pig(ny chr(n))pZa(l)pla(z) Pigiy PigmyYo) - Yo(n)-
O’GSn

Demonstragao. Se 7, = y,r, entao 7, = pjqu. Assim, pelo Lema 3.2.3

temos

$2n72<fd17"'7 T 27717"'777) = (p%"'p§:)82n*2(§d17"'7 T 27y17-"7yn)

: p;Z) Z (Signa>gd(pig(1) ) pig(2)7 SRR pig(n) ) pja(n) )yo(l) s yo(n)

O'ESTL

= Z (Signo—)gd(pi(,(l) ) pig(2)7 s 7pig(n) ) ch,(n) )70(1) Tt ia(n)'
O'ESn

Agora, como

—do— — — o o(1)
T Vo) Vo(2) - Vo(n) = E :pp epp 6%(1)10 1) E :pp epp ela(zﬂa(z)) X
do . ) Co(1) )
Pig ) io(1)io() Pig ) ©lo(2)70(2)
Co(2) Co(n—1) Co(n)
E Pp epp)(elo(s)Jc;(s E : epp (elo(n)JU (n) E oy epp)
p=1 p=1
0(2) ) Co(n—1) )
Pig(3) %o (3)i0(3) Pigny  Co(n)io(n)
Co(1) Co(2) Co(n—1) Co(n) ) ) ) )
'Olau)p%o@ lg(3) " 'pla(n Jo(n) Civyioq) * *  Ciom)do(n)

65



Co(1) Co(2) Co(n—1) Co(

— 4do n)o=
o pio‘(l) 7"0‘(2) 7;0'(3) e pia(n) ja(n) ya(l) e ya(n)’

segue o resultado. O

Lema 3.2.9. Sejam d = (1,2,....n—3,n—2), d = (1,2,...,n—3,n) ¢

ea(ty, ..., thy1) a sequnda fungao siméltrica elementar em ty,... t,y1. Se

w(xayla ayn) = Sgn_Q(ZE,I’Q, s 7$n_37$nay17 s 7y’fl)

n
2 n—3 n—2
—1—21:82”,2(:6@ e T TR Y L YT e Yn)
p=1

2 n—3 ,.n—2
+ E 527172(3:7]77"'71. &L 73-/17'"7ypx7"'7yqx>"'ayn)
1<p<gsn

entdo a iqualdade
U)(f, Yir--- 7@71) = Z (Signa)g(pia(n ) pig(g)u cee ’pio(nypjg(n))ya(l) e 'ga(n)
O’GSn

se verifica para

gty - tngr) = g7 b1y taga) +galts, - taga)ea(ty, - tag).

Demonstragao. Por um abuso de linguagem, escreveremos (p,) no lugar de
(Pigiys -« 3 Pignys Pinimy) € denotaremos por g, o elemento Y,y - - - Yp(py- Segue

do Lema 3.2.3 que

32n—2(fv f27 ce 7En_3a fna 51, s 7@71) = Z (Slgng)gg (pa)ya'

gESy

De acordo com o Lema 3.2.8, dado p € {1,...,n} temos que

== — =2 —n—3 =n—2 — — = =\ _
TSon—o(T, T, ..., T " T 500, UpTy oy Up) =

: Co(1) Co(n—1) Co(n) —
> (81810)9a(Po ) Piyr) Pil i) -+ Pivry Py Yo

o(n)
O‘ES’n
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Observe que apenas um dos c,(;)’s ¢ 1 e o restante ¢ 0. Logo

§ /‘— — =2 n3—n2— - = —
.7382”,2(3?,1',...,1' XY 7y17'-'7ypx7"'7yn)

= Z <Z SlgHU)gd(pU)pza(l)pz:g; pz:<::) 1)pj;]§:; @U)

oESy

Sl no Co(1) cr(n 1) Co(n)
o g gd '0" Pig1) pla(z) U(n) p]a(n) Ys

UESn

=Y (signo)ga(po)pi, ., (pi(,@) ot Py T pj(,(m)?g
O’GSn

= Z (Signa)gd(po')pig(l)el(pia(z)7 LI Pi(,(n) ) pja(n) )yaa

O'GSn

onde e; é a primeira funcao simétrica elementar. Usando novamente o Lema

3.2.8 e um argumento parecido com o anterior, podemos mostrar que

— =2 —-n—3 =n—2 — = == _
E Son—o(T, 2%, .. T T TN Y YT YT Ty) =

1<g<p<n

Z (Signa)gd(po)@(ﬂia@)v s >Pio(n) ) pjg<n)) ycr'

O'GSn

Assim

w(T, Yy -5 Yyy) = Z (signo) <gd~ (po)+

oESH

+gd(p0) <pi,,(1)€1(ﬂid(2)a s 7/)i,,(n)a/)j(,(n)) + 62(/)1'0(2)7 s in(,(n) ) Pj”(n))>>§a-

Uma vez que

pio(l)el(pio'@)’ st ’pio(n) ) pjcr(n)) + 62(pi0(2)7 ce 7pio'(n)7pjo'(n))

62(pig<1) 1 Pigeayr 3 Piginy pj(,(n)) = 62(p0)7
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temos

W@y 5 = Y (signo) (95 (o0) + gd<pa>e2<pa>)yg

ogESy

= (signo)g(po),-

O'ESn

Observacao 3.2.10. Seja v, o polinomio definido por

Ur(t1, - tg1) = 901, m—3m—2+4r) (t1, - s tag1)-

Observe que a funcao g definida no ultimo lema €
g(tl, e 7tn+1) = ’UQ(tl, Ce >tn+1) + Uo(tly .. ,tn+1)62(t17 P ,tn+1).
Do Lema 3.2.6 temos

Ur<t1, tl, tg, e ,tn) = g(l,...,n—3,n—2+r) (O, 0, t27 N ,tn)

Agora usaremos os Lemas 3.2.5 e 3.2.7 respectivamente na primeira e se-

gunda 1gualdade abaizo:

1 U |
ty ts ...t
t2 t3 t2

901, m—3m—24r) (0,0,t2,...,t,) = £ ,

O O O
tgf2+r tngJrr tz—2+r

=th(ta,. . 1) [] (t—to)-

2<p<q<n
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Portanto

Ug(tl,tl,tg,...,tn) = ihg(tg,...,tn) H (tq—tp),
2<p<g<n

vty b to, . tn) = £ I (tg —tp).

2<p<q<n

Da demonstacao do Lema 3.2.5 temos que o sinal £1 depende de n e, por-
tanto, para um mesmo n, o sinal de vy € 0 mesmo de vy. De forma similar

pode-se mostrar que

Ur(tl, ce ,tj,l,0,0,th, e ,tn) = :l:hT(tl, e ,tjfl,tjurl, e ,tn) H (tq — tp>

p<q‘
P,q#]j

com as mesmas consideracoes para o sinal 1.

Lema 3.2.11. Se

g = 9Qa,..,n—3n) (tb cee 7tn+l> + 9a,...n—3,n—2) (tl, cee atn-i-l)eQ(tl) cee atn-i-l)a

entdo t1 + to + ... + t, divide g(t1,... .t ..., tj—1,ti, b5, ..., t,) para todo

1<i<yi<n+1.

Demonstracao. Vamos aplicar inducao nas diferencas j —. Por simplicidade
de notacgao sera considerado apenas o caso ¢ = 1; o caso geral é similar. No
desenvolvimento dessa demonstracao faremos uso dos resultados obtidos na

Observacao 3.2.10. Primeiro, seja j — ¢ = 1. Temos
g(tl,tl,tg, Ce 7tn>
= Ug(tl,tl, tz, Ce ,tn) + Uo(tl, tl,tg, e ,tn)ez(tl,tl,tg, Ce ,tn)

::t(hQ(tQ,...,tn)+62<t1,t1,t27...7tn)> H (tq—tp)
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Uma vez que

hQ(tQ, . ,tn) —+ €2(t1,t1,t2, e ,tn) =
(h2(t1, cetn) —ti(t . +tn)> + (eg(tl,...,tn) +t(ty+ ... +tn)) =
Ro(ty, ... tn) +ealty, ... ty) = (L1 + ...+ 1,)?

entao

gltitista, o tn) = £t + .+ ) H (tg — tp)-

2<p<q<n
Portanto, t; + ...+ t, divide g(t1,t1,ta, ..., t5).

Agora, seja j — ¢ > 1. Por hipdtese de indugao assumimos
gy, byt t) = (b ) U (. 1)
para algum U(ty,...,t,) € K[ty,...,t,]. Pelo Lema 3.2.6,
ga(ty,. .. ytic, byt ... o) = —ga(ty, ... ytic,t, ty, .. o)
+2g4(t1, ... t-1,0,0, 501 ..., ty)
e, portanto, para d = (1,2,...,n — 3,n — 2+ 1), temos
Ottty by, t) = =ty it )

—I—er(tl, c. ,tj_l, O, 07tj+1 PN ,tn)
de forma que

g(th s 7tj—17tj7t17 s Jtn)

= Ug(tl, “e ,tj_l,tj7t1, Ce ,tn)
—|—"U0(t1, ce ,tj_l,tj,tl, ce ,tn)eg(tl, Ce ,tj_l,tj,tl, c ,tn)
= —Uz(tl, Ce ,tjfl,tl,tj, e ,tn) —+ 2’02<t1, Ce ,tj,l,0,0,th ce 7tn>
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+<—vo(tl,...,tj,l,tl,tj,...,tn)
+2v0(t1,...,tj_l,o,o,th...,tn)>ez(t1,...,tj_l,tj,tl,...,tn)
:—(v2(t1,...,tj_l,tl,tj,...,tn)

oty ot b, b)ea(t ot )
+2<vg(t1,...,tj,l,o,o,th...,tn)
+v0(t1,...,tj_1,0,0,tj+1...,tn)eg(tl,...,tj_l,tj,tl,...,tn)>
= —g(t1, . tj1, bt t)
+2<:I:hg(tl,...,tj_l,tj+1,...,tn) I (t,—t)

1<p<g<n
P,a#J
+ ] (= t))ea(ts, ...ttt .. ,tn)>
1<p<g<n
P,q#]

=—(t1+...+t,)U(t1,...,t,)
j:2<h2(t1,...,tj_l,tj+1,...,tn)+€2(t1,t1,t2,...,tn)> H (tq—tp)

1<p<qg<n
P,q#]

Para j > 7 temos
hg(tl,...,tj_l,tj+1,...,tn) +—62(t1,t1,t2,...,tn)

_ (hQ(tl,...,tn) —t(t +...+tn)> n <62(t1,...,tn)+t1(tl —|—...+tn)>
= hg(tl,...,tn)'+'€2(t1,...,tn)'+-(t1 —-tj)(tl—F... +’tn)
=14+ t) (=t + +t).

Portanto, t; + ... +t, divide g(t1,...,t;,t1, ..., tn). a

Teorema 3.2.12 (Amitsur-Levitzki). O polinomio standard sy, é uma

identidade polinomial para M, (K).

Demonstragao. Veja [6], Segao 7.1. O
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Definigao 3.2.13. Um polinomio f(x1,...,x,) € K(X) € denominado uma
identidade polinomial fraca para M,(K) se f(s1,...,Sn) = 0 para quaisquer
S1y..-,8m € sl,. Se a identidade polinomial fraca ndo € uma identidade poli-
nomial para M,(K) ela é denominada identidade polinomial essencialmente

fraca.

Exemplo 3.2.14. O polinémio f(x1,z2) = [x3, 23] € uma identidade polino-

mial essencialmente fraca para My(K).

De fato, se a € sly e b € My(K), entao [a?,b] = 0 e, portanto, f(z1,zs) é
uma identidade fraca para My(K). Uma vez que f(er,e12) = e12 # 0, entao

f(z1,x2) ndo é uma identidade para M (K).

Teorema 3.2.15. O polinomio

n—3

_ 2 n
w('ruylw"?yn)_SQH*Q(x’x yeeay L y L 7y1;---7yn>
2 n—3 _.n—2
—|—§ TSop—o(T, %, 2" T Y, YT e, Yn)

2 n—3 ,.n—2
+ 5 Son—o (T, 2%, . 2T A T Y YT YTy Yn)

1<p<g<n

¢ uma identidade polinomial essencialmente fraca para M,(K), n > 3. Além

disso, w(a, by, ..., b,) =0 para todo a € sl, eby,... b, € M,(K).

Demonstragao. Primeiro mostraremos que w(a,by,...,b,) = 0 para todo
a € sl, e by,...,b, € M,(K). Pela Proposicao 3.1.13 ¢ suficiente mostrar
que

w(wluyh s 7y'n,) =0
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para quaisquer matrizes elementares y, = e;,;,. Identificando T = w,, deve-

mos mostrar que

onde p; + ...+ p, = 0. Pelo Lema 3.2.9 temos

w(f7 Yis--- 7@71) = Z (Signa)g(pig<1) 1 Pigayr 3 Piginy s Pio(n) )@0(1) st ga(n)v
O'ES'VL
onde g foi definido no lema.
Suponha que {i1, j1,%2, j2, - - - yin, Jn} # {1,2,...,n}. Sem perda de gen-

eralidade, vamos supor que n & {i1, J1,2, 52, - - -, in, Jn - S€

entao alguma entrada da matriz

n

w(f7g1= e 7@71) = Z TPlI(lOb s ;pn—l)epq

pg=1
¢ nao nula, onde 7,,(t1,...,t,—1) ¢ um polinomio em K[ty,...,¢,-1]. Sem
perda de generalidade, suponha 711(p1, ..., pn_1) # 0. Como, em particular,

T11(t1, ... tao1) # 0, existem Ay, ..., A\, € K tais que

T(/\ly-'-aAn—l) 7é 0.

Pelo Teorema de Amitsur-Levitzki temos que w(x, y1, ..., ¥, ) € uma identidade

para M,,_1(K) e, portanto,

n—1 n—1
0=w(>_ Mo Tis- ) =W Ay — M+ + A enn T, - - T
p=1 p=1

= Z qu()\l, Cey )\n71>€pq 7£ 0.

p,q=1
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Absurdo. Logo, w(Z,¥,...,79,) = 0.
Suponha {i1, j1, 2, jo, - - -, in, Jn} = {1,2,...,n}. Se w(Z,yy,...,y,) # 0,

entao
Yy - Ui, #0

para alguma sequéncia lq,...,[, de 1,...,n. Além disso, essa sequéncia é
escolhida, de modo que a entrada (i, j;,) de w(Z,7,,...,7,) seja ndo nula.

Como w(x,y1,...,Yys) é anti-simétrico nas variaveis yi, . .., yn, temos que

Seja b o menor valor de ¢ tal que j;, € {iy,...,4,}. Assim,
ill 7& jll = ilz 7& jl2 == Z.lb71 7é jlb71 = ilb *jlb -

- Zlb+1 % jlb+1 = Zlb+2 # jlb+2 =...=1, # Il s

onde * pode ser o simbolo de # ou =. Observe que as diferencas apds o x*

devem ocorrer pois

Lty -ty Sty s Jipras - - -5 Jin Y = Lhns Jus Btgs Jio - - -5 0> J1n ) = {1, -+ 0}

Redefinindo os indices, é facil ver que

W(T, €12, €23, - - - ; Ch—1b, Cbi Cib415 Coh1b42, - - - » En—in) 7 0,
onde i € {1,...,b}. Para manter a notagao do artigo [5], vamos trocar b por
j. Assim, devemos calcular w(T, 7y, . ..,7,) nas matrizes
Y1 =e€12,Yp = €23,- .-, Yj_1 = €j-15,U; = €
Yjr1 = Cijt1, Yjro = €j415425 -+ Y = En—1n
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para 1 <1 < 7 <n. Pelo Lema 3.2.9 temos

U)(.%', Y- - 7yn) = Z (Signo—)g<pio(1) ) pig(z)a cee 7pig(n)7pjo(n))ga(1) e 'ga(n)

O'ESn

em que g = g(ty,...,t,1) é dado por

9=90,.m-3n) (L1 tng1) + 901, m—3m-2) (L1, - tnpr)ea(ts, o tgr).

Temos entao as seguintes possibilidades:

1°) Para 1 <i < j <mn,

w(fayla s 7@1@) = g(plaan sy Piy e >pjapi7pj+17 e 710n717pn)€1n

2°) Para 1 <i < j=n,

w(fayl) s 7@71) = g(p17p27 cey Pis e 7pn—17pn7pi)eli
3°) Para i = j =n,

W\, Yq,--- 7gn) = g(plap% s 7pn717pn7pn)eln

—

4°) Parai=1e j =n,
w(fvyla s 7@71) = g(p17p27 s apn—2apn—1,pmp1)€11

+9(p2, P3; -+ s Pr—2s Pu—1, P, P1, P2)€22
+9(P35 Pas - s P15 P> P1, P2, P3)€33
+ oot 9(Pn p1, P25 s Pty Pr)Enne
De acordo com o Lema 3.2.11,
th+ta+...+t, divide g(t1,....t, ..., tj_1,ti by, ... ty)
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para todos 1 <7 < j < n+ 1. Portanto,
g(tl,...,ti,...,tj_l,ti,tj,...,tn) = (t1+t2++tn)UU(t1,,tn),

para algum U;; € K[ty,...,t,]. Assim

pois p1 + ...+ p, = 0.
Para completar a demonstragao, falta mostrar que w(x,yi, ..., y,) nao é

uma identidade para M, (K). Sejam a, by, ...,b, € M,(K) definidas por

n
a = E PpCpp, b1 = €11, by = €12, b3 = €93,..., by = €,_14.
p=1

Pela demonstragao do Lema 3.2.11 temos
w(a, by, ..., by) = g(p1,p1,p2, -, Pn)€1n
=i+ +p)* II (pg— pp)ein:
2<p<q<n

Assim, escolhendo p, = p, temos que w(a, by, ..., b,) # 0. ]

Faremos uso do seguinte resultado devido a Razmyslov. A demonstracao

pode ser encontrado em [16] ou [6], pdgina 96.

Lema 3.2.16. Seja f(z1,...,x,) uma identidade polinomial multiltilinear
essencialmente fraca para M,(K) tal que f([z1,Tmi1], 22, .., Tm) € uma i-

dentidade polinomial para M, (K). Escreva f(xi,...,x,) na forma

flzy, ..o x,) = Z QpgD(T2, -« Tin)T1q(T2y . o T)
em que p e q sao monomios que nao dependem de x1. Entdo
(.. x,) = Zapqq(xQ, e ) T1p(T, . T)

¢ um polinémio central nao trivial para M, (K).
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Lema 3.2.17. Seja K um corpo infinito. Se f(x1,...,xy) € uma identi-
dade polinomial fraca, entao cada componente multi-homogénea de f é uma

identidade polinomial fraca.

Demonstracao. Escreva f = fo + f1 + ...+ fn, onde f; é a componente
homogénea de f com grau ¢ em x;. Considere n 4+ 1 elementos distintos

o, . .., a, € K. Para cada j, o polinomio

g; = floay, @a, ..o 0m) = fo+ojfi+... +a;" fr

¢ uma identidade polinomial fraca para M, (K). Além disso,

1 Qg ... Oé()n f() qo
1 a1 ... Oéln fl - g1
1 oy o In In
v
onde V' é a matriz de Vandermonde invertivel. Logo, dados aq,...,a,, € sl,
temos
folar, ... am) go(at, ..., am) 0
filay, ... am) | alar,. s am) 0
. = V . = .
folar, ... am) gnlay, ... am) 0
Provamos assim que fy, fi1,..., fn sdo identidades polinomiais fracas. Agora,
para cada ¢ = 0,1,...,n e cadat = 0,1,2,..., tomemos f; como sendo a

componente homogénea em f; de grau t em z5. Usando entao os mesmos

argumentos anteriores, concluimos que f;; é uma identidade polinomial fraca
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e assim, repetindo o processo para cada variavel, temos que cada componente

multi-homogeénea de f é uma identidade polinomial fraca. O

Observacao 3.2.18. O raciocinio utilizado na demonstragdo do lema nos

permite concluir que se f(x1,..., %k, Y1, .., Y1) satisfaz
f(al,...,ak,bl,...,bl) =0, Yai,...,a, € sl,, by,..., b € Mn(K),

entao cada componente multi-homogénea de f também possui essa proprieda-

de.

Defini¢ao 3.2.19. Seja w(z,y1,...,y) wm polindmio homogéneo de grau
k em x. A linearizagio completa em x de w(x,y1,...,y;) € a componente
multilinear em x1, ..., x, do polinomio

w(Ty + . Ty Y1y YL
Considere w como na definicao acima e suponha que
w(a,by,...,b) =0, Va € sl,, by,..., b € M,(K).
Se w(xy, .. Tp, Y1, -, y) = w(xy + ... + Tk, Y1, ..., Y1), €NLA0O
w(ag, ..., ap, by, ....b0) =0, Yay,...,a, € sly, by,...,b € M,(K).
Assim, pela tltima observagao,
w'(ay, ... ag,bi,...,0) =0, Yay,...,ap € sl,, by,...,b € M,(K),

onde w'(z1,..., Tk, Y1, .., y) € a linearizagdo completa em x de w.

Usaremos o seguinte lema no nosso resultado principal.
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n

Lema 3.2.20. Se m = ) pyep € sl,, entdo m pode ser escrito como um
p=1

comutador de duas matrizes em M, (K).

Demonstracao. Sejam a e b matrizes em M, (K) definidas por

—

n— n—1

a = €(j+1’j) e b = Z(pi+1 + pi+2 + e + pn)e(i7i+1).

j=1 i=1

Temos

,_A

n—~L n—

1
(Pit1 + Piva + o+ pn)e(ir )€t
1 =1

<.
Il

n

n—1
= Z(Piﬂ + pive oo F Pn)€lit1iv1) = Z(Pj + pjt1t .+ pr)egy)-
i=1 j=2

De maneira similar,

n—1
ba = Z(PJH + pjr2 oo F pn)eg)-
j=1
Logo,
n—1
ab —ba = ppemm) + Y (pj +pjv1 + ..+ palegis)
j=2
n—1
—(p2+ps+ ...+ pn)ean) — Z Pi+1+ pirz + -+ pn)eg)
7j=2
(Z Pje( 7])> p2 +p3+...+ pn)e(u) =m,
pois p1 = —(p2+ ps+ ...+ pn). O

Chamamos a atengao do leitor para o fato que o lema acima é um caso
particular do teorema abaixo, cuja demonstracao pode ser encontrada em

19).
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Teorema 3.2.21. Toda matriz m € sl,, € o comutador de duas matrizes em

M, (K).

Teorema 3.2.22. Seja w'(x1,...,Zk,Y1,---,Yn) @ linearizagado completa em

x do polinomio

n—3

2 n
Qu(xay17”'7yn) ::SQH—Q(I7377"‘7x y L 7917---’yn)
n
2 n—3 _.n—2
—|—§ TSop—o(T, a2 T Y, YT e, Yn)
p=1

2 n—3 n—2
+ g Sop—o(z, a2 T T Y, YT Yy Yn)s

1<p<g<n

onde k = (n> —3n+6)/2. Se

F@1, o T YLy e ey Yny Ty oo ) = W (w1, [T2, T2, - o [, Th)s Y1y - -5 Yn)

entao
(@, XYty ooy Yny Ty e ey Tk)

¢ um polinomio central ndo trivial de grau (n — 1)® + 4 para M, (K), n > 3.
Demonstragao. O grau de f*(x1,..., Tk, Y1y, Yn, Ta, ..., L) €
E+n+k—1=n>-2n+5=(n—1)>+4.

Pelo Teorema 3.2.15, w(a,by,....,b,) = 0, VYa € sl,, by,...,b, € M,(K).

Assim, como ja foi comentado anteriormente,
/
U)(al,...,ak,bl,...,bn) =0, Val,...,ak c Sh“ bl,...,bn S A4ﬁ(ﬁ§)
Sejam aq,...,ar, bi,...,b,,Co, ..., cp € sl,. Temos

flar, ... ak,br, ... by, oy ycx) = W' (ay, [ag, cal, . .., [ag, ], b1, ..., by) =0
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e, portanto, f é uma identidade polinomial multilinear fraca.
Sejam ap, cp, b € My(K), h = 1,...;k el = 1,...,n. Uma vez que

lan, cp] € sl, temos

f(lar,er],an, oo ag, by, by coy oy )
= w/([alacl]a [a2762]7 R [ak‘ack’Lbl? e bn) =0
e, portanto, f([x1,Z1], T2, ..., Tk, Y1, - -« Yn, T2, - - ., Tx) ¢ uma identidade poli-

nomial para M, (K).
Dessa forma, para mostrar que f* é um polinomio central nao trivial para
M, (K) é suficiente, pelo Lema 3.2.16, verificar que f nao é uma identidade

polinomial para M, (K). Seja

ﬁj(xayla"wyn) :w/(1>$,---7$,yl7--~,?/n)
——
k—1
n
e suponha que existam a, by, ...,b, € sl,, a = ) ppe,p, tais que
p=1

{D(a, bl, ce ,bn) # 0.
Pelo Teorema 3.2.20, existem ¢, d € M,(K) tais que a = [¢, d] e, portanto,

e bd Ay =w(ee.d),. . e.d by, b,
f(ecklcl kl) w'(e, [c, d] [c, d], by )
- - k-1

=w([e,d],by,...,b,) = w(a,by,...,b,) #0.

Seja wy(x,y1,...,Yy,) a componente de grau ¢ em = de w(l 4+ z,y1,...,Yn).

Temos que
ﬁj(xvyla s 7yn) = (k - 1)!wk—1(m7y17' o ayn>

Portanto, se wg_1(a, by, ...,b,) # 0, entdao w(a,by,...,b,) # 0.
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Vamos calcular wy_; para

n
a= E :ppemv
p=1

by = €12, by = €21, bg = €13, by = €34, bs =€45, ..., b, = €n—1n-

De acordo com o Lema 3.2.9 temos
w(a, by, ..., ba) = g(p1, P2, p1, P3, pa, - - -, Po)e1n
em que g é um polinémio de K[tq,...,t,41] com grau k, dado por
g(ti, - tns1) = 902, m—3m) (t1, - tns1)

+ 91.2,.m-3n-2)(t1, - s tagr)ea(tr, oo tuga).

Seja ¢'(t1,...,tnr1) & componente homogénea de grau k — 1 de
g(]' +t17 ey 1 +tn+1)‘

Como wy_1(a,by,...,b,) = g (p1, P2, P15 P35 P4y - - Pr)€1n, O Proximo passo é

calcular ¢’ e mostrar que

g (p1, P2, P1, 035 P4y - - - Pn) 7 0.

Temos que g(1.2,.. n—3n) (t1,...,tps1) é um polindémio de grau k e de acordo
com os Lemas 3.2.3 e 3.2.4, a componente homogénea de grau k£ — 1 de

912,m—3n) (1 +t1,..., 14+ t,41) é dada por
9(0,2,....,n—3,n) (tla s 7tn+1) + 29(1,1,...,7173,71) (tla v >tn+1)
+3901,2.2,..n—-30) (15 - tnr1) + oo F (0= 3)902, n—am—an) (t1s - Tng1)
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+ng.2,.m-3n-1)t1, - tagr1) = g2, n-3m-1)(t15 - - tng1).

O polindomio g(1,23,..n—3n-2)(t1, ... tnt1) tem grau k — 2 enquanto que o
polinémio es(ty,...,t,+1) tem grau 2. Portanto, a componente homogénea

de grau k — 1 de

912, m—3n-2) (L +t1,. ., T+ tp)ea(l+ 1, ..., 14+ th4)

pode ser obtida de duas formas:

1*) Pela componente homogénea de grau k — 3 de

91.2,.m—3m—2) (1 +t1,. .., 1 +t,11)

multiplicada pela componente homogénea de grau 2 de ey(14t1, ..., 14+t,11).

2%) Pela componente homogénea de grau k — 2 de

91.2,.m—3m-2) (1 +t1,. .., 1 +ty11)

multiplicada pela componente homogénea de grau 1 de eg(1+t1, ..., 1+t,41).
Segue dos Lemas 3.2.3 e 3.2.4 que a componente homogénea de grau k — 3

de ga1,2,..n-3n-2)(1 +t1,..., 1+ t,41) é dada por
90.2,.m—3n-2)(t1, - tng1) + 29011, n-30-2)(t1, - -, tng1)

+39(1,22,..n—-3n-2)(t1, - - - tpg1) + .+ (0= 3)90.2,. . n—an—an-3) (15 - s ng1)
+(n —2)ga.2,..n-3n-3)(t1, ..., tng1) = 0.
A componente homogénea de grau k—2 de g(172,,_,,n_37n_2)(1 +it1, ., L +tg)
¢ 9(1,2,..n—3n-2)(t1, .., thq1) enquanto que a componente homogeénea de grau
ldeeg(14ty,...,14+t,41) é
> (tptty) =nhit, .. tes).

1<p<g<n+1
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Assim a componente homogénea de grau k — 1 de

91.2,.m—3m-2) (L +t1, ..., T+ tpr)ea(T 411, ..., 1+ tpp)

¢é dada por
7tn+1)h‘1(t17 B 7tn+1)-

-----

Logo ,
coytngt)

,tn+1)hq<t1,...,tn+1)
,tn+1>hq(t1,...,tn+1))

gt tar1) = nga2,..n—3n-1)(t1, -

+ng@1,2,..m-3n-2)(t1, ...

= 71(U1(t1,.. -atn+l) -+ Uo(tl,...
Aplicando o Lema 3.2.6 e a Observagao 3.2.10, obtemos para r > 0,

,tn)'+'2Ur(t170,0,t3,...,tn)

= _U’r‘(t17t17t27t37 s

/U,,-(tl, t2) t17 t37 t47 v 7tn>
atn)‘+'2Ur(t1a0707t37---7tn)

= _UT(070’t27t37 s
= thy(tar.. o ty) T (te—ty)
2<p<q<n
:I:Qhr(tl,tg,t4,...,tn) H (tq—tp).
1<p<q<n
P,q#2

Portanto,

7tn) = nvl(t17t27t17t3at47 s 7tn)

g,(tla t?, tl, t37 t4, e

+nUO(t17t27t17t37t4a s 7tn)(2t1 + t2 + ...+ tn)

- n(ihl(tg,...,tn) IT -t

2<p<q<n

£y (tr s, ta o tn) ] (tq—tp)>

1<p<g<n
D,q7#2

+n< tho(ta,. o tn) ] (ta—tp)

84



£2ho(ty, ta e, 1) [ (e — tp)>(2t1 Fly4ts4 ...+ 1)

1<p<g<n
P,q#2

::I:n((t2+t3+...+tn)+(2t1+t2—|—t3+...+tn)> H (ty —tp)

i2n<(t1+t3—|—t4+...+tn)—|—(2t1+t2—|—t3+...—|—tn)> IT -t

1<p<g<n
P,q7#2
=+t +...+t,) [[ (ta—1t)
2<p<q<n
i2n<2(t1—|—...+tn)+(t1 —tg)) IT ¢t
1<p<g<n
P,q7#2
:i2n(t1—{—...—|—tn)( I G-t)-2 ] (tq—tp)>
2<p<q<n 1<p<g<n
P,q#2
£t —ty) ] (tg— 1)
1<p<gsn
P,q#2
Tomando
pr=1,p=2 ..., ppo1=n—-1 e p,=—(14+2+...4n—-1),

temos p1 +...+p, =0 e p; # p;, Vi # j. Dessa forma,

g/(p17p27p17p37p4a ... 7Pn) ;é 0

e isso completa a demonstracao do teorema.
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